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142 Matematika

KOTI V PRAVILNEM PETKOTNIKU

Kot je razvidno na sliki, v pravilnem petkotniku ABCDE s srediséem
v to¢ki S povsem naravno nastopajo koti 18°,36°,54° in 72°, ki so vsi
veckratniki kota 18°.
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Za kote 307,45° in 60° ni tezko najti vrednosti kotnih funkcij, saj
si pomagamo z enakostraniénim trikotnikom in kvadratom. Rezultatov
si tudi ni tezko zapomniti. Navadno pa najdemo v uébenikih za kotne
funkcije kotov, ki jih srecamo v pravilnem petkotniku, precej zapletene
izpeljave. Za nekatere od njih je treba obvladati celo kompleksna Stevila
ter enacbe tretje in ¢etrte stopnje. Ogledali si bomo, kako lahko enostav-
neje dobimo izraza za sinus in kosinus kota 54°. Rezultat nam omogoca
izrac¢un vrednosti kotnih funkcij tudi za ostale kote v pravilnem petkotniku
in geometrijsko konstrukcijo pravilnega petkotnika, ée poznamo njegovo
stranico a.

Najprej opazimo, da velja

2-54° =270° — 3-54°.
Nato se spomnimo znanih identitet

sin2q = 2sinacosa, cos2a=1-—2sina. sin(270° — @) = —cosa.
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Nekoliko manj znana je identiteta za kosinus trojnega kota, ki pa jo
dobimo iz adicijskega izreka in prejsnjih identitet (ali tudi iz Moivreove
formule):

cos 3a = cos(2a + a) = cos 2a cos a — sin 2asina = cos a1l — 4sin® @) .
Oznaéimo
T =sinb4°, y=cosbh4°®.
Qéitno je 0 < z < 1in 0 < y < 1. Ker velja
sin(2 - 54°) = — cos(3 - 54°) ,
dobimo od tod najprej
22y = —y(1 — 42?),
po krajsanju z y in po preureditvi pa je pred nami kvadratna enacba
47> -2z —-1=0.
Njeni resitvi sta
1 1
ml=1(1+\/§), zzzzu—\/ﬁ).

Ker je z2 negativno stevilo, imamo nazadnje

sin 54° = %(1 +5).
Stevilo
6= 5(1+V5)

smo ze srecali v Preseku (Presek 27 (1999/2000), 34). Imenujemo ga
Stevilo zlatega reza (zlato razmerje, oznac¢ujemo ga tudi 7), ker nastopa pri
zlatem rezu, zlatem pravokotniku, zlati spirali. Potence stevila ¢ s celimi
eksponenti se linearno izrazajo s ¢ samim, koeficienti pa so Fibonaccijeva
stevila. Trditev temelji na tem, da Stevilo ¢ = 2z, zados¢a enacbi 4% =
= ¢ + 1, iz katere dobimo ¢ ™, oziroma enaébi ¢ ~! = ¢ — 1, ki nam da
izraze za ¢ ™, kjer je n naravno Stevilo.
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Nekateri menijo, da se oznaka ¢ uporablja v ¢ast starogrskemu ki-
parju Fidiji, ki je zlati rez uporabljal pri svojih mojstrovinah, drugi pa
stavijo, da oznaka pride od Fibonaccija. Kakorkoli ze je, velja

1
in54° = —¢.
sin 2¢

Podobno idejo, ki nas privede do kvadratne enacbe, lahko uporabimo tudi
za sinus kota 18°. Zacnemo z enakostjo 2-18° = 90°—3-18° in nadaljujemo
podobno kot pri sinusu kota 54°. Lahko pa uporabimo dobljeni rezultat
in enakost

1
25in?18° =1 — c0s36° = 1 —sin54° = E(2—@5).

Tako dobimo najprej

1

o 2 o
1 = = —
sin® 18 1

| =

nato pa
1 1
inl8° ==(¢p—1)=—.
sin 2(¢> ) 2%
S stevilom ¢ se izrazajo tudi

1 1
sin36° = —y/3—¢, sin72° = 5\/2+¢.

2

Prav tako lahko s stevilom ¢ zapiSsemo tudi kosinuse, tangense in
kotangense tistih veckratnikov kota 18°, ki lezijo med kotoma 0° in 90°,
kot kaze razpredelnica.

[ kot | sin | tg [ ]
18° | 3v2—¢ | 2v/35—20¢ [72°
36° |3V3—9 | VT—14¢ |[54°
54° | 3¢ |3V/I5+206 |36°
72° |32+ | 3+dp [18°

{ cos ctg kot

Bralec bo z lahkoto zapisal vvrednosti v zgornji razpredelnici v obicajni
obliki, s kvadratnimi koreni. Cemu nam vse to lahko koristi?
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V uébenikih obi¢ajno najdemo geometrijsko konstrukeijo pravilnega
petkotnika, ki je vértan dani kroznici. Poskusimo sedaj konstruirati pra-
vilni petkotnik z dano stranico a. Njeni krajisci oznaéimo z A in B, ki

na daljico AB in konstruiramo kvadrat ABFG. Razpoloviice stranice AG
oznaéimo s H, potem pa nacrtamo krozni lok s srediséem v H skozi F.
Krozni lok preseka podaljsek stranice AG v tocki I. Na tem podaljsku
dolo¢imo Se tocko J, ki je od A oddaljena 2a. Ker je po Pitagorovem
izreku

|HI| = |HF| = %a\/ﬁ,
dobimo
1 1
|AIl=|AH|+ |HI| = §a+ 5&\/5:{1{;5.

Skozi I naértamo vzporednico stranici AB, ki jo krozni lok s sredidcem
v A skozi J preseka v tocki K. Takoj vidimo, da premica skozi A in K
oklepa z daljico AB kot 54°. Velja namrec

T _|AIl _ap 1
sin<AKI = K] ol e 2(_1).

Torej je res

4BAK = < AKI =54°.

B

j \\K/
s b

EYy G FNC




O¢itno premica skozi A in K preseka pravokotnico skozi razpolovisce
daljice AB ravno v sredis¢u S iskanemu pravilnemu petkotniku oértane
kroznice. S konstrukcijo iskanega pravilnega petkotnika ABCDE potem
ni vec tezav.

Bralec bo morda konstruiral pravilni petkotnik z dano stranico a Se
kako drugace, recimo z uporabo diagonal iz oglis¢ca D. Trikotnik ABD je
enakokrak z osnovnico a. Kot ob vrhu D pa meri 36°. Ni tezko izra¢unati
dolzine krakov AD in BD. Dobimo

a
|AD| = [BDI = m =ag.

Ker ze obvladamo konstrukeijo daljice dolzine a¢, znamo s tem nacrtati
tudi trikotnik ABD. Ker merita <ADE in < BDC tudi po 36°, dodamo ta
kot na vsako stran vrha D enakokrakega trikotnika ABD. Nato odmerimo
a iz D vzdolz nosilk daljic DC' in DE. S tem imamo vsa oglisca iskanega
lika.

Za konec si oglejmo Se eno zanimivost v zvezi s kvadrati sinusov
veckratnikov kota v = 18°. Oznacimo

an = sin®(n7y),

kjer je n poljubno celo stevilo. Iz ze predstavljene razpredelnice domne-
vamo, da je

ap = An + Bn(‘b 1

kjer so A, in B, racionalna Stevila. Posebej je sin®(37) = ¢?/4 = (1 +
+ ¢)/4. Tako imamo na primer Ay =0, By =0, 4; = 1/2, B; = —1/4,
Ay = 3/4, By = —1/4, A3 = 1/4, B3 = 1/4 itd. V Preseku smo tudi ze
dokazali, da realna Stevila oblike a + b¢, kjer sta a in b racionalni Stevili,
zaradi iracionalnosti stevila ¢ lahko v taki obliki zapisemo samo na en
na¢in. Seveda za vsako naravno Stevilo veljata enakosti A_,, = A, in
B =B .

7 uporabo adicijskega izreka za funkecijo sinus najprej izpeljemo iden-
titeto

sin®(a + B)+ siuz(a — B) =2sin? a + 2sin? 3 — 4sin2 asin® g,

kamor nato vstavimo a = ny in 3 = 7. Dobimo rekurzivno enacho za a,,:

1
pi1+ Qp1 =GP+ 1— 5(}5-
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Ker je agp = 0 in @y = 1/2 — ¢/4, lahko postopoma izra¢unamo as, as, . . ..
Z metodo matematicne indukeije dokazemo, da so vsi ¢leni zaporedja a,

oblike A, + B, ¢, kjer so A,, in B, racionalna stevila. Torej velja naslednja
enacba:

1
(An+i -+ Bn+l¢) = (An.—l -+ Bn—l‘;b) — (An + Bn¢)¢ +1— 5‘16

Ker je ¢ = 1+ ¢, morata zaradi enoli¢nosti zapisa A,, in B,, izpolnjevati
enacbi
An+1 it Aﬂ—l =Bn+1
1
Byi1+ Bp-1=An+ By — 5

1z dobljenega sistema rekurzivnih enacb lahko korak za korakom izracu-
namo A, in B,. Toda pojdimo Se korak naprej. Izrazimo

An = D41 +Bn——1 = Bﬂ. -+ 1/2
iz druge enacbe in ga vstavimo v prvo. Dobimo rekurzivno enacbo
Bn+2 == Bn+1 —Bp+ B, 1 —By, 3.

Torej je katerikoli B,, izmenicna vsota Stirih svojih predhodnikov.
Podobno najdemo tudi rekurzivno enacbo

1
Apg2 = An+1 — Ap ¥ Ani — Ana F 5 .
Katerikoli A,, je izmeni¢na vsota Stirih svojih predhodnikov, povecana za

polovico. Tako lahko sirimo naslednjo tabelo:

m lees| =2 | =1 (6] 2 2 |3 |4 |5/6 |...
An |...|3/4 | 1/2 0] 1/2 | 3/4 |1/4|1/2|1]|1/2]...
Bn |...|-1/4|-1/4|0|-1/4|-1/4|1/4|1/4]|0]|1/4]...

Prav za konec pa Se ena naloga za bralce. Diagonali iz razliénih oglise
v pravilnem petkotniku se sekata v notranjosti lika. Dokazite, da je pri
tem razmerje daljSega in krajSega odseka enako stevilu ¢.

Marko Razpet
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