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Verlag von F. TEMPSKY in WIEN und PRAG.

Begleitwort
M );III] 1ks
Geometrische Formenlehre
e
Anfangsgrinde der Geometrie
Reals::i‘lulen.

Bearbeitet von

Johann Spielm ann.
Mit 216 in den Text gedruckten Figuren.

Achtzehnie, gedanderte Aufiage.

Preis geheftet 1 K 60 h, gebunden 2 K 10 h.

Seit dem Erscheinen der 17. Auflage der Anfangsgriinde der Geo-
metrie fiir die 2., 3. und 4. Classe der Realschulen von Moénik sind fast
20 Jahre verstrichen. Dureh die in dieser Zeit iiblich gewordene ge-
anderte Darstellung der geometrisechen Lehren fiir die Schule und dureh
den neuen Lehrplan fiir Realsehulen ist eine neue Auflage nothwendig
geworden. Dieselbe sehlieBt sich selbstverstindlich vollstiindig den
Forderungen des Lehrplanes und den Instructionen an. Sie unterseheidet
sich von der 17. Auflage dadurch, dass sie auch die geometrische
Formenlehre fiir die 1. Classe enthilt. Damit ist der Vortheil ver-
bunden, dass der Schiiler dureh alle vier Classen dasselbe Buch bei-
behiilt, dass es nicht nothwendig ist, manche Lehren fiir die versehiedenen
Stufen wiederholt in das Bueh aunfzumehmen, sondern nur einmal, wo-
durch nieht nur eine Kiirzung sich ergibt, sondern aueh das Local-
gediichtnis der Schiiler mehr ausgeniitzt wird. Die achsiale Symmetrie
wird in der neuen Auflage stiirker betont und consequent ausgeniitzt.
Die aus derselben sich ergebenden Siitze wurden nicht auf die Con-
gruenz der Dreiecke sondern auf die unmittelbare Ansehanung gegriindet.
Die Nothwendigkeit dieses Vorganges ergab sich auch aus der Forde-
rang der Instructionen, dass achsiale und ecentrische Symmetrie schon
in den Unterrichtsstoff der 1. Classe aufzunehmen sind; es schien ge-
rathen, nicht erst bei den regelmiflicen Polygonen damit zu beginnen,



sondern sie schon frither an einfacheren Formen zu erirtern. Die
Darstellung der geometrischen Gebilde durch ihre Projection wurde nicht
wie in der fritheren Auflage nur Anhangsweise vorgenommen, sondern
dem Lehrstoff an den entsprechenden Stellen selbst eingefiigt. Die
neue Auflage weist ferner auch eine grofie Anzahl neuer Figuren auf
da in dieser Beziehung die 17. einer Verbesserung bedurfte.

Das beigedruckte Inhaltsverzeichnis Lisst den Inhalt und den
Umfang des Buches erkennen.

Der Umfang des Buches ist durch den Lehrplan und die Instructionen
bestimmt. Auf die einzelnen Classen entfallen der Reihe nach eca. 30,
40, 33 und 55 Seiten. Eine Reduetion tritt von selbst dadurch ein,
dass von den zahlreichen Ubungsbeispielen immer ein Theil wegfallen
wird; in seinem Umfange wurde aber der Ubungsstoff wegen der
wiinschenswerten Moglichkeit des Abwechselns erhalten. Der grifiere
Umfang des Pensums der ersten Classe findet darin seine ErkLirung,
dass von den wichtigsten geometrischen Gebilden (Gerade, Dreieck,
Viereck, Vieleck), nachdem sie an den Koérpern vorgenommen wurden,
im. Interesse der Wiederholung und der Ubersicht noeh eine zusammen-
fassende Darstellung gegeben wurde, die dem Schiiler nur mehr wenig

Miihe verursachen wird.

Druek von Gebriider Stiepel in Reichenberg
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ERSTER THEIL.

Geometrische Formenlehre und Planimetrie.

[. Die einfachsten Korperformen und die wichtigsten ebenen
ceometrischen Gebilde.

Der Wiirfel.
Der Wiirfel wird auf einem Tische so aufgestellt, dass eine Fliache den Schiilern
zugewendet 1st.

8. 1. Der Wiirfel (Fig. 1) nimmt einen Raum ein, der von allen
Seiten begrenzt ist. Ein von allen Seiten begrenzter Raum heifit em
Korper. Der Wiirfel ist ein Korper. |

Der Wiirfel ist nach drei Hauptrichtungen Fig. 1.
ansgedehnt: von rechts nach links, von vorne -~
nach hinten, von unten nach oben. Die Aus- \
dehnung von rechts nach links heit gewdhnlich
Linge, die von vorne nach hinten Breite und die
von unten nach oben Hohe. H

Ein Kérper hat drei Ausdehnungen: 3
[.inge, Breite und Hohe.

§. 2. Der Wiirfel wird von sechs Flidchen begrenzt. Diese
sind: die obere, untere, vordere, hintere, rechte und linke Fliche. Da
der Wiirfel von sechs Flichen begrenzt wird, heifit er auch Sechs-
flichner oder Hexaeder.

Alle Flichen des Wiirfels sind ebene Flichen.

Jede - Fliche des Wiirfels ist nach zwei Hauptrichtungen aus-
cedehnt. Die untere Fliche von rechts nach links und von vorne nach
hinten, die vordere Fliiche von rechts nach links und von unten nach
oben u. s. Ww.

Eine Fliche hat zwei Ausdehnungen: Linge und Breite (Hohe).

Die untere Fliche, auf welcher der Wiirfel steht, sowie auch die
obere Fliche, heifen Grundflichen; die tibrigen vier Flichen werden
Seitenflidchen genannt.

Die Flichen eines Wiirfels zeigen gegeneinander eine zweifache
Lage.

1. Die beiden Grundflichen treffen nie zusammen, soweit man sie
auch in ihren Richtungen erweitert, sie heilen parallel; von den

T —— - — —
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Seitenfliichen sind die vordere und hintere, ebenso die rechte und linke
zueinander parallel. Am Wiirfel gibt es also drei Paare paralleler
Flichen.

2. Jede Seitenfliche trifft mit jeder der Grundflichen zusammen,
sie schneiden einander. Dasselbe 1st bei zwei benachbarten Seiten-
flichen der Fall. Am Wiirfel stehen je zwei sich schneidende Fliichen
senkrecht (normal) aufeinander.

Alle Grenzflichen des Wiirfels zusammen bilden dessen Ober-
fliche.

§. 3. Jede Fliiche am Wiirfel wird von vier Kantenlinien
oder Kanten begrenzt. Eine Kantenlinie entsteht da, wo zwei Fliichen
zusammenstofen. Am Wiirfel kommen im ganzen 12 Kanten vor.

Alle Kanten des Wiirfels sind gerade Linien.

Jede Kante des Wiirfels ist nur nach einer Richtung aus-
gedehnt; z. B. die vordere obere von rechts nach links.

Eine Linie hat nur eine Ausdehnung: die Linge.

Die 8 Kanten an den Grundflichen heien Grundkanten, die
ibrigen 4 Kanten heilen Seitenkanten.

Die Kanten des Wiirfels haben gegeneinander eine dreifache Lage.

1. Der Wiirfel hat Kanten, welche einen Punkt gemeinschaftlich
haben, diese schneiden einander in diesem Punkt. Die am Wiirfel
sich schneidenden Kanten stehen aufeinander senkrecht und liegen in
derselben Fliche.

2. Es gibt Kanten, welche dieselbe Richtung besitzen, sie treffen
nicht zusammen, so weit man sie auch verliingert. Sie heiflen parallel.
Am Wiirfel kommen 3 Gruppen von je 4 parallelen Kanten vor; je
zwei derselben liegen in derselben Fliche.

3. Der Wiirfel besitzt auch Kanten, die weder parallel sind, noch
sich schneiden, auch wenn sie beliebig verlingert werden; z. B. die
vordere obere und die rechte untere Grundkante; sie liegen nicht in
derselben Fliche. Derartige Kanten heiflen sich kreuzende.

Die Kanten des Wiirfels haben gegen die Flichen desselben eine
zweifache Lage. Die vordere obere Kante trifft die untere Grundfliche
nicht, dies wiirde auch bei beliebiger Erweiterung beider nicht geschehen.
Diese Kante ist mit der unteren Grundfliche parallel. Die Seiten-
kanten hingegen treffen die untere Grundfliiche, sie schneiden dieselbe.

Alle Kanten des Wiirfels stehen auf den Flidchen, welche sie
schneiden, senkrecht.

Eine nach allen Seiten begrenzte ebene Fliche heifit eine ebene
Figur. Die Grenzlinien einer Figur heifen Seiten derselben. Jede
Fliache des Wiirfels ist eine vierseitige Figur. Da die Seiten gerade
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Linien sind, heift die Figur geradlinig; da alle Seiten gleich sind,
heifit sie gleichseitig.

Alle Grenzlinien einer Figur zusammen bilden ihren Umfang.
Der Umfang einer Fliche des Wiirfels ist eine gebrochene Linie.

8. 4. Jede Kantenlinie des Wiirfels wird von zwei Eckpunkten
begrenzt. Ein Eckpunkt entsteht da, wo drei Flichen zusammenstofien.
Der Wiirfel hat 8 Eckpunkte. Der Wiirfel ist ein eckiger Korper.

Die Eckpunkte des Wiirfels sind nach keiner Richtung aus-
oedehnt; sie sind weder lang, noch breit, noch dick.

Ein Punkt hat keine Ausdehnung.

Eine Figur, welche vier Seiten hat, hat auch vier Eckpunkte
und héiBt deshalb auch ein Viereck. Jede Fliche am Wiirfel ist ein
gleichseitiges Viereck.

§. 5. Zwei Kanten, welche sich treffen, bilden einen Winkel.
Jede Fliche des Wiirfels hat vier Winkel. Am ganzen Wiirfel sind

24 Winkel.
Die Kanten, welche einen Winkel bilden, heilen die Schenkel

und der Eckpunkt, in dem sie zusammentreffen, der Scheitel des
Winkels.

Ein Winkel, dessen Schenkel aufeinander senkrecht stehen, heifit
ein rechter. Am Wiirfel kommen lauter rechte Winkel vor.

Jede Fliche am Wiirfel hat vier rechte Winkel, sie ist recht-
winklig; da diese Winkel gleich sind, ist sie gleichwinklig. Eine
Figur, welche gleichseitig und gleichwinklig ist, heifit regelmifBig.
Das regelmiiflige Viereck heiit Quadrat. Am Wiirfel ist also jede
Fliiche ein Quadrat. S

Die Quadrate am Wiirfel haben gleiche Grofie und gleiche G e-
stalt; ifolge dessen lassen sie sich so aufeinander legen, dass sie gich
decken; sie sind congruent. Ein Korper welcher von lauter con-
gruenten und regelmiifigen Figuren begrenzt wird, heifit regelmifiig.
Der Wiirfel ist ein regelméfiger Korper.

Ein eckiger Korper, dessen obere Grundfliche mit der unteren
parallel und congruent ist, heifit ein Prisma. Der Wiirfel 1st also ein
Prisma. Da die Seitenkanten des Wiirfels auf den Grundfliichen senk-
recht stehen, sagt man: der Wiirfel ist ein senkrechtes oder ge-
rades Prisma. |

§. 6. Verbindet man zwei gegeniiberliegende Eckpunkte eines
Quadrates durch eine Gerade, so erhilt man eine Diagonale desselben.
Jedes Quadrat hat zwei Diagonalen, die untereinander gleich, aber
grober als eine Seite sind.

1*



Die Diagonalen eines Quadrates bilden mit den Seiten spitze
Winkel. (Fig. 2.) Der Durchschnittspunkt halbiert jede derselben.
Die vier Eckpunkte eines Quadrates sind daher von

b dem Durchschnittspunkt der Diagonalen gleich weit

" - | entfernt; dieser heifit deshalb der Mittelpunkt des
\ / Quadrates.

R Verbindet man zwei gegeniiberliegende Eckpunkte

// : \ eines Wiirfels (einer gehort der oberen, der andere der

A - | unteren Grundfliche an) durch eine Gerade, so erhilt

man eine Diagonale des Wiirfels. Jeder Wiirfel hat
vier Paare gegeniiberliegender Eckpunkte, mithin auch vier Diagonalen.
Alle schneiden einander in demselben Punkt und werden durch ihn
halbiert.

Verbindet man die Mittelpunkte zweier gegeniiberliegender Flichen
eines Wiirfels durch eine Gerade, so erhiilt man eine Achse des Wiirfels.
Der Wiirfel besitzt drei gleich lange aufeinander senkrecht stehende
Achsen; sie schneiden einander in dem Durchschnittspunkt der Diago-
nalen und werden durch denselben halbiert. Dieser Punkt heifft daher
der Mittelpunkt des Wiirfels.

§. 7. Eine Gerade, welche die Richtung eines Bleilothes d. 1. eines
frei hiingenden durch eine Bleikugel gespannten Fadens hat, heifit loth-
recht oder vertical. Eine Gerade, welche die Richtung eines aut
einem ruhigen Wasserspiegel schwimmenden Stiibchens hat, heilit hori-
zontal oder wagrecht. Eine Gerade, welche weder horizontal noch
lothreeht ist, heift schrige.

Jede ebene Fliche, welche durch eine lothrechte Gerade gelegt
wird, heift lothrecht oder vertical; hingegen heifit sie horizontal, wenn
alle in ihr enthaltenen Geraden horizontal sind. Ist eine ebene Fliche
weder horizontal noch vertical, so heifit sie schriige.

Mithin sind die oberen und unteren Kanten des Wiirfels i der
betrachteten Lage horizontal, die Seitenkanten vertical, die Diagonalen
der Seitenflichen und die Diagonalen des Wiirfels schriige. Die Grund-
flichen sind horizontal, die Seitenfliichen vertical.

§. 8. Jede Kante des Wiirfels ist durch ihre Endpunkte begrenzt.
Denkt man sich eine Kante iiber ihre Endpunkte ohne Ende verlingert,
so erhilt man eine unbegrenzte Gerade oder einen Strahl. Er-
weitert man eine Begrenzungsfliche des Wiirfels iiber die Kanten hinaus
ohne Ende, so erhiilt man eine unbegrenzte Ebene. Denkt man
sich zwei in einer Kante eines Wiirfels sich schneidende Flichen er-
weitert, so begrenzen sie theilweise einen Raum, welcher Keil genannt
wird. Erweitert man die drei an einer Ecke eines Wiirfels zusammen-
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stoBenden Flichen, so heifit der theilweise begrenzte Raum ein Drei.
kant und zwar ein rechtwinkliges Dreikant, weil die Kanten und
Flichen desselben aufeinander senkrecht stehen.

Weder ein Keil noch ein Dreikant ist ein Korper, weil sie den
Raum nicht vollstindig begrenzen.

Raumgebilde und Raumgrdéfien.

8. 9. Korper, Flichen, Linien und Punkte nennt man Raumgebilde.
Die ersteren drei sind im Raume ausgedehnt und heiflen deshalb Raum-
orofen. Der Punkt hat keine Ausdehnung und ist daher keine Ranmgrofe.

Entstehung der Raumgréfien durch Bewegung.

§. 10. Die Raumgrifien konnen durch Bewe gung erzeugt werden.

1. Bewegt sich ein Punkt im Raume, so dass er stets dieselbe
Richtung der Bewegung beibehilt, so ist der von ihm zuriickgelegte
Weg eine Gerade. Ein Gerade kann durch zwel Bewegungen eines
Punktes erzeugt werden, deren Richtungen entgegengesetzt sind.

2. Bewegt sich eine gerade Linie im Raume in einer bestimmten
Richtung, die aber mit der Ausdehnung der Geraden selbst nicht zu-
sammentillt, so entsteht eine ebene Fliche.

3. Bewegt sich eine ebene F'liche Im Raume in einer anderen
Richtung, als in der sie selbst ausgedehnt ist, so entsteht ein Korper.
So kann man den Wiirfel durch Bewegung eines Quadrates entstanden
dernken.

Das quadratische gerade Prisma.
§. 11. Der Korper in Fig. 3 hat zwel Grundflichen, welche con-

gruente parallele Quadrate sind, und vier congruente Seitenfliichen, von
welchen je zwei gegeniiberliegende parallel sind, je zwei

anstofiende aufeinander senkrecht stehen. Alle Seiten- Fig. 3.
flichen stehen auf den Grundflichen senkrecht.

Jede der Seitenflichen ist ein Viereck, das nur
rechte Winkel enthiilt; je zwei gegeniiberliegende Seiten
desselben sind gleich, je zwei anstofiende ungleich.
Jin solehes Viereck heilit ein Rechteck.

Im Quadrat und im Rechteck sind je zwel gegen-
iiberliegende Seiten parallel; ein solches Viereck wird
ein Parallelogramm genannt. Weil das Quadrat und
das Rechteck nur rechte Winkel enthalten, heiflen sie
rechtwinklige Parallelogramme. Das Quadrat ist ein rechtwinklig gleich-
seitiges, das Reckteck ein rechtwinklig ungleichseitiges Parallelogramm.

Der betrachtete Korper hat 8 gleiche Grundkanten, vier ebenfalls
untereinander gleiche Seitenkanten. Die Seitenkanten sind den Grund-
kanten nicht gleich. Er ist nach § 5 wie der Wiirfel ein Prisma; da
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die Grundflichen Quadrate und die Seitenkanten auf den Grundfliichen
senkrecht sind, so heifit er das quadratische gerade Prisma. Da er
nicht von durchaus congruenten Flichen begrenzt ist, so ist er kein
regelmifiger Korper. |

Welche Kanten des geraden quadratischen Prismas sind a) parallel, 5) hori-
zontal, ¢) vertical?

Das rechtwinklige Parallelepiped.

§. 12. Der in Fig. 4 dargestellte Korper hat zu Grundfliichen

parallele congruente Rechtecke und zu Seitenfliichen rechtwinklige
Parallelogramme. Nach § 5 ist derselbe eben-
falls ein gerades Prisma. Er hat acht Grund-
| kanten, von welchen je vier gleich lang sind.
~und vier gleiche Seitenkanten.
Ein Prisma, in welechem die Grundfliichen
5 Parallelogramme sind, heifit ein Parallel-
S ey / epiped. Der betrachtete Korper ist daher
| wie der Wiirfel und das gerade quadratische
Prisma ein Parallelepiped. Da alle drei Prismen nur rechtwinklige
Parallelogramme als Begrenzungsflichen enthalten, so sind sie recht-
winklige Parallelepipede.

Die quadratische gerade Pyramide.

§. 13. Der in Fig. 5 dargestellte Korper 1st von 5 Fliichen begrenzt;
eine derselben ist horizontal, die vier anderen sind schriige und treffen

in einem Punkte, der Spitze, zusammen. Die Grund-

Fig. 5. fliche ist ein Quadrat, jede der Seitenflichen hat

drei Eckpunkte und auch drei Seiten, und wird daher

ein Dreieck genannt. In jedem dieser Dreiecke sind

zwel Seiten gleich, ein solches Dreieck heifit ein gleich-

schenkliges; die gleichen Seiten werden Schenkel ge-

nannt, die ungleiche Seite ist die Grundlinie. Alle
vier Seitendreiecke sind congruent.

Der Korper besitzt 8 Kanten; vier davon heifien
Grundkanten, die vier anderen, in welchen je zwei
Seitenflichen einander schneiden, heiflen Seitenkanten. Sowohl die
Grundkanten als auch die Seitenkanten sind untereinander gleich. Der
Korper hat 5 Ecken, die an der Grundfliiche liegenden sind Dreikante,
die Ecke an der Spitze ist ein Vierkant, weil sie vier Kanten besitzt.

Der betrachtete Korper heifit eine Pyramide; eine Pyramide wird
gerade oder senkrecht genannt, wenn die Seitenkanten gleich sind. Da
in der vorliegenden Pyramide iiberdies die Grundfliiche ein Quadrat ist,
so heifit sie die quadratische gerade Pyramide. Sind die Seitenkanten

Fig. 4.
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den Grundkanten gleich, so ist die Pyramide eine vierseitige gleich-
kantige Pyramide.

Der quadratische gerade Pyramidenstumpf.

8§ 14. Legt man durch den Korper in Fig. 5 eine zur Grundfléiche
parallele Ebene, so zerfillt er dadurch in zwei Korper; der obere ist
wieder eine gerade quadratische Pyramide, der untere
heifit eine abgestumpfte Pyramide oder ein Pyra-
midenstumpf. (Fig. 6.) Der vorliegende Pyra- A
midenstumpf ist von 6 Flichen begrenzt. Die obere 2
und untere heiBen die Grundfliichen und sind Quadrate. il
Sie stimmen in der Grofle nicht iiberein und kdnnen / /
daher nicht zur Deckung gebracht werden; sie haben
aber gleiche Form. Figuren von verschiedener Grobe
aber gleicher Form heiflen &#hnlieh.

Die Seitenfliichen dieses Pyramidenstumpfes
sind Vierecke, in welchen zwei Gegenseiten parallel,
die beiden andern nicht parallel sind. Ein solches Viereck heifit ein
Trapez Sind die nicht parallelen Seiten gleich, so heifit das Trapez
e¢leichschenklig. Die Seitenflichen des betrachteten Pyramidenstumpfes
sind congruente gleichschenklige Trapeze.

Der betrachtete Korper hat acht Grundkanten, von denen je vier
einander gleich sind, ferner vier gleiche Seitenkanten.

Welche Lage haben die Grundkanten, welche die Seitenkanten?

Ein aus einer geraden Pyramide entstandener Pyramidenstumpf
LieiBt ebenfalls ein gerader.

Das schiefe Parallelepiped. :

§. 15. Der Korper in Fig. 7 hat zu Grund- ok
flichen Rechtecke, zu Seitenfliichen vier Vier- /‘
ecke, die auf den Grundflichen nicht senkrecht
stehen. Je zwei gegeniiberliegende Seiten in einem
dieser Vierecke sind parallel, daher ist jedes der- \
selben ein Parallelogramm ; zwei benachbarte Seiten a
derselben stehen aber nicht senkrecht aufeinander,
sondern schief, die Winkel sind nicht rechte, ;
sondern schiefe. Ein solches Parallelogramm heifit /
ein schiefwinkliges. (Fig. 8.) -

Die beiden Grundfliichen sind congruent, Fig. 8.
von den Seitenflichen sind je zwei gegeniiber-
liegende ebenfalls congruent.

Der Kirper hat 8 Grundkanten, von welchen
je vier einander gleich sind; er besitzt vier gleiche

Fig. 6.
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und parallele Seitenkanten. Die Ecken sind Dreikante. Da die Grund-
flichen dieses Prismas (§ 5) Parallelogramme sind, so ist es ein Parallel-
epiped, da die Seitenkanten schief zu den Grundflichen sind, ein
schiefes Parallelepiped.

Die Grundfliichen kiinnten auch schiefwinklige Parallelogramme sein.

Die schiefe vierseitige Pyramide.
§. 16. Der Korper in Fig. 9 1st eine Pyra-
Fig. 9. mide, da er eine Grundfliche (ein Quadrat) und
zu Seitenfliichen (vier) Dreiecke hat, die in einem
Punkte zusammenstofien. Der betrachtete Korper
ist aber von der in Fig. 5 dargestellten Pyramide
dadurch versehieden, dass die Seitenkanten ver-
schiedene Liinge besitzen. Daher haben auch die
Seitenfliichen ungleiche Seiten und sind mithin
ungleichseitige nicht congruente Dreiecke. Eine
solche Pyramide heifit eine schiefe Pyramide; die
Grundfliiche muss nicht ein Quadrat, sondern kann
irgend ein Viereck sein.

A ——

-

Der schiefe vierseitige Pyramidenstumpf.

§. 17. Legt man durch eine schiefe vierseitige Pyramide eine zur
Grundfliiche parallele Ebene, so zerfillt sie in zwei Korper, der obere
ist wieder eine schiefe vierseitige Pyramide, der untere eine abgestumpfte
Pyramide oder ein Pyramidenstumpf. (Fig. 10.)

Die Grundflichen sind ihnliche Vierecke;

Fig. 10. die Seitenfliichen sind Vierecke, in welchen zwei
cegeniiberliegende Seiten parallel, die beiden
andern nicht parallel und ungleich sind. Eine
oo s solche Figur heiBt ein ungleichschenkliges Trapez.

Die vier Seitenfliichen lassen sich nicht zur Deckung
bringen, sind also nicht congruent.

Der vorliegende Pyramidenstumpf hat acht
Grundkanten und vier ungleiche Seitenkanten. An
den acht Ecken liegen Dreikante.

Welche Lage haben die Grundkanten, welche die
Seitenkanten ?

: Ein Pyramidenstumpf, welcher aus einer schiefen Pyramide ent-
standen ist, heifit ebenfalls schief. Der betrachtete Korper ist ein vier-
seitiger schiefer Pyramidenstumpf. |

An den in den §8 1—17 betrachteten Korpern kamen Punkte,
Gerade, Winkel, Dreiecke und Vierecke zur Besprechung.




Der Punkt.

§. 18. Der Punkt hat keine Ausdehnung; er kann daher nicht
gesehen, sondern nur an einer bestimmten Stelle gedacht werden. Um
ihn zu versinnlichen, zieht man um die Stelle, an welcher er gedacht
wird, einen kleinen Ring oder bezeichnet dieselbe mit einem Sternchen
und setzt dazu, um ihn benennen zu kinnen, einen Buchstaben oder
eine Ziffer. Z. B.

A a | 1
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Die gerade Linie.

§. 19. Bestimmung der Lage einer Geraden.

Durch einen Punkt lassen sich unzihlig viele gerade Linien in
allen moglichen Lagen denken. Ist noch ein zweiter Punkt gegeben,
so wird es unter allen friiherem Lagen der Geraden nur eine einzige
geben, in weleher die Gerade durch beide Punkte geht.

Die Lage einer Geraden ist demnach durch zwel
Punkte vollkommen bestimmt.

Eine gerade Linie wird mit Hilfe des Lineals gezeichnet.

Aufgabe:
1. Wie viele verticale Gerade sind durch einen Punkt moglich?
9. Wie viele horizontale Gerade sind durch einen Punkt moglich?

§. 20. Unbegrenzte und begrenzte Gerade.
1. Die Gerade ist an sich unbegrenzt und heifit als soleche ein
Strahl. Nimmt man in derselben (Fig. 11) emmen Punkt 4 an, so

Mg, 11 Fig. 12.
¢ o AR \
-0 O~ O—>
5'

wird sie in zwei Theile getheilt, welche
von diesem Punkte aus in zwel einander
entgegengesetzten Richtungen ausgedehnt -
sind und Halbstrahlen genannt werden.
Ein Halbstrahl ist demnach eine
durch einen Punkt (Grenzpunkt)
halb begrenzte Gerade. Er wird
durch den Grenzpunkt 4 und einen zweiten
in ihm liegenden Punkt B (C') oder mit einem einzigen Buchstaben «
bezeichnet.

Gehen mehrere in einer Ebene liegende Gerade (Fig. 12) durch
denselben Punkt S, so bilden sie ein Strahlenbiischel. Der allen

Y
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Geraden gemeinschaftliche Punkt S wird Mittelpunkt oder das
Centrum des Strahlenbiischels genannt. Durch den Mittelpunkt wird
jeder Strahl in zwei-Halbstrahlen zerlegt, welche dieselbe Lage, aber
entgegengesetzte Richtung haben.

2. Nimmt man in einer Geraden zwei Punkte an (Fig. 13), so
heift der durch dieselben begrenzte Theil der Geraden eine Strecke.

Eine Strecke ist daher eine durch zwei Punkte ganz
begrenzte Gerade. Die beiden Grenzpunkte nennt man ihre End-
punkte, oder auch den einen den
Anfangspunkt, den anderen den
‘f 2 Endpunkt. Um eine Strecke zu

. : benennen, setzt man an jeden ihrer
Endpunkte einen Buchstaben und spricht diese in der Reihenfolge A B
oder B A aus, je nachdem man sich die Strecke durch die Bewegung
eines Punktes von A4 nach B oder umgekehrt von B nach 4 ent-
standen denkt.

Die zwischen zwei Punkten gezogene Gerade (Strecke)
18t die kiirzeste Verbindungslinie derselben und wird des-
halb die Enfernung oder der Abstand (Distanz) der beiden Punkte
genannt.

8. 1. Vergleichung zweier Strecken hinsichtlich ihrer Linge.

Um zwei Strecken hinsichtlich ihrer Linge zu vergleichen, lege
man sie so aufeinander, dass sie einen Endpunkt gemeinschaftlich haben.
Fallen dann die anderen zwei Endpunkte ebenfalls zusammen, so sind die
beiden Strecken einander gleich. In Fig. 14 ist AB = C'D. Wenn

Fig. 14, Fig. 15.

A : = .B _E’r— : ?F

Mg 18

C- » & 7

aber die anderen Endpunkte der beiden Strecken nicht zusammenfallen,
so sind die Strecken ungleich, und zwar ist diejenige die kleinere,
deren zweiter Endpunkt zwischen die Endpunkte der anderen fillt,
diese die groflere. In Fig. 15 ist EF>G H oder G H< K F.

Eine Gerade hat nur eine Lage, eine Griofle, hingegen zwei
Richtungen, die entgegengesetzt sind. A B (Fig. 14) von A nach B,
und von B nach A.

§. 22. Vergleichung zweier Geraden hinsichtlich ihrer gegen-
seitigen Lage.

1. Zwei Gerade, welche in derselben Ebene liegen und, wenn sie
noch so weit verlingert werden, nie zusammentreffen, heifen gleich-
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laufend oder parallel. Dass die Geraden 4B und C'D (Fig. 16)
parallel sind, driickt man dadurch aus, dass man schreibt: 4B || C'D.

Der zwischen zwel par- Fig. 16.

allelen Geraden liegende _4— ' —3
Theil der Ebene heifit ein

Parallelstreifen. ey e

2. Zwei Gerade, welche in einer Ebene liegen und, hinreichend
verlingert, zusammentreffen, heiflen ungleichlaufend oder nicht

parallel, wie AB
und C'D. (Fig. 17.)

SR Y/
Zweil nicht par- :4//

allele Gerade heiflenin -~ "+ -

-
-
-
-l-r-.-_--‘_
-——
-

der Richtung nach dem sl
s : ¢
gemeinschaftlichen ides iy
Schnittpunkte hin c on-
vergierend und nach der entgegengesetzten Richtung divergierend.

Aufgaben:
1. Welche Lage gegeneinander haben die Geraden, welche von den Punkten

eines frei fallenden Korpers beschrieben werden?
2. Welche Lage gegeneinander haben die von einem leuchtenden Punkte aus-

gehenden Strahlen?

Der Winkel.
8. 23. Entstehung und Bezeichnung eines Winkels.

Dreht man den Halbstrahl O 4 um O (Fig. 18) in der Richtung
des Pfeiles in die Lage O B, so wird der von ihm beschriebene Theil
der Ebene ein Winkel genannt. Die
Halbstrahlen, welche eimen Winkel
bilden, nennt man die Schenkel,
ihren Schnittpunkt den Seheitel des
Winkels. |

Man bezeichnet einen Winkel ent-
weder durch einen Buchstaben am j- 0
Scheitel oder durch einen kleinen
Buchstaben, den man in die Offnung des Winkels setzt, oder durch drei
Buchstaben. Im letzteren Falle steht ein Buchstabe am Scheitel, und
die zwei anderen an beliebigen Punkten der beiden Schenkel; diese
Buchstaben werden bei der Benennung eines Winkels in einer solchen -
Ordnung gelesen, dass der am Scheitel stehende die Mitte einnimmt.
In dem Winkel (Fig. 18) ist O der Scheitel, O A und O B sind die
Schenkel, und der Winkel heift: Winkel O, oder Winkel m, oder Winkel
AO B, oder Winkel BO A. |

Fig. 18.
B
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Fig. 23. Dreieck errichtet denken kann, so kann im allge-

c meinen auch jede Seite Grundlinie sein. Der Scheitel

| des Winkels, welcher der Grundlinie gegeniiber liegt,

E \ wird die Spitze oder der Scheitel und die Senk-

f rechte, die vom Scheitel auf die Grundlinie gefiillt
A7 p z wird, die Hohe des Dreleckes genannt. Sie gibt den
Abstand des Scheitels von der Grundlinie an.

Nimmt man im Dreiecke 4 BC' (Fig. 23) A B als Grundlinie an,

so ist C' der Scheitel und, wenn C'D | A B ist, C'D die Hohe.
Die Summe der Seiten eines Dreieckes heilit der Umfang desselben.

§. 27. Eintheilung der Dreiecke nach den Seiten.
In Beziehung auf die Linge der Seiten unterscheidet man
ungleichseitige, gleichschenklige und gleichseitige Drei-

ecke. (Fig. 24.) Fig. 24. Ein Dreieck
' A heiit ungleich-

S | /\ 7 seitig, wenn 'in

\ demselben Kkeine

Seite einer andern

/\ / \ 3 gleich ist, wie

\ / \: . ABC: gleich

- 5 D o H schenklig, wenn

zwel Seiten einander gleich sind, wie D EF; und gleichseitig wenn
alle drei Seiten gleich sind, wie G H.J.

Im gleichschenkligen Dreiecke nennt man die gleichen Seiten die
Schenkel, die dritte Seite die Grundlinie und den ihr gegeniiber-
liegenden Eckpunkt den Scheitel des Dreieckes.

§. 28. Eintheilung der Dreiecke nach den Winkeln.

NachderGroBe der Winkel unterscheidet manspitzwinklige,
rechtwinklige und stumpfwinklige Dreiecke. (Fig. 25.)

Ein  Dreieck
heift spitzwink-
lig, wenn es drei
spitze Winkel hat,

wie ABC: recht-
\ winklig, wenn es
A i B > einenrechtenWinkel

' ' hat, wie £ E; und
stumpfwinklig, wenn es einen stumpfen Winkel hat, wie JG H.
Im rechtwinkligen Dreiecke nennt man dje Seite, weleche dem

rechten Winkel gegeniiberliegt, Hy potenuse, die beiden andern Seiten
Katheten. |

Fig. 25,
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Das Viereck.

§. 29. Erkldrungen.

1. Eine von vier Strecken begrenzte ebe ne
Figur wird ein Viereck genannt.

Ein Viereck hat vier Seiten, vier Winkel
und vier Eckpunkte.

Die Strecke, welche zwei gegeniiber- £,
liegende Eckpunkte verbindet, heift Diagonale. A

Wie viele Diagonalen kénnen im einem Vierecke gezogen werden?

Nenne in dem Vierecke A BCD (Fig. 26) alle vier Seiten und alle vier
Winkel! Nenne die Diagonalen!

Die Summe der Seiten eines Viereckes heifit der Umfang desselben.

§. 30. Eintheilung der Vierecke nach der Lage der Seiten.

Nach der Lage der Seiten unterscheidet man drei Arten von
Vierecken: Parallelogramme, Trapezeund Trapezoide. (Fig.27.)

Fig. 27.

//f/\
[

Ein Parallelogramm (L. in Fig. 27) ist ein Viereck, in welchem
~ beide Seitenpaare parallel sind. |

In einem Parallelogramm kann nian irgend eine Seite als G rund-
linie annehmen; die Senkrechte, welche auf die Grundlinie von der
cegeniiberliegenden Seite gezogen wird, ist dann die Hohe.

Ein Trapez (II. in Fig. 27) ist ein Viereck, in welchem nur ein
Paar von Seiten parallel ist. Die nicht parallelen Seiten heien Schenkel.
Im Trapeze wird nur eine der beiden Parallelseiten als Grundlinie
angenommen, und die Hohe ist dann die Senkrechte, die von der
andern Parallelseite auf sie gefillt wird. Eine besondere Art des
Trapezes ist das gleichschenklige Trapez (IIL. in Fig. 27) in

welchem die nicht parallelen Seiten einander gleich sind.
Ein Trapezoid (IV. in Fig. 27) ist ein Viereck, in welchem

kein Paar von Seiten parallel ist. Eine besondere Art des Trapezoides
st das Deltoid (V. in Fig. 27), in welchem zwei Paare gleicher an-
stofender Seiten vorkommen.

N
\K
N

N
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§. 31. Eintheilung der Parallelogramme nach der Grélie der

Seiten und Winkel.

1. Sind in einem Parallelogramm alle Winkel rechte, so heifit es
rechtwinklig, sind sie schief, so heifit es schiefwinklig. Sind
in einem Parallelogramm alle Seiten gleich, so ist es gleichseitig,
sind aber nur die Gegenseiten gleich, die an derselben Ecke liegenden
ungleich, so ist es ungleichseitig.

2. Mit Riicksicht auf die Grofie der Seiten und der Winkel
unterscheidet man vier Arten von Parallelogrammen (Fig. 28). Das

Fig. 28. ungleichseitige

: = . i schiefwinklige

1 [~ ] Parallelogramm

/ 1 (1) heift Rh o m-

Sl NS LT ] | ] boid,dasgleieh-

. \ ' i - seitige schief-

winklige (/) Rhombus, das ungleichseitige rechtwinklige (II1)
Rechteck und das gleichseitige rechtwinklige (/V) Quadrat.

S. 32. Die achsiale Symmetrie.

1. Symmetrische Lage zweier Punkte. Zwei Punkte P
und P (Fig. 29) liegen in Bezug auf eine Gerade SS‘ symmetrisch,
wenn 1hre gerade Verbindungs-

Fig. 29. B £
Immie PP’ auf der Geraden S
S normal steht und von derselben
halbiert wird.
P P 2. Symmetrische Lage

zweler Gebilde (Figuren).
| Zwel Gebilde (Figuren) A B €' und
B B A'B'C" (Fig. 29) sind in Bezug
' | | auf eine Gerade S S’ symmetrisch,
wenn jedem Punkte des einen Ge-
bildes ein symmetrisch liegender
Punkt des andern entspricht.

Die Gerade SS‘ heifit die
i ey Symmetrieachse oder Sym-
metrale und die beiden Punkte
oder Gebilde, welche in Bezug
auf SS° symmetrisch liegen, einander symmetrisech zugeordnet
oder kurz zugeordnet.

Ziwel Gebilde, welche einander symmetrisch zugeordnet sind, kinnen

durch Drebung um die Symmetrale zur Deckung gebracht werden, sie
sind daher congruent.
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Aufgaben:

1. Es ist die Symmetrale und ein Punkt gegeben ; der zugeordnete Punkt zu finden.
2. Es ist die Symmetrale und «) eine Strecke, ) ein Winkel, ¢) ein Dreieck
gegeben und das zugeordnete Gebilde zu zeichnen.

3. Symmetrische Figuren (Gebilde). Eine Figur (Gebilde)
heifit symmetrisch, wenn sich dieselbe durch eine Gerade in zwei
symmetrisch liegende Hilften theilen lisst. Nach der Anzahl der Geraden,
durch welche eine Figur (Gebilde) in zwei symmetrische Hilften getheilt
werden kann, heifit dieselbe ein-, zwei-, drei-, mehrachsig symmetrisch.

Von den bisher betrachteten Gebilden sind die folgenden sym-
metrisch:

a) die unbegrenzte Gerade: jede ihrer Normalen kann als

Symmetrale derselben angesehen werden;

b) die Strecke. Die Normale in ihrem Halbierungspunkte ist ihre

Symmetrale; man nennt sie kurz Streckensymmetrale;

¢) der Parallelstreifen. Die Parallele in der Mitte desselben und
jede Normale zu seinen Begrenzungsgeraden sind Symmetralen;

d) der Winkel. Seine Halbierungslinie ist die Symmetrale; man
nennt sie kurz Winkelsymmetrale;

¢*) das gleichschenklige Dreieck; die Hohe auf die Grundlinie
ist die Symmetrieachse;

f) das gleichseitige Dreieck; jede Hohe ist eine Symmetrie-
achse ;

g) das Quadrat; jede Seitensymmetrale und jede Diagonale ist
eine Symmetrieachse;

h) das Rechteck; jede Seitensymmetrale ist eine Fig. 31.

Symmetrieachse; S

1) der Rhombus; jede Diagonale ist eine

Symmetrieachse;

k) das gleichschenk- Fig. 30.

Lige Trapez; die S = ¢

Symmetrale der beiden

Parallelseiten ist die

Symmetrieachse (Fig.

30); A

() das Deltoid; die Dia-
gonale zwischen den

Eckpunkten, an denen die gleichen Seiten hegen 1st die Symmetrie-
achse (Fig. 31).

*) Der Schiiler schneide diese und die folgenden Figuren aus Papier aus und
itberzeuge sich durch Drehung um die Symmetralen von der Richtigkeit der aus-
gesprochenen Sitze.

S!

Moénik -Spielmann, Geom. Formenl. u, Anfangsgr. d. Geom. f. Realsch, 9



Das regelmillige sechsseitige Prisma.

§. 33. Der in Fig. 32 dargestellte Korper ist ein regelmiifliges
sechsseitiges Prisma. Die Grundflichen sind regelmiifiige Sechsecke,

d. h. geradlinig begrenzte Figuren mit sechs gleichen

Fig. 32. Seiten und eben so vielen gleichen Winkeln. Sie sind

parallel und congruent. Der Korper hat 12 Grund-

kanten und 6 Seitenkanten, welche auf den Grundfliichen

und den Grundkanten senkrecht stehen. Die Seiten-
fiichen sind sechs Rechtecke.

Ein gerades Prisma heifit regelmifig, wenn die
Grundflichen regelmiifige Vielecke sind; es ist aber
, kein regelmifiiger Korper. (§ 5.)

S o Beschreibe ein regelmiiflices a) dreiseitiges, b) fiinf-
seitiges Prisma.

Die regelméliige fiinfseitige Pyramide.

§. 34. Der in Fig. 33 dargestellte Korper ist eine regelmiifige
fiinfseitige Pyramide. Die Grundfliche ist ein regelmifliges Fiinfeck,
die Seitenkanten sind einander gleich und freffen in
einem Punkt zusammen. Die Seitenflichen sind con-
gruente gleichschenklige Dreiecke. Der Korper hat
fiinf Grundkanten und fiinf Seitenkanten. Da die Seiten-
kanten dieser Pyramide gleich sind, so ist sie zugleich
eine gerade. FEine Seitenkante kann auch dieselbe
Liange haben wie eine Grundkante, in diesem FKalle
heift die Pyramide gleichkantig. |

FEine Pyramide heifit regelmifig, wenn sie gleiche
Seitenkanten und zur Grundfliche ein regelmiifiges
Vieleck hat. Sie ist aber kein regelmifiiger Korper.

Fig. 33.

Das Vieleck (Polygon).

S. 9. Erkldrungen.
1. Eine von mehr als vier Seiten begrenzte ebene Flglll heifit ein

Vieleck oder Polygon. (Fig. 34.) Nach der

Fig. 34. Seitenzahl unterscheidet man Fiinfecke, Sechsecke ete.

E In weiterem Sinn werden auch die Dreiecke und Vier-
ecke Polygone genannt.

5D Jedes Vieleck hat so viele Eckpunkte und so

viele Winkel, als es Seiten hat.
Eine Strecke, welche zwei nicht unmittelbal

~aufeinander folgende Eckpunkte eines Vieleckes ver-
C bmdet heifit Diagonale.
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§. 36. Eintheilung der Vielecke .nach der Groélle der Seiten
und Winkel. Eoe

Ein Vieleck heifit gleichseitig, wenn alle Seiten einander
gleich sind; sonst ungleichseitig. Ein Vieleck heifit gleich-
winklig, wenn alle Winkel einander gleich sind; sonst ungleich-
winklig. Ein Vieleck heift regelmiafig, wenn alle Seiten und
alle Winkel gleich sind; sonst unregelmifiig. So ist z. B. der
Rhombus ein gleichseitiges, das Rechteck ein gleichwinkliges, das
Quadrat ein regelmiifliges Viereck.

S. 37. Achsiale Symmetrie eines regelmiligen Vieleckes.

Jede Symmetrale «) einer Seite, b) eines Winkels ist auch eine
Symmetrale des ganzes Polygones. (Nachweis durch Deckung.) Hat
ein Polygon eine gerade Anzahl von Seiten, so fallen die Symmetralen

Fig. 35 a. ‘ Fig. 35 0.
D
J ,-"'
3 / /
L\’i« | w(}
K\ / % “
\ / 1 x ;‘f
F B

a) je zweier paralleler Seiten, &) zweier Gegenwmkel zusammen.
Hat ein Polygon eine ungerade Seltenzah] so fillt jede Seltensymmetrale
mit einer Winkelsymmetrale zusammen, Mithin hat jedes regelmiifige
Polygon so viele Symmetralen, als es Seiten hat. (Fig. 35 « und b.)

Alle Symmetralen eines regelmifiigen Polygones schneiden einander
in demselben Punkt O, der «) von allen Ecken, 5) von allen Seiten
gleichen Abstand hat. Er heiflt der Mittelpunkt des regelmifBigen Vieleckes.

Die centrische Symmetrie.

§. 38. Zwei Punkte 4 und 4’ (Fig. 36) liegen centrisch beziiglich
des Punktes O, wenn die Strecke 4 A‘ durch O halbiert wird. Der
Punkt O heifit das Centrum.

Zwel Gebilde liegen beziiglich des Punktes
O centrisch, wenn jedem Punkt des einen ein e
eentrisch liegender Punkt des andern entspricht. éZ el ‘;;”j/

B

Fig. 36.

Die gleichen und parallelen Strecken A58 und A4‘B"
(Fig. 36) liegen beziiglich des Punktes O eentrisch.

2>:~=
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' Liegen umgekehrt zwei Strecken centrisch, so miissen sie gleich und

parallel sein.
Von zwei centrisch liegenden Gebilden lisst sich jedes durch eine

in der Zeichnungsebene um das Centrum vorgenommene Drehung von
180° mit dem andern zum Deckung bringen. |

Ein Gebilde heifit centrisch, wenn es einen Punkt hat, in Bezug
auf welchen die Punkte des Gebildes paarweise centrisch liegen.

Centrische Gebilde sind:
1. Ein Strahl. Jeder Punkt desselben kann als Cenfrum an-

genommen werden.
2. Eine Strecke. Symmetriecentrum ist der Halbierungspuukt.

Fig. 37. 3. Zwei sich halbierende Strecken. Ihr
D E 0 Durchschnittspunkt ist das Centrum.

4. Jedes Parallelogramm. Der Durch-
schnittspunkt der Diagonalen O (Fig. 37) ist
das Centrum. Jede durch O gehende und
durch zwei Seiten des Parallelogrammes be-
grenzte Strecke wird in O halbiert.

5. Jedes regelmifBige Polygon von gerader Seitenzahl. Der Mittel-
punkt O des Polygones ist das Symmetriecentrum. (Fig. 35 b.) Jede

durch O gehende und durch zwei Seiten des Polygons begrenzte Gerade
wird in O halbiert.

Der gerade Cylinder.

§. 39. Die Fig. 38 stellt einen geraden Cylinder dar. Dieser
wird von drei Flichen begrenzt; zwei derselben, die Grundflichen, sind
ebene, parallele und congruente Figuren, die dritte,
die Mantelfliche des Cylinders, ist keine ebene, sondern
eine gekriimmte Fliche. Weil der Cylinder nicht
von lauter ebenen Flichen, sondern auch von einer
krummen Fliche begrenzt ist, heifit er ein krumm-
flichiger Korper; die frither betrachteten Korper
. waren eckige. | |
Die Grundfliichen des Cylinders sind von einer
' krummen Linie begrenzt. In jeder derselben gibt es
einen Punkt (Centrum), der von allen Punkten des
Umfanges (Peripherie) gleich weit entfernt ist. Eine
solche Fliche heifit eine Kreisfliche, die sie begrenzende krumme Linie
Kreislinie. Die gerade Verbindungslinie eines Punktes derselben mit
dem Mittelpunkt heift Halbmesser oder Radius. Eine Strecke, welche
zwel Punkte des Umfanges verbindet und durch den Mittelpunkt geht,

Fig. 38.
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heift Durchmesser(Diameter). Alle Halbmesser und daher auch alle
Durchmesser eines Kreises sind einander gleich. Jeder Durchmessel
theilt den Kreis in zwei Halbkreise.

Verbindet man die Endpunkte zweier paralleler in derselben
Richtung gezogener Radien der beiden Grundfliichen durch eine Gerade,
so fillt dieselbe in die Mantelfliiche des Cylinders; sie heifit eine Seite
desselben. Bei dem betrachteten Cylinder steht jede Seite auf den
beiden Grundfliichen senkrecht, der Cylinder heifit daher ein senkrechter
oder gerader Cylinder. Die gerade Verbindungslinie der Mittelpunkte der
beiden Grundfliichen heifit die Achse des Cylinders. Bei dem geraden
Cylinder 1st sie auf den beiden Grundflichen normal. Einen geraden
Cylinder kann man durch Verschiebung eines horizontalen Kreises in
verticaler Richtung oder durch Rotation eines Rechteckes um eine

seiner Seiten entstanden denken.

Der gerade Kegel.

§. 40. Der in Fig. 39 dargestellte Korper ist ein gerader Kegel;
er ist von zwei Flichen begrenzt, der Grundfliche und dem Mantel. Die
Grundfliche ist ein Kreis, also eine ebene Fliche,
der Mantel hingegen ist eine krumme, in einen Fig. 39.
Punkt auslaufende Fliche. . Dieser Punkt heifit die
Spitze des Kegels. Verbindet man dieselbe mit einem
Punkte des Umfanges der Grundfliche durch eine
Gerade, so fillt diese in die Mantelfliche und heifit
eine Seite des Kegels. Alle Seiten des geraden Kegels
stehen gegen die Grundfliiche schief und sind gleich
lang. Die gerade Verbindungslinie der Spitze mit
dem Mittelpunkt der Grundfliche ist die Achse
des Kegels; sie steht beim geraden Kegel auf der

Grundfliche senkrecht.
Einen geraden Kegel kann man durch Rotation eines rechtwinkligen

Dreieckes um eine seiner Katheten entstanden denken.

Der gerade Kegelstumpf.

§ 41. Wird ein gerader Kegel (Fig. 40) durch eine mit der
Grundfliche parallele Ebene geschnitten, so ist die Schnittfigur ein Kreis.
Der Kegel zerfillt durch eimen solchen Schuitt in zwei Theile, einen
zwischen der Grundfliche und der Schnittfliche liegenden Theil, welcher
ein abgekiirzter gerader Kegel oder ein gerader Kegel-
stumpf heift, und einen zwischen der Schnittfliiche und dem Scheitel
liecenden kleineren Kegel, welcher der Ergidnzungskegel des
Stumpfes genannt wird. Der Kegelstumpf wird von zwei parallelen
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ungleichen Kreisen als Grundflichen und der zwischen ihnen ent-
haltenen Mantelfliche begrenzt.

Die Strecke Oo, welche die Mittelpunkte der Grundfliichen ver-

bindet, heift die Achse; sie steht auf den beiden Kreisflichen senk-

| recht. Eine Strecke, welche die Endpunkte zweier

Fig. 40. - paralleler in derselben Richtung gezogener Radien

'S der beiden Grundflichen verbindet, fillt in die

5 Mantelfliiche des Stumpfes und heifit eine Seite
desselben; z. B. A4 a. '

Einen geraden Kegelstumpf kann man sich
dadurch entstanden denken, dass sich ein Trapez
AOoa, m welchem ein Schenkel Oo auf den
beiden parallelen Seiten senkrecht steht, um diese
Seite als Achse herumdreht; der andere Schenkel
A a beschreibt dabei die Mantelfliiche, die beiden
parallelen Seiten 4O und ao erzeugen die Grund-
flichen des geraden Kegelstumpfes. In einem geraden Kegelstumpfe
sind alle Seiten gleich.

S. 42. Erkldrung und Entstehung einer Kugel.

Der in Fig. 41 dargestellte Korper ist eine Kugel. Sie ist von
einer einzigen gekriimmten Fliche begrenzt, deren Punkte von einem
innerhalb derselben liegenden Punkt, dem Mittel-
punkt oder Centrum, gleich weit abstehen. Die
Strecke zwischen einem Punkt der Oberfliiche und
dem Centrum heift Halbmesser oder Radius;
eine Strecke, welche zwel Punkte der Oberfitiche
einer Kugel verbindet und durch den Mittelpunkt
geht, heift Durchmesser (Diameter).
Alle Radien und daher auch alle Durchmesser
einer Kugel sind einander gleich.

Man kann sich eine Kugel durch eine
halbe Umdrehung eines Kreises NASQ um
den Durchmesser NS (Fig. 41) entstanden denken; der Durchmesser NS
heifit die Achse, seine Endpunkte werden die Pole der Kugel
genannt. Die einzelnen Lagen der sich drehenden Xreislinie heifen
Meridiane, und die Kreislinien, z. B. C' R, welche die Punkte der sich
drehenden Kreislinie beschreiben, Parallelkreise. Die Meridiane sind
alle einander gleich, die Parallelkreise haben verschiedene Griofie. Der
grofite Parallelkreis ist der Aquator 4Q, d. i derjenige Kreis, welcher
von dem Halbierungspunkte 4 des Halbkreises VA .S beschrieben wird.
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§ 43. Schnittfiguren an der Kugel.

1. Schneidet man eine Kugel durch eine Ebene, so ist die Schnitt-
fliche ein Kreis, welcher um so griofier ist, je niiher am Mittelpunkte
der Schnitt gelegt wird. Am groften wird er, wenn die Schnittebene
durch den Mittelpunkt der Kugel geht; ein soleher Kreis, dessen Mittel-
punkt im Mittelpunkte der Kugel liegt, dessen Halbmesser also so grof
ist als der Halbmesser der Kugel, heifit ein
erioBter Kreis der Kugel. Der Aquator, sowie
alle Meridiankreise sind griofite Kugelkreise. N

2. Schneidet man eine Kugel durch eine
Ebene, so zerfillt der Kugelkorper in zwei Theile,
welche man Kugelabschnitte nennt. Geht
die Schnittebene durch den Mittelpunkt, so theilt
sie den Kugelkorper in zwei symmetrische Kugel-
abschnitte, welche Halbkugeln heilen; fiir
jede nieht durch den Mittelpunkt gehende Schnitt-
ebene sind die Kugelabschnitte ungleich. Die
cekriimmte Fliche eines Kugelabschnittes heift eine Kugelmiitze
oder Calotte.

3. Wird eine Kugel durch zwei parallele Ebenen geschnitten,
so heifit der zwischen ihnen befindliche Theil des Kugelkorpers eine
Kugelschicht und der dazu gehorige Theil der Kugelfliiche eine
Kugelzone.

- § 44. Der Kreis.
a) Entstehung der Kreislinie.

Dreht sich eine Strecke O A (Fig. 43) um den Punkt O in der
IEbene so lange, bis sie wieder in ihre urspriingliche Lage kommt, so
beschreibt der Punkt 4 eine Linie, deren
Punkte von O gleichen Abstand haben, also Fig. 43.
einen Kreis (§ 39). O ist der Mittelpunkt, B |
A O ein Radius, 4 D ein Durchmesser. Die
von der Kreislinie eingeschlossene Figur
heift Kreisfliche.

Der Kreis ist eine centrische und eine
achgial-symmetrische Figur. Jeder Durch- - | /
messer 18t eine Symmefrieachse.

b) Punkt und Kreis. | \\m/

Ein Punkt liegt in der Peripherie, b
auBlerhalb oder innerhalb derselben, je nach-

dem sein Abstand vom Mittelpunkt (Centralabstand) gleich dem Radius,
- grofier oder kleiner als derselbe 1st.

Fig. 42.

A—— b
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¢c) Die Gerade und der Kreis.
Eine Gerade kann mit einer Kreislinie zwe1l Punkte oder nur
einen Punkt oder gar keimen Punkt gemeinschaftlich haben.

Eine Strecke 4 B (Fig. 44), welche zwei
Punkte des Umfanges verbindet, heifit eine
Sehne. Geht eine Sehne durch den Mittel-
punkt, so ist sie ein Durchmesser.

Eine Gerade C'D (Fig. 44), welche durch
die Verlingerang einer Sehne A B iiber ihre
Endpunkte hinaus entsteht, heifit eine Secante.
Eine Gerade EF, welche mit der Kreislinie
nur einen Punkt A gemeinschaftlich hat und
F iibrigens ganz auBlerhalb des Kreises liegt, heifit
eine Tangente des Kreises.

Die Durchmesser eines Kreises bestimmen ein StrahlenbiiScheL Man
bedient sich desselben zum Zeichnen der Kreislinien aus freier Hand.

d) Theile der Kreislinie.

Jeder Theil des Umfanges, wie z. B. 4B (Fig. 43) wird ein
Kreisbogen genannt; die Hilfte des Umfanges heiBt insbesondere ein
Halbkreis, der vierte Theil ein Quadrant, der sechste ein Sextant,
der achte ein Octant. Um die GroBe eines Kreisbogens im Vergleich
zum ganzen Kreisumfange angeben zu kionnen, theilt man diesen in 360
gleiche Theile und nennt einen solchen Theil einen Bogengrad. Ein
Bogengrad (°) wird in 60 Bogenminuten (‘) und eine Bogenminute in
60 Bogensecunden (") eingetheilt.

Fig. 44.

Aufgaben:

1. Wie viele Bogengrade kommen auf einen Halbkreis, wie viele auf den Qua-
dranten, den dritten, funften, sechsten, achten, zehnten Theil des Kreis-
umfanges?

2. Der wievielte Theil des Kreisumfanges ist ein Bogen von 10° 20° 30° 36°,
40° 60°, 90° 120°7

¢) Theile der Kreisfliche.

1. Der Kreisabschnitt oder das Kreissegment, d. i. ein
Theil der Kreisfliche, welcher von einer Sehne 4 B (Fig. 44) und dem
durch diese abgeschnittenen Bogen begrenzt wird. Da zu jeder Sehne
zwel Bogen gehoren, so zerschneidet sie auch den Kreis in zwel Seg-
mente. Spricht man von einem, so ist das kleinere gemeint.

2. Der Kreisausschnitt oder Kreissector, d. i. ein Theil
der Kreisfliche, welcher von zwei Halbmessern und dem dazwischen
liegenden Bogen begrenzt wird, wie A0 B (Fig. 44).
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§ 45. Messen der Winkel.
1. Zur Messung der Winkel nimmt man einen bestimmten Winkel

als Einheit an und untersucht, wie oft dieselbe in dem zu messenden
Winkel enthalten ist.

Die Einheit des WinkelmaBes ist der 90. Theil eines rechten
Winkels. Dieser wird ein Winkelgrad genannt. Der 60. Theil eines
Winkelgrades heit eine Winkelminute, der 60. Theil einer Winkel-
minute eine Winkelsecunde.

Wie groff ist ein gestreckter Winkel?

Zwischen welchen Grenzen liegt ein hohler, ein spifzer, ein
stumpfer Winkel ?

2. Theilt man den Bogen eines Halbkreises in 180 gleiche Theile,
so heiBt jeder dieser Theile ein Bogengrad. Zieht man vom Mittel-
punkte des Kreises zu den Endpunkten eines jeden Bogengrades Halb-
messer, so entstehen um den Mittelpunkt herum 180 Winkel (Centri-
winkel), welche zusammen einen gestreckten Winkel bilden. Diese
Winkel sind untereinander gleich, da bhei je zweien, wenn man sie
gehorig aufeinander legt, die Bogen und daher auch die Schenkel
zusammenfallen. Zu jedem Bogengrad gehort also ein Centriwinkel
von einem Winkelgrad; ebenso zu einer Bogenminute und einer Bogen-
secunde ein Centriwinkel von einer Winkelminute, beziehungsweise
einer Winkelsecunde. Daher hat jeder Centriwinkel eben so viele
Winkelgrade, Winkelminuten und Winkelsecunden als der zugehirige
Bogen Bogengrade, Bogenminuten und Bogensecunden enthilt.

Wegen dieser Ubereinstimmung ist es moglich, einen Winkel
durch den Bogen zu messen, zu welchem er als Centriwinkel gehort,
obwohl Bogen und Winkel ungleichartig sind. o

Zum Messen und Auf- Fig. 45.
tragen der Winkel bedient 90
man sich des Winkel- 720 &

messers oder Trans-
porteurs. (Fig. 45.) Dieser
ist ein in 180 Grade einge- 77 30
theilter Halbkreis aus Papier,

Holz oder Metall, bei wel-

chem die Kante 0...180 | | :
den Durchmesser und der M
Punkt M den Mittelpunkt

- vorstellt.

3. Erhabene Winkel. Die Drehung eines Halbstrahles wurde in
§ 2b auf eine halbe Umdrehung beschrinkt; sie kann aber auch grifier
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seln.

Die so entstehenden Winkel heiflen erhabene oder convexe Winkel,

z. B. AOB (Fig. 46). Ein Winkel, welcher durch eine ganze Um-

drehung entsteht, heiBit ein voller Winkel. Seine
Fig. 46. Schenkel liegen in einer Geraden nach derselben
Richtung. FEin erhabener Winkel hat mehr als

B

der Bogen durch °

1o

E'.JD

180° ein voller Winkel 360°.

Zwei von demselben Punkt ausgehende Halb-
strahlen bilden zwei Winkel; unter dem Winkel
derselben meint man den Kkleineren, wenn nicht
das Gegentheil ausdriicklich gesagt ist.

Die Grade, Minuten und Secunden der Winkel werden so wie die
‘. ! bezeichnet.

Aufgaben:

. Wie viele Grade hat der Winkel, den der Stundenzeiger einer Uhr in 1, 3,

5, 6, 8 10 Stunden beschreibt? |

Wie grof ist der Winkel, den der Minutenzeiger in 1, 4, 15, 34, 48 Zelt-
minuten beschreibt?

Wie grof 1st der Winkel, welchen die beiden Zeiger einer Uhr um 1, 2, 4,
7, 9, 11 Uhr bilden?

Miss die an verschiedenen eckigen Kérpern vorkommenden Winkel mittelst
des Transporteurs!

Zeichne beliebige Winkel, schitze zuerst ihre Grofe nach dem Augenmafe
ab und miss sie dann mit dem Transporteur!

Zelchne zuerst nach dem Augenmafe aus freier Hand und dann mit Hilfe des
Transporteurs einen Winkel von 90°% 45° 60° 30°% 80° 50° 120° 175°% 200°,
270°, 285°, 300°,

§ 46. Complementire und supplementéire Winkel.

Betragt die Summe zweier Winkel 90” so heiflen sie complementiire

Winkel; jeder der beiden Winkel wird das Complement des andern
genannt. |

Betrigt die Summe zweler Winkel 180° so heifien sie supplementﬁre

Winkel; jeder wird das Supplement des andern genannt.

1.

Aufgaben: -

Wie grof ist das Complement eines Winkels von a) 35° b) 48°12
c) 75°842"? | - |

Wie grof} 18t das Supplement eines Winkels von a) 55°, b) 96°20¢, ¢) 137°2128?

§ 47. Die Ellipse.

An dem gemden Cylinder und Kegel kann noeh eine andere kr umme

Lmle zur Anschauung gebracht werden.

Schneidet man diese Korper durch eine Ebene, welche zur Grund-

fliche nicht parallel ist und alle Seiten trifft, so erhilt man als Durch-
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schnittsfigur derselben mit dem Mantel eine krumme Linie, welche
Ellipse genannt wird. | |

Man kann sie an dem Niveau einer Fliissigkeit erkennen, welche in einem
Gefd, das die Form eines geraden Cylinders oder Kegels hat, sich befindet, wenn
man demselben eine schrige Stellung gibt.

Construection der Ellipse.

Befestigt man in den Punkten 4 und B (Fig. 47) die Enden einer
Schnur, spannt dieselbe mittels eines Stiftes M und fihrt mit diesem
um die beiden Punkte so herum, dass die
Schnur immer gespannt bleibt, so be- Fig. 47.
schreibt der Stift eine Ellipse.

Die Punkte 4 und B pennt man
die Brennpunkte der Ellipse. Die Ent-
fernungen eines Punktes 3/ von den beiden
Brennpunkten, d. i. die Strecken 4 M und
B M, heilen die Leitstrahlen dieses
Punktes.

Die Strecke C'D, welche durch die
Brennpunkte geht, heilt die grofie
Achse; die Endpunkte €' und D derselben heiflen die Scheitel der
grofien Achse, und der Halbierungspunkt O der Mittelpunkt der Ellipse.

Die Strecke EF, welche im Mittelpunkte auf der grofien Achse
senkrecht steht, heift die kleine Achse; die Punkte £ und F sind
die Scheitel derselben.

Aus der Entstehung der Elhpse geht hervor, dass sich die Langen
der beiden Leitstrahlen A M und B M von Punkt zu Punkt verfindern,
dass aber ihre Summe stets dieselbe bleibt. Die Summe stellt die
Linge der Schnur dar und diese ist der grofen Achse gleich. In der
Ellipse ist also die Summe der Leitstrahlen eines jeden
Punktes gleich der groffien Achse.

Die Ellipse ist eine zwelachsig symmetrische Figur; die beiden
Achsen sind die Symmetralen.

Wie grof sind die Leitstrahlen 4 £ und B E?

Eine Strecke, welche zwei Punkte der Ellipse verbindet, heifit eine
Sehne derselben. Geht die Sebne durch den Mittelpunkt, so heifit sie
ein Durechmesser. Die beiden Achsen sind Durchmesser der Ellipse.
Alle Durchmesser werden durch den Mittelpunkt halbiert. Daher ist
die Ellipse eine centrische Figur, das Centrum ist O.

- Eine gerade Linie, welche mit der Ellipse nur einen Punkt ge-
meinschaftlich hat und iibrigens ganz auflerhalb der Ellipse liegt, helﬁt
eine Tangente der Ellipse. | - |
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Je kleiner die Entfernung der Brennpunkte vom Mittelpunkte,
oder je kleiner der Unterschied zwischen der grofien und der kleinen
Achse ist, desto mehr nihert sich die Ellipse einem Kreise.

Markiert man auf emmem Lineale drei1 Punkte und lasst zwei derselben auf
den Schenkeln eines Winkelkreuzes gleiten, so beschreibt der dritte Punkt eine

Kllipse.

II. Gerade Linien und Winkel.

S. 48. Zeichnendes Rechnen mit Strecken.

1. Addition zweier oder mehrerer Strecken. Um zwei oder
mehrere Strecken zu addieren, legt man sie 1n einer Geraden so neben-

. einander,
G dass der End-
A BC DE F punkt der ersten
mit dem Anfangs-
Jk D punkte der zwei-
E: F ten, der Endpunkt

. der zweiten mit
dem Anfangspunkte der dritten Strecke u. s. w. zusammenfillt; dann
ist die Strecke zwischen dem Anfangspunkte der ersten und dem End-
punkte der letzten Strecke die gesuchte Summe. In Fig. 48 ist
AF = AB+4+(CD + EF,

2. Subtraction zweier Strecken. Um zwei Strecken zu

subtrahieren, legt man die kleinere so auf die groBere, dass zwei End-
punkte derselben zusammen-

Fig. 49. fallen; dann ist die Strecke

A & S zwischen den anderen End-
| : punkten die gesuchte Difterenz
cH v/ (Unterschied). In Fig 49 ist

BE — AB—CD.

5. Multiplication einer Strecke mit einer ganzen
Ziahl. (Vervielfachen einer Strecke.) Eine Strecke wird mit einer ganzen

: Zahl multipliciert

b ot (vervielfacht), in-

< s ' dem man dieselbe
:l in der frither an-
o B | Z V/ T gegebenen Weise

so oft als Addend

setzt, als die ganze Zahl anzeigt. Ist z. B. die Strecke 4 B (Fig. 50)
- mit 4 zu multiplicieren oder zu vervierfachen, so trigt man dieselbe auf
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einer Geraden viermal nebeneinander auf; es ist dann A K= A B X 4
oder A F das Vierfache von A4 B. |

4. Division einer Strecke. @) Durch eine ganze Zahl
(Theilung). Eine Strecke durch eine ganze Zahl dividieren heifit, die-
selbe in so viele gleiche Summanden zerlegen, als die ganze Zahl an-
zeigt. Der Quotient ist eine Strecke. Ist eine Strecke in 2, 4, 8§,
16 . . . gleiche Theile zu theilen, so theile man dieselbe vorliufig nach
dem Augenmafle in zwel, jede Hilfte wieder in zwei, jedes Viertel
wieder in zwel gleiche Theile u. 8. w. Ist eine Strecke in 6 gleiche
Theile zu theilen, so theilt man dieselbe zuerst in zwei gleiche Theile
und jede Hilfte in drei gleiche Theile.

b) Durch ein Strecke. Eine Strecke durch eine Strecke dividieren

heifit untersuchen, wie oft die letztere in der ersten enthalten ist.
(Messung.) Der Quotient ist eine Zahl. Z. B. (Fig. 50) AE: AB = 4.

Aufgaben:
1. Es sind drei horizontale Strecken zu zeichnen, dieselben beziiglich ihrer
Lange zu vergleichen und zu addieren.
Es sind drei verticale Strecken zu zeichnen und zu addieren.
Es sind zweil verticale Strecken zu zeichnen und ihre Differenz zu ermitteln.
Es ist eine gegebene Strecke mit 7 zu multiplicieren.
Es ist a) eine horizontale, ) eine verticale, ¢) eine schrige Strecke in 3, 4,
5, 6, 8 10 gleiche Theile zu theilen.

§. 49. Messen der Strecken.
Auf der Division einer Strecke durch eine Strecke beruht die

Bestimmung der Linge einer Strecke d. i. das Messen derselben.

Eine Strecke messen heilit untersuchen, wie oft eine als Lingen-
einheit angenommene Strecke in der zu messenden enthalten ist. Die
Zahl, welche dieses anzeigt, heifit die MaBzahl der Strecke.

Die Einheit des 6sterreichischen Lingenmafies ist
das Meter (m), das in 10 Decimeter (dm) & 10 Centimeter (cm)
4 10 Millimeter (mm) eingetheilt wird. Ein Meter ist nahezu der
zehnmillionste Theil eines Erdmeridianquadranten. 1000 Meter =
1 Kilometer (km), 10 Kilometer — 1 Myriameter (um).

Zum Ausmessen der Lingen dienen Stibe von Holz oder Metall,
auf welchen eine oder mehrere Lingeneinheiten nebst den Unter-
abtheilungen aufgetragen sind; sie heilen Mafstédbe.

1O

S

Anfingern ist anzurathen, dass sie zur Ubung des Augenmaf@es verschiedene
Liangen zuerst annaherungsweise mit dem Auge abschiatzen und dann mit dem Maf-

stabe genau messen.

Aufgaben:
1. Die Summe folgender Strecken zu suchen:
a) 3dn 8cm b5 mm, 7 dn 9 cm 6 mm, 8 dn 6 mm;
b) 3 km 86 m, 5 km 817 m.
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2. Die Differenz folgender Strecken zu suchen:
a) 3m8dm b5 cem, 1 m 2 dm 3 em;
b) 13 m 4 dmn 7 em, 8 m 9 dm 8 cm;
c) 4 m, 1 km 27 m.
3. Die Strecke 3 m 8 dm 9 ¢m a) mit 3 zu multiplicieren, /) thren 5. Theil

zu berechnen.
4. Wie oft sind 3 km 826 m in 15 Im 304 m '‘enthalten?

§. 50. Zeichnendes Rechnen mit Winkeln.

1. Addition der Winkel. Zwei Winkel ABC und DEF
(Fig. 51) werden addiert, indem man sie so n eb eneinander legt, dass
| sie den Scheitel
und ein Paar
Schenkel ge-
- meinschaftlich
haben und das
andere Paar
Schenkel auf
die entgegenge-
setzten  Seiten
des gemein-
schaftlichen fillt. In Fig. 51 ist <t ABG = L AB(C 4+ QX DEF.

2. Subtraction der Winkel. Zwei Winkel A BG und D EF
Fig. 51 werden subtrahiert, indem man den kleineren so auf den
groferen legt, dass sie den Scheitel und ein Paar Schenkel gemein-
schaftlich haben und das andere Paar Schenkel auf dieselbe Seite des
gemeinschaftlichen fillt. In Fig. 5l ist L ABC =L ABG— <L DEF.

3. Multiplication eines Winkels mit einer ganzen
Zahl. (Verwelfachen eines Winkels.) Ein Winkel 40 B (Fig. 52)
wird mit einer ganzen Zahl multipliciert

Hig. 02, (vervielfacht), indem man denselben in

der oben angegebenen Weise so oft. als
Addend setzt, als die ganze Zahl anzeigt.
InFig.52 ist ¢ AOE = < AOB > 4.
4. a)Division einesWinkels
durch eine ganze Zahl. (Theilung
eines Winkels.) FKEinen Winkel dureh
eine ganze Zahl dividieren beifit, den-
selben in so viele gleiche Summanden
zerlegen, als die ganze Zahl anzeigt.
Der Quotient ist also ein Winkel. Zu diesem Zwecke beschreibe man
aus dem Scheitel des zu theilenden Winkels mit einem beliebigen Halb-
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messer emen Kreisbogen, welcher beide Schenkel durchschneidet, und
theile den zwischen den Schenkeln gelegenen Theil des Kreishogens in
so viele gleiche Theile, als die ganze Zahl anzeigt. Verbindet man
jeden Theilungspunkt mit dem Scheitel des Winkels, so erscheint der-
selbe als Summe so vieler gleicher Winkel, als die ganze Zahl anzeigt.

In Fig. 52 ist

JAOFE
4 _
h) Divigsion eines Winkels durech einen Winkel. (Mes-

=Y OB

sung.) Dadurch wird untersucht, wie oft ein Winkel in einem andern
enthalten ist. Der Quotient ist also eine Zahl. Z. B. (Fig. 52) ¢ 40 E:

J.AOB 4.
Aufgaben:

1. Was fiir ein Winkel ist die Summe a) eines rechten und eines spitzen,
b) eines rechten und emmes stumpfen, ¢) eines gestreckten und eines hohlen
Winkels ? ;

2. Wie grof ist die Summe aller Winkel, die in einer Ebene um einen gemein-
schaftlichen Scheitel herum liegen ?

3. Wie grof ist die Differenz a) eines gestreckten und eines rechten, ) eines
vollen und eines gestreckten, ¢) eines vollen und eines rechten Winkels?

4. Was fiir ein Winkel ist die Differenz «) eines rechten und eines spitzen,
h) eines stumpfen und eines rechten, ¢) eines gestreckten und eines stumpfen,
d) eines vollen und eines rechten, ¢) eines vollen und eines stumpfen, /) eines
vollen und eines spitzen Winkels?

5. 'Was fir ein Winkel ist das Doppelte @) eines rechten, b) eines stumpfen,
¢) eines gestreckten Winkels?

6. Was fir ein Winkel ist die Hilfte a) eines rechten, b) eines stumpfen,
¢) eines gestreckten, d) eines erhabenen, ¢) eines vollen Winkels?

7. Die Summe folgender Winkel zu suchen:

a) 52° 39° 124° und 76°;
b) 28°24’'30%, 33°45'56*, 74°28' 53, 22°16'37“.
8. Die Differenz folgender Winkel zu suchen:
a) 1287, 73"
b) 21623428, 78°24°17“;
c) 73°1647”, 58°23°56%;
d) 23° 14°25'38“. 5

9. Den Winkel 48°38/35* @) mit 3 zu multiplicieren, &) in 5 gleiche Thelle AV
theilen. _

10. Untersuche, wie oft ein Winkel von a) 8° ) 15'28%, c¢) 12°35/49” beztiglich

einen Schenkel eines hohlen Winkels iiber
den Scheitel hinaus, so entsteht sein Neben-
winkel. Nebenwinkel sind also zwel

in einem Winkel von a) 96° %) 108°16‘, ¢) 100°46‘32“ enthalten ist..

§. 1. Neben- und Scheitelwinkel. Fig- 53.
a) Nebenwinkel. Verlingert man D

=Winkel, welche einen Schenkel gemeinschaft- . | 0 | O
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lich haben, und deren zwei andere Schenkel in einer Geraden liegen.
AO B (Fig. b3) ist ein Nebenwinkel von BOC'; ebenso ist 40 D ein

Nebenwinkel von D O C.

Die Summe zweier Nebenwinkel ist gleéich zwei
Rechten oder 180°

b) Scheitelwinkel. Verléingert man beide Schenkel eines
hohlen Winkels iiber den Scheitel hinaus, so entsteht sein Scheitel-
Fig. 54 winkel. In Fig. 54 sind « und ¢, &6 und d

Scheitelwinkel.
Scheitelwinkel entstehen durch dieselbe Drehung ;

denn dreht man (Fig. 54) A B um O in der Richtung
des Pfeiles bis in die Lage C'D, so beschreibt 40
den Winkel a, BO den Winkel c¢; daher ist a = c.
Ziwel Scheitelwinkel sind daher einander gleich.

Aufgaben:

1. Wie grof ist der Nebenwinkel eines Winkels von a) 65° &) 28°40°
c) 115° 48, d) 73° 19’ 522

2. Die Differenz zweier Nebenwinkel betrigt 28°; wie grof ist jeder derselben ?

3. Von zwel Nebenwinkeln ist der eine doppelt so grof als der andere; wie
grof} 1st jeder?

4. Ein Winkel ist a/) 37% b) 68°27, ¢) 58°36‘43"; wie groB ist der Scheitel-
winkel seines Nebenwinkels ?

5. Wenn in Fig. 54 der Winkel a 69°17'26" betriagt, wie grof ist jeder der
Winkel b, ¢, d?

6. Wie grof} ist der Winkel der von den Halbierungslinien zweier Nebenwinkel
gebildet wird?

Senkrechte und parallele Gerade.

Senkrechte und schiefe Gerade.

S. 2. Aus den Lehrsitzen von den Neben- und den Scheitel-

winkeln folgt:
Ist von den Winkeln, welche zwel sich schneidende Gerade mit-

einander bilden, einer ein rechter, so sind es auch die andern; ist einer
von jenen Winkeln ein schiefer, so sind es auch die andern.

Bilden zwei sich schneidende Gerade miteinander rechte Wiﬁkel,
so heiflen sie aufeinander senkrecht oder normal; bilden sie mit-
einander schiefe Winkel, so heifien sie gegeneinander schief.

Ist in Fig. 53 der Winkel AOD ein rechter, so ist DO | AC;
dagegen steht BO auf AC schief.

Die Senkrechte wird auch Normale oder Loth genannt. Loth-
recht oder vertical ist wobl zu unterscheiden von senkrecht oder normal.
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Parallelentheorie.
§. 83. Die Erklirung von parallelen Geraden 1st in § 22 enthalten.

Durch einen Punkt auflerhalb einer Geraden kann
mit dieser nur eine Parallele gezogen werden. (Grund-
satz von den Parallelen.)

Gegenwinkel, Wechselwinkel und Anwinkel.

§. 94. Werden zweil Gerade von einer dritten geschnitten, so ent-
stehen um die beiden Schnittpunkte acht Winkel. Die vier Winkel,
welche zwischen den beiden geschnittenen Geraden liegen, heiflen
innere, die andern vier iuflere Winkel. In Fig. 55 sind 45
und CD die beiden geschnittenen Geraden, EF ist die schnei-
dende Gerade oder Transversale; ¢, d, m und n sind innere, «, b, o
und p duBere Winkel.

Ein #duberer und ein innerer Winkel, welche ver-
schiedene Scheitel haben und auf derselben Seite der
Schneidenden liegen, heilen Gegenwinkel. Zwei
iiuBere oder zwei innere Winkel, welche verschiedene 4 @
Scheitel haben und auf verschiedenen Seiten der
Schneidenden liegen, werden Wechselwinkel ge- o #|,

Fig. 55.
-El'

nannt. Zwei dullere oder zwei innere Winkel, welche olp——
auf derselben Seite der Schneidenden liegen, heifien 7
Anwinkel. [ ==
Gegenwinkel : Wechselwinkel : Anwinkel:

a und m, a und p, a und o,

b , mn, Gt 10 b , P

& 0s Gl €= o 1t

ad= e d o %

§. 55. Lehrsitze. 1. Wenn zwei parallele Gerade von
einer dritten geschnitten werden, so sind

a) je zwei Gegenwinkel einander gleich,
b) je zwel Wechselwinkel einander gleich,
¢c) je zwel Anwinkel supplementér.

Voraussetzung. AB | CD (Fig. 56).

Behauptung . a— m; Jua=p, 5 -a -+ o= 180"
T R b == o0, b + p = 180°,
Gie=0, G == m, ¢ + m= 180°,
0= p, d.= d + n = 180°

Moénik-Spielmann, Geom. Formenl. u. Anfangsgr. d. Geom, f. Realsch. 3
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Fig. 56. Beweis. Bewegt sich die Gerade 4B parallel

z mit sich selbst, so bildet sie, da sich dabei ihre

/ Lage gegen I I nicht dndert, mit dieser stets die-

A as 5 selben vier Winkel; es fallen also, wenn 4B nach
C'D gelangt, je zwei Gegenwinkel aufeinander, Gegen-

r_ _mln winkel sind daher einander gleich, je zwei Wechsel-
0/p »  yinkel gehen in zwei Scheitelwinkel iiber, sind also

P ebenfalls emander gleich; je zwei Anwinkel endlich

werden zu Nebenwinkeln, betragen also zusammen 180°.

2. Umgekehrt folgt: Wenn zwei Gerade von einer dritten
so geschnitten werden, dass entweder zwei Gegenwinkel
oder zwei Wechselwinkel gleich, oder zwei Anwinkel
supplementir sind, so miissendie geschnittenen Geraden
parallel sein.

Daraus ergibt sich die groBe Wichtigkeit der Gegen-, Wechsel-
und Anwinkel. Um mit Gewissheit behaupten zu konnen, dass zwei
Geerade parallel sind, sollte man zeigen, dass sie fort und fort ver-
lingert doch me zusammentreffen. Da aber eine solche Verlingerung
nicht ausfithrbar ist, so wird die parallele Lage zweier Geraden ganz
einfach durch die Winkel entschieden, welche entstehen, wenn diese
(eraden von einer dritten geschniften werden.

Ein Grundsatz (§. B3) enthilt einen Satz, dessen Richtigkeit ohne
Beweis zu erkennen ist, wihrend ein Lehrsatz eines Beweises bedartf.
‘Ein Lehrsatz besteht aus Voraussetzung und Behauptung. Vertauscht
man dieselben miteinander (§. 55, 1 und 2), so erhélt man die Umkehrung
des Lehrsatzes.

Aufgabe:

Es sei mm Fig. 56 der Winkel a = 103°47‘25"; wie grof ist jeder der Winkel
b=c. d, m, n. o p?

§. 56. Lehrsitze. 1. Stehen zwei gerade Linien auf
einer dritten senkrecht, so sind sie parallel.

Pige bl - Voraussetzung: Es sei (Fig. 57)
o AB | MN und CD | MN.
4 Behauptung: AB| CD.

Beweis: Da a — R und b= F: 80
ist auch a = b; die Geraden 4B und C'D
bilden also mit der sie Schneidenden M N
, gleiche Gegenwinkel, folglich sind sie parallel.
M a > N 2. Steht von zwei Parallelen

B D die eine auf einer Geraden senk-
recht, so steht auch die andere auf ihr senkrecht. (Fig.57.)




35

Voraussetzung: Es sei AB||CD und AB | MN.
Behauptung: CD | MN.

Beweis: Wegen AB||CD ist a = b, wegen AB | MN ist
6 — R: daher st auch’ b =R, d:1. 6D | MN

3. Von einem Punkt lasst sieh auf eine Gerade nur
eine einzige Normale errichten.

Wiren C'D und C'E (Fig. 58) senkrecht Fig. 58.
auf A B, so wiren m und n als rechte Winkel &
supplementiir; da sie aber Anwinkel sind, so
miissten C'D und CE parallel sein, was nicht
moglich ist, da sie den Punkt €' gemeinschaft-
lich haben.

Die Linge dieser villig bestimmten Senk- 4 m  n\ B
rechten gibt den Abstand des Punktes von der Dot
(eraden an.

Auch in einem Punkt einer Geraden lisst sich auf
diese nur eine einzige Normale errichten.

§. 57. Lehrsiitze. 1. Zwei Winkel deren Schenkelpaar-
weise einander parallel sind, sind einander gleich, wenn
beide Paareder parallelen Schenkel nach derselben Seite
oder nach entgegengesetzten Seiten gerichtet sind.

2. Zwei Winkel, deren Schenkel paarweise einander
parallel sind, betragen zusammen 130°% wenn nur ein
Paar der parallelen Schenkel nach derselben Seite, das
andere aber nach entgegengesetzten Seiten gerichtet ist.

3. Bs sei (Fig. 59) AB|| DE und AC | DF.

Fig. 59.
I1 111

| 1

L T e

Ala /:r s B 4la ! 7 B Ala _79Z B
Dt s R | }}[?

In I sind die parallelen Schenkel der Winkel a und m gleich-

cerichtet. Es sei z. B. « = 75°; da ¢ und m Gegenwinkel zu dem
Winkel « zwischen Parallelen sind, so muss jeder derselben eben-
falls 75° sein, sie sind also einander gleich.

In II sind die parallelen Schenkel der Winkel ¢ und m entgegen-
gesetzt gerichtet. Es sei # = 75°% dann ist sowohl a als Wechsel-

3*
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winkel und m als Gegenwinkel zu « bei Parallelen ebenfalls 75°; m
und « sind daher einander gleich.

In III haben die Winkel ¢« und » auch paarweise parallele
Schenkel, es ist jedoch nur ein Paar nach derselben Seite, das andere
Paar aber nach entgegengesetzten Seiten gerichtet. Es sei z. B. y = 105°,
dann ist a als Anwinkel zu y 75° und »n als Wechselwinkel zto y 105°.
Daher ¢ + n = 180°.

§. 98. Centriwinkel, Sehnen und Bogen eines Kreises.

Zu jedem Centriwinkel gehiort ein bestimmter Bogen, eine bestimmte
Sehne, ein bestimmter Kreisabschnitt und Kreisausschnitt. Dasselbe
gilt von einem Bogen, Kreisabschnitt und Kreisaussehnitt. Zu einer
bestimmten Sehne hingegen gehoren zwei Bogen, zwei Centriwinkel.
zwel Kreisabschnitte und zwei Kreisausschnitte. Wenn nicht das Gegen-
theil bemerkt ist, wird immer das kleinere dieser Stiicke als zur Sehne
gehorig angesehen.

Von den Centriwinkeln, Sehnen und Bogen desselben Kreises oder
gleicher Kreise gelten folgende Lehrsiitze:

1. Zu gleichen Centriwinkeln gehoren gleiche Sehnen und gleiche

Bogen.

2. Zu gleichen Sehnen gehoren gleiche Centriwinkel und gleiche
Bogen.

3. Zu gleichen Bogen gehoren gleiche Sehnen und gleiche Centri-
winkel.

Von der Richtigkeit dieser Siitze iiberzeugt man sich, wenn man
entweder zwei gleiche Centriwinkel, oder zwei gleiche Sehnen, oder
zwel gleiche Bogen annimmt und dann die betreffenden Kreisausschnitte
iibereinander gelegt denkt; man findet, dass unter jeder dieser Voraus-
setzungen die beiden Kreisausschnitte sich decken, dass also fiir jede
derselben auch die angefiihrten Behauptungen richtig sind.

§. 99. Constructionsaufgaben.

1. Einen Punkt zu bestimmen, welcher von einem gegebenen
Punkt einen gegebenen Abstand hat.

Beschreibt man aus dem gegebenen Punkt als Mittelpunkt mit
dem gegebenen Abstand als Halbmesser einen Kreis, so geniigen alle
Punkte dieser Kreislinie den Bedingungen der Aufgabe.

Eine Aufgabe, welche unendlich viele verschiedene Auflosungen
zuldsst, heifit unbestimmt, im Gegensatz zu einer bestimmten, welche
entweder nur eine einzige Auflosung, oder eine beschriinkte, genau be-
stimmbare Anzahl von Auflssungen besitzt; nach der Anzahl der Auf-
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losungen ist sie ein-, zwel- oder mehrdeutig. Die vorliegende Aufgabe
ist demnach unbestimmt. ' |

Eine Aufgabe heifit iiberbestimmt, wenn mehr Bedingungen ge-
geben sind, als zur Auflosung erforderlich sind.

Z. B. Von einem gegebenen Punkt A mit einem gegebenen
Radius » einen Kreis zu beschreiben, der durch einen bestimmten
Punkt B geht; die Aufgabe ist nur moglich, wenn » — A B ist. Sonst
ist sie unmoglich. Im allgemeinen sind iiberbestimmte Aufgaben un-
loslich, weil die gegebenen Stiicke die zur Auflosung erforderlichen Be-

dingungen meist nicht erfiillen.

2. Einen Punkt zu Dbestimmen, welcher von zwei gegebenen

Punkten einen gegebenen Abstand hat.

Es seien (Fig. 60) 4 und B die ge-
gebenen Punkte, C'D der gegebene Abstand. € 7 D
Die gesuchten Punkte miissen in den Durch- //\ e
schnittspunkten zweier Kreise liegen, welche ,../’/ \
von den Mittelpunkten 4 und B mit CD A /.f \;
als Radius beschrieben werden. Da sich im ' ’,..f‘“B
allgemeinen die beiden Kreislinien in zwei ‘ | /
Punkten M und N schneiden, so gibt es zwei \ /
verschiedene Punkte, welche der Aufgabe ;’\?
gentigen.

Ist CD gleich der Halfte der Strecke A B, so erhidlt man nur einen einzigen
Punkt, welcher in der Mitte von A B liegt; ist U D kleiner als die Halfte von 4 B,

so erhalt man keinen Punkt.
Die Aufgabe kann also eindeutig oder zweideutig bestimmt, aber

auch unmoglich sein.

3. Einen Punkt zu bestimmen, welcher von zwei gegebenen
Punkten verschiedene gegebene Abstinde hat. Die Auflosung ist der-

jenigen der Aufgabe 2 analog.

Fig. 60.

4, Einen gegebenen Bogen
zu iibertragen, d. h. einen Bogen
zu zeichnen, der einem aus
dem Mittelpunkte O (Fig. 61)
beschriebenen Bogen M N ,

gleich ist. |
Man ziehe die beliebige Gerade O’A’ und beschreibe aus O' mit

dem Halbmesser O'M' — O M einen Bogen, welcher die Gerade O'A’
in M’ schneidet. Trigt man nun von M’ die Sehne M N auf, so erhilt

man N’ und es ist dann Bogen M'N’' — Bogen MN (§. 58).
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Durch eine gleiche Construction lisst sich auch ein gegebener
Winkel iibertragen. (Fig. 61.)

Fig. 62. D. Durech einen Punkt (' auferhalb einer
gegebenen Geraden 4 B zu dieser die Parallele

v zu ziehen.
i a) Man ziehe durch (' (Fig. 62) eine Gerade,
—Q weleche die gegebene Gerade AB in D
M schneidet, und construiere zu dem Winkel
C'D B im Punkte C einen gleichen Gegenwinkel

A D N B PCQ; dann ist CQ || 4B.

b) Die Construetion wird am einfachsten, wenn die Winkel €' und D
rechte sind; man fiihrt sie mit Hilfe eines Winkelbrettchens aus,
welches die Form eines rechtwinkligen Dreieckes hat. (§. 56, 1.)

III. Eigenschaften der Strecken- und Winkelsymmetrale und
' aus denselben sich ergebende Constructionen.

e §. 60. a) Es sei ' D (Fig.63) die Symmetrale
fig. 63 der Strecke A B, also AC — BC und CD | AB
D (§ 32). Verbindet man irgend einen Punkt M der
Symmetrale mit den Endpunkten der Strecke und
dreht die rechte Hilfte der Figur um C'D als
Achse um 180°% so muss, da die Winkel bei C
als rechte gleich sind, C'B in die Richtung von
A¥ 5 B AC fallen, weil BC = AC fillt ferner B auf

: A, somit BM auf A M.

Jeder Punkt der Streckensymmetrale hat also von
den Endpunkten der Strecke gleiche Abstinde; und um-
gekehrt: e e
~ Hat ein Punkt von den Endpunkten einer Strecke
gleiche Abstinde, so liegt er in der Symmetrale der

Strecke.

M

) Es sei CD (Fig. 64) die Symme-

[ S—

T B trale des Winkels AC' B, also QL AC D

/ — BC'D. (§. 32.) Fillt man von irgend

/E’ eimem Punkt M der Symmetrale auf

e \M p die Schenkel des Winkels AC'B die
C\ Normalen M P und MQ und dreht die
\/ untere Hilfte 4 C'D der Figur um C' D

Q \\\ als Achse um 180° so muss 4 in

A die Richtung von C'B fallen, weil
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X ACD = Q BCD ist, MQ muss auf MP fallen, weil von einem
Pankte (M) auf eine Gerade (C' B) nur eine einzige Senkrechte miglich ist.

Jeder Punkt der Winkelsymmetrale hat also von
den beiden Schenkeln des Winkels gleiche Abstinde;
und umgekehrt:

Hat ein Punkt von den Schenkeln eines Winkels

gleiche Abstinde, so gehort er der Symmetrale des-
selben an.

§. 61. Constructionen.

a) Die Symmetrale einer gegebenen Strecke 4B (Fig. 65) zu
construieren.

Bestimmt man nach §. 59, 2 zwei Punkte Fig. 65.
C und D so, dass jeder derselben von den End-

punkten 4 und B der gegebenen Strecke gleiche >?
Abstinde hat, so ist durch C'D die Lage der |
Symmetrale der Strecke 4 B bestimmt. |
Dieselbe Construction liefert auch die Auf- < 2 B
Iosung fiir folgende Aufgaben :
b) Die Symmetrale zweier gegebener Punkte
zu construieren. 3)

c) Eine gegebene Strecke zu halbieren.

d) Zu einer gegebenen Geraden 4B (Fig. 66) von einem aulier
ihr liegenden Punkte C' die Normale zu ziehen.

Man bestimme nach §. 59, 1 auf der Fig. 66.
Geraden zwel Punkte M und N, welche

N

: . : C
von C' gleich weit abstehen, und construiere
zu M N die Symmetrale C'D, so ist diese
zu A B normal.
: . : A N ) < —B
Durch dieselbe Construetion wird auch M 7N

die Aufgabe gelist:

¢) Zu einem gegebenen Punkte (C) den
in Beziehung auf eine gegebene Gerade (45) %\/
symmetriseh liegendenPunkt () zu bestimmen.

Es muss hier MD = MC sein.

) Auf eine gegebene Gerade 4B (Fig.67)
in einem gegebenen Punkte (' derselben die X
Normale zu errichten. |

Man bestimme in der Geraden zwei
Punkte M und N so, dass CM = CN ist, 4 | Ll
und construiere die Symmetrale von M.N; M| 4 v
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zur Bestimmung derselben ist aufler C' noch ein zweiter Punkt D
erforderlich, so dass DM =— DN ist.

g) Die Symmetrale eines gegebenen Winkels BAC (Fig. 68) zu
construieren, d. h. den Winkel zu halbieren.

Bestimmt man auf den Schenkeln zwei Punkte M und N, welche
vom Scheitel 4 gleich weit abstehen, und dann in der Winkelfliiche
den Punkt D so, dass er von M und N gleichen Abstand hat, so ist 4 D
die Symmetrale der Strecke M N, folglich ist sie auch, wie man sich

Fig. 68. durch Deckung iiberzeugen kann, die Symmetrale
> des Winkels BAC.
N Dureh diese Construction kann auch folgende
X Aufgabe gelost werden :
: k) Einen gegebenen Kreisbogen zu halbieren.
\/ Man halbiere den zugehorigen Centriwinkel.
M) N
7 / 7\(, Durch wiederholte Anwendung der Con-
~ structionen ¢, ¢ und 2 kann man eine Strecke,
einen Winkel, einen Bogen in 4, 6, 8 . . . gleiche
T Theile theilen.

EY.: ﬁas Dreieck.

1. Lehrsiitze iiber Seiten und Winkel eines Dreieckes.
§. 62. In jedem Dreiecke istdie Summe zweier Seiten
grober als die dritte; denn die Gerade AB (Fig. 69) ist die
_ .~  Kiirzeste Linie zwischen 4 und B, also ist die
Fig.69. gebrochene Linte ACB d.i. AC 4+ CB grifer

als 4 B.

Aus drei Linien, deren Lingen 2m, 3 m
und 4 m sind, ist demnach ein Dreieck moglich;

B 4 vergleicht man jede dieser 3 Seiten mit der
Differenz der beiden andern, so ergibt sich:

Jede Seite eines Dreieckes ist grofer als die
Differenz der beiden andern.

Wenn zwei Seiten eines Dreieckes 24 m und 17 m sind, zwischen welchen
Grenzen liegt die dritte Seite?

In welcher Beziehung steht ein Schenkel eines gleichschenkligen Dreieckes
zur Grundlinie?

§. 63. Verlingert man eine Seite eines Dreieckes, so bildet die
Verlingerung mit der anstofenden Seite einen Winkel, welcher ein
AuBenwinkel des Dreieckes heifit, wiihrend die drei Winkel im
Dreieck innere Winkel sind.
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C'BD (Fig. 70) ist ein AuBenwinkel des Dreieckes 4 BC.

§. 64. a) Die Summe der drei Fig. 70.
inneren Winkel eines Dreieckes ist
gleich zwei Rechten oder 180°.

Beweis. Wird die Seite A B des
Dreieckes 4 BC' (Fig. 70) verlingert und
durch B die Gerade BE | AC gezogen, s0
entstehen die zwei Winkel m und n, VOn
denen m dem Winkel a als Gegenwinkel, » dem Winkel ¢ als Wechsel-
winkel bei Parallelen gleich ist. Die Summe der drei Winkel a, b, c
ist daher so grof als die Summe der Winkel m, n, b. Die letztere
Summe aber betrigt einen gestreckten Winkel oder zwei Rechte; also
muss auch die Summe von a, ¢ und b zwei Rechte betragen.

Aus diesem Satze folgt :
1. Zwei Dreieckswinkel betragen zusammen weniger
als 180°

Kénnen in einem Dreiecke zwei rechte Winkel, oder zwei stumpfe Winkel,
oder ein rechter und ein stumpfer Winkel vorkommen? Jedes Dreieck hat daher

wenigstens wie viele spitze Winkel ?

2. Sind in einem Dreiecke zwei Winkel bekannt, so
findet man den dritten, indem man die beiden gegebenen
Winkel addiert und ihre Summe von 180° subtrahiert.

bh) Jeder AuBenwinkel eines Dreieckes ist gleich der
Summe der beideninnerenihm nichtanliegenden Winkel.

Denn der AuBlenwinkel C'BD (Fig. 70) ist die Summe der
Winkel m und n; diese sind aber den Winkeln a und ¢ gleich.

Aufgaben.
1. In einem Dreiecke se1 der Winkel
a):a.— 65, b). a —. 435 A0 &) o =257 A6 21T
b7 b = T102%:27; hie=sq4° 4849 "

wie grof} ist der dritte Winkel ¢?
2. Wie grof ist jeder der Winkel, wenn 1) a = b = ¢, 2) @ = b und ¢ = 57°?
3. In einem Dreiecke 1st ein Winkel 63° 35‘, die Differenz der beiden andern
betragt 12° 27; wie grof} ist jeder derselben?
4. In emmem Dreiecke sind zweil immnere Winkel
a)y a =34 ) a = 65% 312, c) a
= bar. ¢ = 79 54'; %
wie groff ist der entsprechende Auflenwinkel?
5. Ein AuBenwinkel eimmes Dreieckes sei 102° 25’ 39, ein innerer ithm nicht an-
liegender Winkel 40° 40’ 52; wie grof ist der andere ithm nicht anliegende

Winkel ?
6. Wie grof 1st in einem rechtwinkligen Dreiecke die Summe der beiden spitzen

Winkel ?

19% 4783,
81° 9’ 56%:

|
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7. In einem rechtwinkligen Dreiecke sei ein spitzer Winkel
a) 62° b)-3R%39. c) 49° 17‘ 25%;
wie grof} ist der andere spitze Winkel?
8. In einem rechtwinkligen Dreiecke betragt der eine Auflenwinkel an der

Hypotenuse
a) 96°, b) 117% 4R ¢) 133° 56’ 50%:
wie grof ist der zweite AuBlenwinkel an der Hypotenuse?

9. Ein spitzwinkliges, ein rechtwinkliges und ein stumpfwinkliges Dreieck mit
den drei Hohen zu zeichnen und die Lage derselben anzugeben.

8. 60. 1. Es sei in dem Dreiecke 4AB( (Fig. 71) die Seite
AC — B(.

Stellt man sich das Dreieck A BC noch einmal, und zwar um-
cewendet als 4' B'C" vor, so kann

& s | man das letztere so auf das erstere

, ¢ ¢ legen, dass sich die Winkel ' und

1 \ /\ (" decken; dann fillt der Punkt B’

S \ auf A, der Punkt A’ auf B, die

\  Seite B'A’ auf 4 B, und ist deshalb

/ \ \ der Winkel B'= A4 ; B’ist aber —= B,
A b B 4 also ist anch B — 4. Hieraus folgt:

Gleichen Seiten eines Dreieckes liegen gleiche
Winkel gegeniiber.

2, Ist umgekehrt in dem Dreiecke A BC' der Winkel B — A,
so kann man auf gleiche Weise die Seite B' A° mit der Seite 4 B sich
decken lassen und zeigen, dass die Seite 4 — B(' sein muss; d. h.:

Glelehen_ﬁrlnkeln eines Dreieckes liegen glelche
Seiten gegeniiber.

Aus dem ersten Satze folgt:
a) In einem gleichschenkligen Dreiecke sind die
Winkel an der Grundlinie einander gleich.

b) In einem gleichseitigen Dreiecke sind alle drei
Winkel einander gleich.

Aufgaben.

Wie grof ist jeder Winkel eines gleichseitigen Dreieckes?

2. Wie grof ist jeder Winkel an der Grundlinie eines gleichschenkligen Drei-
eckes, wenn der Winkel am Scheitel em rechter ist?

3. Der Winkel am Scheitel eines gleichschenkligen Dreieckes ist a) 23° 357,

b) 65° 10 36“, ¢) 118° 48’ 29“; wie grof} ist ein Winkel an der Grundlinie ?

4. Wie grof ist der Winkel am Scheitel eines gleichschenkligen Dreieckes, wenn
ein Winkel an der Grundlinie a) 15° 12/, 5) 48° 5 49%, ¢) 73° 41‘ 17" betragt?

. Wenn der Auflenwinkel am Scheitel emmes gleichschenkligen Dreieckes 130°
1st, wie grof 1st ein Winkel an der Grundlinie? Welcher Satz ergibt sich
daraus?

el

()
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§. 66. Ist (Fig. 72) A B — A D, also das Dreieck 4 BD gleich-
schenklig, so sind die Winkel m und » an der Grundlinie einander
oleich, Dreht man BD um B bis B(C, so wird
der Winkel 4 BC' griofer als m, der Winkel AC'B
dagegen um ebensoviel kleiner als n, da der dritte
Dreieckswinkel A ungeiindert bleibt. In dem Drei-
ecke A B(' ist demmnach die Seite AC > A B und
zugleich der Winkel ABC > ACRB

Daraus folgt:

1. Der grofleren Seite eines Dreieckes liegt ein
groferer Winkel gegeniiber; und umgekehrt:

2. Dem grofieren Wlnkel eines Dreieckes llegt eine
ocroflere Seite gegeniiber.

In einem rechtwinkligen Dreiecke ist daker die Hypotenuse,
in einem stumpfwinkligen Dreiecke die dem stumpfen Winkel
gegeniiberliegende Seite die grifte.

Fig. 72.

Aufgaben.
1. Wenn in einem Dreiecke <C A = 72°% < B = 55° ist, welche Seite des-
selben ist die grofite?
. Wenn in einem Dreiecke die Seiten 75 cm, 48 em, 90 ¢m sind, welcher Winkel
ist der grofite, welcher der kleinste?
3. Ist es maoglich, dass in einem Dreilecke mit zwei Selten von 76 mm und 98 mm
Lange der ersten ein Winkel von 95° gegeniiberliegt?

o

8. 67. Zieht man von einem Punkte 4 (Fig. 73) zu einer Ge-
raden BC die Normale A D und zugleich mehrere schiefe Strecken
AE AF, AG, so entstehen die recht-
winkligen Dreiecke ADE, ADF, ADG, Fig. 73.
in denen die Kathete 4 D kiirzer ist als jede A
der Hypotenusen 4 B, A F, AG.

Daraus folgt:

Die Normale ist die Kkiirzeste

Strecke, die von einem Punkte zu \
einer geraden Linie gezogen werden p E R A N
kann.

§. 68. Aufgaben.

1. Einen Winkel von a) 60°% &) 30°% ¢) 120° d) 150° zu construieren.

@) Durch Construction eines gleichseitigen Dreickes.

») Durch Halbierung eines Winkels von 60°.

¢) und d) Durch Construction des Nebenwinkels von 60°, beziiglich von 30°.
2. Einen Winkel von a) 90° 5) 45°% ¢) 135° zu construieren.

a) Nach §. 61 f. ~

b) und ¢) Durch Halbierung eines Winkels von 90° und durch Construction

des Nebenwinkels von 45°.
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3. Die Peripherie eines Kreises in mehrere gleiche Theile zu theilen.

Auflosung. Man bestimme die GroBe eines Centriwinkels, indem
man 360° durch die Zahl der verlangten gleichen Theile des Kreises dividiert,
construiere diesen Winkel am Mittelpunkte, und trage die durch seine Schenkel
abgeschnittene Sehne in der Peripherie herum.

Kinige Theilungen des Kreisumfanges lassen sich geometrisch aus-
fiihren. Dem 3ten, 4ten, 6ten, 8ten, 12ten Theile der Peripherie entspricht
ein Centriwinkel von beziiglich 120° 90°% 60° 45° 30°.

Mechanisch kann die Construction der Winkel und daher die Kreis-
thellung mit Hilfe des Transporteurs vorgenommen werden.

!

4. Einen Halbkreis in Grade zu theilen, oder einen Transporteur anzufertigen.

Damit der Halbkreis von Grad zu Grad getheilt erscheine, muss er
180 gleiche Theile erhalten. Zu diesem Ende theile man den Halbkreis zu-
erst in 3 gleiche Theile; durch zweimaliges Halbieren derselben ergeben sich
12 gleiche Bogen, jeder von 15°. Wird ferner durch Versuche jeder solche
Bogen in 3, und jeder neu erhaltene Bogen in 5 gleiche Theile getheilt, so
erhalt man 180 gleiche Theile, deren jeder einen Grad umfasst.

/. : :
/ 3. Construction der Dreiecke und Congruenz derselben.

/ %
‘""/é. 69. Erklirung. Zwei Raumgrofien heilen congruent, wenn

sie dieselbe Grofe und dieselbe Gestalt haben, so dass sie aufeinander
gelegt sich vollstindig decken.

Damit zwei Dreiecke congruent sind, miissen alle sechs Bestand-
stiicke, die drei Seiten und die drei Winkel, paarweise gleich sein.

In congruenten Dreiecken liegen gleichen Seiten
gleiche Winkel, und gleichen Winkeln gleiche Seiten
gegeniiber.

Da durch die Grofle gewisser Seiten und Winkel eines Dreieckes
auch die Grofle der anderen, z. B. dureh die Grofle zweier Winkel die
GroBle des dritten Winkels, bestimmt ist, so kann man aus der Gleich-
heit von weniger als sechs Bestandstiicken in zwei Dreiecken auf ihre
Congruenz schliefen.

Um zu sehen, wie viele und welche Bestandstiicke in zwei Drei-
ecken paarweise gleich sein miissen, damit die Dreiecke congruent seien,
braucht man nur zu untersuchen, wie viele und welche Stiicke erforder-
lich sind, um mit denselben ein Dreieck von bestimmter Grofle und
Gestalt construieren zu konnen, weil dann alle Dreiecke, welche in
diesen Stticken iibereinstimmen, congruent sein miissen.

1. Ist nur ein Bestandstiick, ein Winkel oder eine Seite gegeben,
so lassen sich unzéhlig viele verschiedene Dreiecke construieren, die
alle jenes Stiick enthalten. Durch ein Bestandstiick ist also die Grife
und Gestalt eines Dreieckes nicht bestimmt.
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2. Auch mit zwei Bestandstiicken: mit zwei Winkeln, mit einer
Seite und einem anliegenden Winkel, mit einer Seite und dem gegen-
iiberliegenden Winkel, oder mit zwei Seiten kinnen unzihlig viele ver-
schiedene Dreiecke construiert werden. Durch zwei Bestandstiicke ist
also die Griofle und Gestalt eines Dreieckes nicht bestimmt.

3. Sind drei Bestandstiicke des Dreieckes gegeben, so konnen es
sein: a) alle drei Winkel; b4) eine Seite und zwei Winkel (die zwei
anliegenden oder ein anliegender und der gegeniiberliegende Winkel);
¢) zwel Seiten und der von ihnen eingeschlossene Winkel; d) zwei
Seiten und der einer derselben gegeniiberliegende Winkel; ¢) alle drei
Seiten.

Da durch zwei Winkel eines Dreieckes auch der dritte Winkel
bestimmt ist, mit zwei Winkeln sich aber kein bestimmtes Dreieck con-
struieren lisst, so wird auch durch drei Winkel die Grofle und Gestalt
eines Dreieckes nicht bestimmt. Der erste der angefiihrten fiinf Fille
liefert also keine bestimmte Construction.

Es bleiben demnach nur die letzten vier Fille zu untersuchen iibrig.

§. 0. Ein Dreieck zu construieren, wenn eine Seite
und zweli Winkel gegeben sind.
Die Construction ist nur moglich, wenn die Summe der beiden

Winkel kleiner
ist als 180°.

Die zwei & &
Winkel sind ° = |
entweder die :
der gegebenen /\ /\ |
Seite anliegen- /m | m\ o /m el ' /m .
. BA B

den, oder ein
ihr anliegender und der ihr gegeniiberliegende Winkel.

a) Es sei (Fig. 74) a die gegebene Seite und die Winkel m und
n die ihr anliegenden Winkel.

Man ziehe A B — a; dadurch sind zwei Eckpunkte des Dreieckes,
A und B, bestimmt. Trigt man in 4 den Winkel ,, und in B den
Winkel » auf, so geben die Geraden 4(C und B (' die Richtungen der
zweiten und der dritten Seite des Dreieckes an; der dritte Eckpunkt C
kann daher nur in dem Schnittpunkte dieser Geraden liegen. Man
erhiilt also aus den gegebenen drei Stiicken nur das Dreieck 4 B (.
(‘onstruiert man mit denselben drei Stiicken ein zweites Dreieck 4' B’ (",
so unterscheidet es sich von dem ersten nur durch den Ort, an dem es
sich befindet, es ist nur eine Copie desselben und mit 1thm congruent.

Fig. 74.
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Daraus folgt:

1. Durch eine Seite und die beiden-ihr anliegenden
Winkel wird ein Dreieck vollstiindig bestimmt.

2. (I. Congruenzsatz.) Sind in zwei Dreiecken eine Seite
und die beiden 1hr anliegenden Winkel paarweige
gleich, so sind die Dreiecke congruent.

b) Sind von einem Dreiecke eine Seite, ein anliegender und der
gegeniiberliegende Winkel gegeben, so ist dadurch auch der dritte
Winkel bestimmt; dann sind aber eine Seite und die beiden anliegenden
Winkel bekannt. Dieser Fall ldsst sich also auf den fritheren «) zuriick-
filhren, und man kann allgemein sagen: Durch eine Seite und
zwel Winkel wird ein Dreieck vollstiandig bestimmt.

Da rechtwinklige Dreiecke immer den rechten Winkel gleich haben,
so gilt auch der Satz: |

Zwel rechtwinklige Dreiecke sind congruent, wenn
sie 1. die Hypotenuse und einen spitzen Winkel, 2. eine
Kathete und einen gleichliegenden spitzen Winkel paar-
weise gleich haben.

Aufgaben.
1. Construiere ein Dreieck mit der Seite 2 ¢cm 9 mm und den anliegenden
Winkeln 60° und 45°.
2. Construiere ein Dreieck, in welchem eine Seite 27 mm, ein anliegender Winkel
45° und der gegeniiberliegende Winkel 75° betragt.
3. Zeichne ein rechtwinkliges Dreieck, wenn gegeben sind:
a) eine Kathete (25 mm) und der anliegende spitze Winkel (30°);
b) eine Kathete (3 ¢#2) und der gegeniiberliegende Winkel (75°);
¢) die Hypotenuse (4 c¢m) und ein anliegender Winkel (55°).
4. Construiere ein gleichschenkliges Dreieck, wenn gegeben sind:
a) die Grundlinie (28 mm) und ein anliegender Winkel (75°);
b) die Grundlinie (3 c¢m) und der gegenuberliegende Winkel (150°);
¢) der Schenkel (26 mm) und ein Winkel (30°) an der Grundlinie.
5. Ein gleichschenkliges rechtwinkliges Dreieck zu construieren, wenn die Hypote-
nuse (35 mm) gegeben ist.

§. 1. Ein Dreieck zu construieren, wenn zwei Seiten
und der von ihnen eingeschlossene Winkel gegeben sind.

Es seien a und b (Fig. 75) die

Fig. 75. zwel gegebenen Seiten und m der
a : von ihnen eingeschlossene Winkel.
b, C Um mit diesen drei Stiicken ein

Dreieck zu construieren, zeichne
man zuerst einen Winkel 4 — m,

_,, trage dann auf dessen Schenkeln
4 a b die gegebenen Seiten ¢ und 6 auf.
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Dadurch ist die Lage der Eckpunkte B und C, daher auch die dritte
Seite bestimmt. A B( ist dann dasjenige Dreieck, welches die ge-
gebenen drei Stiicke enthiilt. :

Wann ist die Construction nur moglich ?

Da die Construetion nur ein Dreieck ergibt, so folgt:

1. DurchzweiSeitenunddenvonihneneingeschlossenen
Winkel wird ein Dreieck vollstindig bestimmt.

2. (11. Congruenzsatz.) Sind inzwei Dreiecken zwel Seiten
und dervonihneneingeschlossene Winkel paarweise
gleich, so sind die Dreiecke congruent.

Zwei rechtwinklige Dreiecke sind demnach con-
gruent, wenn sie die beiden Katheten paarweise gleich
haben.

Autfgaben. |

1. Construiere ein Dreieck mit den Seiten 2 ¢m und 3 c¢m, welche einen Winkel

von 60° einschliefen.
2. Zwei Strecken betragen 27 mm und 32 mm; zeichne mit denselben ein Dreieck,

in welchem der von ihnen eingeschlossene Winkel 45° betragt.
3. Zeichne ein gleichschenkliges Dreieck, wenn dessen Schenkel (88 mm) und

der Winkel am Scheitel (150° gegeben sind.
4. Construiere ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Katheten 2 c¢m 2 mm und

2 ¢cm 6 mm sind.
5. Construiere emn gleichschenkliges rechtwinkliges Dreieck, dessen Kathete

2 e¢m betragt. ,
§. 72. EinDreieck zu construieren, wennzweiSeiten
und der einer dieser Seiten gegeniiberliegende Winkel

gegeben sind.
Der gegebene Winkel kann der griofleren oder der kleineren der

beiden Seiten gegeniiberliegen.
a) Es seien (Fig. 76) a und b die beiden gegebenen Seiten, und
zwar sei @ > b; der der grofieren Seite gegeniiberliegende Winkel sei m.
Man trage denWinkel Tig 7
: 1g. 76.
m auf und mache den ei- =

nen Schenkel 4C' gleich

- o ¢
der Seite b; dadurch sind -
zwel Eckpunkte des Drei- \ | a
eckes, 4 und C, bestimmt, 4™ \
Der dritte Eckpunkt B Bv B

muss in dem zweiten

Schenkel A B und zu-
gleich in der Kreislinie liegen, welche aus €' mit dem Halbmesser a

beschrieben wird. Der Eckpunkt B muss daher der Durchschnitts-
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punkt dieser Kreislinie mit dem Schenkel 4 B sein. Die Kreislinie
schneidet den Schenkel 4 B in zwei Punkten B und B‘, und man er-
hélt somit zwei Dreiecke 4 BC' und 4 B'C. Von diesen enthiilt jedoch
nur das erste die gegebenen drei Stiicke.

Wann ist die Aufgabe moglich ?

Da die Aufgabe nur eine Losung hat, so folgt:

1. Durchzwei Seitenund den der groferen dieser Seiten
gegeniiberliegenden Winkel ist ein Dreieck voll-
stindig bestimmt.

Lo

(I1LI. Congruenzsatz.) Sind in zwei Dreiecken zwei Seiten
und der der griofleren dieser Seiten gegeniiber-
liegende Winkel paarweise gleich, so sind die Drei-
ccke congruent.

Daraus ergibt sich:

Zwel rechtwinklige Dreiecke sind congruent, wenn
sie die Hypotenuse und eine Kathete paarweise gleich

haben.

Aufgaben.

1. Construiere ein Dreieck, worin die Seiten 2 ¢m und 8 e¢m 5 mm vorkommen
und der zweiten Seite ein Winkel von 75° gegeniiberliegt.

2. Zeichne ein rechtwinkliges Dreieck, in welchem die Hypotenuse 25 mm und
eine Kathete 2 cm ist.

b) Es seien (Fig. 77) ¢ und b die zwei gegebenen Seiten, und
zwar a << b, und der Winkel, welcher der kleineren Seite gegeniiber-
liegt, sei m.

Durch ein #dhnliches Verfahren, wie oben unter @), erhilt man zwei
Dreiecke 4 BC' und A4 B'(C, welche beide die gegebenen drei Stiicke
enthalten, aber in der Gréfe und
Gestalt verschieden sind. Durch
zwel Seiten und den der kleineren

Fig. 77.

Seite gegeniiberliegenden Winkel
1st also im allgemeinen ein Drei-
eck nur zweideutig bestimmt;

es kann aus der Gleichheit dieser
A e Stiicke auf die Congruenz der Drei-
ecke nicht geschlossen werden.

Damit der aus C' mit der kleineren Seite o beschriebene Bogen

den Schenkel A B schneide, muss a grofier sein als die zur dritten Seite
ocehorige Hohe. Ist die kleinere Seite @ gleich dieser Hohe, so fallen
die beiden Schnittpunkte B und B’ in einen einzigen zusammen, d. i
der Kreisbogen beriihrt die dritte Seite, und man erhilt ein recht-
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winkliges Dreieck. Ist endlich a Kkleiner als die Hohe, so entsteht kein
Dreieck. Welche Eigenschaft muss der gegebene Winkel haben ?

§. 3. Ein Dreieck zu construieren, wenn alle drei
Seiten gegeben sind.

Die Construetion ist nur moglich, wenn die dritte Seite kleiner
als die Summe und grofler als die

Differenz der beiden ersten Seiten Fig. 78.
ist; die ersten zwei Seiten kiinnen ; a -
willkiirlich gewihlt werden. : b _ e

Es seien (Fig. 78) a, b, ¢
die Lingen der drei Seiten. Trigt
man die Strecke A B = a auf,
so sind dadurch zweil Eckpunkte
des Dreieckes, 4 und B, bestimmt ;
der 3. Eckpunkt muss der Durch-
schnittspunkt zweier Kreise sein,
welche von den Mittelpunkten 4 \

N

und B mit den Radien & und ¢ \ ¢
beschrieben werden. Da sich aber o SR ST ¢ ARG BON RS
die beiden Kreise in zwei Punkten

¢ und (" schneiden, so erhiilt man zwei Dreiecke 4 BC' und 4 B(",
welche die gegebenen drei Seiten haben. Diese zwel Dreiecke haben
jedoch dieselbe Grifle und Gestalt, da sich, wenn das Dreieck 4 B("
um die Seite A B umgewendet und auf das Dreieck 4 B(' gelegt wird,
beide Dreiecke decken; denn A B ist die Symmetrale von C'C"

Daraus folgt:
1. DurechdreiSeitenisteinDreieckvollstindigbestimmft.

2. (IV. Congruenzsatz.) Sind in zwei Dreiecken alle drei
Seiten paarweise gleich, so sind die Dreiecke con-

gruent.

Aufgaben.
1. Construiere mit den Seiten 38 mm, 30 mm, 41 mm ein Dreieck.

2. Zeichne ein gleichschenkliges Dreieck, wenn die Grundlinie 24 mm und ein

Schenkel 29 mm 1st.
3. Construiere ein gleichseitiges Dreieck mit der Seite 28 mm.

§. 4. Ein Dreieck zu iibertragen.

Um diese Construetion auszufiihren, darf man nur drei Stiicke des
gegebenen Dreieckes nehmen, welche ein Dreieck bestimmen, und mit
denselben das neue Dreieck construieren. Am einfachsten ist die Con-
struction mittelst der drei Seiten.

Moénik-Spielmann, Geom. Formenl. u. Anfangsgr. d. Geom. f. Realsch. 4
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3. Symmetrie des gleichschenkligen und gleichseitigen Dreieckes.

§. 7. Es sei (Fig. 19) AC = BC, also das Dreieck ABC

gleichschenklig. Die Symmetrale der Grundlinie muss durch C' gehen.
Fig. 79. (§. 60 a.) Dreht man das Dreieck BCD um CD
C um 180°% so deckt es ACD. Folglich ist ¢ = d.

Die Symmetrale der Grundlinie eines
gleichschenkligen Dreieckes, die Hohe
\ und die Symmetrale des Winkels am
\ Scheitel fallen in dieselbe Gerade.
\ Das gleichschenklige Dreieck ist mithin eine
/ . einachsig symmetrische Figur. Seine Symmetrie-
A D B achse ist die Hohe.

§. 76. Aus den Sitzen iiber das gleichschenklige Dreieck §. 75
ergibt sich:

In einem gleichseitigen Dreiecke ist jede Hiohe zu-
gleich eine Seiten- und eine Winkelsymmetrale.

Das gleichseitige Dreieck ist eine dreiachsig sym-
metrische Figur; jede seiner drei Hohen ist eine Symmetrieachse
des Dreieckes.

Aufgaben.

1. Ein gleichschenkliges Dreieck zu construieren, wenn die Grundlinie (32 mm)
und die Hohe (22 mm) gegeben sind.

2. Ein rechtwinkliges, gleichschenkliges Dreieck zu construieren, wenn die Hoéhe
(85 mm) gegeben ist.

3. In welcher Linie liegen die Scheitel aller gleichschenkligen Dreiecke iiber
derselben Grundlinie?

4. Kin gleichseitiges Dreieck aus seiner Hohe (30 mm) zu construieren.

V. Grundeigenschaften des Kreises.

1. Gerade und Winkel in Beziehung auf den Kreis.

§. V7. Jede Sehne 4 B (Figur 80) eines Kreises kann als die
Grundlinieeines gleichschenkligen Dreieckes, dessen Scheitel
im Mittelpunkte liegt und dessen Schenkel Halbmesser

Fig. 80. des Kreises sind, angesehen werden.

Aus §. 75 folgt:

1. Zieht manineinem Kreise vom Mittel-
punkte die Senkrechte auf eine Sehne, so
wird diese dadurech halbiert.

) 2. Die Symmetrale einer Sehne geht
R e durch den Mittelpunkt des Kreises.
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§. 8. Errichtet man in dem Endpunkte eines Halb-
messers auf denselben die Senkrechte, so ist diese eine
Tangente des Kreises.

Beweis. Es sei (Fig. 81) AB | OD. Jede
. AB gezogene schiefe Strecke, wie OFE, OF,. ..,
ist linger als die Senkrechte OD; also liegen die
Punkte £, F'... auflerhalb der Kreislinie. Die
Gerade AB hat daher mit der Kreislinie nur den
Punkt D gemeinschaftlich, ist also eine Tangente
des Kreises.

Fig. 81.

Zusatz. Die auf der Tangente eines Kreises im Be-
riihrungspunkte errichtete Normale geht durch den
Mittelpunkt des Kreises.

Der Abstand einer Geraden vom Mittelpunkt eines Kreises heift
der Centralabstand. Ist der Centralabstand einer Geraden Kkleiner,
ebenso grofi oder griofer als der Radius, so ist beziehungsweise die Gerade
eine Secante, eine Tangente, oder sie liegt ganz auBerhalb des Kreises.
Und umgekehrt.

§. 79. Uber die auf die Centriwinkel sich beziehenden Sitze
sieche §. HS. |

Ein Winkel, dessen Scheitel in der Peripherie eines Kreises liegt
und dessen Schenkel Sehnen des Kreises sind,
heifit ein Peripheriewinkel.

AOB (Fig. 82) ist ein Centriwinkel, der auf
dem Bogen AB aufsteht; AC'B ist ein Peripherie- , D
winkel, der auf demselben Bogen AB aufsteht. K

Fig. 82.
C

Ein Peripheriewinkel BDC, dessen zuge-
horiger Bogen ein Halbkreis ist, heift ein Winkel
im Halbkreise.

§. 80. Ein Peripheriewinkel istdie Hilfte des Centri-
winkels, der auf demselben Bogen aufsteht.

Beweis. Der Mittelpunkt eines Kreises kann in Beziehung auf
einen Peripherie- - Fig. 83.
winkel eine drei- ! o p
fache Lage haben:
er liegt entweder
auf einem Schenkel
des Peripheriewin-
kels (Fig. 83, I)
oder er liegt in der

A b
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Winkelfliiche des Peripheriewinkels (Fig. 83, II), oder er liegt aufler-
halb der Winkelfliiche desselben (Fig. 83, III).

a) Ist Big. 83, T z. B, <f a=— 42" 50 18t auch & = 42°% und
m = 84° (§. 64.)

b) 1st Fig: 88 Al 5 Bioa == 200 b= 38%alior w1l — 53"
80 ist m = 40°% n = 66° and m 4 »n = 106"

¢) Ist z. B. Fig. 83 I o == 3% b= 1{%alge: ¢ + b —3H1",
g0 ist m + n = 102°% n = 34°; mithin m = 68°.

In allen drei Fillen ist also der Centriwinkel doppelt so grofi als
der zugehirige Peripheriewinkel,

Da ein Centriwinkel durch den ganzen zugehorigen Bogen ge-
messen wird, so hat ein Peripheriewinkel die Hiilfte' des zugehorigen
Bogens zum Map.

Daraus folgt :

1. Peripheriewinkel, weleche in demselben Kreise
auf gleichen Bogen aufstehen, sind einander gleich.

2. Ein Winkel im Halbkreise 1st ein rechter. Denn
er hat die Hilfte des Halbkreises zum Ma@B.

§. 81. Aufgaben.

1. Ein Centriwinkel eines Kreises sei @) 64°% 5) 87° 45°, ¢) 128° 13‘ 50“, d) 642°;
wie grofj i1st der Peripheriewinkel iber demselben Bogen ?

2. Ein Peripheriewinkel eines Kreises sei a) 56% 0) 41° 87/, ¢) 108° 12/ 12“
d) 64%°; wie grof ist der Centriwinkel itber demselben Bogen?

3. Wie grof ist ein Peripheriewinkel eines Kreises, wenn der zugehorige Centri-
winkel iitber § der Peripherie aufsteht?

4. Von demselben Punkt. auf der Peripherie eines Kreises werden zwei Sehnen
gezogen, welche Bogen von 130%° und 702° abschneiden:; welchen Winkel
bilden die Sehnen?

Constructionsaufgaben.

§. 82. @) Durch drei Punkte 4, B, C (Fig. 84), welche
nicht in einer geraden Linie liegen, einen

Fig. 84. Kreis zu beschreiben.

Man ziehe die Strecken 4 B und B (' und er-
richte die Symmetralen derselben; dann ist nach
§. 77, 2 der Durchschnitt derselben der Mittelpunkt
und O 4 der Halbmesser des gesuchten Kreises.

Durch eine analoge Construction kann auch
der Mittelpunkt eines Kreises oder eines Kreis-
bogens gefunden werden.

b) Dureh einen Punkt in dem Umfange eines Kreises
an diesen die Tangente zu zichen.
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Auflosung. Man errichte in dem gegebenen Punkte auf den
Halbmesser die Senkrechte; diese ist die verlangte Tangente (§. 78).

¢) Durch einen Punkt 4 aufBierhalb eines Kreises an
diesen eine Tangente zu ziehen.

Auflosung. Man verbinde (Fig. 85) den gegebenen Punkt A4
mit dem Mittelpunkte O des gegebenen Kreises durch die Strecke 4O,
halbiere diese in C, und beschreibe aus ¢ mit
dem Halbmesser C'A einen Kreis, welcher den Fig. 85.
gegebenen in den Punkten DD und £ schneidet.
Zieht man nun AD und AFE, so sind diese
beiden Geraden, da die Winkel A DO und
AEO als Winkel im Halbkreise rechte sind,
Tangenten des Kreises. |

Aus der Congruenz der Dreiecke 4 DO
und A E O folgt, dass die Tangenten 4 £ und 4D

einander gleich sind.

§. 83. Ubungsaufgaben:

1. Aus einem gegebenen Mittelpunkte einen Kreis zu beschreiben, welcher eine
gegebene Gerade beriihrt.

9. Einen Kreis zu zeichnen. welcher eine gegebene Gerade in einem gegebenen

Punkte beriihrt.
Mit einem gegebenen Radius einen Kreis zu zeichnen, der eine gegebene

(Gerade in einem gegebenen Punkte beriihrt.

-i.ﬁr.
L
-

2. Sehnen- und Tangentendreiecke.

8. 84. Es sei in dem Dreiecke AB(C (Fig. 86) DO die Sym-
metrale der Seite 4 B, und FO die Symmetrale der Seite AC. Dann
ist der Schnittpunkt O der beiden Symmetralen sowohl von 4 und B,
als auch von 4 und C, somit auch von B und C
gleich weit entfernt. Hat aber der Punkt O von
B und C gleiche Abstinde, so muss er auch in
der Symmetrale der Seite BC' liegen.

Die drei Seitensymmetralen eines
Dreieckes schneiden also einander in
demselben Punkte, der von den drei
Eckpunkten gleiche Abstinde hat.

Von dem Punkt O Ildsst sich mithin ein

Kreis beschreiben, der durch die Eckpunkte des e G Ck
- Dreieckes geht. Sein Radius ist der Abstand des Punktes O von emem

Eckpunkt. Er heift dem Dreieck umgeschrieben, das Dreieck ist dem
Kreise eingeschrieben (Sehnendreieck).

Fig. 86.
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Wo liegt der Mittelpunkt des umgeschriebenen Kreises a) bei einem spitz-
winkligen, ) bei einem rechtwinkligen, ¢) bei einem stumpfwinkligen Dreieck ?

§. 85. Es sei in dem Dreiecke AB(C (TFig. 87) AO die Sym-
metrale des Winkels BAC und CO die Symmetrale des Winkels AC' B.
Dann ist der Schnittpunkt O der beiden Symmetralen sowohl von den

Schenkeln A B und AC, als auch von

Fig. 87. den Schenkeln AC und BC, somit

C auch von AB und BC( gleich weit

entfernt. Hat aber der Punkt O von

den Schenkeln 4B und BC gleiche

Abstinde, so muss er auch in der Sym-
metrale des Winkels 4 BC liegen.

Die drei Winkelsymmetra-
len eines Dreieckes schneiden
also einander 1n demselben Punkte, der von den drei
Seiten gleiche Abstinde hat.

Von dem Punkte O liisst sich ein Kreis beschreiben, der die Seiten
des Dreieckes beriihrt. Sein Radius ist der Abstand des Punktes O
von einer Seite. Kr heift dem Dreieck eingeschrieben. (Tangenten-
dreieck.)

Im gleichseitigen Dreieck fallen die Mittelpunkte des ein- und umgeschriebenen

Kreises zusammen; denn jede Seitensymmetrale eines gleichseitigen Dreieckes ist
zugleich eine Winkelsymmetrale desselben.

| D B

3. Lage zweier Kreise gegeneinander.

Fig. 88. §. 86. Zwei Kreise heiflen concentrisch oder

excentrisch, je nachdem sie einen gemeinschaftlichen

. Mittelpunkt haben, oder nicht. Die zwischen den Peri-

pherien zweier concentrischer Kreise liegende Fliche
0 heift Kreisring. (Fig. 88.)

S. 87. Die durch die Mittelpunkte zweier excen-

trischer Kreise gelegte Gerade heifit Centrale, der

Abstand der Mittelpunkte Centralabstand. Da in die Centrale ein

Durchmesser eines jeden der beiden Kreise fallen muss, so ist sie die
gemeinschaftliche Symmetrale derselben.

Daraus folgt:

1. Haben die Umfinge zweier Kreise nur einen Punkt gemein-
schaftlich, so muss dieser in der Centrale liegen. In diesem Falle be-
riihren sich die beiden Kreise, der gemeinschaftliche Punkt heifit
Beriihrungspunkt.
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2. Haben die Umfinge zweier Kreise zwel Punkte gemeinschaftlieh,
so liegen diese symmetrisch beziiglich der Centrale. Die Centrale ist
daher auch die Symmetrale der gemeinschaftlichen Sehne, der zuge-
horigen Centriwinkel und Bogen. Die Kreise schneiden sich.

Die Beriihrung kann von auflen (Fig. 89) oder von innen (Fig. 90)
stattfinden, je nachdem der kleinere Kreis auBerhalb oder innerhalb des
groferen liegt. Im ersten Falle ist der Centralabstand der Summe, im
zweiten der Differenz der beiden Radien gleich.

Fig. 89. Fig. 90. Fig. 91.

Da in einem Dreiecke jede Seite zwischen der Summe und der
Differenz der beiden andern liegt, so ist (F1g.91) R > 00'> R —r.
Schneiden sich also zwei Kreise, so ist der Centralabstand kleiner als
die Summe, aber grofer als die Differenz der beiden Radien.

Von zwei exeentrischen Kreisen, welche sich weder beriihren noch
schneiden, kann der kleinere innerhalb oder auflerhalb des grélieren
liegen. Im ersten Falle ist der Centralabstand kleiner als die Differenz,
im zweiten grofer als die Summe der Halbmesser.

§. 88. Ubungsaufgaben.

1. Die Lage zweier Kreise zu bestimmen, fiir welche der Centralabstand und
die Halbmesser folgende Werte haben:
a) Centralabstand 8 dm, Halbmesser 5 dm und 3 dm;

h) 3 2 dm, }, Coam= 47 dm;
c) . 9 dm, : 6 dm -, 2 dm;
d) : 6 dm, % 8 dm , 38 dm;
e) ,, 4 dm, 2 9 Um. Bdm:
1) i 0, 3 6 dm -3 am.

9. Mit den Halbmessern 385 mm und 21 mm zwei Kreise zu construieren, die
sich @) von aufen, ) von innen beriihren.

3. Aus einem gegebenen Punkte einen Kreis zu construieren, welcher einen
gegebénen Kreis beriihrt.

V1. Das Viereck.

Winkelsumme eines Viereckes.

8. 89. Zieht man in dem Vierecke 4 BC' D (Fig. 92) die Diagonale
A C so wird dadurch das Viereck in zwei Dreiecke zerlegt und es sind
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die vier Winkel des Viereckes so grofi, als die sechs Winkel der zwei
Dreiecke zusammengenommen ; die Winkel der beiden Dreiecke be-
tragen nun 4 £, ‘ |
' Daraus folgt:

Die Summe aller Winkel eines Vier-
eckes 18t gleich vier Rechten oder 360°.

Fig. 92.

D

Wenn in einem Vierecke alle vier Winkel gleich sind,
wie groff ist jeder derselben? |

Wie viele spitze, rechte, stumpfe oder erhabene
Winkel kann ein Viereck enthalten ?

Aufgabe.
In' einem-—Viereck «ist- << d = 3 B < B8R <G 011 B
zu berechnen.

Allgemeine Eigenschaften der Parallelogramme.

§- 90. Es sei (Fig. 93) AB||DC und AD | BC, also ABCD
ein Parallelogramm. Zieht man die Diagonale B D, so sind m und =,

und ebenso p und ¢ einander gleich, denn sie sind paarweise Wechsel-
winkel bei Parallelen; daher ist AABDX ACBD (1. Congruenz-
satz), und folglich AB= CD und 4D = BC.

1. Jedes Parallelogramm wird durech
eine Diagonale in zwei congruente
Dreiecke getheilt.

2. In einem Parallelogramme sind je
zwel gegeniiberliegende Seiten
gleich; oder

Parallele zwischen Parallelen sind einander gleich.

Sind in einem Parallelogramme zwei anstofende Seiten gleich, so
sind es alle.

Nach der Linge der Seiten unterscheidet man daher gleich-
seitige und ungleichseitige Parallelogramme.

Aus dem obigen zweiten Satze folgt auch:
Normale zwischen Parallelen sind einander gleich.

Die Normale zwischen zwei Parallelen gibt den Abstand der-
selben an.

Aufgabe.

Zu emer gegebenen Geraden in einem gegebenen Abstand die Parallele
zu ziehen.

Man errichte zu der Geraden eine Normale, mache diese gleich dem gegebenen
Abstand und ziehe zu 1hr im Endpunkte wieder die Normale; diese ist zu der ge-
gebenen Geraden in dem gegebenen Abstand parallel (8. 56).
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§. 91. «) Es sei in dem Vierecke A BC D (Fig.93) AB=CD
und 4D —=BC(.

Zieht man die Diagonale B D, so ist A ABDXD BCD (IV. Con-
gruenzsatz); da 4 B= C'D ist, muss auch m = n, daher, da diese
Winkel Wechselwinkel sind, 4 D || B C sein; wegen 4 D — B (' folgt
ehenso p=g¢, und somit AB||DC. Es ist also 4 B| DC und
A D || BC, mithin das Viereck 4 B C'D ein Parallelogramm.

Sind also in einem Vierecke je zwei gegeniiber-
liegende Seiten gleich, so ist das Viereck ein Parallelo-
gramm.

b) Es sei (Fig. 93) AB = (D und AB || C D.

Ziebt man die Diagonale B D, so ist p = ¢ als Wechselwinkel
bei Parallelen, daher A\ A B DX BC D (IL.), und folglich A D= B (.
Dann ist aber nach dem vorhergehenden Satze A B C D ein Parallelo-
oramin.

Sind also in einem Vierecke zweigegeniiberliegende
Seiten gleichund parallel, soistdas Viereck ein Parallelo-
oTamim.

§. 92. Da die Schenkel zweier gegentiberliegender
Winkel eines Parallelogrammes parallel und entgegen-
cesetzt gerichtet sind, so sind sie gleich.

Welche Eigenschaft haben zwei an derselben Seite liegende Winkel eines
_ Parallelogrammes?

Ist in einem Parallelogramme ein Winkel ein rechter, so sind es
auch die iibrigen; ist ein Winkel ein schiefer, so sind es auch die iibrigen.

Nach der GroBe der Winkel unterscheidet man daher recht-
winklige und schiefwinklige Parallelogramme.

In einem Parallelogramme ist ein Winkel a) 48° 18, 5) 94° 35’ 40“, ¢) 108°
28‘ 15”; wie grof} ist jeder der drei andern?

§. 93. Zieht man in dem Parallelogramme A4 BC D (Fig. 94)
die Diagonalen 4 C' und B D, so ist A A0 B C' O D (1. Congruenz-
gatz), well A B — (CD,"a — ¢, b= d ist; es
miissen daher die den gleichen Winkeln gegen-
iiberliegenden Seiten gleich sein, also 50 = D O,
AO = CO. Daraus folgt: '

In jedem Parallelogramme hal- ‘
bieren die Diagonalen einander. 5 -

Jede 1in einem Parallelogramme
durch den Schnittpunkt O (Fig. 94) der Diagonalen ge-
zogene Strecke wird in diesem Punkte halbiert.
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Die Richtigkeit dieses Satzes ergibt sich aus der Congruenz der
Dreiecke A O F und EO C. Der Punkt O heifit der Mittelpunkt des
Parallelogramms. Es folgt daraus, dass jedes Parallelogramm eine cen-
trische Figur ist; das Centrum ist der Durchschnittspunkt der Diagonalen.

Das Rechteck, der Rhombus und das Quadrat.

et 8. 94. Das Rechteck hat folgende besondere Eigenschaften:

1. Die Diagonalen eines Rechteckes sind einander
oleich.
Es sei A BC D (Fig. 95) ein Rechteck; dann ist A ABC N ABD
(IT. Congruenzsatz) und daher A C = B D. '

2. Dem Rechteck lasst sieh ein Kreis
Fig. 95. umschreiben, d.h. es ist ein Sehnenviereck;
der Mittelpunkt desselben ist der Durech-

D/?‘\C schnittspunktderDiagonalen. (§93u. 94, 1.)

;///[‘ 5. Das Rechteck ist zweiachsig symme-
e trisch; jede der zwei Seitensymmetralen ist eine
Symmetrieachse des Rechteckes.

Dass die Symmetrale Z F der Seite A B das
Rechteck in zwei symmetrisch liegende Theile theilt,
ergibt sich, wenn man den einen Theil £ B C F um
diese Linie als Achse um 180° dreht; es fillt dabei B auf 4, BC(C in
die Richtung von A.D wegen <. B= < 4, (' auf D wegen BC' — A4 D,
~und daher C'F auf D F.

§. 95. Der Rhombus hat folgende besondere Eigenschaften:

1.Jede Diagonale eines Rhombusist
Fig. 96. die Symmetrale der andern.

2. Der Rhombus ist zweiachsig sym-
metrisch; jede der zwei Diagonalen ist
eine Symmetrieachse desselben.

; Die Sitze 1 und 2 ergeben sich aus A D —
>\/ CD — BC = AB (Fig. 96). Da mithin 40 mit C 0
e durch eine Drehung um 180° um B D zur Deckung

gebracht werden kann, 8o ist dies auch mit 4 B.D
und C'B D der Fall, ebenso bei A DC und 4 BC. Daraus folgt, dass die
Diagonalen eines Rhombus zugleich die Symmetralen der Winkel sind.

D — (.

3. Dem Rbombus lisst sich ein Kreis einschreiben, d. h. er ist ein
Tangentenviereck. Der Mittelpunkt ist der Durchschnittspunki der

Diagonalen, der Radius der Abstand desselben von einer Seite. (§.95, 2
und §. 60 b.)
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Aufgabe. |

Zu beweisen, dass ein Rhombus durch die beiden Diagonalen in vier con-
gruente Dreiecke getheilt wird.

§. 96. Ein Quadrat 4 BC' D (Fig. 97) vereinigt in sich die
vigenschaften des Rechteckes und des Rhombus.

Man hat daher folgende Siitze: Fig. 97.

1. Die Diagonalen eines Quadrates sind
einander gleich und zueinander normal;
sie sind die Symmetralen der Winkel, welche sie
durchschneiden.

2. Das Quadrat ist vierachsig sym-
metrisch; sowohl jede der zwei Seitensymmetralen
als jede der zwei Diagonalen 1st eine Achse desselben.

3. Dem Quadrate lisst sich ein Kreis ein- und umschreiben. Denn
der Durchschnittspunkt der Diagonalen hat @) von den Seiten, 5) von
den Ecken gleiche Abstéinde. '

Das Trapez und das Deltoid.

§. 97. Zieht man in dem Trapeze 4 BC' D (Fig. 98) C E | D 4,
so zerfillt dasselbe in ein Parallelogramm 4 ZC D und in ein Dreieck
E (' B, welches letztere die zwei Schenkel und
die Differenz der Parallelseiten des Trapezes Fig. 98.
zu Seiten hat.

Ist das Trapez A BC'D gleichschenklig,
g0 ist in dem Dreieck £ B(C auch C'E = (B,
daher ist Winkel B — E — A. Dann sind auch
die Winkel BC'D und 4 D C gleich als Supple-
mente zu den gleichen Winkeln B und A4.

Das gleichschenklige Trapez hat daher folgende Eigenschaften:

1. Die Winkel an jeder der zwei Parallelseiten sind
einander gleich;

2. Die Diagonalen sind einander gleich.

Folgt aus der Congruenz der Dreiecke 4 BC und A B D.

3. Das gleichschenklige Trapez Fig. 99.
ist symmetrisch; seine Achse ist die Sym- fﬁﬁﬁ_ﬁ

metrale einer Parallelseite. (Beweis durch Um-
wenden; vgl. § 94, 3.)

4. Das gleichschenklige Trapez ist
ein Sehnenviereck; der Mittelpunkt des um-
geschriebenen Kreises ist der Durchschnittspunkt .

der Symmetralen zweier anstofiender Seiten.
(Fig. 99.) Demnes ist AO=D0=(C0=BO.
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Aufgabe.
Wie viele Winkel «) eines Trapezes, 5) eines gleichschenkligen Trapezes

miissen bekannt sein, um die andern berechnen zu konnen?

S. 98. Ein Viereck, das'zwei Paare gleicher
anstolender Seiten hat, heiit ein Deltoid. Ist
(Fig. 100) AC = BC und AD — B D, so ist ACBD
ein Deltoid; dasselbe besteht aus zwei gleichschenk-
ligen Dreiecken, deren gemeinsame Grundlinie die
Diagonale A B ist.

Besondere Eigenschaften :

1. Die Diagonalen eines Deltoids
sind zueinander normal.

Da AC—=BC(C und AD — BD ist, so ist CD
die Symmetrale von 4 B, somit zu ihr normal.

2. Das Deltoid ist einachsig symmetrisch; seine Sym-
metrieachse ist die Diagonale, welche die Ecken miteinander verbindet,
an welchen die gleichen Seiten sich schneiden.

3. Die Winkel, in deren Scheitelpunkten zwei un-
gleiche Seiten zusammenstoBen, sind einander gleich.

4. Das Deltoid ist ein Tangentenvier-
eck. Der Mittelpunkt des eingeschriebenen Kreises
ist der Durchschnittspunkt der Symmetrale des
Deltoides und der Symmetrale eines der beiden
gleichen Winkel desselben. (Fig. 101.) Denn es
860l —=08=—0G.—0 H:

Aufgaben.

1. Die Winkel eines Deltoides, welche die Symmetrale
desselben durchschneidet, sind 742° und 106%°; wie
orof} sind die beiden andern‘?

2. <1 A (Fig. 100) = 120° 34° 85%, <& C.-= 87° 45’ 46";
die Winkel B und ) zu herechnen.

Fig. 100.

D

Fig. 101.

Sehnen- und Tangentenvierecke.

8. 99. Da die Winkel 4 und €' des Sehnenviereckes 4 B C'D
(Fig. 102) durch die Hilfte der Bogen BC'D und BAD gemessen
werden (§. 80), so hat ihre Summe die halbe Peripherie
zum Mafi; mithin ist 4 + (' = 180° daher auch

\ B 4+ D = 180"
f\ Injedem Sehnenviereck sind zweiGegen:

V- winkel supplementér.

Welche Parallelogramme konnen daher nur Sehnenvier-

AvD ecke sein ?

Fig. 102.
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§. 100. In Fig. 103 sind die mit «, b, c und d bezeichneten Tangenten
einander gleich. Da AB +CD=a-4+b+ c+d
und AD+BC =a-+0b-++ c-4d ist, so ist
AB+ CD = AD }- BC.

In jedem Tangentenviereck ist die
Summe zweier Gegenseiten gleich der
Summe der beiden andern.

Welche Parallelogramme konnen nur Tangenten-
vierecke sein?

Constructionsaufgaben.
§. 101. 1. Mit der gegebenen Seite a (Fig. 104) ein Quadrat zu

beschreiben.

Man construlere den rechten Winkel 4, schneide auf den Schenkeln
AB = AD — a ab und beschreibe aus B und D mit dem Halbmesser
a Kreisbogen, welche sich in €' schneiden. Zieht man
BC und CD, so ist ABCD das verlangte Quadrat. Fig. 104,

2. Construiere ein Quadrat, dessen Umfang 1 dm ist. ivi ol

3. Zeichne ein Quadrat, welches mit einem ge-
ocebenen Rechtecke gleichen Umfang hat.

4. Ein Quadrat zu construieren, wenn dessen

Diagonale (36 mm) gegeben ist.
Durch welche und wie viele Bestandstiicke wird 4

ein Quadlat bestimmt ?
. Einem Kreis ein Quadrat «) einzuschreiben, 4) umzuqchrelben

D C

B

§. 102. 1. Ein Rechteck zu construieren, wenn zwei anstofiende
Seiten @ und b gegeben sind.

2. Zeichne ein Rechteck, wenn eine Seite (22 mm) und die Dia-
gonale (31 mm) gegeben sind.

3. Zeichne ein Rechteck, in welchem die Diagonale 32 mm betrigt
und die beiden Diagonalen einen Winkel von 60° bilden.

Wie viele Bestandstiicke bestimmen ein Rechteck?

4. Einem Kreis ein Rechteck einzuschreiben, wenn eine Seite des-
selben gegeben ist.

§. 103. 1. Ein schiefwinkliges Parallelogramm zu zeichnen, wenn
zwel Seiten @ und b und der von ihnen eingeschlossene Winkel ge-

geben sind.
2. Es soll ein Rhombus construiert werden, wenn gegeben sind:
a) die Seite und ein Winkel (34 mm, 30°);
b) die Seite und eine Diagonale (24 mm, 32 mm);
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¢c) die beiden Diagonalen (18 mm, 28 nwm);
d) eine Diagonale und ein Winkel. (Die gegebene Diagonale kann
durch den Scheitel des gegebenen Winkels gehen, oder nicht.)
3. Zeichne ein Rhomboid, wenn gegeben sind:
a) Ziwei Seiten (25 mm und 33 mm) und der von ihnen ein-
geschlossene Winkel 60°;
b) zwei anstofende Seiten und die durch ihren Schmttpunkt
gehende Diagonale (22 mm, 29 mm, 35 mm);
¢) die beiden Diagonalen und eine Seite (31 mm, 34 mm,
2D mm) ;
d) die beiden Diagonalen und der von 1hnen eingeschlossene
Winkel (36 mm, 43 mm, 60°).
Durch wie viele Stiicke wird a) ein Rhombus, 5) ein Rhomboid
bestimmt ?
§. 104. 1. Ein Trapez zu construieren, wenn eine
Parallelseite @, die zwei Schenkel 6 und ¢ und der von a
und beingeschlossene

Winkel gegeben sind.
D (- = (Fig. 105.)

= - Man construiere den
/\ gegebenen Winkel 4, mache
1 / AB=a, AD=15. Durch
D ziehe man die Parallele

mit A B und beschrelbe aus B 11111: dem Halbmesser ¢ einen Kreis-
bogen, welcher jene Parallele in C' schneidet. Zieht man nun B (| so
erhiilt man das Trapez 4 BC D, welches die vier gegebenen Stiicke
enthilt. Da aber der aus B beschriebene Kreisbogen die Parallele DC
noch in einem zweiten Punkte C'' schneidet, so gibt es auch noch ein
zweites Trapez A BC'D, welches dieselben vier Stiicke enthiilt. Die
Aufgabe lisst also im allgemeinen zwei Auflosungen zu. Wann erhilt
man nur ein, wann gar kein Trapez?

Sind unter den Bestimmungssticken die beiden Parallelseiten gegeben, so

geschieht die Construction mit Hilfe eines Dreieckes, dessen Grundlinie der Differenz
der Parallelseiten gleich ist; die beiden andern Seiten sind die Schenkel des

Trapezes. (Siehe Figur 98.)
2. Zeichne ein Trapez, wenn gegeben sind :

a) die Parallelseiten und die Schenkel (42 mm, 30 mm, 36 mm,
28 mm);

b) die zwei Parallelseiten und die der ersten anliegenden Winkel
(45 mm, 28 mm, 45° 60°);

c) die zwel Parallelseiten, ein Schenkel und ein demselben an-
liegender Winkel (42 mm, 29 mm, 33 mm, 75°).

a - U i¥Fig. 105,
b
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3. Construiere ein gleichschenkliges Trapez von welchem
gegeben sind:
a) die Parallelseiten (36 mm, 32 mm) und der Schenkel (28 mm);
b) die Parallelseiten und die Hohe (38 mm, 3 c¢m, 26 mm);
¢c) die Parallelseiten und ein Winkel (32 mm, 24 mm, 120°).
Durch wie viele Stiicke wird «) ein Trapez iiberhaupt, b) ein
gleichschenkliges Trapez bestimmt?
4. Einem gleichschenkligen Trapez einen Kreis umzuschreiben.
5. Ein Deltoid zu construieren, wenn gegeben sind:
a) zwei Seiten und die Symmetrale (30 mm, 36 mm, 45 mm);
b) zwei Seiten und die Diagonale, welche nicht die Symme-
trale ist (42 mm, 31 mm, 37 mm).
6. Einem Deltoid einen Kreis einzuschreiben.
7. Ein Viereck zu construieren, wenn gegeben sind:
a) alle vier Seiten und ein Winkel (25 mm, 30 mm, 35 mm,
20 mm, 70°);
b) alle vier Seiten und eine Diagonale (20 mm, 24 mm, 30 mm,
36 mm, 28 mm);
¢) drei Seiten und die beiden eingeschlossenen Winkel (18 mm,
24 mm, 20 mm, 60° 80°);
d) drei Seiten und die beiden Diagonalen (20 mm, 25 mm,
34 mm, 28 mm, 40 mm).
§. 105. Ein Viereck zu construieren, welches mit
einem gegebenen Vierecke ABCD (Fig. 106) congruent ist.
Zieht man die Dia-

gonale B D, construiert /\ Fig. 106.

i

EFGHX> ABCD. Es ist
iibrigens nicht nothig, die
Diagonale B D wirklich zu
ziehen; man braucht nur die 4 B

Eckpunkte £, F, G, H des neuen Viereckes entsprechend zu bestimmen.

EFHXN N\ ABD, und iiber C
F H das Dreieck FGH OO H//
A\ BCD, so ist das Viereck D /

G
L
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b
b
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*
-
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VI1I. Das Vieleck.

§. 106. Zahl der Diagonalen eines Vieleckes von einem

Eckpunkte aus.
Ein Polygon heifit concavwinklig, wenn es nur concave Winkel

enthilt. Nur solche sollen besprochen werden.
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Von einem Eckpunkte eines Vieleckes ist zu drei Eckpunkten
keine Diagonale moglich; die Zahl der Diagonalen, die von einem Eck-
punkte aus gezogen werden konnen, ist daher gleich der nm drei ver-
minderten Seitenzahl. Sie ist also n — 3. (n Seitenzahl.)

Jede dieser Diagonalen schneidet von dem Polygon ein Dreieck ab,
die letzte liefert zwei. Folglich ist die Zahl der Dreiecke um eins

groffer als die der Diagonalen; d. h. n — 3 + 1 =n — 2.

§. 107. Lehrsatz. In jedem n-Eck ist die Summe aller
Winkel gleich 180° multipliciert mit » — 2.

Beweis. Jedes n-Eck wird durch die von einem Eckpunkte ge-
zogenen Diagonalen in n — 2 Dreiecke zerlegt, deren Winkelsumme jener
des Polygons gleich ist.

Aufgaben.

1. Wie grof 1st die Summe aller Winkel eines @) Funfeckes, #) Sechseckes
¢) Achteckes, d) Zehneckes, ¢) Zwolfeckes?

2. Wie grof} ist jeder Winkel eines regelmafiigen «) Finfeckes, 5) Sechseckes,
¢) Achteckes, d) Zehneckes, ¢) Zwolfeckes?

§. 108. Constructionsaufgaben.

1. Ein einachsig symmetrisches Polygon zu zeichnen.

Man nehme auf einer Seite der Achse Punkte als Ecken des
Polygones an und zeichne die symmetrisch liegenden; liegt ein Punkt
in der Achse, so ist er selbst sein symmetrisch liegender Punkt.

Fig. 107. Fig. 108.

'i A
g (;/

2. Ein zweiachsig symmetrisches Polygon mit aufeinander senk-
rechten Achsen zu zeichnen.

Die Auflosung ist aus Fig. 108 ersichtlich. Ein solches Polygon

ist centrisch. Sein Mittelpunkt ist der Durchschnitt der Achsen.

Das regelmillige Polygon.*)

§. 109. Es sei ABCDEF Fig. 109 ein regelmiifliges Polygon
(8§.36). Es seien 40 und BO die Symmetralen der Winkel 4 und B,

*) Der Schiiler versuche die in §. 37 uber die achsiale Symmetrie der regel-

miafigen Polygone ausgesprochenen Sitze nach dem Vorgang von §. 94, 3 nach-
Zuwelsen.
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die sich in O schneiden. Dreht man das Polygon um O in seiner Ebene
- so weit, dass (' auf 4 und D auf B fillt, so miissen die Symmetralen
der Winkel €' und D mit 40 und BO zu-
sammenfallen, also ebenfalls durch O gehen.
Durch Fortsetzung der Drehung kann man E/._m D)
dasselbe von den Symmetralen der iibrigen : 7
Winkel zeigen. Der Punkt O hat mithin von / /
allen Eckpunkten des Polygones denselben
Abstand. Verbindet man O mit allen Eck- |
punkten, so zerfillt das Polygon in congruente \ iy
gleichschenklige Dreiecke. Die Symmetralen f
der Grundlinien derselben sind die der Seiten A G
des regelmiifligen Polygones, diese gehen

also ebenfalls durch O. Da diese Dreiecke in Bezug auf die gleichen
Seiten auch gleiche Hohen haben, so ist O auch von allen Seiten des
Polygones gleich weit entfernt. OG = O H. ...

Fig. 109.

In jedem regelmiBigen Polygon gibt es einen Punkt,
den Durchschnitt aller Seiten- nnd Winkelsymmetralen,
der von allen Ecken und von allen Seiten gleich weit ab-
steht. Er heiflt der Mittelpunkt des regelmifBligen Poly-

gones.

Aufgabe.

Vom Mittelpunkte eines regelmiafigen @) Dreieckes, 5) Viereckes, ¢) Finf-
eckes, d) Sechseckes, e¢) Achteckes, /) Zehneckes, ¢g) Zwolfeckes sind zu allen Eck-
punkten Strecken gezogen; wie grofl ist 1. der Winkel am Scheitel, 2. der Winkel
an der Grundlinie in jedem der dadurch gebildeten Dreiecke?

§. 110. Um und in jedes regelmiflige Vieleck ldasst
sich ein Kreis beschreiben.

Der Mittelpunkt eines jeden der beiden Kreise 1st der Mittelpunkt
O des Polygones. (Fig.109.) Der Radius des eingeschriebenen Kreises
ist der Abstand des Mittelpunktes von einer Seite (O G), jener des um-
geschriebenen Kreises von einer Ecke (4 0).

§. 111. 1. Theilt man den Umfang eines Kreises 1in
mehrere gleiche Theile und zieht dureh je zwei benach-
barte Theilungspunkte eine Sehne, so ist das von diesen
Sehnen begrenzte Vieleck regelmifig.

Beweis. Ist (Fig.110) die aus O mit dem Halbmesser O 4 be-

schriebene Kreislinie in mehrere gleiche Theile getheilt und zieht man die
Sehnen AB, BC, CD, DE, EF, FA, so sind in dem Vielecke ABCDEF
die Seiten als Sehnen des Kreises, welche zu gleichen Bogen gehoren,

Moénik-Spielmann, Geom. Formenl. u. Anfangsgr. d, Geom. f. Realsch. 5
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und die Vieleckswinkel als Peripheriewinkel, welche auf gleichen
Bogen aufstehen, einander gleich. Das Vieleck ist daher gleichseitig

und gleichwinklig, also regelmifig.

2. Theilt man einen Kreis in
s 10, mehrere gleiche Theile und zieht
durch jeden Theilungspunkt eine
Tangente, so wird von diesen Tan-
genten ein regelmiifiiges Vieleck
eingeschlossen.

Beweis. Ist (Fig. 110) die aus O mit
dem Halbmesser O G beschriebene Kreislinie
in mehrere gleiche Theile getheilt und er-
richtet man in den Punkten G, H, J, K, L, M
auf die zu denselben gezogenen Halbmesser

Senkrechte, so erhilt man das dem Kreise umgeschriebene Vieleck
ABCDUEF. Dieses Vieleck ist regelmiflie; denn dreht man dasselbe
um den Mittelpunkt, bis jeder Theilungspunkt mit dem nichst folgenden
zusammenfillt, so deckt auch jeder Halbmesser den folgenden, daher
auch jede Tangente die folgende. Das Vieleck ist also gleichwinklig
und gleichseitig, d. i. regelmifig.

. H2. “Die bSeité des cinemm Krcise

Fig. 111. eingeschriebenen regelmifiigen Sechs-

? eckes ist gleich dem Halbmesser des

& / Kreises (Fig. 111).
A "~ Beweis. Es sei das Sechseck ABCDEF
vy . i

3.

/P // regelmiifig. Der Winkel » muss als Centriwinkel zu
// einem Sextant — 60° sein, also ist m = n = 609,

M 2 . o e .
S daher muss das Dreieck ABO gleichseitig sein;

folglich ist AB = OA.
§. 113. Aufgaben.

. Die Peripherie eines Kreises a) in 6, &) in 3, ¢) in 12 gleiche Theile zu theilen.
2.

Einem gegebenen Kreise ein regelméafBiges a/) Dreieck, &) Viereck, c¢) Sechs-
eck, d) Achteck, ¢) Zwolfeck einzuschreiben und umzuschreiben.

Eimmem gegebenen Kreise mit Hilfe des Transporteurs ein regelmagiges a)
Finfeck, b) Zehneck ein- und umzuschreiben.

Ein regelmafBiges Vieleck zu zeichnen, wenn jede Seite eine bestimmte Lange
haben soll.

Hier kommt es nur darauf an, die Grife des Kreises zu finden, welchem
das verlangte Vieleck eingeschrieben erscheint. Zu diesem Ende wird das
Dreieck ABO (Fig. 110) construiert, indem man fiir AB die gegebene Seite
und fir BAO und ABO die halben Vieleckswinkel annimmt. Man berechne
daher zuerst die Grofe eines Vieleckswinkels, ziehe eine Strecke, welche der
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gegebenen Seite gleich ist, trage in jedem Endpunkte den halben Vielecks-
winkel auf, aus dem Schnittpunkte der beiden neuen Schenkel beschreibe
man durch die Endpunkte der gezogenen Strecke einen Kreis und trage darin
die gegebene Seite als Sehne herum.
Ein regelmifiges Polygon ist also durch zwei Stiicke bestimmt. In

diesem Falle durch die Seite und einen Winkel.

5. Zeichne eine Strecke von Z e¢m Linge und construiere iiber derselben ein
regelmafiges a) Sechseck, 4) Achteck.

§. 114. Constructionsaufgabe. Ein Vieleck ABCDEF zu
tibertragen, d. 1. ein Vieleek zu zeichnen, welches mit dem
Vielecke ABCDEF congruent ist.

Auflosung. Man zer- Fig. 112.
lege das gegebene Vieleck von
A aus durch Diagonalen in
Dreiecke, beschreibe eben so
viele in derselben Ordnung
liegende Dreiecke, welche mit
denen des gegebenen Vieleckes
congruent sind; dann ist Viel-

eck GHJKLM > ABCDEF.
Auf dem Zeichnen congruenter Vielecke beruht das geometrische

Copieren der Gebilde in gleicher Grofe.

VIIL. Geometrische Orter.

§. 115. Erfiillen alle Punkte, welche in einer Linie liegen, aber
auch nur diese Punkte, eine gewisse Bedingung, so heit die Linie
der geometrische Ort jener Punkte. |

Die Sitze iiber die geometrischen Orter sind bereits bekannte,
und nur in anderer Form ausgedriickte Lehrsitze. Die wichtigsten
derselben sind:

1. a) Der geometrische Ort aller Punkte, welche von einem gegebenen
Punkte einen gegebenen Abstand haben, ist der um jenen Punkt als
Mittelpunkt mit jenem Abstande als Halbmesser beschriebene Kreis.

b) Der geometrische Ort der Mittelpunkte aller Kreise, welche
einen gegebenen Halbmesser haben und durch einen gegebenen Punkt
gehen, ist der um diesen Punkt mit jenem Halbmesser beschriebene Kreis.

2. a) Der geometrische Ort aller Punkte, welche von den End-
punkten einer Strecke gleich weit abstehen, ist die Symmetrale dieser
Strecke. |

b) Der geometrische Ort der Mittelpunkte aller Kreise, welche
durch zwei gegebene Punkte gehen, ist die Symmetrale der Verbindungs-

linie derselben.
5*
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3. a) Der geometrische Ort aller Punkte, welche von einer ge-
gebenen Geraden auf einer bestimmten Seite derselben einen gegebenen
Abstand haben, ist die mit der Geraden auf derselben Seite in dem
gegebenen Abstande gezogene Parallele.

b) Der geometrische Ort der Mittelpunkt aller Kreise, welche einen
gegebenen Halbmesser haben und eine gegebene Gerade auf einer be-
stimmten Seite derselben beriihren, ist die mit der Geraden auf der-
selben Seite in einem Abstande gleich dem gegebenen Halbmesser
gezogene Parallele.

4. a) Der geometrische Ort aller Punkte, welche von den Schenkeln
eines Winkels gleiche Abstiinde haben, ist die Symmetrale dieses Winkels.

b) Der geometrische Ort der Mittelpunkte aller Kreise, welche
zwel nicht parallele Gerade beriihren, ist die Symmetrale des von den
Geraden in ihrem Schnittpunkte gebildeten Winkels.

5. Der geometrische Ort der Scheitel aller rechtwinkligen Dreiecke
tiber einer Geraden als Hypotenuse ist der {iiber dieser als Durch-
messer beschriebene Kreis.

6. Der geometrische Ort der Mittelpunkte aller Kreise, welche
eine gegebene Gerade in einem gegebenen Punkte derselben beriihren,
18t die in diesem Punkte auf der Geraden errichtete Senkrechte.

7. Der geometrische Ort der Mittelpunkte aller Kreise, welche
einen gegebenen Kreis in einem gegebenen Punkte desselben beriihren,
ist die durch diesen Punkt und den Mittelpunkt des gegebenen Kreises
gehende Gerade.

8. Der geometrische Ort der Mittelpunkte aller Kreise, welche
einen gegebenen Halbmesser haben und einen gegebenen Kreis bertihren,
ist ein mit diesem concentrischer Kreis, dessen Halbmesser gleich ist
der Summe oder der Differenz der beiden gegebenen Halbmesser, je
nachdem die Beriihrung von auflen oder von innen stattfindet.

8. 116. Ist fiir einen Punkt ein einziger geometrischer Ort ge-
geben, so ist dadurch die Lage des Punktes nicht bestimmt, da es
unzihlig viele Punkte gibt, welche in diesem geometrischen Orte liegen;
ein geometrischer Ort enthélt daher die Losungen einer unbestimmten
Aufgabe. Sind dagegen fiir einen Punkt zwei geometrische Orter
bekannt, so gibt es nur einen, oder eine bestimmte Anzahl von Punkten,
welche in beiden geometrischen Ortern liegen; zwei geometrische
Orter eines Punktes enthalten daher die Auflosung einer bestimmten
Aufgabe.

Die geometrischen Orter sind fiir die Losung geometrischer Con-
structionsaufgaben von grofier Wichtigkeit, indem es bei diesen eigentlich
nur auf die Bestimmung von Punkten ankommt.
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§. 117. Ein Dreieck ABC (Fig. 113) zu construieren, wenn

zwel Seiten AB und AC und die Hohe CD auf die erste

dieser Seiten gegeben sind.

beiden Eckpunkte 4 und B bestimmt. Fiir den ~+
dritten Eckpunkt C ist ein geometrischer Ort der
um A mit dem Halbmesser AC beschriebene Kreis,
und ein zweiter die zu AB im Abstande CD ge-

Durch die gegebene Seite AB sind die

8.

zogene Parallele; somit ist auch €' bestimmt.

Construetion. Man ziehe 4B, beschreibe um A mit dem Halb-

messer AC einen Kreis und die zu AB in dem Abstande CD parallele
Gerade, weleche den Kreis in €' und C* schneidet; ABC und ABC"

sind

die verlangten Dreiecke.

Die Aufgabe hat zwei Auflosungen, oder eine, oder keine. Wann tritt jeder

dieser drei Falle ein?

| 5

2.

It

6.

§. 11S. Ubungsaufgaben.

In einer Seite eines gegebenen Dreieckes einen Punkt zu finden, welcher von
den beiden anderen Seiten gleichweit entfernt ist. (8. 115, 4. a.)

Ein rechtwinkliges Dreieck zu construieren, wenn die Hypotenuse und die
Hohe auf dieselbe gegeben sind. (§. 115, 5. und 3. @.) Welche Fille sind
moglich ?

Kin Dreieck zu construieren, wenn zwei Seiten und die Hohe auf die dritte
Seite gegeben sind. (§. 115, 1. @ und 3. a.)

. Einen Rhombus zu construieren, wenn die Hbohe und eim Winkel (28 mm,

70°) gegeben sind.

Einen Rhombus zu construieren, wenn ein Winkel und der Radius des ein-
geschriebenen Kreises (15 mm, 65°) gegeben sind.

Ein Trapez zu zeichnen, wenn die zwe1l Parallelseiten, ein Winkel an den-
selben und die Hohe (40 mm, 32 mm, 60°% 26 mm) gegeben sind.

. Ein Trapez zu zeichnen, wenn die zwei Schenkel eine Parallelseite und die

Hohe (84 mm, 42 mm, 48 mm, 27 mm) gegeben sind.

Ein gleichschenkliges Trapez zu zeichnen, wenn der Schenkel die Diagonale

und die Hohe (36 mm, 46 mm, 28 mm) gegeben sind.

Mit einem gegebenen Halbmesser einen Kreis zu beschreiben, welcher

a) durch zwei gegebene Punkte geht (§. 115, 1. 4);

b) durch einen gegebenen Punkt geht und eine gegebene Gerade beriihrt
(S E50. bk wind 3. 0);

¢) durch einen gegebenen Punkt geht und einen gegebenen Kreis beriihrt
(§. 115, 1. b und 8.);

d) zwel gegebene Gerade berihrt (§. 115, 3. b);

e¢) eine gegebene Gerade und einen gegebenen Kreis berithrt (§.115,3.5 und 8.);

f) zwei gegebene Kreise berithrt (§. 115, 8.).

10. Einen Kreis zu beschreiben, dessen Mittelpunkt in einer gege})enen (reraden

liegt und dessen Peripherie
a) durch zwei gegebene Punkte geht (§. 115, 2. 4);
b) zwei gegebene Gerade beriihrt (§. 115, 4. 0).
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11. Einen Kreis zu beschreiben, welcher
a) durch einen gegebenen Punkt geht und eine gegebene Gerade in einem
oegebenen Punkte beriihrt.
b) zwei gegebene Gerade und zwar die emne in einem gegebenen Punkte be-
rithrt (§. 115, 6. und 4. 0). |
12. Drei Kreise, deren Halbmesser gegeben sind, so zu construieren, dass sie sich
gegenseitig von aufen berithren. (§. 115, 7. und 8.)

///IX Flichengleichheit der ebenen Figuren.

§. 119. Unter dem Flacheninhalte einer Figur versteht man
die Grife des Theiles der Ebene, welchen ihre Grenzlinien einschliefen.
Zwei Figuren, welche denselben Flicheninhalt haben, heiflen flichen-
gleich. Zwei congruente Figuren sind auch flichengleich. Figuren,
welche aus congruenten Theilen bestehen, sind im allgemeinen nicht
congruent, aber stets fliichengleich. (Fig. 114.)

Fig 114.

| h—_?l / /}
e D ("’f/

e

1 \ / | / ' \\ \\

v

A

Q
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8. 120. Lehrsatz. Jedes schiefwinklige Parallelogramm
ist flaichengleich einem Rechtecke, das mit ihm gleiche
Grundlinie und gleiche Hohe hat.

Fio. 115. Beweis. Zieht man (Fig. 115) von den Eck-

g p Dunkten A und B des schiefwinkligen Parallelo-

A . grammes A B DC zu der Seite (' D die Senkrechten

/ AF und BE, so erhilt man das Rechteck 4 BEF,

/ welches mit dem Parallelogramme 4 BDC gleiche

5 Grundlinie und gleiche Hohe hat. Die rechtwinkligen

Dreiecke BED und A F(C' sind congruent; addiert man jedes derselben

zu dem Trapeze A BE (| so miissen auch die Summen gleich sein, d. i.
Parallelogramm 4 BD( = Rechteck 4 BEF.

Aus diesem Lehrsatze folgt:

Zwei Parallelogramme von gleicher Grundlinie und
gleicher Hohe sind flachengleich; denn jedes ist mit demselben
Rechteck flichengleich.

§. 121.* Lehrsatz. Jedes Dreieck ist die Héadlfte eines
Parallelogramms, das mit ihm gleiche Grundlinie und
gleiche Hohe hat.
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Beweis. Zieht man (Fig. 116) durch zwei
Eckpunkte C' und B des Dreieckes 4 B (' Parallele
mit den gegeniiberliegenden Seiten, so entsteht das
Parallelogramm 4 B D (| welches mit dem A 4 BC
gleiche Grundlinic und gleiche Hthe hat und von
welchem A A B (' die Hilfte ist. (§. 90, 1.)

Hieraus folgt:
ZweiDreiecke von gleicher Grundlinie und gleicher
Hohe sind flichengleich.

§. 122. Lehrsatz. Jedes Trapez ist flichengleich einem
Dreiecke, das mit ihm gleiche Hohe hat und dessen
Grundlinie gleich ist der Summe der parallelen Seiten
des Trapezes.

Beweis. Halbiert man in dem Trapez
ABCD (Fig. 117) den Schenkel B(C' in K
und zieht durch D und & die Gerade D F, 8o ist D ¢
A CDE X BFE. (I. Congruenzsatz.) Addiert
man daher zu dem Viereck 4 BX D einmal
das A\ CDE, und dann das /\ BFUE, so
miissen die Summen gleich sein, d. i. Trapez 4 7 5
ABCD — Dreieck 4 FD.

In dem A\ AFD ist nun die Grundlinie A+ — AB 4+ BF
= AB - CD, also gleich der Summe der Parallelseiten des Trapezes,
und die Hohe D H gleich der Hohe des Trapezes.

Fig. 117.

§. 123. Lehrsatz. Jedes regelmiéfiige Vieleck 1st
flichengleich einem Dreiecke, das den Umfang des Viel-
eckes zur Grundlinie und den Abstand des Mittelpunktes
desselben von einer Seite zur Hohe hat.

Beweis. Es sei (Fig. 118) O der Mittelpunkt des regelmifigen
Vieleckes A BODEF und OP | AB. Zieht man die Strecken OA,
€l 2. 5. 8O
wird das Vieleck
in lauter congru-
ente Dreiecke zer-
legt. Triagt man
nun alle Seiten

des Vieleckes aut - F "; &

Fig. 118.

der verldngerten
A B auf und zieht FAS T
von den End-H G Pz S R J K L
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punkten zu dem Punkte O Strecken, so ist \ HOL = A\ 40B X 6,
Polygon ABCDEF = )\ AOB X 6. Daher Polygon ABCDEF —
/\ HO L. bSomit ist das regelmifiige Vieleck fliichengleich einem Drei-
ecke, dessen Grundlinie L dem Umfange des Vieleckes, und dessen
Hohe O P dem Abstande des Mittelpunktes des Vieleckes von einer
Seite gleich ist.

Lisst man 1n einem regelmifigen Vielecke die Anzahl der Seiten
ohne Ende zunehmen, so nihert sich das Vieleck ohne Ende einem
Kreise, der Umfang des Vieleckes der Peripherie, und der Abstand des
Mittelpunktes des Vieleckes von einer Seite dem Halbmesser des Kreises.

Daraus ergibt sich:

Ein Kreis ist flichengleich einem Dreiecke, das die
Peripherie des Kreises zur Grundlinie und den Halb-
messer zur Hohe hat.

Ebenso findet man:

EinKreisausschnittistflichengleicheinemDreiecke,
das die Linge des Kreishogens zur Grundlinie und den
Halbmesser zur Hohe hat.

Die Verwandlung eimes Kreises oder Kreisausschnittes in ein Dreieck kann
dadurch ausgefithrt werden, dass man die Peripherie beziehungsweise den Bogen
des Ausschnittes in kleine Theile theilt und dieselben auf eine Gerade tbertragt.
Uber der so erhaltenen Strecke als Grundlinie construiert man ein Dreieck, dessen
Hohe der Radius ist. Dieses Dreieck ist nur annghernd dem Kreise oder dem
Sector gleich, da seine Grundlinie nur naherungsweise der Peripherie beziiglich
dem Bogen gleich ist.

§. 124. Flachensidtze des rechtwinkligen Dreieckes.

Zieht man die Hohe eines rechtwinkligen Dreieckes auf die
Hypotenuse, so erhilf man zwei Abschnitte der Hypotenuse.

a) Das Quadrat iiber jeder Kathete eines recht-
winkligen Dreieckes ist gleich dem Rechtecke aus der
Hypotenuse und dem der Kathete anliegenden Abschnitte
derselben;

b) das Quadrat iiber der Hypotenuse ist gleich der
Summe der Quadrate der beiden Katheten (Pythago-
reischer Lehrsatz);

¢) das Quadrat iiber der Hohe ist gleich dem Recht-
ecke aus den beiden Abschnitten der Hypotenuse.

1. Es ist (Fig. 119) A ABF ) ACG (§ 11).

Da AN ABF =1 AFEC wmd \ ACG = 1 ADLG, so ist
AREC — ADLG.

Ebenso kann bewiesen werden, dass BOCKJ = D BHL.
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2. Da die Summe der Rechtecke A D LG und B D LH das Quadrat
der Hypotenuse ist, so ist der Satz b) erwiesen.

Daher ist das Quadrat iiber einer Kathete eines rechtwinkligen
Dreieckes gleich der Differenz der Quadrate iiber der Hypotenuse und

der anderen Kathete.
3. Es ist (Fig. 120) CHG F

i et — ACDE— AFKJ oder CHGF
— ABLJ — AFKJ= BFKL,
wodurch die Richtigkeit des Satzes
¢c) erwiesen 1st.

Fig. 120.

|
|
Ir

[ iaee S D

Verwandlung und Theilung von ebenen Figuren.

§. 125. Ein gegebenes Gebilde in ein anderes verwandeln heifit
ein Gebilde construieren, welches bestimmten Bedingungen entspricht
und mit dem gegebenen flichengleich ist.

Ein ungleichseitiges Dreieck 4 B( (Fig. 121) in ein
gleichschenkliges iiber derselben Grundlinie 4B zu ver-

wandeln.
Man construiere die Symmetrale von 4 B und Fig. 121,

zieche CE || AB; verbindet man den Schnittpunkt
E mit A und B, so ist A BE das verlangte gleich-
schenklige Dreieck.

§. 126. Ein gegebenes Dreieck 4 B( |
(Fig. 122) in ein anderes zu verwandeln, £ 7 Y
das einen gegebenen Winkel m enthilt.

Man construiere den Winkel BAD = m
und ziehe C'D || 4 B; zieht man noch D B, so
ist A B D das verlangte Dreieck.

8. 127. 1. Ein Dreieck AB( (Fig. 123) i /
in ein anderes zu verwandeln, das eine A5
gcegebene Grundlinie a hat.
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Man mache A D = a, ziche C'D und
BE|CD; ADE ist nun das verlangte Drei-
eck. Denn es ist

INACDH = A-A4CH.
N\ CDE = A\ CDB, also

NACD +~ AN\CDE=AN\ACD -+ N\ CD B,
piler. /N ADE = XA BC
Dieselbe Verwandlung zu machen, wenn a > A B ist.

2. Ein Dreieck A BC (Fig. 124) in ein
anderes zu verwandeln, das eine gege-
bene Hohe A hat.

Man errichte 4D = &L senkrecht auf A B,
zieche DE | AB, dann EB, und CF | B E.
Zieht man nun die Strecke £ F, so ist \ AEF
— A ABC. |
Beweis wie bel der Aufgabe in 1.

Dieselbe Verwandlung zu machen, wenn % grofer als
die Hohe des gegebenen Dreieckes ist.

§.128. EinDreieckinein Parallelogramm
mit gleicher Grundlinie zu verwandeln.

b/ Man halbiere die Seiten (Fig. 125) 4 C'und B(C

/ mm D und £, ziehe durch diese Punkte die Gerade

4 B und B HAC; dann ISt A\ B EFO-CED.

daher auch ABED + BEF=ABED + CED,
also Parallelogramm ABFD — A\ ABC.

§. 129. Ein Rechteck 4 B (' D (Fig. 126)
in ein Quadrat zu verwandeln.

Man verlingere die kleinere Seite 4 B bis £,
so dass A £ = A D wird, beschreibe iiber 4 &
einen Halbkreis, welcher die verlingerte Seite C' B
in /F trifft. Zieht man 4 /" und beschreibt dariiber
das Quadrat 4 /'G H, so ist dieses dem gegebenen
Rechtecke gleich (8. 124, a).

§.130. Ein Vieleck ABC D EF (Fig.127)
in ein anderes zu verwandeln, das eine
Seite weniger hat.

Man ziehe die Diagonale D # und EG || D F,
und verlingere A4 F bis G. Zieht man D @, so

'p st das Vieleck 4 BC' D @G gleich dem Vielecke
ABCDEF, weil beide aus gleichen Theilen
bestehen.




D

Durch Wiederholung dieses Verfahrens kann jedes Vieleck in ein Dreieck
verwandelt werden. Da sich nun jedes Dreieck in ein Parallelogramm, dieses in
ein Rechteck, und letzteres in ein Quadrat verwandeln lasst, so kann auch jedes
Vieleck durch blofe Construction in ein Quadrat verwandelt werden.

. 131. 1. Ein Quadrat zu construieren, welehes der
Summe zweier gegebener Quadrate gleich ist.

Man construiere ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Katheten gleich
sind den Seiten der gegebenen Quadrate; die Hypotenuse dieses Drei-
eckes ist die Seite des verlangten Quadrates.

2. Ein Quadrat zu construieren, welches der Diffe-
renz zweier gegebener Quadrate gleich ist.

Man construiere ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Hypotenuse
gleich der Seite des grifleren, und dessen eine Kathete gleich der Seite
des kleineren Quadrates ist; dann ist die zweite Kathete die Seite des

verlangten Quadrates.

§.132. Ein gegebenes Dreieck durch Strecken, welche
durch einen Eckpunkt gehen, in mehrere gleiche Theile
zu theilen.

Theile die diesem Eckpunkte gegeniiberliegende Seite in so viele
oleiche Theile, als verlangt werden, und verbinde die Theilungspunkte
mit jenem Eckpunkte durch Strecken.

§. 133. Ein Parallelogramm (ein Rechteck) in mehrere
oleiche Theile zu theilen, so dass die Theilungslinien
zwel Gegenseiten schneiden.

Theile die zwei Gegenseiten in die verlangte Anzahl gleicher
Theile und verbinde je zwei gegeniiberliegende Theilungspunkte durch
eine Strecke.

8. 134, Ein Trapez in mehrere gléiche Theile zu
theilen, so dass die Theilungslinien die beiden paral-

lelen Seiten schneiden,
Durch Theilung der Parallelseiten in gleiche Theile und Ver-

bindung der Theilungspunkte.

§. 135. Ubungsaufgaben.
1. Ein schiefwinkliges Dreieck in ein rechtwinkliges zu verwandeln.
Construiere ein Dreieck mit den Seiten 81 mm und 17 mm und dem einge-
schlossenen Winkel 45° und verwandle es dann in ein Dreieck mit der Grund-
linie 26 mm und einem anliegenden Winkel von 60°.
Ein schiefwinkliges Parallelogramm in ein Rechteck zu verwandeln.
Einen Rhombus in ein Rechteck zu verwandeln.
Ein ungleichseitiges Dreieck in ein Rechteck zu verwandeln.
Ein Quadrat in ein Dreieck zu verwandeln, von dem eine Seite und ein

Winkel gegeben sind.

O

I o9

S O
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7. Ein Parallelogramm in ein anderes a¢) mit einer gegebenen Seite, §) mit
einem gegebenen Winkel zu verwandeln.

8. Ein Trapez in ein Parallelogramm zu verwandeln.

9. Ein ungleichschenkliges Trapez in ein gleichschenkliges zu verwandeln.

10. Kin hohlwinkliges Trapezoid in ein Rechteck zu verwandeln.

11. Ein unregelméfiges Fiinfeck in ein Dreieck zu verwandeln.

12. Construiere ein Dreieck, welches gleich ist einem regelmifigen Achtecke iiber
der Seite 12 mm.

13. Construiere ein Quadrat, welches flichengleich ist einem regelmifigen Sechs-
ecke iiber der Seite 2 cm.

14. Zwe1 Parallelogramme mit gleichen Grundlinien a) zu addieren, &) zu sub-

trahieren.
15. Zwei Parallelogramme mit gleichen Hohen a) zu addieren, &) zu subtrahieren.

16. Zwel Dreiecke mit gleichen Grundlinien a) zu addieren, ) zu subtrahieren.
17. Zwei beliebige Parallelogramme (Dreiecke) a) zu addieren, ) zu subtrahieren.

18. Ein Quadrat zu construieren, welches a) doppelt so gro8, b) halb so grof als
ein gegebenes (QQuadrat ist.

19. Kin -Quadrat zu construieren, das
a) der Summe dreier oder mehrerer gegebener Quadrate gleich ist;
b) 3mal, 4mal, 5mal so grof} ist als ein gegebenes Quadrat.

20. Ein Dreieck 1in vier congruente Dreiecke zu theilen.

21. Ein Parallelogramm von einem in einer Seite liegenden Punkte aus zu

halbieren.
22. Ein Parallelogramm von einem Kckpunkte aus in vier gleiche Theile zu

theilen.

X. Ausmessung der ebenen Figuren.

1. Ausmessung der geradlinigen Figuren.

§. 136. Umfang und Fldcheninhalt. DBei der Ausmessung der
ebenen Gebilde kommt der Umfang und der Flacheninhalt derselben
in Betracht.

Um den Umfang einer geradlinigen Figur zu bestimmen, darf
man nur die Seiten derselben messen und die gefundenen Mafizahlen
addieren. Ist die Figur gleichseitig, so ist der Umfang gleich der Linge
einer Seite multipliciert mit der Anzahl der Seiten.

§. 137. Um den Fldcheninhalt einer Figur zu bestimmen, d. i.
um die Fliiche der Figur zu messen, muss man irgend eine bestimmte
Fliche als Einheit annehmen und untersuchen, wie oft dieselbe in der
cegebenen Fliche enthalten ist. Die Zahl, welche dieses anzeigt, heifit
die Mafizahl der Fliche.

Als Einheit des Flidchenmafies nimmt man ein Quadrat
an, dessen Seite der Einheit des Lingenmalies gleich ist, von welcher
dann das Quadrat den Namen erhiilt. Ein solches Quadrat heifit ein



1

Quadratmeter (m?), ein Quadratdecimeter (dm?). . ., je nach
dem die Seite einem Meter, Decimeter, . . . gleich ist.

Die Bestimmung des Flicheninhaltes geschieht iibrigens nicht
durch unmittelbares Auftragen der genannten Quadratmafie auf die
zu messende Fliche, da dieses sehr mithsam und meistens auch unaus-
fiihrbar wiire. Man bestimmt vielmehr den Fliicheninhalt mittelbar,
- indem man diejenigen Strecken, von denen die Grofle der Figur abhiingt,
mit dem Liingenmafie misst und aus den MaBzahlen dieser Strecken den
Inhalt der Fliche durch Rechnung findet.

§. 138. Das Quadrat. Betriigt eine Seite des Quadrates 4 BC' D
(Fig. 128) 3 dm, so kann man jede Seite in 3 gleiche Theile theilen,
deren jeder 1 dm lang ist. Verbindet man nun die
gegeniiberstehenden Theilungspunkte durch Strecken,
so zerfillt das gegebene Quadrat in lauter kleinere
Quadrate, deren jedes 1 dm* vorstellt; und zwar
enthiilt jeder Streifen 3 dm?®*. Da drei Streifen
vorhanden sind, so ist der Inhalt des Quadrates v
3 dm?2 X 3 = 9 dm? A omaael

Zeichne emn Quadrat, dessen Seite 4 c¢m ist, und bestimme auf
oleiche Weise, wie viel ¢m?® dasselbe enthélt.

Die MafBizahl fiir den Fldeheninhalt eines Quadrates
wird also gefunden, indem man die Maflizahl einer Seite
mit sich selbst multipliciert.

Eine Zahl mit sich selbst multiplicieren heift dieselbe zur zweiten Potenz
erheben. Daher kommt es, dass man auch in der Arithmetik die zweite Potenz

einer Zahl das Quadrat derselben nennt.
Bezeichnet man die Mafizahl der Seite eines Quadrates durch s,
und die MaBzahl seines Flicheninhaltes durch f, so ist
= ey
Zusatz. Die zweite Potenz s? oder AB? ist im geometrischen
Sinne als ein Quadrat iiber der Seite s oder 4.B aufzufassen.

Sind / und # die Flicheninhalte zweier Quadrate mit den Seiten
S und 8 so ist Fi— 8% f =32 mithin I': f = 5%:8"; d. h

Die Flicheninhalte zweier Quadrate verhalten sich
wie die zweiten Potenzen ihrer Seiten.

Wie dndert sich demnach die Fliche eines Quadrates, wenn die Seite mit
2, 3, 4... multipliciert. wird?

§. 139. Ein Quadrat, dessen Seite 10 dm betrigt, hat 10 dm*
% 10 = 100 dm? Inhalt. Ein solches Quadrat ist nun 1 m? also 1st

L-m? — 100 dm?.

Fig. 128.
Dol g
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Eben so folgt:
1 dm? —=— 100 em? "1 ktm? 1000000 m?,
Foom® =— 100 mm?. 1 on’ 100 km?2
Beim BodenflichenmafBe heiit eine Fldche von 100 m?* ein
Ar (a), eine Fliche von 100 Ar ein Hektar (ka); daher ist 1 wm? =
10000 Hektar. |

S. 140. Aufgaben.

1. Die Seite eines Quadrates 1st a) 21 m, &) 5 m 4 dm, ¢) 359 mm, d) 0°715 m,
e) 3°4752. . . m; wie grof} i1st 1. der Umfang, 2. der Flacheninhalt?

2. Der Umfang eines Quadrates ist 28 m 2 dm; wie grofy ist der Fliacheninhalt ?

Wie viel kostet ein quadratischer Bauplatz von 36 m Seitenldnge, wenn man

das m* mit 11 K 20 h bezahlt?

4. Man will in elnem quadratformigen Garten, dessen Seite 58 m 5 dm ist,
ringsherum einen Weg machen, der eine Breite von 1 m 2 dm haben soll
welchen Flachenraum wird dieser Weg einnehmen ?

§.141. Das Rechteck. Es sei in dem Rechtecke 4 BC' D (Fig. 129)
die Grundlinie A B — 6 ¢m, und die Hohe A D — 4 ¢m. Theilt man 4 B
in 6, 4D in vier gleiche Theile, und zieht zu

||

'Q}.'.'.'

Fig. 129, : :
i | den Seiten durch die Theilungspunkte parallele
5 Sl s
i ; Linien, so ist jedes der dadurch entstehenden
i | Quadrate 1 c¢m? und man hat vier Reihen
4 i i+ ¢ | solcher Quadrate, je von 6 cm?; der Flichen-
Y s e o 5 inhalt des Rechteckes 4 B C D betrigt daher

6 em? X 4 = 24 cm?
DieMafBizahl fiir den Fldcheninhalt eines Rechteckes
wird also gefunden, indem man die MaBzahl der Grund-

linie mit der Malzahl der Hohe (oder die MafBzahl der
Linge mit der MaBzahl der Breite) multipliciert.

Man pflegt diesen Satz kiirzer so auszudriicken:
Der IFlacheninhalt eines Rechteckes ist gleich dem
Producte aus der Grundlinie und der Hohe.

Bezeichnen ¢ und % die Mafizahlen der Grundlinie und der Hohe
eines Rechteckes und f die Mafizahl seines Flidcheninhaltes, so ist
us g N

Wird das Produet zweier Factoren durch den einen Factor dividiert,
80 erhilt man den andern Factor.

Es ist daher . { e U _;_

Driicke diese zwei Formeln mit Worten aus.

Zusatz. Das Product g.hoder AB. AD ist im geometri-

schen Sinne als ein Rechteck, dessen zwei zusammenstofende Seiten
g und 2 oder A B und A D sind, aufzufassen.
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§. 142. Aufgaben.
1. Bestimme 1) den Umfang, 2) den Flicheninhalt folgender Rechtecke:

a) Grundlinie 9°2 m, Hohe 5°8 m;
b) 4 12 m 3 dm 3 cm, O % em;
c) £ 3°2168... m, w k50047, . . 'm

2. Der Flicheninhalt eines Rechteckes ist 34°2 m?, die Grundlinie 9 m; wie
grof} 1st die Hohe?

3. EiIn Rechteck 1st 2 m 8 dm breit und enthilt 16 m®? 91 dm® 20 cm?; wie
groff ist seine Lénge?

4. Der Umfang eines Rechteckes betrigt 87 m 4 dm, eine Seite 18 m 4 dm;
wie grof} ist der Fliacheninhalt? ?

5. Kin Quadrat hat mit einem Rechtecke, dessen Seiten 62 ¢m und 34 ¢m sind,
gleichen Umfang; um wie viel ist der Flacheninhalt des Quadrates grofer
als der des Rechteckes?

6. Eine Tischplatte ist 1'4 m lang und 1°2 m breit; wie grof ist ihre Fliche?

. Kin Spiegel mit Rahmen hat 6 dm 3 ¢m Breite und 8 dm 5 ¢m Hohe; wie

grofl ist @) der Umfang, &) der Flacheninhalt der sichtbaren Spiegelfliche,

wenn der Rahmen 5 em breit ist?

8. Jemand kauft einen Bauplatz von der Form eines Rechteckes, 34 m 4 dm
lang und 19 m 2 dm breit, und bezahlt das m® zu 103 K; wie viel kostet der
Bauplatz?

9. Wie viel Ar hat ein rechteckiger Garten von 38 m Lange und 32 m Breite?

10. Ein Acker ist 116 m lang und 18 m 5 dm breit; wie viel Weizen wird zur
Aussaat erfordert, wenn man auf ein Ar 2% Liter Weizen aussiet?

11. Ein Cassatisch, der 1°3 m lang und 0°8 m breit ist, soll eine Steinplatte
erhalten, die 1 dm Holzrand stehen ldsst; wie viel kostet die Platte, wenn
das m? mit 173 K bezahlt wird?

12. Ein Hof von 18 m L#inge und 12 m Breite soll mit Steinplatten belegt
werden, welche 3 dm lang und ebenso breit sind; r:z) wie viel Platten sind
erforderlich? 5) wie hoch kommt die Pﬁasterung, das m* zu 162 K gerechnet?

13. Ein Dach von 7°'4 m Lange und 5°8 m Breite soll mit Zinkplatten belegt
werden; a) wie viel Platten von 1°5 m Lénge und 8 dm Breite sind dazu
erforderlich, wenn an jeder Seite der Platte 3 ¢m durch die Falze verloren
gehen? 0) wie viel kosten dieselben, wenn jede Platte 6 Kilogramm wiegt
und 1 Kilogramm Zinkplatte mit 1 K 10 h bezahlt wird?

§. 143. Das schiefwinklige Parallelogramm. 1. Die Malzahl
fiir den Flicheninhalt eines jeden Parallelogramms 1ist
gleich dem Producte aus den MafBzahlen der Grundlinie
und der Hohe.

Folgt aus §. 120 und §. 141.

Sind 2 und p die Flacheninhalte zweier Parallelogramme mit den
Grundlinien &' und ¢ und der Hohe H und 4, so ist P=G.H, p = gh,
mithin P :p — GHY ¢l & I

Die Fldcheninhalte zweier Parallelogramme ver-
halten sich wie die Produete aus ihren Grundlinien und

Ho6hen.

~1
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Wie verhalten sich die Flacheninhalte zweier Parallelogramme @) von gleicher
Grundlinie, ) von gleicher Hohe ?

§. 144. Aufgaben.

1. In emem Rhomboid ist die Grundlinie 108 dm, die Hohe 64 dm; wie grof
ist der Flacheninhalt?

2. Von einer Wiese, welche die Form eines Rhomboids hat, worin die Grund-
linie 66°4 m und die Hohe 45°2 m betragt, wird ein Stiick von 14 m Hohe
parallel mit der Grundlinie abgeschnitten und zu Ackerland gemacht; a) wie
grof war die Wiese? 4/ wie grof ist das iibrig bleibende Stiick derselben?

3. Die Flache eines Parallelogramms ist 19°43725... m?® die Grundlinie
6°238. .. m; die Hohe zu berechnen.

§. 145. Das Dreieck. Die Mafizahl fiir den Flicheninhalt
eines Dreieckes 1st gleich dem halben Producte aus den
MaBzahlen der Grundlinie und der Hohe.

Folgt aus §. 121 und §. 143.

Bezeichnen ¢ und % die MaBzahlen der Grundlinie und der Hohe
eines Dreieckes und f seinen Flicheninhalt, so hat man

Sl ____2_)’ _y
i e = gv—kIl‘ﬂ(flh-----ga

oder

e Ny
g=f:igudb=jFf:1

In einem rechtwinkligen Dreiecke wird gewdhnlich eine
Kathete als Grundlinie angenommen; die andere Kathete stellt dann die
Hohe vor. Die Mafizahl fiir den Fliecheninhalt eines recht-
winkligen Dreieckes ist daher gleich dem halben Pro-
ducte aus den Mafizahlen der beiden Katheten.

Wie verhalten sich die Flichen zweier Dreiecke @) von verschiedener Grund-
linie und Hohe, ) von gleicher Grundlinie, ¢) von gleicher Hohe?

§. 146. Aufgaben.
1. Berechne den Flacheninhalt eines Dreieckes, wenn gegeben sind:
Grundlinie a) 3°5 m, b) 1 m 4 dm 2 cm, ¢) 794 cm,
Ho6he 3:2:m. 5 dm 9 cm, 563 cm.
2. In einem rechtwinkligen Dreiecke ist die eine Kathete 29 m 3 dm, die andere
18 m 4 dm; wie grof} ist der Flacheninhalt?
3. Wie grof} ist die Grundlinie eines Dreieckes, wenn die Hohe 5°'6 m, und der
Flacheninhalt 40°32 m? betragt? - |
4. Ein Dreieck hat 20 m? 67 dm? Flacheninhalt, und 5 m 3 dm zur Grundlinie;
wie grof ist die Hohe?
- b, In einem rechtwinkligen Dreiecke, welches 21 m?°5 dm? enthilt, ist eine
Kathete 7 m 4 dm; wie grof} ist die zweite Kathete? |
6. Ein Dreieck hat mit einem Parallelogramme gleichen Flicheninhalt und
gleiche Grundlinie; wie grof ist die Hohe des Dreieckes?
7. Die Flache eines Dreieckes ist 12°4786... m? die Grundlinie ist 8°3452... m;
die Hohe zu berechnen.
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§. 147. Das Trapez. Die Mafzahl fiir den Flicheninhalt
eines Trapezes ist gleich dem halben Producte aus der

Mafzahl der Summe der Parallelseiten und der MaBzahl
der Hohe.

Folgt aus §. 122 und §. 145.
Sind @ und b die Mafizahlen der zwei Parallelseiten, 2 die MaB-
zahl der Hohe eines Trapezes und f der Flicheninhalt, so hat man

f @t 0
e
Daraus folgt (¢ 4+ b). h = 2f, daher A — > j‘fb, oder
S e e e o
hi=f: —5—

Wie findet man aus der Fliche, der Hohe und einer der Parallel-
seiten die zweite Parallelseite eines Trapezes?

§. 148. Aufgaben.
1. Berechne den Flicheninhalt folgender Trapeze:
a) Parallelseiten 36 m und 27 m, Hohe 18 m;
b) 2 3'56 m und 2°8 m, Hohe 1°6 m;
c) 2 2m b dn 4 cmund 5 m 3 dn 9 c¢cm, Hohe 4 m 2 dm 8 cm.

. In einem Trapeze, dessen Flacheninhalt 1881 m? betragt, sind die Parallel-

seiten 53 m und 4% m; wie grof} ist die Hohe?

3. Ein Trapez ist flaichengleich mit einem Quadrate, dessen Seite 2'5 m betragt;
die Hohe des Trapezes ist 1°2 m, eine Parallelseite 1°'6 m; wie grof ist die
andere Parallelseite?

4. In einem trapezformigen Garten betragen die Parallelseiten 58°4 m und
46°8 m, ihr Abstand ist 34°5 m; wie viel 1st der Garten wert, das Ar zu
50 K gerechnet?

5. Wie viel kostet die Pflasterung eines Hofes von der Form eines Trapezes
mit den Parallelseiten 27°6 m und 24°5 m, die 11°2 m voneinander abstehen,
wenn 1 m? Pflaster zu 63 K gerechnet wird?

6. Die Flache eines Trapezes ist 13°4725... m® die Hohe 2°4735... m, eine
der beiden Parallelseiten 4°2738... m; die zweite Parallelseite zu suchen.

§. 149. Das regelmiflige Vieleck. Die Mafizahl fiir den
Flicheninhalt eines regelmifBigen Vieleckes ist gleiceh
dem halben Producte aus den MafBzahlen des Umfanges
und des Abstandes des Mittelpunktes von einer Seite.

Folgt aus §. 123 und §. 145.

Bezeichnen a, r, » und f folgeweise die Mafizahlen fiir die Seite
eines regelmifigen n-Eckes, fiir den Abstand seines Mittelpunktes von
einer Seite, fiir den Umfang und den Flicheninhalt, so ist

o

' uTr na.r
und umgekehrt
2 27
a—_—ﬂﬁ.,u-—_—gj‘é,rz_iunda— f.
n r ) nr

Molnik-Spielmann, Geom. Formenl. u. Anfansgr. d. Geom. f. Realsch. 6
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Der Abstand des Mittelpunktes von einer Seite kann nicht will-
kiirlich angenommen werden, er hingt auf eine ganz bestimmte Weise
von der Linge der Seite ab. Um ndmlich die Mafizahl fiir den Abstand
des Mittelpunktes von einer Seite zu finden, muss man, wie hier nicht
bewiesen wird, die Mafzahl der gegebenen Seite

in einem gleichseitigen Dreiecke mit 0-28868.. .,

ey Quadrate ,, 0°50000,

3 »  regelmifBigen Fiinfecke , 0°68819...,
W = dechseeke: - - (0°86603.- .,
T ; Achtecke , 1°20711...,
9 9 9 Zehnecke 15 1:D3084 -
» 2 2 Zwblfecke e 188603 .

multiplicieren.

§. 150. Aufgaben.

1. Wie grofy ist in jedem der eben angefihrten regelmifigen Vielecke a) der
Umfang, 6) der Abstand des Mittelpunktes von einer Seite, ¢/ der Flichen-
inhalt, wenn eine Seite 12°'54 c¢m betrigt?

2. Der Umfang eines regelmifigen Fiinfeckes ist 21°5 dm; wie groff 1st der
Fliacheninhalt ? :

8. Eis soll eine regelmiflige achtseitige Laube, deren Seite 2 m lang ist, aus-
gesteckt werden; wie grof} ist der dazu erforderliche Flichenraum?

§. 151. Das unregelmillige Vieleck. Den Flicheninhalt
eines unregelméfBigen Vieleckes kann man vorziiglich auf
folgende zwei Arten bestimmen:

a) Man zerlegt das Vieleck durch Diagonalen in Dreiecke, berechnet
jedes derselben und addiert alle Dreiecksflichen.

- b) Man zieht die lingste Diagonale des Vieleckes und fiillt darauf
von allen iibrigen Eckpunkten Senkrechte; dadurch zerfiillt das Vieleck
in lauter rechtwinklige Dreiecke und Trapeze, aus denen der Flichen-
inhalt berechnet werden kann. Dabei werden die Senkrechten als Grund-
linien der Dreiecke oder als parallele Seiten der Trapeze, die Abschnitte
der Diagonale als Hohen betrachtet.

§. 152. Aufgaben.

Man berechne die Flicheninhalte folgender Vielecke:

1.*) In dem Vielecke A BCD EFG (Fig. 130) ist gegeben: BG = 39 m, BE =
42°'5 m; CD = :381"5-m; GE = 39'5.m, Aa =:11"6m; Cc:=519"7 m,
Ee = 12°1 m, Bb = 35°4 m, Ff = 16°4 m.

*) Bei den Berechnungen der einzelnen Flichen in den Aufgaben 1 und 2
kommt bei jeder Flache die Division durch 2 vor; welcher Rechnungsvortheil ist
moglich ?
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2. In dem Vielecke ABCD EFG HJ (Fig. 181) ist gegeben: Bb = 60°5 m,
Cc = 57'2m, Dd = 46 m, Ff = 52°'3 m, Gg = 12°1 m, Hh = 17°1 m,
Ji=63"4m; ferner A: = 9°1 m, ih = 29°2 m, hd = 22°1 m, bg = 3'1 m,
gc = 19°2 m, ¢f = 15°4 m, fd = 16'8 m, dE = 34°8 m.

Fig. 130. Fig. 131.

2. Ausmessung des Kreises.

§. 153. Umfang eines Kreises. Das einem Kreise eingeschriebene
regelmifige Sechseck hat einen kleineren, das umgeschriebene regel-
mifige Sechseck einen grofleren Umfang als der Kreis. Bestimmt man
daher die Umfinge dieser Sechsecke, so erhilt man zwei Werte, zwischen
denen die Peripherie des Kreises liegt. Noch enger wird die Peripherie
durch die Umfinge der dem Kreise ein- und umgeschriebenen 12-, 24-,
48ecke, u. s. w., eingeschlossen. So findet man bei fortgesetzter Ver-
dopplung der Seitenanzahl:

Umfang des eingeschr. regelm. 3072eckes 55 7 5 05 5 Pt 8
: , umgeschr. . % SIAIB9% kLK d,

wenn d die Linge des Durchmessers bedeutet.

Welche Grenzen fiir die Peripherie liefern das einem Kreise eingeschriebene
regelmiafige Sechseck und das umgeschriebene Quadrat?

Da nun die Peripherie des Kreises immer zwischen den Umfiingen
der ein- und der umgeschriebenen Vielecke liegt, so miissen die Decimal-
stellen, in welchen die Umfinge des ein- und des umgeschriebenen
3072eckes iibereinstimmen, nothwendig auch fiir die Peripherie des
Kreises gelten. Man hat daher auf 5 Decimalstellen genau

Peripherie des Kreises — 3:14159.. X d.

Die Zahl 3-14159. . ., mit welcher man den Durchmesser eines Kreises
multiplicieren muss, um die Peripherie zu erhalten, heiflt die Ludol-
phische Zahl, da sie von Ludolph van Ceulen auf eine grifiere Zahl
von Decimalstellen berechnet wurde, und wird mit dem griechischen
Buchstaben & bezeichnet. Sie ist die Verhiiltniszahl zwischen dem Kreis-
umfang und dem Durchmesser. Sie ldsst sich nicht durch einen endlichen

6‘&‘

I
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Decimalbrueh genau ausdriicken, kann aber mit jedem Grade der
Anniherung bestimmt werden. In Rechnungen, welche keine grofe
Genauigkeit erfordern, ist der Niherungswert # — 3-14 oder = — 3}
ausreichend.

Bezeichnen d, » und p folgeweise die Mafizahlen des Durchmessers,
des Halbmessers und der Peripherie eines Kreises, so ist nach dem
Vorhergehenden

p — dx oder p — 27z, daher
d="und r = £ oder »r = £ : .
4 271 - 2

1) Die Peripherie eines Kreises ist gleich dem Durech-

messer oder dem doppelten Halbmesser multipliciert
mit der Ludolphisehen Zahl

2) Der Durchmesser eines Kreises ist gleich der Peri-
pherie dividiert durch die Ludolphische Zahl

3) Der Halbmesser eines Kreises ist gleich der Peri-
pherie dividiert durch die doppelte Ludolphische

Zahl, oder gleich der halben Peripherie dividiert
durch die Ludolphische Zahl

Sind 2 und p die Peripherien zweier Kreise mit den Radien 2 und »,
so ist P=2Rn, p=2ra, mthmn P:p=2Rn:2ra=R:7r;d h

Die Peripherien zweier Kreise verhalten sich wie
ihre Radien.

§. 154. Aufgaben.

1. Der Halbmesser eines Kreises ist 13 m; wie grof ist die Peripherie?

p = 3°1416... X 26
62

6283,
1885,
81°68...
p = 81°68... m = 81 m 6 dm 8... cm.

2. Der Durchmesser d eines Kreises ist a) 5°8 m, b) 3°85 m, ¢) 5 m 8 dm 3 cm,
d) 2°8743... m; wie grof ist die Peripherie? (x = 8°1416...).

3. Wie groff ist der Umfang p eines Kreises, dessen Halbmesser r a) 2 m,
)88 dni, &) I1D e, i) 8 4792 7 m '18t?

4, Wie grof} ist @) der Durchmesser, /) der Halbmesser eines Kreises, dessen
Peripherie 20 m betragt?

5. Wie grof ist r fur
a)p =2°6'm, b) p = 13195 dm, ¢) p = 18 m 3 dm 4’69 cm?

6. Der Minutenzeiger einer Uhr ist 14 c¢m lang; welche Lange hat der Weg,

den seine Spitze in einer Stunde beschreibt?
. Der Umfang eines Baumes ist 8 dm 6 cm; wie groff ist der Durchmesser?

S |



85

8. Man will einen kreisrunden Tisch fiir 8 Personen machen; wie grof wird
man den Durchmesser dazu nehmen, wenn man auf eine Person 8 dm des
Umfanges rechnet? |

9. Jeder Grad des Erdiaquators ist 15 geographische Meilen lang; wie grof ist
a) der Umfang, &) der Halbmesser des Aquators?

10. Ein Erdglobus hat 6 dm im Durchmesser; welche Lange hat daran der Aquator‘?’

11. Ein Wagenrad, dessen Durchmesser 1°1 m betrigt, hat auf einer zuriick-
gelegten Strecke 240 Umlaufe gemacht; wie lang war die Strecke?

12. An einem Wagen hat jedes ,Vorderrad 1 m, und jedes Hinterrad 1°'4 m
Durchmesser; wie viele Umlaufe hat jedes Rad gemacht, wenn der Wagen
eine Strecke von 1 km zurickgelegt hat?

13. Welchen Durchmesser hat ein Locomotivrad, das sich auf einem Schienen-
wege von 990 m 315mal umdreht?

14. Der Durchmesser der Winde bei einem Brunnen ist 37 cm; wie tief ist
der Brunnen, wenn das Seil, das bis auf den Boden reicht, 12mal um die
Winde geht?

§- 155. Li3nge eines Kreisbogens. Da der Umfang eines

Qr:

Kreises 2»z ist, so ist die Linge eines Bogengrades S 180, hat ein
Bogen m Bogengrade, so ist seine Linge (b) im Lingenmall b = T;g”.
Da mithin »7mm = 180 b ist, so erhilt man r = lj?nb und m = lf?rb.

Aufgaben.
1. Bestimme die Bogenlinge von a) 56° &) 120°% ¢) 270° in einem Krelse vom

Halbmesser 1 m.

2. Der Durchmesser eines Kreises ist a) 1 m, 5) 2 m, ¢) 8 m; welche Linge
hat in jedem dieser Kreise ein Bogen von 60°?

3. Ein Bogen von 48° hat 1°26 m Linge; wie grof ist der Halbmesser dieses

Kreises?
4. Welchen Durchmesser hat ein Kreis, in welchem ein Bogen von 15° a) 3 dm,

b) 7°5 dm, ¢) 25°2 dm, d) 4°5 cm, ¢) 8°6274... m lang 1st?
5. Wie viel Grade hat ein Bogen von 7°853 dm Linge, wenn der Kreisdurch-
messer 2 m lang ist?

Flicheninhalt eines Kreises und seiner Theile.

§. 156. Die MaBzahl fiir den Flicheninhalt eines
Kreises ist gleich dem halben Producte aus den Mab-
zahlen der Peripherie und des Halbmessers.

Folgt aus § 123 und § 145.

Bezeichnet f den Flicheninhalt und p die Peripherie eines Kreises,
dessen Halbmesser » 1st, so hat man

f= &
Da aber p = 2rm ist, so ist auch f= == oder,

f——: '7'2.7!,'.
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Man kann daher auch sagen:

Die Mafizahl fiir den Flicheninhalt eines Kreises ist
gleich der zweiten Potenz der Mafzahl des Halbmessers
multipliciert mit der Ludolphischen Zahl

Sind /' und f die Flichen zweier Kreise mit den Radien R und 7,
go 18t K Rix F—tar mghim V. f — E'geapyin - 207 d I

Die Fliachen zweier Kreise verhalten sich wie die
Quadrate ihren Radien.

Wie édndert sich a) die Peripherie, ) die Fliche eines Kreises, wenn der
Radius verdoppelt wird?

§.157. Den Flicheninhalt eines Kreisringes findet man,
indem man die Flidcheninhalte der beiden concentrischen Kreise, deren
Unterschied der Ring ist, berechnet und voneinander subtrahiert.

Sind £ und = die MaBzahlen der Halbmesser zweier concentrischer
Kreise und f der Flicheninhalt des von ihnen gebildeten Kreisringes,

80 hat man f:Rﬂgr — riy — (R2 — ?‘2).75, oder
f—R+r) (R —na.
§. 158. Die Maflzahl fiirden Flicheninhalteines Kreis-

ausschnittes ist gleich dem halben Producte aus den
MaBzahlen der Linge des Bogens und des Halbmessers.
Folgt aus §. 123 und §. 145.
Bezeichnet f den Flidcheninhalt eines Kreisausschnittes mit dem
Halbmesser » und der Bogenlinge b, so hat man

fzb'r, bt i

2 r b’

ik a0

oderb=—17: o und r—jf: -
Der Flicheninhalt eines Kreisausschnittes kann auch aus dem
Radius und dem Centriwinkel m berechnet werden; da b = legz, 80 1st

__Q_._?:___rﬂﬂm
f__ QO 260

Zusatz. Um den Flicheninhalt eines Kreisabschnittes
zu finden, berechnet man den Flicheninhalt des zugehorigen Kreis-
ausschnittes und subtrahiert davon den Inhalt des Dreieckes, um welches
der Ausschnitt grofer als der Abschnitt ist.

§. 159. Aufgaben.

1. Der Flacheninhalt eines Kreises zu suchen, wenn der Radius 8 dm ist.
31416050 X6
46
18849,
1256,
201°06. ..
= 201°08... dmt= 2. m* 1 'dm® 8...cm"
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2. In einem Kreise ist der Halbmesser a) 2°65 m, b)) 1 m 7 dm 8 c¢m, ¢) 85% dm,
d) 3°*4756... m; wie grof} ist der Flacheninhalt?

3. Wie grof8 1st der Flicheninhalt eines Kreises, dessen Durchmesser a) 15 m,
b) 5135 m, ¢) 8 dm 3 cm 4 mm, d) 8°473... dm betrigt?

4. Wie grof ist der Flicheninhalt eines Kreises, dessen Peripherie 24°41 cm
betragt?

5. Kne Scheibe hat 1 m 48 ¢m im Umfange; wie grof§ ist ihr Flicheninhalt?

6. Der Umfang eines Baumes ist 2% m; wie grof ist der Fliachenmhalt eines
Querschnittes?

7. Wie viel Menschen haben in einem kreisrunden Saale Platz, dessen Durch-
messer 14 m ist, wenn ein Mensch 17% dm® Raum einnimmt?

8. Wie grof 1st der Flacheninhalt eines Kreisringes, wenn die zwei concen-
trischen Kreise 5 m 6 dm und 4 m 4 dm zu Durchmessern haben?

9. Bestimme den Flicheninhalt eines Kreisringes, wenn die ihn einschliefenden
Kreisumfinge 315°8 mm und 410°5 mm betragen. |

10. Auf einer Schieflscheibe betragt der Durchmesser des inneren schwarzen
Kreises 015 m und die Breite des weilen Ringes 0°3 m; wie grof ist der
weife Ring?

11. Um einen kreisrunden Thurm von 32 m Umfang wird ein 3 m breiter Graben
gezogen ; welchen Flichenraum nimmt dieser ein?

12. Wie groB ist der Flacheninhalt eines Kreisausschnittes, wenn
a) der Halbmesser 5°8 m, der Bogen 8°2 m,
D) : O Yidm:= w J0°25 dm 1st?

13. Ein Kreisausschnitt von 23 c¢m Bogenlinge hat 161 ¢m? Flacheninhalt; wie
ogrof} ist der Halbmesser?

14. Der Halbmesser eines Kreises ist 4 m, ein Centriwinkel betragt 36°. Den
Fliacheninhalt des zugehorigen Kreisausschnittes zu berechnen.

15. Ein Kreisausschnitt mit dem Centriwinkel 57° 17‘ 43" hat 12 ¢m Halbmesser;
wie grof ist sein Flacheninhalt?

16. Ein Kreisausschnitt, dessen Halbmesser 6 c¢m ist, hat 41°357 ¢m® Flichen-
inhalt; wie grof ist der zugehorige Centriwinkel?

17. Einem Kreise, dessen Radius 2°7 m betragt, ist ein Quadrat eingeschrieben;
wie groff ist das durch eine Seite desselben abgeschnittene Segment?

XI. Ahnlichkeit der ebenen Figuren..

1. Geometrische Verhiiltnisse und Proportionen.

§. 160. Verhiéltnis zweier Strecken.

Unter dem Verhiltnis zweier Strecken versteht man das Verhéltnis
ihrer MaBzahlen, wenn beide durch dieselbe Lingeneinheit gemessen
werden. Ist z. B. a =5 dm, b = 2 dm, 8o verhalten sich diese beiden
Strecken wie 5 : 2.

Als Mafieinheit kann jede beliebige Strecke genommen werden.

I Fig: 132 86 4B 08 = 322 amd
=G =—=332
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‘Die Verhiltnisse AB:CD und EF:GH sind daher einander
gleich, und geben die Proportion AB: CD = EF:GH. Man sagt
die Strecken 4 B und C'D sind den Strecken £ F und G H proportional ;
G H heifit die vierte Proportionale zu A B, CD und EF. |

By ) G ; {H

Eine Proportion, in welcher die inneren Glieder gleich sind, z. B.
a:b=>b:c, heifteine stetige Proportion. b heifit die mittlere
geometrische Proportionale zwischen a und ¢ und ¢ die dritte
stetige Proportionale zu ¢ und 4. Dass b die mittlere stetige
Proportionale zu a und ¢ ist, kann auch durch die Gleichung 5% = ac
ausgedriickt werden.

Bilden die Strecken a, b, ¢, d die Proportion a: b = ¢ : d, so ist
ad = bc; d. h. das Rechteck aus den #duBeren Gliedern der Proportion
18t dem Rechteck aus den inneren Gliedern flichengleich.

Ist eme Strecke b die mittlere geometrische Proportionale zwischen
den Strecken a und ¢, so ist 6°=ac, d. h. das Quadrat aus der
Strecke b 1st dem Rechteck aus den beiden anderen Strecken fliichengleich.

8. 161. Es seien auf dem Schenkel A4Z des Winkels 4 die

gleichen Theile A B, B (|, C'D, D E aufgetragen und gegen den anderen

Schenkel die Parallelen «, b, ¢, d, ¢ durch die

Theilungspunkte gezogen. Verschiebt man die

Figur lings AF bis 4 nach B gelangt, so fillt

/F jeder der Punkte B, |, D... auf den folgenden,

n 4 jede der Parallelen a, b, ¢ auf die folgende, die

Y Geraden m, n, o, p kommen in die neuen Lagen

| m, n, o, p auf der Parallelen BG. Aus den ent-
4/ 1mn o] G standenen Parallelogrammen ergibt sich

'n | o
b le

Fig. 133.

m=mn, n = 0, 0= p,

oder m = n = 0 — p. Es gilt der Satz:

SN

€

Trigt man auf einem Schenkel eines Winkels gleiche
Theile auf und zieht durchdieTheilungspunkte Parallele
gegen den anderen Schenkel, so werden auf diesem
ebenso viele gleiche Theile abgeschnitten.

§.162.. Eine gegebene Strecke A B (Fig. 134) in mehrere,
7. . B. in finf gleiche Theile zu theilen.
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a) Man zieht durch den einen Endpunkt 4 unter einem beliebigen
Winkel einen Strahl 4 X, trigt darauf fiinf gleiche Strecken von
beliebiger Grifie bis C auf, verbindet C
mit dem zweiten Endpunkte B und zieht

durch die iibrigen Theilungspunkte von
A C Parallele mit BC' gegen A B.

Fig. 135.

Fig. 134.

b) Um das Ziehen der vielen Parallelen zu vermeiden, lege man
an AB (Fig.135) durch 4 die beliebige Gerade AC, und durch B die
Gerade BD || AC, trage sowohl auf AC, als auf BD 4 gleiche Theile
auf, und ziehe durch die Theilungspunkte die Strecken KM, FL, G K,
H.J; diese theilen 4 B 1n fiinf gleiche Theile.

Der Parallelismus der Geraden HJ, G K, F L etc. folgt aus §. 91.

§. 163. Lehrsatz. Zieht man in einem Dreiecke mit
einer Seite eine Parallele, so werden 1. die beiden
anderen Seiten proportional getheilt, 2. die Seiten des
abgeschnittenen Dreieckes sind den gleichliegenden
Seiten des Dreieckes proportional

Beweis. Es sei in dem Dreiecke A B(
(Fig. 136) DE || AB und Ca ein MaB, das in
A D 2mal, in DC 3mal enthalten sei. Zieht man
durch die Theilungspunkte von A (' Parallele zu
A B und C'B, so werden durch diese auch C'B
und AB in je D gleiche Theile getheilt, und
zwar 1st jeder Theil von C'B gleich C'6 und jeder
Theil von A B gleich ab; DX aber wird in 3
oleiche Theile getheilt, deren jeder gleich ab ist, da Parallele zwischen
Parallelen gleich sind. Man hat also:

1, ADPDOC="2:3"0d B £C—=2-3" daher

AP DO = HEEC,
2. AC:-D(C=5:3mmd BC: L(C =—=5:3 AB: DE —5:3; demnach:
A BNl (D2 BG: EC.

Fig. 136.
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Umgekehrt: Wird ein Dreieck durch eine Transversale so ge-
schnitten, dass eine der obigen Proportionen stattfindet, so ist die Trans-
versale mit der nicht geschnittenen Dreieckseite parallel.

| §. 164. o) Eine gegebene Strecke
Fig. 197. AC (Fig. 137) nach einem gegebenen
Verhédltnisse, z. B. 3 : 2, zu theilen.
Man lege durch A4 den willkiirlichen
Strahl AE, trage auf demselben von 4 bis D 3,
von D bis B 2 gleiche Strecken auf und ziehe
EC. Macht man dann DB || EC, so ist
AC im Punkte B nach dem Verhiltnisse
3 : 2 gethellt.
b) Mehrere Strecken nach einem

cegebenenVerhdltnisse zu verkleinern

oder zu vergrofern.
Um die gegebenen Strecken

Fig. 138.
L . 04, OB, OC (Fig. 138) z. B. in dem
7 ¥ oo C' Verhiltnis 4 : 3 zu verkleinern, ziehe
' ! it L man eine Gerade PQ, trage von P
A" B bis S 4 gleiche Theile auf; in den
bt : Punkten 2 und § errichte man die
et e Senkrechten 7' und SV, trage auf
st bkl = SV die gegebenen Strecken von S
g L , g Dbis 4, B', (" auf, und ziehe durch
R S : i
den Punkt P und die Punkte A4’

B, (" gerade Linien, welche R7 in 4", B", C" treffen; die Geraden
RA" RB", RC" sind dann die gesuchten verhiiltnismiBig verkleinerten
Strecken. |

Wiren die gegebenen Strecken in dem Verhiiltnisse 3 : 4 zu ver-
groflern, so wiirde man sie auf BT auftragen; auf SV erhielte man
dann die verhiltnismifig vergriofierten Strecken.

Dieselbe Construction ist natiirlich auch anwendbar, wenn nur
eine Strecke O4 nach einem gegebenen Verhiltnis zu vergroBern oder

zu verkleinern ist.
§ 165. Zudrei gegebenen Strecken a, b, ¢ (Fig. 137) die
vierte Proportionale zu finden.

Auflosung. Construiere einen beliebigen Winkel 4, schneide
auf dessen Schenkeln AB — a, AC = b, AD — ¢ ab, und ziehe
GBIl BD., Dann ist.AB: AC — AD: A FE. oder:ia:b— ¢: 485,

Ist ¢ = b, so ist AE die dritte stetige Proportionale zu « und b.
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§. 166. Eine gegebene Strecke in mehrere gleiche
Theile zu theilen.

Man errichte auf der zu theilenden Strecke Higes AD9.
AB (Fig. 139) in den Endpunkten die Senkrechten & )
AC und BD, trage auf jede z. B. 10 gleich grofe %
Theile bis €' und D auf und ziehe durch je zwei
zusammengehorige Theilungspunkte eine Gerade. //
Zieht man nun die Transversale 4D, so ist ab £
der 10te Theil von AB, cd ist &, ef &, u. 8. w. %
von der Strecke AB. q B

§. 167%. Eq ist die Linge der Strecke ab (Fig. 140) anzugeben
wenn AFE — 1 m ist.

Ein Maﬁstab, auf welchem die iiblichen Liangeneinheiten nicht in ihrer wirk-
lichen Grofe sondern verkleinert aufgetragen sind, heifft ein verjingter MaBstab.

Fig. 140 stellt einen verjiingten Transversalma@stab dar. Es ist ein tausendtheiliger,
wenn A ' auf der Strecke 4 X zehnmal aufgetragen wird.

R o

Fig. 140.
C 80 60 40 20 o 100 200 300
mlz ;
a 2 b )
: )
; )
5 |
6
HERIA /
3 )
| : i\
A GE X

§. 168. Ubungsaufgaben.

1. Construiere einen verjiingten tausendtheiligen Magstab, auf welchem 2 cm
der natirlichen Grofle 1 dm vorstellen.
2. Trage mit Hilfe dieses MaBstabes auf einer Geraden eine Strecke von 3 dm,
2 dn 8 em, 1 dmn 7 ¢cm 5 mm, 239 mm, 304 mm auf.
. Zeichne mit den Seiten 21 ¢m, 18 e¢m und 16 ¢m ein Dreieck.
. Zeichne mit der Seite 145 mm ein Quadrat.
Ziehe drei Strecken und bestimme nach dem obigen Mafstabe, wie viel Milli-
- meter jede enthilt.
6. Zeichne ein 4-, 5-, 6 seitiges Vieleck und bestimme dessen Umfang. _
7. Zwel Strecken verhalten sich wie 3 : 4, die erste ist 126 mm lang; zeichne
die beiden Strecken.
8. Gegeben sind vier ungleiche Strecken; man soll sie @) in dem Verhidltnisse
3 : b vergrofjern; b) in dem Verhiltnisse 5 : 3 verkleinern. |

U B @
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9. Auf einem Katastralplane betrigt eine Strecke 5°7 cm; wie grof ist die
natiirliche Lange derselben, @) wenn 1 c¢m der Zeichnung zu 30 m ange-
nommen wird, &) wenn sich die Mafe des Planes zu den natiirlichen Lingen-
mafen wie 1 : 2500 verhalten?

10. Welche Lange wird eine Strecke, welche in der Wirklichkeit 648 m misst,
in der Zeichnung erhalten, wenn die Lingenmafe 1im Verhiltnisse 1 : 7500
der natiirlichen Grofle gezeichnet werden sollen?

11. Zu einer Seite eines gegebenen Dreieckes eine Parallele zu ziehen, welche
3 jener Seite 1st.

2. Ahnlichkeit der Dreiecke.

Fig. 141. §. 169. Zwei RaumgriBen heiBen #hnlich,
C wenn sie dieselbe Gestalt besitzen.

Um die Bedingungen zu erkennen, welche

die Bestandstiicke #dhnlicher Dreiecke erfiillen

@ b miissen, werde die Seite 4 B des /\ A B (' parallel

/ \ zu sich selbst verschoben; dadurch indert sich

8 jur die Grofe des Dreieckes A BC, nicht aber die

Gestalt; in jeder Lage von 4B ist also /A a Cb dhnlich (V) mit

ACB.*) Nun sind die Winkel beider Dreiecke gleich und die den

gleichen Winkeln gegeniiberliegenden Seiten nach §. 163 proportional.
Es ergibt sich also der Satz:

Die Winkel #dhnlicher Dreiecke sind paarweise
einander gleich und dieden gleichen Winkeln gegeniiber-
liegenden Seiten (d. i. die homologen Seiten) sind pro-
portional.

Die Seiten sind proportional heifit: Ist z. B. AB=ab.2, so muss auch
BO =46C.2"und 40 =a (.2 sem.

Umgekehrt: Sind die Winkel zweier Dreiecke paar-
welse gleich und die Seiten derselben proportional, so
sind die Dreiecke dhnlich.

Infolge des Zusammenhanges der Bestandstiicke eines Dreieckes
ist es aber fiir die Ahnlichkeit zweier Dreiecke nicht nothwendig, dass
alle diese Bedingungen als vorhanden erkannt werden, sondern es reicht
eine geringere Zahl derselben hin, aus welchen die andern sich von
selbst ergeben, dhnlich wie bei der Congruenz der Dreiecke. Darnach
unterscheidet man auch hier die Ahnlichkeitssitze der Dreiecke. Es
gibt vier, von welchen der erste der wichtigste ist.

*) Das Zeichen der Ahnlichkeit ist oo, ein liegendes s von similis, ahnlich.
Da congruente RaumgriéBen gleich und dhnlich sind, so vereinigt das Zeichen der
Congruenz (22) die Zeichen der Gleichheit und Ahnlichkeit.
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§. 1790. Zwei Dreiecke sind #ihnlich wenn indenselben
alle drei Winkel paarweise gleich sind.

Voraussetzung. Es sei in den Dreiecken A BC und DEF
(Fig. 142) der Winkel A —= D, B = E und daher C' = F.

Behauptung. A ABC oo DEPF.

Beweis. Man schneide von der Fig. 142.

Seite 4 (' ein Stiick C'G' ab, welches der C F
Seite D F' gleich ist, und ziehe G H || A B; '
danmist A\ A BC O GHC (§.169). Das
letztere Dreieck G H(' ist nun mit D E F
congruent, denn es ist CG = DF, der
Winkel G — D, weil beide dem Winkel <1 B

A gleich sind, und der Winkel C'= F.

Wenn aber das Dreieck A B (' mit G H (' dhnlich, und GHC mit DEF
congruent ist, so muss auch A\ ABC o0 DEF sein.

Da in zwel Dreiecken, welche zwei Winkel paarweise gleich
haben, auch die dritten Winkel gleich sein miissen, so kann man schon
aus der Gleichheit zweier Winkel in zwei Dreiecken auf die Ahnlichkeit
derselben schlieflen.

8. 171. a) Uber einer Strecke DE (Fig. 142) ein Dreieck
zu construieren, welches mit einem gegebenen Dreiecke
ABC dhnlich ist;, wenn DE die homologe Seite zu 4B ist.

Man trage in D den Winkel EDF — BAC und in £ den Winkel
DEF — ABC auf; ihre Schenkel schneiden sich im Punkte /' und
es ist A\ DEF oo ABC.

b) Zu einem Dreiecke ein #hnliches zu construieren, so dass die
Seiten des gegebenen Dreieckes im Verhiltnis 4 : 3 vergrofiert erscheinen.

c) Zu emem gegebenen Dreieck ein ihnliches zu construieren, so
dass die Seiten im Verhiltnis 3 : 5 verkleinert werden.

d) In einem Dreieck sind die Seiten 38 cm, 32 cm, 28 cm; wie
orof sind die Seiten eines iihnlichen Dreieckes, wenn das Verhéltnis
der gleichliegenden Seiten a) 4: 3, ) 2:5 ist?

3. Anwendungen der Ahnlichkeit der Dreiecke.

§. 172. Fillt man in einem rechtwinkligen Dreiecke
die Hohe auf die Hypotenuse, so ist 1. jede Kathete d1e
mittlere Proportionale zwischen der ganzen Hypotenuse
und dem ihr anliegenden Abschnitte derselben; 2. die
Hohe die mittlere Proportionale zwischen den beiden
Abschnitten der Hypotenuse.
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Jedes der Dreiecke ABC, ABD und
ACD enthilt dieselben Winkel m, n, R,
folglich sind sie paarweise dhnlich.

A\ ABC 0O ABD. Daherista:c=c:g.
0 A\ ABC 0 ACD. b D D
A\ ABD O ACD. o Q= B,

§. 1793. Wenn man die Endpunkte eines Durchmessers mit einem
Punkte der Peripberie durch Sehnen verbindet, so entsteht ein recht-
winkliges Dreieck. Aus §. 172 ergibt sich daher:

Zieht man von einem Punkte einer Kreislinie Sehnen
zu den Endpunkten eines Durchmessers und die Senk-
rechte auf diesen, so ist 1. jede Sehne die mittlere Pro-
portionale zwischen dem ganzen Durchmesser und dem
jener Sehne anliegenden Abschnitte desselben; 2. die
Senkrechte die mittlere Proportionale zwischen den bei-
den Abschnitten des Durchmessers.

§. 174. Schneiden siech zwei Sehnen eines Kreises
innerhalb desselben, so bilden die Abschnitte der einen
Sehne die 4duBleren, die Abschnitte der andern die
inneren Glieder einer Proportion.

Zieht man (Fig.144) die StreckenRS’ und R'S, so ist AMRS'COMR'S,
da <C R = R’ (§. 80, 1) und die Winkel bei M ebenfalls gleich sind;
daher MR : M S = MR‘ MS.

Fig. 144. Fig. 145.

M

§. 1795. Zieht man von einem Punkte auflerhalb eines
Kreises zu diesem zwei Secanten, so bilden die eine
Secante und ihrduBerer Abschnitt die Aaufieren, dieandere
Secante und ihr #uflerer Abschnitt die inneren Glieder
einer Proportion.

~ Zieht man (Fig. 145) die Strecken RS und R'S, so ist Winkel
v = R, gL M = M, daher \ MRS 0o MRS, und folglich
MR:MS‘ = MR’:MS. , |
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§. 1796. Dreht man die Secante MR’ (Fig. 145) um den Punkt
M so weit, dass aus derselben die Tangente MT (Fig. 146) wird,
so ist MS'= MR'—= MT uwnd MR: MT = MT: MS.

Ziieht man von einem Punkte aufier- Fig. 146. M
halb eines Kreises zu diesem eine Secante
und eine Tangente, so ist die Tangente
die mittlere Proportionale zwischen der
ganzen Secante und ihrem #HuBeren Ab-
schnitte.

§. 177. Zu zwel gegebenen Streckem a und b die
mittlere geometrische Proportionale zu
construieren.

Man mache (Fig. 147) AD = a, DB = b, -
beschreibe iiber 4B einen Halbkreis und errichte /—\
DC | AB, so ist D(C die mittlere Proportionale /

zwischen 4D und DB (§. 173, 2). A D{} B

Fig. 147.

4. Ahnlichkeit der Vielecke.

§. 1798. a) Zwei Vielecke sind idhnlich, wenn sie aus gleich
vielen paarweise #hnlichen Dreiecken in iibereinstimmender Weise zu-

sammengesetzt sind. |
Ist (Fig. 148) ABC oo FGH, Fig. 148.

ACD oo FHJ, ADE oo FJK, V/j
so ist ABCDE oo FGHJK. L '
Mithin sind in #hnlichen Viel-

ecken die Winkel paarweise gleich
und je zwei einander entsprechende
Seiten (Diagonalen) haben dasselbe 4

Verhiiltnis.
Regelmiifige Vielecke von gleicher Seitenzahl sind #hnlich.

b) Umgekehrt gilt auch der Satz: Ahnliche Polygone werden
durch gleichliegende Diagonalen in #hnliche Dreiecke zerlegt.

Fig. 149.

B

§. 179. Aufgaben.

1. Uber einer Strecke m ein Polygon zu construieren,
das einem gegebenen Polygon ahnlich 1st.

a) Es se1 (Fig. 149) ABCDFE das gegebene
Polygon und m die zu A B homologe Seite. Man
ziehe die Diagonalen von 4 aus, mache AB‘=m
und construiere B‘C‘ || BC, C'D* | CD,
D'E'|DE; damnist AB'C‘'D'E°© ABCDE
(§. 178a).
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b)

Zu ABCDE (Fig. 149) ein dhnliches Polygon zu zeichnen, wenn das Ver-
haltnis der Seiten 5 : 3 ist.

Man bestimme in der Seite 4 B den Punkt B’ so, dass 4B : A B’ =
5 : 3 18t und verfahre wie unter a).

Diese Aufgabe kann noch in anderer Weise gelost werden.

Man verbinde die Eckpunkte des gegebenen Polygones mit dem be-
liebig gewihlten Punkte S (Fig. 150a), theile 4.5 in a nach dem gegebenen
Verhiltnis (z. B, S4 : Sa = 2 : 1) und =ziehe ab || AB, bc || BC, cd
| €D ete. Dann ist abcde o ABCD E. Oder man verbinde S (Fig. 150 b)
mit den Eckpunkten des gegebenen Polygones, verlingere 4.5 und mache
Sa = 3 SA und verfahre jetzt wie frither. Dann ist abcde & ABCD E.

Fig. 150 a. Fig. 150 0.
D D
AL 3 ¢ E
C C = .:S' a
A | ‘Z‘ A e
' | b
B B

In beiden Fallen heift der Punkt S der Ahnlichkeitspunkt der
beiden Polygone. In Fig. 150a ist er ein duflerer in Fig. 150b ein innerer.
Im ersten Falle sind die Seiten der dhnlichen Polygone parallel und gleich
gerichtet, im zweiten parallel und entgegengesetzt gerichtet. Die darge-
stellte Lage der Polygone heift die perspectivische. Ahnliche Polygone
lassén sich immer in die perspectivische Lage bringen.

Bei zwei ahnlichen und perspectivisch liegenden reguliren Vielecken
liegt der innere Ahnlichkeitspunkt auf der Verbindungslinie der Mittelpunkte
der beiden Vielecke, der duflere auf der Verlingerung dieser Strecke.

Ziwei Kreise sind immer ahnlich und perspectivisch liegend ; sie haben

: 5 sowohl einen duferen als auch eimen

Fig. 151. inneren Ahnlichkeitspunkt. Der erste

liegt auf der Verlingerung der Cen-

N trale, der zweite in der Centrale

_ selbst. Auferdem liegen sie in der

Hvs 0 _4 Verbindungslinie der Endpunkte
oA zweier paralleler Radien, welche

fir den auBeren Ahnlichkeitspunkt
gleich gerichtet, fiir den mmneren ent-
gegengesetzt gerichtet sind.(Fig.151.)

2. Zeichne zwei ahnliche Vierecke, deren Seiten sich wie 2 : 5 verhalten.
3. Zeichne ein beliebiges Finfeck und construiere nach dem Seitenverhaltnisse

a)

4 :3,b6) 3 :5 ein thm dhnliches Finfeck so, dass beide einen Winkel ge-

meinschaftlich haben.
4, Zu eimmem gegebenen Vierecke ein ihm @hnliches perspectivisch liegendes Vier-
eck zu construieren, wenn ein Eckpunkt desselben und der Ahnlichkeitspunkt

gegeben sind.



97

2. Umfangs- und Flichenverhiltnisse ihnlicher Figuren.

§. 180. Wenn jede Seite eines Vieleckes 2mal, 3mal, 4mal so
grofl ist, als die gleichliegende Seite eines iihnlichen Vieleckes, so wird
auch die Summe aller Seiten, d. i. der Umfang des ersten Vieleckes,
2mal, 3mal, 4mal so grof sein als der Umfang des zweiten Vieleckes.

Die Umfinge dhnlicher Vielecke verhalten sich also
wie je zwel gleichliegende Seiten.

§. 181. Die Flidcheninhalte zweier dhnlicher Dreiecke
verhalten sich wie die Quadrate ihrer gleichliegenden
Seiten.

Beweis. Es seien (Fig. 152) ABC und Fig. 152.

a b C zwei iihnliche Dreiecke, deren gleichliegende
Seiten sich wie 5 : 3 verhalten. Theilt man A4 C
in 5 gleiche Theile, von denen auf aC' 3 kommen,
und zieht durch die Theilungspunkte von A4C
Parallele mit A B und BC, durch die auf B(C
Parallele mit A C, so zerfallen die gegebenen Drei- SN
ecke in lauter congruente Dreiecke, und zwar ist /¢+~=e
v 2l

NABC =26 mnC, /\ abl — 9 mna(, daherA
ABC :abll:— 25 9.

Dasselbe Verhiltnis 25 : 9 haben aber auch die Quadrate zweier

oleichliegender Seiten.

§.182. Die Flicheninhalte zweier &hnlicher Vielecke
verhalten sich wie die Quadrate ihrer gleichliegenden
Selten.

Denn zerlegt man zwei dhnliche Vielecke, deren Seiten sich z. B.
wie D : 3 verhalten, durch gleichliegende Diagonalen in Dreiecke, so
verhalten sich nach §. 181 je zwei gleichliegende Dreiecke der beiden
Vielecke wie 20 : 9; es miissen sich demnach auch die Summen aller
dieser Dreiecke d. i. die beiden Vielecke selbst wie 25 : 9 verhalten.

Wird daher eine in der Wirklichkeit aufgenommene Figur im ver-
jitingten Mafie auf dem Papier dargestellt, so dass jede Strecke auf dem
Papier nur %, %, 75, ... von der wirklich gemessenen Liinge betrigt, so
ist der Flicheninhalt der Figur auf dem Papier %, 55 15 ... von dem
Fliicheninhalte der Figur in der wahren Grifle.

S. 183. Ubungsaufgaben.

1. Ein Sechseck ist gegeben; zeichne ein ihm #hnliches Sechseck, dessen Um-

fang die Halfte von dem Umfange des gegebenen ist.
9 Das Verhialtnis der Seiten zweier Dreiecke 18t 5 : 4, der Umfang des ersten

ist 55 cm; wie grof ist der Umifang des zweiten?

Moénik-Spielmann, Geom. Formenl. u. Anfangsgr. d. Geom. f. Realsch. 7
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3. In zwei ahnlichen Dreiecken betragen zweil gleichliegende Seiten 0°24 m
und 0°'4 m, der Umfang des ersten i1st 0°63 m; wie grof i1st der Umfang des
zwelten ?

4. Der Umfang eines Dreieckes betrigt 4°37 m; die Seiten emes ithm &dhnlichen
Dreieckes sind 4°55 m, 4°445 m und 6°3 m; wie grof sind die Seiten des
ersten Dreleckes?

5. Die Seiten zweler Quadrate sind 2°4 dm und 3°6 dm; wie verhalten sich ihre
Flacheninhalte ?

6. Die Seiten zweler ahnlicher Dreiecke verhalten sich wie 4 : 5; die Fliche
des ersten Dreieckes ist 8 m?; wie groff ist die Fliache- des zweiten?

7. Der Fliacheninhalt eines Dreieckes, dessen eine Seite 4 ¢m ist, betrigt 12 em?;
wie grof 1st der Flacheninhalt eines ahnlichen Dreieckes, in welchem die ent-
sprechende Seite 15 ¢m betriagt?

8. Kin gegebenes Dreieck von eimem Eckpunkte aus in drei Theile zu theilen,
welche sich wie 2 : 3 : 4 verhalten.

9. Die Umtange zweier ahnlicher Vielecke sind: 23°52 e¢m und 17°84 em; wie
verhalten sich ihre Flacheninhalte?

10. In einem Bauplane, in welchem 4 cm des gewiahlten Mafstabes 3 m vorstellen
sollen, betriagt der Flacheninhalt des Grundrisses 5 dm? 20 ¢m®; wie grof ist
die wirkliche Baufliche?

11. Auf einer Landkarte sind die natiirlichen Léngen in dem Verhéiltnisse
1 : 250.000, auf einer zweiten in dem Verhéaltnisse 1 : 50.000 dargestellt;

welche Fliche nimmt auf der ersten Karte ein Land ein, das auf der zweiten
eine Fliche von 1°6 dm* hat?

XII. Anwendung der Algebra auf die Geometrie.

§. 184. Geometrische Bedeutung algebraischer Formeln.

1. a, b, ¢, d seien die Mafizahlen von Strecken, (a = b, ¢ = d);
die geometrische Bedeutung der Ausdriicke a + b, a — b, ab, a?
(@a+b)c, (a+b)(c+d),(a+b)(c—d), (@a—b) (c+ d)(a—>b)
(¢ — d), (a + b)% (a — b)? anzugeben.

2. Die Richtigkeit nachstehender Gleichungen in geometrischer
Hinsicht zu priifen und die sich ergebenden Sitze auszusprechen:

a) ac+ bc= (a + b) ¢ (Fig. 153).

Fig. 153. b)we—be=—{(a—b)c.
a /A ¢c) (a4 b)*=a®-+ b2+ 2ab (Fig. 154).
d) (a —b)?=a®-+4 b>— 2.ab (Fig. 155).
4 e) (a +b)(a —b) = a?— b? (Fig. 156).
2 Die geometrische Darstellung der beiden ersten

‘Gleichungen bringt die Addition und Subftraction
zweler Rechtecke mit gleichen Grundlinien oder gleichen Hohen zur
Anschauung.
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IF1g. 154. Fig. 155. - Fig. 156. .

i@ | b

ey s
|
SX

a X |

§. 185. Arithmetischer Ausdruck fiir den Pythagoreischen

Lehrsatz.
Ist @ die MafBzahl der Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreieckes,

dessen Katheten die MaBzahlen & und ¢ haben, so sind a2 6% c? die
Mafzahlen der Inhalte der iiber den Seiten des Dreieckes errichteten
Quadrate. Somit erhiilt der Pythagoreische Lehrsatz, dessen Richtigkeit
im geometrischen Sinne in §. 124 bewiesen wurde, die Form:
at =bt = ¢,

Dies ist der arithmetisehe Ausdruck firden Pythagoreischen
Lehrsatz.

Aus a* = b® -+ c¢* folgt:

b2 — a? — ¢? und ¢? = a® — b2

“ Anwendungen des Pythagoreischen Lehrsatzes.

§. 186. Das rechtwinklige Dreieck. 1. Gegeben sind die
Katheten » und ¢ eines rechtwinkligen Dreieckes; man suche die

Hypotenuse a.
Nach dem Pythagoreischen Satze ist a* = b* 4 ¢® Daher ist
a =V b2 + c=
Z.B. Wie groff ist die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreieckes,
dessen Katheten 36 ¢m und 160 c¢m sind ?
Br== 305 — 1296
et =—=160° 25600, daher
a = V 26896 = 164. a = 164 cm = 1 m 6 dm 4 cm.

2. Gegeben ist die Hypotenuse a und eine Kathete b; zu suchen

—

die andere Kathete c.
Aus ¢? = a? — b? erhilt man

e == gt A

L4

7#
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Ist z. B. die Hypotenuse 208 ¢m, eine Kathete 80 e¢m, so hat man
' a® = 208 = 43264
b2 — 80?2 = . 6400, daher

¢c.= \/ 36864 = 192. ¢ =192 ecm' = 1 m 9 dmn 2 cm.

3. Die Katheten eines rechtwinkligen Dreieckes sind a) 35 m
und 12 m, b) 72 dm und 3°84 dm; wie grofi ist a) die Hypotenuse,
b) der Flicheninhalt, ¢) die Hohe auf die Hypotenuse ?

4. In einem rechtwinkligen Dreiecke ist @) die Hypotenuse 68 dm,
eine Kathete 32 dm; b) die Hypotenuse 5°46 m, eine Kathete 2°72 m;
wie grofl ist die andere Kathete, wie groffi der Fliicheninhalt ?

§. 187. Das Quadrat. Es seien a, d und f die MaBzahlen
der Seite, der Diagonale und des Flicheninhaltes eines Quadrates.

1. Aus der Seite a eines Quadrates die Diagonale d zu berechnen.

Nach §. 185 ist d> = a? - a2 oder d?= 2qa?; mithin d =V 24?
oder d = a\/2.

2. Gegeben die Diagonale d; zu suchen die Seite « und der
Fldcheninhalt 7.

: d* 2 d? d )y
Da 2a® = d° soist.a® =.— — —, daher a — ——I_—-.
2 + 2
d:
Aus f = a® folgt dann f = e

3. Gegeben der Flicheninhalt f; gesucht wird « und d.

Aus a® = f ergibt sich a = V.

Aus d® = 2a? folgt ferner d2 = 2f, somit d = V 2f.

4. Die Diagonale eines Quadrates betrigt 14 m; wie grofi ist
a) die Seite, b) der Flicheninhalt?

5. Der Flicheninhalt eines Quadrates ist 15°1321....dm*; wie
grof ist a) die Seite, b) die Diagonale?

6. Wie lang ist die Seite eines Quadrates, welches so groff ist,
als zwei Quadrate zusammengenommen, deren Seiten 2:58 dm und
9-34 ¢m sind ?

§. 188. Das Rechteck. Man bezeichne die Mafizahlen der
Seiten eines Rechteckes dureh ¢ und b, die Mafizahl der Diagonale
durch ¢ und die Mafzahl des Flicheninhaltes durch f.

1 Gegeben die Seiten « und b eines Rechteckes; zu suchen

d und f.
Bis ist 'd? = a® - b2, daher d = V a? - bhif ==1ab.

2. Gegeben 1st eine Seite a und die Diagonale d; man berechne
b und f.
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Es ist b =V d* — a®

Fiir den Fliicheninhalt hat man f = ab = a Vd? — a2

3. Wie grof ist die Diagonale eines Rechteckes von 5°6 m Linge
und 33 m Breite?

4. Die Diagonale eines Rechteckes ist 7°3 dm, eine Seite des-
selben 4°8 dm; wie grofi ist die Seite eines flichengleichen Quadrates ?

§. 189. Das gleichseitige Dreieck. Es sei in dem gleich-
seitigen Dreiecke 4 BC' (Fig. 157) die Seite A B = B(' = A( = a,
die Hohe €D = h, und f die MaBzahl des Flicheninhaltes.

1. Gegeben sei die Seite a; zu suchen k und f. Fig. 157.

A | . 9 a 2 a2 3 9 6’
Es ist A2 — a2 — (q_.*__) — a2 e Q
2 4 4 ?
it d OGN 3
daher 2 = s 4
ah a aV 3 aV 3 L
AT == A
o5 AT e T R SR L o S B

2. Gegeben die Fliche, zu suchen a und A.

by £ v ety ! L
Euist f—2V3, a?V3—4f 0t =L V8 Gahera— \/ 41V8,
4 | V3 3 3
3. In einem gleichseitigen Dreiecke betrigt eine Seite 8 dm; wie
oroB ist @) die Hohe, b) der Flicheninhalt?

4. Wie grof ist die Seite eines gleichseitigen Dreieckes, das mit
einem Quadrate von 15 dm Seitenlinge flichengleich ist? '

§. 190. Das gleichschenklige Dreieck. Es sei in dem
oleichschenkligen Dreiecke 4 B (' (Fig. 158) die Grundlinie 4B = a,
der Schenkel AC = B(C = b und die Hohe

C'D — h; die MaBzahl des Fliicheninhaltes sei f. Fig. 158.
1. Aus der Grundlinie @ und dem Schenkel & g
die Hiohe % und den Flicheninhalt f zu berechnen.
2 2 h
Madi et e 73 (—“—) ¥ bt
2 4 S———
A a D b
a* al 2

daher %2 — \/b2
9. Gegeben die Hohe - und der Schenkel b; zu suchen a und f.

(—a—)? — b2 — h?2 daher ; — Vb2 — h2 und

2
N ! ah
a = 2Vb2 — h? und damit f = .

- sodann f =
4’ / 2
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3. In einem gleichschenkligen Dreiecke betriigt die Grundlinie 48 dm,
und jeder Schenkel 2°5 dm; wie grof ist a) die Hiohe, b) der
Flicheninhalt ?

4. In einem gleichschenkligen Dreiecke betrigt die Grundlinie 3°36 m
und die Hohe 4-25 m; wie groff ist ein Schenkel?

5. Bei emem gewbhnlichen Hausdache ist der Dachstuhl 14 m breit;
wie lang miissen die Dachsparren werden, wenn der Dachstuhl
6 m hoch sein soll?

§. 191. Das regelméfiige Sechseck. 1. Aus der Seite a
eines regelmiifligen Sechseckes den Flidcheninhalt f zu bestimmen.

Da der Umfang des regelmifigen Sechseckes 6a, der Abstand
seines Mittelpunktes von einer Seite aber die Hohe eines gleichseitigen

aV3

—

Dreieckes mit der Seitenliinge ¢ und daher gleich 1st, so erhilt

man nach §. 149
SiBa.a¥ 3. 3a3\3
J 4 9

2. Wie groff ist der Flicheninhalt eines regelmiifligen Sechseckes
mit der Seitenlinge 4°24 dm?

3. Ein Quadrat und ein regelmiifliges Sechseck haben gleichen
Umfang, ndmlich 2°4 m; um wie viel ist der Flicheninhalt des Quadrates
kleiner als der des Sechseckes?

Der Kreis.

§. 192. 1. Der Halbmesser eines Kreises sei », die Linge einer
Sehne s und ihr Abstand vom Mittelpunkte des Kreises a; aus zweien
dieser Grofien die dritte zu berechnen.

\/2 5 82 : 9 r 2 2 / 2 3‘3
/ piE mm 4/ N —m——— v 7 — 0 P —
4" ) \ 4

Aus den letzten zwei Ausdriicken ergibt sich:

a) Zwei Sehnen eines Kreises, welche vom Mittelpunkte gleichweit
abstehen, sind einander gleich.

b) Von zwei Sehnen eines Kreises ist diejenige die grofiere, welche
einen kleineren Abstand vom Mittelpunkte hat.

c) Gleiche Sehnen eines Kreises haben gleichen Abstand vom Mittel-
punkte.

d) Von zwei ungleichen Sehnen eines Kreises hat die groflere einen

kleineren Abstand vom Mittelpunkte.
Beispiele. 1. Gegeben s = 24 cm, a
2. 3 r = 20 cm, a
3. . y="3DICN, ' 3

7 c¢m; zu suchen 7.
2l em; 5 = S.
28 cms iy e

(| I
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2. Den Flicheninhalt eines Kreisabschnittes, dessen Halbmesser »
und dessen Sehne dem Halbmesser gleich ist, zu berechnen. g

Da die dem Halbmesser gleiche Sehne den sechsten Theil der
™ Der

r-n
Flicheninhalt des gleichseitigen Dreieckes iiber der Seite » ist "!}:3

Peripherie abschneidet, so ist der zugehorige Kreisausschnitt o

&

Der Fliacheninhalt des Kreisabschnittes ist also
rin r?\ 3 e (23—3V§)

6 4 12

3. Der Halbmesser eines Kreisabschnittes ist », seine Sehne ist
die Seite eines dem Kreise eingeschriebenen Quadrates; wie grofl ist
der Flicheninhalt des Abschnittes?

§. 193. Zur Ergiinzung der Lehre von der Berechnung
des Flicheninhaltes eines Kreises folgen hier noch
einige Umkehrungsaufgaben.

1. Aus dem Flicheninhalte f eines Kreises den Halbmesser »
desselben zu berechnen.

Es ist r*x = f, daher »* = -, und somit

= O AR
r = \/‘-;-.
2. Der Flicheninhalt eines Kreises ist @) 10 dm?® b) 0°8659 m?
¢) 31-47 cm? d) 23:476325...m*; wie grofB ist der Halbmesser?

3. Bestimme den Halbmesser eines Kreises, der an Inhalt gleich
ist einem Quadrate mit der Seite 2 m 3 dm.

4. Der Flicheninhalt eines Kreises betrigt 4°0115 dm®*; wie
oroff ist die Peripherie?
5. Der Flicheninhalt eines Kreisausschnittes und der zugehorige

Centriwinkel m® sind gegeben; man suche den Halbmesser r.

Nach §. 158 ist m»r?x = 360 f, folglich »* = e f, und daher

T
£52 \ / 360 1
o N
6. Der Flicheninhalt eines Kreisausschnittes, der zu einem Centri-

winkel von 30° gehort, betriigt 377 dm?; wie grofi ist der Halbmesser
des Kreises?




ZWEITER THEIL.

Die Stereometrie.

I. Gerade Linien und Ebenen im Raume.

§. 194. Bestimmung der Ebene. Eine Fliche, welche die Eigen-
schaft hat, dass jede gerade Linie, welche zwei beliehbige Punkte der-
selben verbindet, ganz in dieselbe hineinfiillt, heifit eine ebene Fliche,
kurz Ebene. In den folgenden Betrachtungen wird sowohl die Gerade
als auch die Ebene als unbegrenzt angesehen, wenn nicht ausdriicklich
das Gegenthell angegeben oder aus dem Satze ersichtlich ist.

Durch zwei Punkte lésst sich eine einzige gerade Linie ziehen.
Legt man nun durch diese Gerade eine Ebene, so kann man dieselbe
um die Gerade drehen, wodurch sie unziihlig viele verschiedene Lagen
einnimmt. Durch zwei Punkte oder durch eine gerade Linie ist dem-
nach eine Ebene nicht bestimmt. Nimmt man aber aufier der Geraden
noch emen dritten Punkt an, so wird es unter jenen unzihlig vielen
Lagen, welche die Ebene wiithrend ihrer Umdrehung annehmen kann,
eine einzige geben, in welcher die Ebene durch die gerade Linie und
den aufBer ihr liegenden Punkt geht. Durch eine Gerade und
einen aufier 1thr liegenden Punkt, oder durch drei nicht
In einer geraden Linie liegende Punkte, kann nur eine
Ebene gelegt werden.

- Die Lage einer Ebene ist vollkommen bestimmt:

1.) durchdreinichtineiner Geraden liegende Punkte,

2.) durch eine Gerade und einen Punkt auBierhalb
derselben,

3.) durch zwei sich schneidende Gerade,

4.) durch zwei parallele Gerade.

1. Hauptlagen von Geraden und Ebenen.

§. 195. Zwei gerade Linien konnen eine dreifache Lage haben:
1. sie schneiden sich; 2. sie sind parallel; 3. sie schneiden sich weder,
noch sind sie parallel. In den ersten beiden Fiillen liisst sich durch
die beiden Geraden eine Ebene legen, im dritten Falle ist dies nicht
moglich. In diesem Falle sagt man, die Geraden kreuzen einander

oder sie sind windschief -
Fir jeden der drei Félle sind Beispiele an den Kanten im Schulzimmer an-

zugeben,
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S. 196. Bewegt man zwei sich schneidende Gerade parallel zu
sich selbst, so” bleiben die Winkel zwischen ihnen ungeiindert.

Wie fiir Winkel in der Ebene, gilt daher auch fiir Winkel des
Raumes der Satz:

Zwel Winkel, deren Schenkel paarweise parallel sind, sind a) ein-
ander gleich, wenn beide Paare der parallelen Schenkel nach derselben
Seite oder beide Paare nach entgegengesetzten Seiten gerichtet sind,
dagegen b) supplementiir, wenn nur ein Paar nach derselben Seite, das
andere aber nach entgegengesetzten Seiten gerichtet ist.

§. 1979. Zwel Ebenen heiflen parallel, wenn sie keinen Punkt
gemeinschaftlich haben. Haben sie gemeinschaftliche Punkte, so sagt
man, dass die Ebenen einander schneiden. Die gemeinschaftlichen
Punkte zweier sich schneidenden Ebenen liegen in einer Linie, welche
die Durchschnittslinie der beiden Ebenen heift. Diese muss eine
Gerade sein. Denn verbindet man zwei gemeinschaftliche Punkte der
heiden Ebenen durch eine Gerade, so kann kein Punkt auBlerhalb dieser
Geraden beiden Ebenen angehoren; die beiden Ebenen wiirden dann
zusammenfallen, da durch eine Gerade und einen auBlerhalb derselben
liegenden Punkt eine Ebene bestimmt ist,

2. Lage der Geraden gegen eine Ebene.

§. 198. Eine Gerade im Raume kann mit einer KEbene z wel
Punkte, oder einen, oder gar keinen Punkt gemeinschattlich haben.
Im ersten Falle liegt sie ganz in der Ebene; im zweiten
schneidet sie die Ebene, im dritten heiBt die Gerade zu der
Ebene parallel.

Die unbegrenzte Ebene wird durch jede in ihr liegende Gerade
in zwel Halbebenen getheilt.

Der Punkt, in welchem eine Gerade eine Ebene schneidet,
wird der FuBpunkt der Geraden in dieser Ebene genannt.

Eine Gerade kamm auf einer durch ihren FuBpunkt in der Ebene
oezogenen Geraden senkrecht oder schief stehen.

8. 199. Lehrsatz. Steht eine gerade Linie auf zwel
Geraden, weleche dureh ihren Fufpunkt in einer Ebene
cezogen werden, senkrecht, so steht sie auch auf jeder
andern dureh ihren FuBpunkt in dieser Ebene gezogenen
Geraden senkrecht.

Beweis. Bs sei (Fig. 159) die Gerade AO auf zwei durch
ihren FuBpunkt in der Ebene MN gezogenen Geraden OC' und OD
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senkrecht, und O £ eine dritte durch ihren FuBpunkt
in dieser Ebene willkiirlich gezogene Gerade. Man
zieche C'D, welche O FE in E schneidet, verlingere
A O unter die Ebene M N bis B, so dass OB —=0A4
wird, und ziehe A C und BC, A D und B D, ferner
AE und BE. Es ist AC = BC(C, da C ein Punkt
einer Symmetrale von 4 B ist. Es ist AD = B D,
da D einer Symmetrale von 4 B angehort. Daher
ist \ ACDX BCD. Dreht man A BCD um
C D, so muss es das Dreieck 4CD decken, mithin
ist BE —= AE. Deshalb gehort & einer Symmetrale
von AB an, also ist OE | AB.

Die Gerade 4O heifit in diesem Falle auf der Ebene M N senk-
recht oder normal, und umgekehrt die Ebene M N auf der Geraden
A O genkrecht; jede andere durch 4 zu der Ebene M N gezogene
Gerade 4 D ist zu dieser Ebene schief. Denn in dem /\ 4O D ist
<J 0 —:90% daher: < D < :90%

Es ldsst sich also von einem Punkt aufferhalb einer
Ebene auf diese nur eine Senkrechte errichten.

Ahnlieh lisst sich zeigen, dass auch in einem
Punkt einer Ebene aufdiese nur eine Normale mo g-
Lich 184

§. 200. Lehrsatz. Die Senkrechte ist die kiirzeste
Strecke, die von einem Punkte aufierhalb einer Ebene
zu dieser gezogen werden kann.

Fig. 160. Beweis. Ist (Fig. 160) PO | Ebene M N und
0 O 4 irgend eine andere von O zu der Ebene gezogene
| Strecke, so 1st, wenn man A P zieht, in dem recht-
\ winkligen Dreiecke 4 PO die Kathete O P Kkleiner

\\ als die Hypotenuse O A.
M - Die Senkrechte von einem Punkte auf eine
= / Ebene gibt die Entfernung jenes Punktes von der

A~ "B /N Ebene an.

§. 201. Lehrsatz. Zieht man von einem Punkte einer
Geraden, die auf einer Ebene senkrecht steht, zu dieser
mehrere gleich lange schiefe Strecken, so liegen die
Fulpunkte derselben in einer Kreislinie, deren Mittel-
punkt der Fullpunkt der Senkrechten ist.

Beweis. Es sei (Iig. 160) OP | MN und OA=0B=0C.
Zieht man AP, BP und CP, so sind die rechtwinkligen Dreiecke

)
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APO, BPO und (PO congruent, weil sie gleiche Hypotenusen und
eine gemeinschaftliche Kathete haben; es ist demnach 4 P= B P—C P.
Die Punkte A4, B und C' stehen also vom Punkte P gleichweit ab,
d. 1. sie liegen in einem Kreise, dessen Mittelpunkt P ist.

Dieser Satz kann anschaulich auch so abgeleitet werden:

Dreht man ein rechtwinkliges Dreieck 4 PO um die eine Kathete
(O P herum, so beschreibt die zweite Kathete A P wiihrend dieser
Drehung eine Kreisebene, auf welcher die erste Kathete OP senkrecht
steht. Die Hypotenuse 4O stellt dabei nach und nach alle gleich
langen Strecken vor, die von O zur Ebene des Kreises schief gezogen
werden konnen. Ihre Fufpunkte liegen daher in einer Kreislinie,
deren Mittelpunkt P ist.

§. 202. 1. Steht eine Gerade auf einer Ebene senk-
recht, so ist auch jede mit ihr parallele Gerade auf der-
selben Ebene senkrecht.

Beweis. Es sei die Gerade AC (Fig. 161) Fig 161.
auf der Ebene M N senkrecht. Wenn nun 4C 4 B
liings C'D mit sich selbst parallel fortschreitet,
his sie in die Lage B D kommt, so wird wiihrend M
dieser Bewegung die Lage der Geraden AC / |
cegen die Ebene nicht geindert; es wird daher / s D/
AC auch in der Lage BD auf der Ebene senk- / *’
recht stehen.

2. Umgekehrt: Stehen zwei Gérade auf derselben Ebene
senkrecht, so sind sie parallel.

8. 203. Ist (Fig. 162) M N eine Ebene, A B eine in dieser Ebene
liecende Gerade, mit welcher C'D parallel ist, so muss auch C'D mit
M N parallel sein. Denn durch die beiden Parallelen

A B und CD ist die Ebene 4 BD (' bestimmt; wiirde gy o<
(' D die Ebene M N schneiden, so miisste sich der Durch- ¢ <
schnittspunkt nicht nur in M N, sondern auch in der /
Ebene A B D C befinden, weil C'D in dieser Ebene liegt; o

d. h. AB angehoren, was nicht moglich ist, da
ABI| CD ist.

Daraus folgt:

Ist eine Gerade zu einer Geraden in einer Ebene
parallel, so ist.sie auch zur Ebene selbst parallel.

Umgekehrt: Ist eine Gerade zu einer Ebene parallel, so
ist sie auch zu jeder Geraden in dieser Ebene parallel,
welche mit ihr in derselben Ebene liegt.

er miisste daher der Durchsechnittslinie beider lbenen, K / /
A
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S§. 204. Aufgaben.

1. Auf eine Ebene von einem auflerhalb derselben liegenden Punkte die Normale
zu féllen.

Man ziehe von dem gegebenen Punkte zu der Ebene drei gleich lange
Strecken, und suche den Mittelpunkt des Kreises, welcher durch ihre Fug-
punkte geht; die Strecke, welche diesen Mittelpunkt mit dem gegebenen
Punkte verbindet, ist die gesuchte Senkrechte.

2. Von einem Punkte sind zu einer Ebene mehrere gleich lange Strecken, jede
32 c¢m lang, gezogen; ihre Fuflpunkte liegen in einer Kreislinie von 48 cm
Umfang; wie lang ist die von dem gegebenen Punkte auf die Ebene gefallte

Senkrechte ?

3. In einem Punkte C' (Fig. 161) einer Ebene M N auf diese die Normale zu
errichten. |

Man fille von irgend einem Punkte B aufBerhalb der Ebene auf diese die
Normale B D, lege durch C und BD die Ebene, und ziehe in dieser A4 C
parallel mit BD; die Gerade A C ist die gesuchte Senkrechte (§. 202, 1).

4. Durch einen Punkt einer Geraden auf diese die senkrechte Ebene zu legen.

Man lege durch die Gerade zwei Ebenen, errichte in dem gegebenen
Punkte aut die Gerade in den beiden Ebenen je eine Senkrechte und lege
durch dieselben die Ebene; diese steht dann senkrecht auf der gegebenen

Geraden.
9. Zu einer KEbene durch emen gegebenen Punkt eine parallele Gerade zu
ziehen (§. 203).

3. Lage der Ebenen gegeneinander.

§. 205. Dreht sich eine Halbebene 4 BM (Fig. 163) um die

Grenzlinie A B bis ABS, so heiit der von ihr

Fig. 163. beschriebene Raum ein Flichenwinkel oder Keil:

die beiden Halbebenen bilden die Sehenkel-

flachen oder Seilten, die gemeinschaftliche
Grenzlinie 4 B die Kante des Keils.

Den Keil bezeichnet man durch M (4 B) S,
oder auch blof durch (4 B), wenn die Kante 4 B
nur einem einzigen Keile angehort.

Die GriBe eines Keiles M(AB)S hingt von der Griofie der
Drehung ab, welche die eine Schenkelfliche A M um die Kante A B
machen muss, um in die Lage der zweiten Schenkelfliche 4§ zu ge-
langen. Die Griofe dieser Drehung aber wird gemessen durch den
Linienwinkel MO S, welchen eine auf der Kante senkrechte Gerade
MO wihrend der Drehung beschreibt. Der Linienwinkel MOS heifit
der Neigungswinkel der beiden Ebenen 4 M und A S, welche den
Keil bilden; man erhi#lt ihn, wenn man auf die Kante 1 einem Dbe-




109

liebigen Punkte derselben zwei Senkrechte so errichtet, dass die eine
Senkrechte in die eine, die zweite in die andere Schenkelfliche fillt.

Den Neigungswinkel zweier Ebenen kann man durch die oberen oder unteren
Rinder eines aufgeschlagenen Buches veranschaulichen.

S. 206. Da die Keile durch die zugehorigen Neigungswinkel ge-
messen werden, so gelten alle Beziehungen und Sitze, welche in der
Planimetrie von den Winkeln entwickelt wurden, auch von den Keilen,
wenn man die Ausdriicke

Winkel, Scheitel, Schenkel, Gerade
beziiglich durch die Ausdriicke
Keil, Kante, Schenkelfldche, Ebene
ersetzt. |

Man unterscheidet auch hier hohle und erhabene, spitze,
rechte, stumpfe und gestreckte Keile; ferner Neben- und

Scheitelkeile.

8. 207. Die beiden parallelen Ebenen MN und PQ (Fig. 164)
werden durch die Ebene ABDC geschnitten; die Durehschnittslinien
sind AB und CD. Diese kionnen als Gerade derselben Ebene ABDC
nur parallel sein, oder sie miissen sich schneiden. Wiirden sie sich
etwa in dem Punkte Z schneiden, so miisste £ sowohl in MN als
auch in PQ liegen, weil AB und C'D diesen Ebenen angehoren; dann

aber wiirden die Ebenen sich schneiden.

AB und CD miissen daher parallel sein. Fig. 164.
Werden zwei parallele Ebenen '3

voneinerdrittengeschnitten,sosind A

die Durchscehnittslinien parallel. i

Q
Es seien (Fig. 164) AC und BD
parallele Strecken zwischen den parallelen BT

thenen M N und PQ. Legt man durch /A/
AC und BD die Ebene ABDC, so ist / |
AB | CD, daher ist ABDC' e Parallelo- N
cramm und mithin 4C = B.D.

Parallele Strecken zwischen fparallelen Ebenen sind
einander gleieh.

8. 208. Ist der Neigungswinkel zweier Ebenen ein rechter, so
heiflen diese aufeinander senkrecht oder normal, sonst schief.
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1. Es sei (Fig. 165) die Gerade AB | Ebene
MN, und man lege durch AB eine Ebene RS, welche
| /;“/‘ die Ebene MN in der Geraden PS schneidet: dann
R muss auch Ebene RS | Ebene MN sein. Denn zieht
M man in der Ebene MN die Gerade BC | PS, so
/ <S ist A BC der Neigungswinkel der Ebenen RS und
Z ig/ﬁ - MN; dieser Winkel ist aber ein rechter, da

Fig. 165.

-+ AB | MN und daher auch 4B | BC ist; folglich
N Ebene RS | Ebene MN.

Ist daher eine Gerade zu einer Ebene normal, so ist
auch jede dureh die Gerade gelegte Ebene zu der ersten
Ebene normal.

2. Ist AB | MN (Fig. 166), so ist auch
Fig. 166. Ebene ABC | MN. Dreht man die Ebene
B ABC um 4B, so ist sie in jeder Lage z. B.
ABD | Ebene MN. Daraus folgt:
Sind zwei einander schneidende

Y Ebenen zu einer dritten Ebene normal,
[ /' so ist aueh ihre Durcehschnittslinie zu
/

r’ dieser Ebene normal.

N §. 209. Der Neigungswinkel zweier
Ebenen indert sich nicht, wenn die eine
der beiden Ebenen parallel zu sich selbst fortschreitet.

Daraus folgt:
1. Zweiparallele Ebenen haben gegen dieselbe dritte

Ebene gleiche Neigungswinkel.
2. Ist von zwei parallelen Ebenen die eine zu einer
dritten Ebenenormal, so ist auch dieandere zu derselben

normal.

4. Yon den orthogonalen Projectionen.

ra) Projectionen auf eine Ebene.
—

Fig. 167. S. 210. Zieht man von dem Punkte
B A (Fig. 167) im Raume die Normale

i B  AA' auf die Ebene M N, so heifit der
/ I i Fuflpunkt A’ dieser Normalen die
1 A Projection und zwar die Normalpro-
M jection oder die orthogonale Projection
/ o A R / des Punktes A auf die Ebene; die
- Normale A4 A’ heifit die projicierende

N (Gerade, die Ebene M N die Projections-
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ebene. Liegt der zu projicierende Punkt in der Projectionsebene, so ist
er selbst seine Projection.

Unter Projection einer Linie auf eine Ebene versteht man den
Inbegriff der Projectionen siimmtlicher Punkte jener Linie auf diese
Ebene. Ist eine Strecke zu projicieren, so projiciert man die Endpunkte
derselben, die Verbindungslinie dieser Projectionen ist die Projection
der Strecke. Ist die Linie eine Curve, so projiciert man eine hin-
reichende Anzahl von Punkten derselben und verbindet die Projectionen
derselben in der Projectionsebene.

In Fig. 167 I ist demnach A4‘'B‘ die Projection von AB.

§. 211. Unter dem Neigungswinkel Fig. 168.
einer Geraden gegen eine Ebene versteht man B
den Winkel, welchen die Gerade mit ihrer
Normalprojection auf diese Ebene bildet.

Steht (Fig. 168) A B schief, B( dagegen M /
normal auf der Ebene MN, so ist AC die /QC
A
N

Projection der Geraden A B auf die Ebene M N
und B AC ihr Neigungswinkel gegen diese
Ebene.

Der Neigungswinkel einer Geraden gegeneine Ebene
ist der kleinste unter allen Winkeln, welche sie mit Ge-
raden bildet, die in der Ebene dureh ihren Fullpunkt
gehen.

Welcher dieser Winkel ist der grofite?

Der Neigungswinkel einer Geraden gegen eine Ebene iindert sich
nicht, wenn die Gerade parallel zu sich selbst verschoben wird.

Daraus folgt:

Parallele Gerade haben gegen eine Ebene denselben
Neigungswinkel

Zwischen den Strecken, ihren Projectionen und Neigungswinkeln
zu einer Ebene finden folgende Beziehungen statt:

1. Ist eine Strecke zu der Ebene parallel, d. i., ist ihr Neigungs-
winkel gleich Null, so ist ihre Projection von gleicher Linge (Fig. 167, 1);
wiichst der Neigungswinkel, so wird die Projection kleiner (Fig. 167,1I);
wird der Neigungswinkel 90° d. h., steht die Strecke auf der Ebene
normal, so ist die Projection ein Punkt (Fig. 167, III).

2. Bei gleichen Neigungswinkeln haben gleiche Strecken
auch gleiche Projectionen, und umgekehrt; zu einer grofieren Strecke
gehort auch eine groBere Projection, und umgekehrt.
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§. 212. Der Neigungswinkel zwischen einer Geraden und einer
Ebene indert sich nicht, wenn die Ebene parallel zu sich selbst fort-
schreitet. Hieraus ergeben sich folgende Siitze:

1. Zweil parallele Ebenen bilden mit derselben Ge-
raden gleiche Neigungswinkel.

2. Ist von zwei-parallelen Ebenen die eine zu einer
Geraden normal, so ist es auch die andere.

Der 2. Satz lisst auch die Umkehrung zu:
Zweinormale Ebenenderselben Geradensind parallel.

Da Gerade, die auf zwei parallelen Ebenen normal stehen, parallel
sind, so gilt (§. 207) der Satz:

Normale Gerade zwischen parallelen Ebenen sind
einander gleieh.

Die normale Gerade zwischen parallelen Ebenen heifit der Abstand

~ derselben; parallele Ebenen haben also in allen Punkten denselben
A bstand. |

§. 213. Unter der Projection eines geradlinigen Gebildes auf eine
Ebene versteht man das Gebilde, welches erhalten wird, wenn man die
Projectionen der Eckpunkte desselben auf diese Ebene durch Strecken
verbindet. Die Form und Griofe der Projection des Gebildes ist von
der Lage desselben gegen die Projectionsebene abhiingig. * Die Projection

eines Quadrates z. B. ist ein
- gleich grofles Quadrat I (Fig.
169), oder ein flichenkleineres

D O D C' 7 Parallelogramm II, oder eine

, ; ' i Strecke III, je nachdem die

% Z G A. g:B Ebene des Quadrates mit der
| ) S e Projectionsebene parallel, oder
b el - gegen die Projectionsebene

schief, oder auf der Projec-
tionsebene senkrecht steht.

Ist ein ebenes Gebilde
N kr ummlinig, so ist auch seine
PlQ]GCthTl im allgemeinen krummlinig, und nur dann eine Strecke, wenn
die Ebene des Gebildes auf der Projectionsebene senkrecht steht.

So ist die Projection eines Kreises auf eine Ebene entweder wieder
ein Kreis von gleichem Halbmesser, oder eine Ellipse, oder eine Strecke
von gleicher Linge mit dem Durchmesser, je nachdem die Ebene des
Kreises mit der Projectionsebene parallel, oder gegen dieselbe geneigt,
oder auf ihr senkrecht ist.

Fig. 169.
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b) Projectionen auf zwei Ebenen.

§. 214. Ist ein Punkt, eine Gerade, ein Polygon gegeben, so ist
die Projection bestimmt. Umgekehrt ist durch die Projection ein Punkt,
eine Gerade, ein Polygon nicht bestimmt. Stehen z. B. mehrere Gerade
auf einer Ebene senkrecht, so haben alle Gebilde, deren Eckpunkte in
denselben Senkrechten liegen, dieselbe Projection auf diese Ebene. Aus
der Projection eines Gebildes auf eine Ebene kann man daher weder
auf die Lage desselben im Raum noch auf dessen Grofie schliefien.

Um nun Gebilde geometrisch so darzustellen, dass man aus der
Darstellung selbst ihre Llage im Raum und ihre Ausdehnungen entweder
unmittelbar entnehmen oder durch einfache Constructionen finden kann,
projiciert man dieselben auf zwei sich senkrecht schneidende Ebenen,
von denen die eine horizontal, die andere vertical ist. Die Horizontal-
ebene H heifit auch erste Projectionsebene, die Verticalebene V zweite
Projectionsebene. Die Projection aut H heift der Grundriss, die auf V
Aufriss. Die Durchschnittslinie der beiden Projectionsebenen heifit Achse.

§. 215. Projectionen eines Punktes. Der Grundriss eines Raum-
punktes a (Fig. 170) wird mit a‘, der Aufriss desselben mit a‘ be-
zeichnet. aa' heifit der erste, aa’ der 1~ TFig. 170.

zweite Projectionsstrahl.
Legt man durch aa’ und aa’ die /

Ebene, so steht diese sowohl aut H als /a?’—-—-n—---------fcz
auch auf V senkrecht, daher steht auch i E

die Durchschnittslinie beider, d. i. die

5 Samey
Achse auf dieser Ebene senkrecht (§. 208). ma/
Mithin ist auch a‘'m | 4AX und a“m | /

A X. In dem Rechteck aa'“ma’ 18t aa'’
— a’“m und aa” = a’'m. A

Der Abstand des Raumpunktes von H ist also dem Ab-
stand der zweiten Projection von der Achse gleich.

Der Abstand des Raumpunktes von V ist dem Abstand
der ersten Projection von der Achse gleich.

Denkt man sich (Fig. 171) die Ebene H um die Achse 4 X um 90°
so gedreht, dass sie in die Erweiterung der Ebene ¥V zu liegen kommt,
so kommen Grundriss und Aufriss in dieselbe Ebene. Von den beiden
Projectionsebenen braucht man nur die Achse zu zeichnen. Der Grund-
riss erscheint unterhalb, der Aufriss oberhalb der Achse; beide befinden
sich in derselben Normalen der Achse, da oben gezeigt wurde, dass
a’m | AX und a'm | AX ist.

Moénik-Spielmann, Geom. Formenl. u. Anfangsgr. d. Geom. f. Realsch. 8
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Fig. 171. Fig. 172. Liegt ein Punkt a (Fig.
av b’ 172) in der Ebene H, so ist

| | er selbst seine erste Projec-
‘ " tion, seine zweite Projection

A il X PO o ; liegt in der Achse.
' oore Liegt ein Punkt & (Fig.
. 172) in der Ebene V| so ist er
aa selbst seine zweite Projection,
e a seine erste liegt in der Achse.

Liegt ein Punkt ¢ in der Achse, so ist er selbst seine erste und
zweite Projection.

§. 216. Projectionen a) einer Strecke, b) zweier Strecken.

) Um die Horizontal- und Verticalprojection einer Strecke zu erhalten,

hat man die Strecke zwischen den gleichnamigen Projectionen ihrer End-
punkte zu ziehen.

1. Ist die Raumgerade gegen eine der Projectionsebenen normal,

so ist ihre gleichnamige Projection ein Punkt, die ungleichnamige hin-

gegen eine Gerade,

Fig. 173. die zur Achse normal

b und mit der Raum-

geraden gleich lang

- Bt (Fig. 113, 1,.2,)

1157 2 3 4 5 2. Liegt die

fois " b’ =
b | z % Raumgerade in einer
= et Bl der beiden Projec-

tionsebenen, soist sie

—_—
—— — —— —— ] -
-— —_—— =

BEwrae i . selbst 1hre gleich-
jz"b' g 3 &\%' a&i, | namige Proje(}ti(?n;
b b die ungleichnamige

b fallt in die Achse

und ist gleich lang oder verkiirzt, je nachdem die Raumgerade zur
zweiten Projectionsebene parallel ist oder nicht. (Fig. 173, 3, 4.)

3. Ist die zu projicierende Gerade mit nur einer der Projections-
ebenen parallel, so ist ihre gleichnamige Projection mit 1hr parallel,
von gleicher Linge und schief gegen die Achse; die ungleichnamige ist
zur Achse parallel und verkiirzt. (Fig. 173, 5.)

4. Ist die zu projicierende Gerade gegen beide Projectionsebenen
schief, so sind beide Projectionen ebenfalls schief gegen die Achse
und verkiirzt. (Fig. 174 a, b.) Die wahre Linge der Raumgeraden
findet man durch Construction des projicierenden Trapezes aus einer der
nicht parallelen und den auf ihr senkrecht stehenden parallelen Seiten;
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die nicht parallele Seite ist eine der beiden Projectionen, die parallelen
sind die zugehorigen Projectionsstrahlen. Die vierte Seite des Trapezes
gibt die Raumgerade in ihrer wahren Griofie an (Fig. 175).

Fig. 174 a. Fig. 174 b. ¥ Fig. 175.
bﬂ bﬂ'

rr : aﬂ‘ i
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Die Lage der Raumgeraden, deren Projectionen
in Fig. 176 a enthalten sind, anzugeben.

Fig. 176 a.
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b) Beziiglich der Projectionen zweier Strecken gelten die Sitze:

1. Die gleichnamigen Projectionen paralleler
Strecken sind parallel (Fig. 176 b, 1). | '

9 Wenn zwei Strecken sich schneiden, so schneiden

sich aueh die gleichnamigen Projectionen derselben
8*
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(Fig.1765,2). Die Verbindungslinie der beiden Projectionen
des Schnittpunktes steht auf der Achse normal.
Fig. 176 b, 3 enthilt die Projection von zweil windschiefen Geraden.

§. 217. Projectionen ebener Gebilde. Um die Horizontal- und
Verticalprojection eines ebenen Gebildes zu erhalten, hat man so zu
verfahren, wie be1l der Projection eines solchen Gebildes auf eine Ebene.

Fig. 177.
rr 5 rr 7
d .c rcran
4 6 3
c bﬂc"
Gﬂ' b (,IH” b%’ rr a"bﬂ art{u
e et bg Sl o RIS S
ol L .’ a 0: lad. iab
7
be’
d ¢’ d'c

Liegt ein Gebilde in.einer der beiden Projectionsebenen, so ist es
selbst seine gleichnamige Projection, die zweite liegt in der Achse.

Ist das Gebilde mit einer der beiden Ebenen parallel, so ist die
gleichnamige Projection mit dem Gebilde congruent, die andere ist eine
mit der Achse parallele Gerade.

Ist die Ebene des Gebildes auf einer der beiden Projectionsebenen
senkrecht, so ist die gleichnamige Projection eine Strecke.

Die Gebilde

Fig. 178. der in Fig. 177 ent

‘ haltenen  Projec-

tionen anzugeben.

Ist ein Ge-
bilde in schiefer
Lage gegen eine
der beiden Pro-

jectionsebenen, so
leite man die Pro-
jection aus der
parallelen Lage ab

(Fig. 178).




(] den

&
L

9.

10.

117

§. 218. Aufgaben.

Ein Raumpunkt a soll mit ¢ (p, ¢) bezeichnet werden ; p bedeutet den ersten
zweiten Projectionsstrahl, beide in c¢m gemessen.

. Die Projectionen folgender Punkte zu zeichnen und ihre Lage zu bestimmen :

a:(2%4°8°7). b (0, 4°1), ¢ (8°8,:0)," d (0, 0).

. Die Projectionen folgender Strecken, deren Endpunkte ¢ und ? sind, zu

zeichnen, die Lage und wahre Linge derselben zu bestimmen: (Fig. 174 b.)

a (3, 4) b7 8%6), "mn= 4dicm
a (0, 2) b (3°5, 4), mn =37 ecm .
a (2, 3°2) b(2 0); mn = 5 cm .
a (0, 0) b (3, 4), mn = 4°2 cm ..
a (0, 0) b (0, 0), mn = 2°9 cm .
a (2, 3) b (1, 4), min = 0.

Was fir Projectionen gibt eine Strecke des Raumes, wenn dieselbe @) mit
der verticalen, 4#) mit der horizontalen, ¢) mit beiden Projectionsebenen
parallel 1st: ) auf der verticalen, e) auf der horizontalen Projectionsebene
senkrecht steht; f) in der verticalen, ¢) in der horizontalen Projections-
ebene liegt?

Eimme Strecke von 3 e¢m Lénge liegt in H; der Punkt, welcher der Achse am
niachsten ist, hat von dieser den Abstand 1 em; sie schlieft mit der Achse
nach rechts einen Winkel von 30° ein. Ihre Projectionen zu zeichnen.

Eine Strecke von 4 c¢m Lange liegt in J'; der Punkt, welcher der Achse am
nichsten ist, hat von dieser den Abstand 2 c¢m; sie schlieft mit der Achse
nach links einen Winkel von 40° ein. Ihre Projectionen zu zeichnen.

Eine Strecke von 5 e¢m Léange ist mit H parallel in dem Abstand 2 cm; der
am nichsten der Ebene V' links liegende Punkt hat von V' 3 ¢m Abstand;
sie schlieft mit 1~ den Winkel von 50° ein. Thre Projectionen zu zeichnen.

Ein Quadrat von 3 c¢m Seitenlinge ist parallel mit // in dem Abstand 4 cm;
die Diagonale d; ist senkrecht auf V, ihr nichster Punkt hat von V 2 cm
Abstand. Die Projectionen zu zeichnen. Das Quadrat um 45° um d; als Achse

zun drehen.

Wie gestalten sich Grund- und Aufriss eines ebenen Gebildes, wenn dieses
a) mit der horizontalen, #) mit der verticalen Projectionsebene parallel ist?

Ein regelmifliges Sechseck mit der Seite 2 ¢m ist parallel mit V' in dem
Abstand 5 em, eine Seite des Sechseckes liegt in /. Die Projectionen zu
zeichnen. Das Sechseck um eine verticale Achse um 50° zu drehen, wenn
diese geht @) durch einen Eckpunkt, &) durch den Mittelpunkt der horizontalen
Winkelsymmetrale.

Von einem Kreise ist

a) der Grundriss ein Kreis, der Aufriss eine Strecke;

b) der Grundriss eine Strecke, der Aufriss ein Kreis;

¢) Grundriss und Aufriss sind Strecken;

d) der Grundriss ist eine Strecke, der Aufriss eine Ellipse;

¢) der Grundriss eine Ellipse, der Aufriss eine Strecke;

/) Grundriss und Aufriss sind Ellipsen.

Wel lLe Lage gegen die Projectionsebenen hat der Kreis in jedem dieser Falle?



118

5. Korperecken.

§. 219. Drei oder mehrere Ebenen, welche sich in eben so vielen
Geraden schneiden, die in einem Punkte zusammentreffen, bilden einen
korperlichen Winkel oder eine Ecke. Die Geraden, in denen
sich je zwel aufeinander folgende KEbenen schneiden, nennt man die
Kanten, die Ebenen selbst die Seitenflichen und den Punkt, in
welchem alle Kanten zusammenstofen, die Spitze oder den Scheitel
~der Korperecke. Ein Winkel, welcher von zwei aufeinander folgenden
Kanten gebildet wird, heiBt ein Kantenwinkel oder eine Seite der
Ecke; der von zweil aufeinander folgenden Seitenfliichen gebildete
Winkel wird ein Flichenwinkel oder kurz Winkel der Ecke genannt.

Um eine Korperecke zu benennen, gibt man entweder blofi den
Buchstaben am Scheitel an, oder man nennt auch die Buchstaben an
allen Kanten, so jedoch, dass der Buchstabe am Scheitel zuerst gesetzt
wird. Die Ecke (Fig. 179) heifit die Ecke O, oder die Ecke O A B (]

Fig. 179. O ist der Scheitel; 04, OB, OC sind die
0 Kanten, AOB, BOC, COA die Kantenwinkel
oder Seiten.

Eine Ecke heifit dreikantig, vier-
kantig (oder ein Dreikant, Vierkant . . . .)
je nachdem sie von drei, vier, . . . . Ebenen
e >C gebildet wird.

Enthélt eine Ecke gleiche Seiten und
gleiche Winkel, so wird sie regelmiibig ge-
nannt.

§. 220. Lehrsatz. In jeder dreikantigen Ecke ist die
Summe zweier Kantenwinkel grofler als der dritte.

Beweis. Ist aus den Kantenwinkeln a, b, ¢ (Fig. 180) eine
Korperecke zu bilden, so braucht man nur die
Ebenen AO B und DO (' so lange um die Ge-
raden O B und OC' zu drehen, bis die Schenkel
OA und OD ineinander fallen. Damit eine
Korperecke entstehen konne, miissen O 4 und

O D auflerhalb der Ebene B O C zusammenfallen,

was nur dann moglich ist, wenn die Winkel

a und ¢ zusammengenommen grofer sind als b.
Ebenso lisst sich zeigen, dass a 4+ b grofler als ¢, und b 4+ ¢ grofier
als a sein muss. Aus diesem Satze folgt:

In jeder dreikantigen Ecke ist jeder Kantenwinkel

grofier als die Differenz der beiden andern.
Vergleiche damit die Satze iiber die Seiten eines Dreieckes.

Fig. 180.
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§. 221. Lehrsatz. In jeder Ecke ist die Summe aller
Kantenwinkel kleiner als vier Rechte.
Denn wiirden alle Kantenwinkel zusammen vier Rechte betragen,

so miissten alle Seitenebenen in eine einzige Ebene fallen und kiénnten

daher keine Ecke bilden.

Wenn mehrere ebene Winkel zusammengenommen 360° oder mehr als 360°
betragen, so lasst sich aus denselben keine Ecke bilden.

§. 222. Zwei Ecken heiflen congruent, wenn sie sich so in-
einander legen lassen, dass sich alle ihre Kanten und Seitenfliichen decken.
Soll diese Deckung moglich sein, so miissen nicht nur die Kanten- und
Flichenwinkel der beiden Ecken gleich sein, sondern aueh in beiden
in derselben Ordnung aufemander folgen.

II. Korper.

erkldrungen und allgemeine Eigenschaften der Korper.

§. 223. Ein Kbrper, welcher von lauter Ebenen begrenzt wird,
heifit ein ebenflichiger oder eckiger Korper, auch Polyeder.
Ein Korper, welcher entweder theils von ebenen theils von gekriimmten
Flichen, oder nur von gekriimmten Fléichen begrenzt wird, heifit ein
krummflichiger oder runder Korper. 37

Wenn ein Korper auf einer Ebene aufliegt, so heifit diese die
Grundfldche; und wenn mit dieser als Grundfldche betrachteten
Ebene eine zweite Ebene parallel ist, so sagt man: der Korper hat
zwei parallele Grundflichen. Die iibrigen Grenzflichen eines
Korpers werden Seitenflichen genannt.

Drei Ebenen bilden eine Ecke, schlieBen aber noch keinen Raum
ein. Damit ein Raum nach allen Seiten abgeschlossen, d. i. damit ein
Kiorper gebildet werde, sind wenigstens vier Ebenen erforderlich. Die
Schnittlinie je zweier Grenzebenen wird eine K ante des Korpers genannt.

8. 224. Zwei Korper, welche so ineinander gelegt werden konnen,
dass sich alle ihre Grenzflichen decken, heilen congruent.

Zwei Korper, in denen je zwei entsprechende Grenzflichen @hnlich
und je zwei entsprechende Flichenwinkel gleich sind, heilen dhnlich.

1. Regelmiige Korper.

§. 225. Ein Korper, in welchem alle Grenziliichen congruente
regelmiiflice Vielecke sind und congruente Ecken bilden, heifit en
regelmifiger Korper.

Aus dem Satze, dass die Summe aller Kantenwinkel einer Ecke
kleiner als 360° sein muss, folgt, dass es nur fiinf regelmibige
Korper geben kann.
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Denn der Winkel eines regelmifigen (gleichseitigen) Dreieckes
betrigt 60°; von solchen Winkeln konnen drei, vier oder auch fiinf eine
Ecke bilden; aus sechs oder mehr als sechs solchen Winkeln aber
kann keine Ecke entstehen, da ihre Summe 360° oder mehr als 360°
betrigt. Von gleichseitigen Dreiecken kinnen daher nur drei regel-
miifige Korper begrenzt werden, ndmlich das Tetraeder, das Octaeder

d das Ikosaeder.
sl Das Tetrae-
Fig. 181. der (Fig. 181, I
I I1. I11. wird von vier gleich-

seitigen Dreiecken
begrenzt, von denen
je drei in einer Ecke
zusammenstoBien ; es
hat 4 Ecken und
6 Kanten.

DasOctaeder
(Fig. 181, II) wird
von acht gleichseitigen Dreiecken eingeschlossen, von denen je vier
eine KEcke bilden; es hat 6 solche Ecken und 12 Kanten.

Das Ikosaeder (Fig. 181, III) wird von zwanzig gleichseitigen
Dreiecken begrenzt, deren je fiinf eine Ecke bilden; es hat 12 Ecken
und 30 Kanten.

Der Winkel eines regelmifligen Viereckes (Quadrates) ist ein
rechter; von solchen Winkeln konnen nur drei in einer Ecke zusammen-
treffen; aus vier oder mehr als vier rechten Winkeln kann keine Ecke
gebildet werden. Es gibt daher nur einen von Quadraten begrenzten
Korper; er heift Hexaeder, Cubus oder Wiirfel. Das Hexaeder
(Fig. 182) wird von sechs Quadraten eingeschlossen und hat 8 dreiseitige
Ecken und 12 Kanten.

Der Winkel eines regel-
mifigen Fiinfeckes betrigt 108°;
von solchen Winkeln konnen nur
drei eine Ecke bilden. Es gibt
demzufolge nur einen von regel-
mifligen Fiinfecken begrenzten
regelmibigen Korper. Dieser
heiit Dodekaeder (Fig. 183);
er hat 12 Seitenfliichen, 20 drei-
seitige Ecken und 30 Kanten.

Im regelmiifiigen Sechsecke ist jeder Winkel 120° Von solchen
Winkeln kann keine Ecke gebildet werden, da schon drei zusammen

Fig. 182. Fig. 183.
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3607 betragen. Eben so wenig kann aus den Winkeln eines regelmifligen
Vieleckes von mehr als sechs Seiten eine Ecke entstehen.

Es gibt daher nur fiinf regelmiiffiige Korper.

§. 226. Die zusammenhiingende Zeichnung der Grenzflichen eines
Korpers auf einer einzigen Ebene heifit ein Korpernetz.

Um das Netz eines Tetraeders zu erhalten, zeichne man
(Fig. 184) ein gleichseitiges Dreieck, halbiere dessen Seiten und ver-
binde die Halbierungspunkte durch Strecken.

Das Netz eines Octaeders wird erhalten, wenn man (Fig. 185)
zuerst das Netz eines Tetraeders construiert und dann an dieses ein
zweites congruentes Netz so anlegt, dass beide eine Seite gemein-
schaftlich haben.

Fig. 184. Fig. 185. Fig. 186.
N
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Das Netz eines Wiirfels (Fig. 186) entsteht, wenn man léings
einer Geraden vier Quadrate nebeneinander auftrigt und iiberdies an
den entgegengesetzten Seiten eines jener Quadrate noeh zwei Quadrate

construiert.

2. Das Prisma.

§. 227. Entstehung und Bestandstiicke eines Prismas. Gleitet
eine unbegrenzte Gerade A E (Fig. 187) parallel zu sich selbst lings
des Umfanges eines Polygons ABCD... hin, so schlieBen die von
ihr beschriebenen Ebenen, deren Schnittlinien B /), CG, D H,. .. parallel
sind, einen nach zwei Seiten offenen Raum ein, welcher e prisma-
tischer Raum heiBt. AZE heiBt die erzeugende Gerade, 4 BCD
das Leitpolygon.

Wird ein prismatischer Raum durch zwei
parallele Ebenen geschnitten, so heifit der dadurch
abgegrenzte Korper ein Prisma; es ist nicht noth-
wendig, dass diese zwei Schnittebenen dem Leit-
polygon parallel sind.

Die zwei parallelen Schnittflichen, von welchen
die eine in Fig. 187 mit dem Leitpolygon selbst zu-
sammenfiillt, heiBen die Grundfliehen, die iibrigen
Grenzflichen die Seitenfliichen.

Fig. 187.
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Die Grundflichen eines Prismas A BC'D und EFG H sind con-
oruent, da die Seiten und Winkel paarweise gleich sind. 4B = EF
als Parallele zwischen Parallelen, der Winkel bei 4 ist gleich dem
Winkel bei £, weil die Schenkel parallel und gleichgerichtet sind.

Die Schnittlinien der Seitenfliichen untereinander heilen Seiten-
kanten; sie sind parallel, da die erzeugende Gerade parallel zu sich
selbst bewegt wurde. Die Seitenfliichen eines Prismas sind daher
Parallelogramme.

Die Schnittlinien der Seitenflichen mit den Grundflichen heiflen
Grundkanten.

Ein Prisma ist also ein Korper, welcher von zwei parallelen und
congruenten Vielecken als Grundflichen und von so vielen Parallelo-
orammen, als eine Grundfliiche Seiten hat, als Seitenfliichen begrenzt ist.

Der Abstand PQ der beiden Grundflichen heifit die Hohe des
Prismas.

Man kann sich ein Prisma auch dadurch entstanden denken, dass
ein Polygon parallel zu sich selbst so fortschreitet, dass alle Eckpunkte
desselben gerade Linien beschreiben.

§. 228. Eintheilung der Prismen. Nach der Anzahl der
Seitenkanten unterscheidet man dreiseitige, vierseitige und

mehrseitige Prismen.

Mit Riicksicht auf die Lage der Seitenkanten gegen die
Grundfldchen heift ein Prisma gerade oder schief, je nachdem
die Seitenkanten auf der Grundfliche normal oder schief stehen.

In einem geraden Prisma sind die Seitenfliichen Rechtecke, und
jede Seitenkante ist der Hohe des Prismas gleich.
Jedes gerade Prisma, dessen Grundiliichen

Fig. 188. regelmiifige Polygone gsind, heiit ein regel
H G mifiges Prisma. Ein Prisma, in welchem alle
iy Kanten gleich sind, bheifit ein gleichkantiges

A Prisma.

Ein Prisma ABCDEFGH (Fig. 188),
dessen Grundflichen Parallelogramme sind, heifjit

L Jc ein Parallelepiped. Dasselbe kann, wie jedes

< // - andere Prisma, gerade oder schief sein. Ein

;1 B Parallelepiped wird von sechs Parallelogrammen
begrenzt.

Ein gerades Prisma, dessen Grundflichen Rechtecke sind, heilit
ein rechtwinkliges Parallelepiped. Es wird von sechs Recht-
ecken begrenzt.
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- Ein rechtwinkliges Parallelepiped, dessen Kanten gleich sind,
heifit ein Wiirfel oder Cubus. Es wird von sechs Quadraten begrenzt.

Ein schiefes Parallelepiped, dessen siimmtliche Grenzfliichen
congruente Rhomben sind, heifit ein Rhomboeder.

S. 229. Schnitte der Prismen. 1. Wird ein Prisma durch eine
mit der Grundfliche parallele Ebene geschnitten, so ist die Schnittfigur

abed (Fig. 187) mit der Grundfliche congruent. (Weshalb?)

2. Legt man durch zwei nicht unmittelbar aufeinander folgende
Seitenkanten B F und D H (Fig. 188) eines Prismas eine Ebene, so 1st
der Durchschnitt BFHD ein Parallelogramm und heifit ein
Diagonalschnitt des Prismas. Jede Diagonale eines Diagonal-
schnittes eines Parallelepipedes heifit eine Diagonale des Parallel-
epipedes.

Jedes mehrseitige Prisma kann durch Diagonalschnitte in drei-
seitige Prismen zerlegt werden.

3. Wird ein Prisma durch eine auf den Seitenkanten normale
Ebene geschnitten, so heifit die Schnittfigur ein normaler Quer-
sechnitt des Prismas.

Kann in einem Prisma die Grundfliche selbst als ein normaler Querschnitt
angesehen werden?

§. 230. Lehrsatz. Das Quadrat der MafBzahl der Dia-
conale eines rechtwinkligen Parallelepipeds ist gleich
der Summe aus den Quadraten der Maflizahlen der in einer
FEcke zusammenstofenden drei Kanten.

In einem rechtwinkligen Parallelepiped seien e und b die Kanten
der Grundfliiche, ¢ die Seitenkante, d die Diagonale der Grundfidche,
und D sei die Diagonale des Parallelepipeds.

d ist die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreieckes, dessen Ka-
theten @ und & sind; daher d?= a®- b°

D ist die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreieckes, dessen Ka-
theten d und ¢ sind; daher D*=d*-+} ¢?*=a®-+ b+ c*

Fiir den Wiirfel, in welehem b= ¢ = a ist, ergibt sich
D2—38a% daher D =aVy3;
D D \,, Dv3

und umgekehrt =

Aufgaben.

1. Die Kanten eines rechtwinkligen Parallelepipeds sind «) 21 c¢m, 16 ¢m und
12 em, b) 82 em, 24 em und 30 cm; wie grof ist in jedem Falle die Diagonale ?
. Wie grof} ist d1e Diagonale eines Wiirfels, dessen Kante 3°25 dm 15t ?

3 Die Diagonale eines Wirfels betragt 0°275 m: wie groff ist die Kante?
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. §. 231. Netz eines Prismas. Um das
a4 Netz eines Prismas zu erhalten, zeichne man
die Parallelogramme, welche die Seiten-
flichen bilden, so nebeneinander, dass je

zwei eine gemeinschaftliche Seite haben, und
construiere dann iiber und unter einem dieser

; Parallelogramme die Grundflichen. In einem
/\/ geraden Prisma bildet die Summe der Seiten-
flichen ein Rechteck. (Fig. 189.)

Das Netz zu zeichnen a) eines rechtwinkligen Parallelepipeds,
b) eines regelmifigen sechsseitigen Prismas, c¢) eines dreiseitigen ge-
raden gleichkantigen Prismas.

§. 232. Projectionen von Korpern. Auch die Projectionen der
Korper werden auf einer horizontalen und einer verticalen Ebene als
Grundriss und Aufriss dargestellt. DBei der Entwerfung des Grundrisses
hat man sich das Auge oberhalb A, fiir den Aufriss aber vor V in
unendlicher Entfernung zu denken. Fiir jede der beiden Augenstellungen
zerfillt der Korper in einen sichtbaren und unsichtbaren Theil. Diese
beiden Theile werden durch diejenigen Kanten getrennt, deren Pro-
jectionen den Umriss (die Contour) in den gleichnamigen Projectionen
bilden. Die Contour des Grundrisses ist im allgemeinen von den Pro-
jectionen anderer Kanten gebildet als die des Aufrisses. Die sichtbaren
Kanten werden durch ausgezogene, die nicht sichtharen durch ge-
strichelte Linien dargestellt.

§. 233. Projectionen des Prismas.

Fig. 190, I zeigt den Grundriss und den Aufriss eines Wiirfels,
der mit einer Fliche auf der horizontalen Projectionsebene steht, zwei

Seitenflichen desselben sind zur verticalen Projectionsebene parallel;
beide Projectionen sind
Quadrate.

Fig. 190, 11 stellt

oy die beiden Projectionen
desselben Wiirfels vor,
nachdem er um eine
3:5 ‘horizontale Kante so
hd' lange gedreht wurde,
dass eine Diagonal-
o ebene auf den beiden

Projectionsebenen
senkrecht steht; als

Grundriss ergibt sich ein Rechteck, als Aufriss ein Quadrat.
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In Fig. 190, III kommen Grund- und Aufriss eines Wiirfels vor,
dessen Grundfliche in der Horizontalebene liegt und in dem keine Seiten-
fliiche der verticalen Projectionsebene parallel ist.

Gib in jedem der drei Fille aus dem Grund- und Aufrisse a) die sichtbaren,
b) die gedeckten Eckpunkte des Wiirfels an.

Gib in beiden Projectionen die Kanten des Wiirfels an, welche a) als sicht-
bare Strecken, 4) als Punkte, ¢) als gedeckte Strecken erscheinen.

Gib die Fliachen des Wiirfels an, welche a) als sichtbare Flichen, 5) als
Strecken, ¢) als gedeckte Flachen erscheinen.

Dasselbe wird in Beziehung auf die Projectionen der spiter folgenden Korper
anzugeben sein.

Der Grund- r i Fig. 191.
und Aufriss in e#
Fig. 191, 1 stel-
len ein rechtwink-
liges Parallelepi-
ped, in Fig. 191, 4l¢”
II ein fiinfseiti-
ges, 1n Fig. 191,
III ein sechssel- ae
tiges Prisma dar.

Gib in jedem
['alle aus den beiden
Projectionen die Lage des Prismas, seiner Grund- und Seitenflichen gegen die

Projectionsebenen an.

3. Die Pyramide.

8. 234. Entstehung und Bestandstiicke einer Pyramide. Eine
kirperliche Ecke wird auch ein pyramidaler Raum genannt.

Wird ein pyramidaler Raum (Fig. 192) durch eine Ebene A BCD,
welche alle Kanten desselben trifft, geschnitten, so heifit der dadurch
abgegrenzte Korper eine Pyramide.

Die Schnittfliche 4 BC' D nennt man die Fig. 192.
Grundfliche, die Dreiecke A0B, BOC,
COD.... die Seitenflichen, und den Punkt
O, in welchem alle Seitenfliichen zusammentretfen,
den Scheitel der Pyramide. Die Schnittlinien
je zweier benachbarter Seitenflichen heilien
Seitenkanten, die Schnittlinien der Seiten-
flichen mit der Grundfliche Grundkanten.
Die Normale OP vom Scheitel auf die Grund-

fliiche heiBt die Hohe der Pyramide.
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- 8. 235. Eintheilung der Pyramiden. Mit Riicksicht auf die
Anzahl der Seitenkanten ist eine Pyramide drei, vier- oder
mehrseitig.

Eine Pyramide, in welcher alle Seitenkanten gleich sind, heifit
cerade, jede andere schief. Die Grundfliche einer geraden Pyra-
mide ist ein Sehnenvieleck, der Mittelpunkt des umgesechriebenen Kreises
ist der FuBlpunkt der Hohe (§. 201); die Seitenflichen sind gleich-
schenklige Dreiecke.

Eine gerade Pyramide, deren Grundfiiiche ein regelmiifiges Polygon
ist, heiit regelmifBig oder regulidr. Die Seitenfliichen einer solchen
Pyramide sind congruente gleichschenklige Dreiecke; die Hohe eines
jeden derselben heifit die Seitenhohe der regelmiBigen Pyramide.

Eine gleichkantige Pyramide ist eine solche, bei welcher alle
Kanten gleich lang sind. Da gic gleiche Seitenkanten besitzt, muss
sie eine gerade Pyramide sein. Da ihre Grundfliche ein Sehnenpolygon
mit gleichen Seiten ist, so ist sie ein regelmifiges Polygon. Mithin
muss eine gleichkantige Pyramide zugleich regelméfig sein. Ihr Mantel
ist von congruenten gleichseitigen Dreiecken gebildet. Da die Bildung
einer Ecke durch sechs gleichseitige Dreiecke nicht mehr moglich ist,
so folgt, dass es nur drei-, vier- und fiinfseitige gleichkantige Pyramiden
geben kann.

, §. 236. Schnitte der Pyramide. 1. Es
i sei die Pyramide O ABC D (Fig. 193) durch die
mit der Grundfliche 4 BC'D parallele Ebene
E FG H geschnitten; O K und O L seien die Ab-
‘stiinde der beiden Flichen vom Scheitel O.

Da AB|| E# und BC | FG (§. 207), so er-
2ibt sich
AB: EF—=— BO:FO
BC: FG = B0 : EU daher
AB:ElF-— BC:FG: ebenso kann
die Proportionalitit aller Seitenpaare der Grund-

fliche und der Durchschnittsfigur bewiesen werden; iiberdies sind die
Winkel der beiden Polygone paarweise gleich; daher A BC Do EFG H.

Da AK| EL ist (§ 207), so ist AO: EO=KO:LO, daher
auch AB:EF—=KO:LO und AB?: EF?—= KO02?: LO?; da sich die
Fliacheninhalte #hnlicher Polygone so verhalten wie die Quadrate der
homologen Seiten, so folgt

ABCD: EFGH—AB*: EF?— KO?: LO>
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Wird eine Pyramide durch eine zur Grundfliche pa-
rallele Ebene geschnitten, so ist die Sehnittfliche mit
der Grundfliche iihnlich, und es verhalten sich die In-
halte beider Flichen wie die Quadrate ihrer Abstinde
vom Scheitel.

Man kann sich daher eine Pyramide auch dadurch entstanden
denken, dass ein Polygon A BCD (Fig. 192) lLings der Geraden 40O
parallel zu sich selbst fortschreitet, dabei in jeder Lage (wie abcd)
sich #dhnlich bleibt und stetig kleiner wird, bis es in dem Punkt O
verschwindet.

Aufgabe.

In dem Abstand §, 4, I der Hohe, gerechnet vom Scheitel, wird durch eine
Pyramide eme zur Grundflache parallele Ebene gelegt. Der Inhalt der Durch-
schnittsfigur ist 'mit dem der Grundfliche zu vergleichen.

2. Legt man durch zwei nicht unmittelbar aufeinander folgende
Seitenkanten einer Pyramide eine Ebene, so ist die Schnittfigur ein
Dreieck und heifit ein Diagonalschnitt der Pyramide.

Jede mehrseitige Pyramide kann durch Diagonalschnitte in drei-
seitige Pyramiden zerlegt werden.

8. 237. Pyramidenstumpf. Durch einen mit der Grundfliiche
parallelen Querschnitt wird die gegebene Pyramide (IFig. 193) in zwel
Theile getheilt, einen zwischen zwei parallelen Ebenen enthaltenen Korper,
den man eine abgekiirzte Pyramide oder einen Pyramiden-
stumpf nennt, und eine kleinere Pyramide, welche die Ergéinzungs-
pyramide des Stumpfes heift. Ein Pyramidenstumpf A BCDEFG H
ist daher der Unterschied zweier Pyramiden OABCD und O EFG H,
deren Grundflichen die untere und die obere Grundfliche des Stumpfes
sind, und deren gemeinschaftlicher Scheitel O in dem Schnittpunkte

der verlingerten Seitenkanten des Stumpfes liegt.

Die Grundfliichen eines Stumpfes sind idbnliche Polygone, die
Seitenfliichen sind Trapeze. Der Abstand LK der beiden Grund-
fliichen heiBt die Hohe des Pyramidenstumpfes. Ist die ganze Pyra-
mide regelmiflig, so ist auch der zugehorige Pyramidenstumpt regel-
mifig; die Seitenflichen desselben sind gleichschenklige congruente
Trapeze.

Die Pyramide und die Erginzungspyramide sind dhnliche Korper.

§. 238. Aus der Hohe 7 eines Pyramidenstumpfes und zwei gleichliegen-
den Seiten der beiden Grundfiichen die Hohen der ganzen Pyramide und der Er-

ganzungspyramide zu suchen.
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- S—s=
b= hSriosh e b

Setzt man (Fig. 193) 4B — 8, BFE—s L K=—h, OL—=huadO K — I so ist:
Sis={h-+#):F
Sh! = sh + sh’
Sh! — sh' = sh
I (S —s)=sh

H=hsRk =%

Al S — s

S. 239. Das Netz einer Pyramide.

S —3s

Man construiere die Seiten-

dreiecke mnebeneinander so, dass sie die Spitze gemeinschaftlich haben,
und lege dann an eines dieser Dreiecke die Grundiliche.

Um insbesonders das Netz einer geraden Pyramide zu erhalten,

beschreibe man (Fig. 194) aus O einen Kreisbogen, ziehe darin die
Sehnen 4 B, B( und (' D gleich den Seiten der Grundfiiche und zeichne

unter eine derselben die Grundfliche. |
Fig. 195 enthilt das Netz eines regelmiifiigen dreiseitigen Pyra-

midenstumpfes.

Aufgabe.

Das Netz @) einer regelmifligen vierseitigen
Pyramide, &) “eines regelméafigen sechsseitigen
Pyramidenstumpfes zu zeichnen.

Fig. 194.
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§. 240. Projectionen der Pyramide.

Fig. 196, 1 stellt den

Grund- und Aufriss einer auf der Horizentalebene aufgestellten vierseitigen
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geraden Pyramide vor. Der Grundriss ist mit der Grundfliiche con-
gruent, der Aufriss gibt die Hohe s"0". Jede Seitenkante sc¢ kann als
Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreieckes dargestellt werden, dessen
Katheten der Grundriss von sc d. i. s’c’ und die Hohe so der Pyra-
mide sind.

Fig. 196, II enthilt Grundriss und Aufriss eines fiinfseitigen
geraden Pyramidenstumpfes, der mit seiner groferen Grundfliche auf
der Horizontalebene steht.

4. Der Cylinder.

§. 241. Entstehung und Bestandstiicke eines Cylinders. Gleitet
eine unbegrenzte Gerade C'D (Fig. 197) parallel zu sich selbst lings
des Umfanges des aus 4 mit dem Halbmesser A ¢’ beschriebenen Kreises,
so beschreibt sie eine krumme Fliche, welche Cylinderfliche heifit;
C'D ist die erzeugende Gerade, der Kreis der Leitkreis; die durch den
Mittelpunkt desselben parallel zur erzeugenden Geraden gezogene unbe-
grenzte Gerade A B heifit die Achse der Cylinderfliiche; der von der
Cylinderfliiche eingeschlossene nach zwei Seiten offene Raum ein cylin-
drischer Raum. Fig. 197.

Jede zur Ebene des Leitkreises parallele Ebene
schneidet die Cylinderfliche in einem Kreise, dessen
Mittelpunkt in derAchse liegt. Denn es ist ac= A ('
da C'Aac ein Parallelogramm ist, ebenso a f — A F,
daher ac = af.

Wird ein cylindrischer Raum durch zwei zu
der Ebene des Leitkreises parallele Ebenen ge-
schnitten, so heifit der dadurch abgegrenzte Korper
ein Cylinde r.

Die beiden parallelen Schnittflichen, von denen die eine auch
mit dem Leitkreise selbst zusammenfallen kann, heifflen die Grund-
flichen, die gekriimmte Seitenfliche heift der Mantel des Cylinders.

Die Grundflichen eines Cylinders sind demnach zwel congruente
Kreise. Die Strecke 4 B, welche ihre Mittelpunkte verbindet, heifit
die Achse des Cylinders. Jede durch die Achse gelegte Ebene schneidet
die Mantelfliiche in zwei geraden Linien; eine solche Schnittlinie C'.D
heiBt eine Seite des Cylinders. Alle Seiten eines Cylinders sind unter-
einander und der Achse gleich und parallel. Der Abstand B P der
beiden Grundfliichen des Cylinders heift die Hohe desselben.

Mo&nik-Spielmann, Geom. Formenl. u. Anfangsgr. d. Geom. f. Realsch. 9
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Man kann sich einen Cylinder C' EG' D auch dadurch entstanden
denken, dass eine Kreisfliche C'E parallel zu sich selbst so fortschreitet,
dass dabei ihr Mittelpunkt A eine Gerade A B beschreibt.

Da man sich den Kreis als ein regelmiifiiges Vieleck von unend-
lich vielen Seiten vorstellt, so kann man auch sagen:

Ein Cylinder ist ein Prisma, dessen Grundflichen
Kreise sind.

§. 242. Eintheilung der Cylinder. Ein Cylinder, dessen Achse
auf der Grundfliche normal steht, heifit ein gerader (Fig. 198), jeder
andere ein schiefer Cylinder. Einen geraden Cylinder
kann man sich dadurch entstanden denken, dass sich ein
Rechteck A BDC um eine seiner Seiten, z. B. A B, als
, Achse herumdreht. In einem geraden Cylinder ist die
Hohe der Achse gleich. |
| Ein gerader Cylinder, in welchem die Seite dem
' Durchmesser der Grundfliche gleich ist, heifit gleich-
seitig.

§. 243. Schnitte des Cylinders. 1. Wird ein Cylinder (Fig. 199)
durch eine mit der Grundfiiiche parallele Ebene geschnitten, so ist
die Schnittfliche 4 B ein mit der Grundfliche congruenter
Kreis.

Fig. 198.

2. Ist die Schnittebene nicht parallel zur Grund-
fliche und trifft sie alle Seiten des Cylinders, so ist
der Schnitt beim geraden Cylinder eine Ellipse C D,
deren Mittelpunkt in der Achse liegt.

3. Geht die schneidende Ebene durch die Achse,
so 1st die Schnittfliche, welche in diesem Falle ein
Achsenschnitt heiit, ein Parallelogramm, z. B.
EFGH. (Weshalb?) In einem geraden Cylinder ist
jeder Achsenschnitt ein Rechteck, in einem gleichseitigen Cylinder
ein Quadrat.

Fig. 199.

der Peripherie der Grundfliiche und dessen Hohe der
Hohe des Cylinders gleieh ist, und beschreibe sodann
zwei der Grundfliche gleiche Kreise, von dénen der
Q eine die Grundlinie, der andere die gegeniiberliegende
Seite des Rechteckes beriihrt.

Fig. 200. §. 242. Netz eines Cylinders. Um das Netz
. eines geraden Cylinders zu erhalten, zeichne man
C) (Fig. 200) ein Rechteck, dessen Grundlinie gleich
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Der Mantel eines schiefen Cylinders Fig. 201.
ist kein Parallelogramm, sondern eine von
zwel parallelen Geraden und zwei krummen
Linien begrenzte Figur (Fig. 201).

§. 245. Projectionen des Cylinders.
Ist die Achse eines geraden Cylinders auf
der Horizontalebene senkrecht (Fig. 202, I),
so 1st der Grundriss ein der Grundfliiche
gleicher Kreis, der Aufriss ein Rechteck,
dessen Seiten der Durchmesser und die Hihe
des Cylinders sind.

Ist die Achse des geraden
Cylinders horizontal und zu der
Verticalebene geneigt (Fig. 202, Fig. 202.
II), so ist sein Grundriss ein ‘
Rechteck, die Aufrisse seiner
beiden Grundfliichen aber sind
Ellipsen.

Was fiir Gebilde sind der
Grundriss und der Aufriss eines Cy-
linders, der mit seiner Mantelfliche
auf der Horizontalebene ruht, und

dessen Achse mit der Verticalebene
parallel ist?

Aufgabe. |
Die beiden Projectionen eines schiefen Cylinders zu zeichnen, der mit einer
seiner beiden Grundflichen auf der Horizontalebene steht.

5. Der Kegel.

§. 246. Entstehung und Bestandstiicke des Kegels. Gleitet
ein Halbstrahl OA (Fig. 203), dessen Anfangspunkt O im Raume fest ist,
liings des Umfanges des aus C' mit dem Halbmesser C'A beschriebenen
Kreises hin, so beschreibt er eine krumme Fliche, Fig. 203.
welche Kegelfliiche oder conische Fliche heilt.
O A heilt die erzeugende Gerade, der Kreis Leit-
kreis, OC Achse der Kegelflsiiche, der von der Kegel-
fliche eingeschlossene nach einer Seite offene Raum
heiBt ein conischer oder kegelférmiger Raum. Jede
zur Ebene des Leitkreises parallele Ebene schneidet
die conische Fliche in einem Kreise, dessen Mittel-
punkt in der Achse liegt. |




132

Legt man ndmlich durch OC und OA4, ebenso durch OC und
O M je eine Ebene, so ist AC || A'C* und MC || M'C", daher
AC A — 00 00"
MO ML — O6 0%
somit AC : A'C' = MC : M'(C'; da aber 4C=MC
ist, so muss auch A‘'C' = M'C’ sein. |
Wird ein kegelformiger Raum durch eine zur Ebene des Leit-
kreises parallele Ebene geschnitten, so heilt der dadurch abgegrenzte
Korper ein Kegel. Die Schnittfliiche, weleche mit dem Leitkreise
selbst zusammenfallen kann, ist ein Kreis und heifit die Grundfliche,
die gekriimmte Seitenfliche der Mantel, der Punkt O der Scheitel
des Kegels. Die Strecke OC, welche den Scheitel des Kegels mit dem
Mittelpunkte dieses Kreises verbindet, heit die Achse. Jede durch die
Achse gelegte Ebene schneidet die Mantelfliche in zwei geraden Linien;
eine solche Strecke O 4 heifit eine Seite des Kegels. Die vom Scheitel
zur Grundfliche gezogene Normale O P heifit die Hohe des Kegels.
Einen Kegel O A M B kann man sich auch dadurch entstanden
denken, dass sich ein Kreis parallel zu sich selbst so fortbewegt, dass
_der Mittelpunkt C' in der Geraden C'O fortriickt und dabei der Kreis
selbst an GroBle stetig abnimmt, bis er im Punkte O verschwindet.
Ein Kegel kann als eine Pyramide, deren Grund-
fliche ein Kreis ist, angesehen werden.

§. 247. Eintheilung der Kegel. Steht die Achse eines Kegels
auf der Grundfliche desselben normal, so heifit der Kegel ein gerader

Fio. 204,  (Fig. 204), sonst ein schiefer. Ein gerader Kegel
entsteht, wenn sich ein rechtwinkliges Dreieck A C O
um eine Kathete C'O als Achse herumdreht; die andere
Kathete AC beschreibt dabei die Grundfliche, die
Hypotenuse O A die Mantelfliiche des Kegels. In einem
geraden Kegel stellt die Achse zugleich die Hohe vor;
alle Seiten desselben sind einander gleich.

Ein gerader Kegel, dessen Seite gleich ist dem
Durchmesser der Grundfliche, heifit gleichseitig.

Sind in einem geraden Kegel von den drei Grofen: MaBzahl des
Halbmessers der Grundfliche == », Mafzahl der Hohe = %~ und MaB-

zahl der Seite = s, zwei gegeben, so kann aus denselben die dritte
berechnet werden. Man hat:
s = Vr? - B2, - h— Vs — 2 r = Vs? — B’
Beispiele: 1. Gegeben r = 5 c¢m, h = 12 cm; zu suchen s.
9. - r = 11-cm, s = 61 cm; , SRk
3. = $ = 2bdm, h =24dms . 5 s
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§- 248. Schnitte des Kegels. 1. Wird ein Kegel durch eine
zur Grundfliche parallele Ebene geschnitten, so ist der Schnitt ein
Kreis 4 B (Fig. 205). Die Schnittfliche
und die Grundfliche verhalten sich,
wie bei der Pyramide, so wie die Quadrate
ihrer Abstinde vom Scheitel.

Fig. 205.
0

2. Ist die schneidende Ebene nicht parallel
zur Grundfliiche, so ist die Schnittficur «) im
allgemeinen eine Ellipse FG, wenn die
Schnittebene alle Seiten des Kegels oder deren -
Verlingerungen trifft; ) eine Parabel C DE,
wenn die Schnittebene nur zu einer Seite des
Kegels parallel ist; und ¢) eine Hyperbel
HJK, wenn die Schnittebene zu zwei Seiten
parallel ist. Die Hyperbel besteht aus zwei Asten,
welche durch den Durchschnitt der Ebene mit den
beiden Theilen einer vollstindigen Kegelfliche ent- A
stehen, deren Erzeugende eine nach beiden Seiten
unbegrenzte Gerade ist. (Fig. 206.) Man nennt des-
halb diese krummen Linien Kegelschnittslinien.

3. Geht die schneidende Ebene durch die
Achse des Kegels, so ist der Schnitt MON ein
Dreieck. In einem geraden Kegel sind alle Achsen-
schnitte congruente gleichschenklige, in einem gleich- 4
seitigen Kegel congruente gleichseitige Dreiecke.

Kegelstumpf.

8. 249. Wird ein Kegel durch eine mit der Grundfliche parallele
Ebene D E (Fig. 207) geschnitten, so wird derselbe in zwei Theile
oetheilt, einen zwischen zwei paa:a.]lelen Kreisflichen Fig. 207.
enthaltenen Korper, welcher ein abgekiirzter 0
Kegel oder ein Kegelstumpf genannt wird, und
einen Kkleineren Kegel, welcher der Ergidnzungs-
kegel des Stumpfes heift. Ein Kegelstumpt ABE D
ist daher der Unterschied zweier Kegel, welche die
Grundfliichen des Stumpfes zu ihren Grundfliichen
haben, und deren Scheitel der Punkt ist, in welchem
die erweiterte Mantelfliiche des Stumpfes zusammen-
Liuft. Der Abstand C'F der beiden Kreisfliichen
ist die Hohe des Kegelstumpfes. Der Kegelstumpf heibt gerade oder
schief, je nachdem der ganze Kegel gerade oder schief ist. |
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§. 200. Aus der Hohe 7 eines Kegelstumpfes und den Radien der Grund-
flichen R und r 'die Hohe des Erginzungskegels 4‘ und die des ganzen Kegels H

zu berechnen.
Esist R:r= -+ R'): 0
RBh=1rh 4+ rk’
(R —7r)=r1h
rh

pe—=

R—r

H="h+K=h ;JP?f?d:R—I"_kT-

§. 251. Netz eines Kegels. Da alle Punkte der Peripherie
des Grundkreises bei einem geraden Kegel von dem Scheitel desselben
gleich weit entfernt sind, so erhilt man durch das Aufrollen des Mantels
eines geraden Kegels einen Kreisausschnitt, welcher die Peripherie der
Grundfliiche zum Bogen und die Seite des Kegels zum Halbmesser hat.

Um daher das Netz eines geraden Kegels zu

b 0208' erhalten, hat man an den Bogen des Kreisausschnittes,
den man durch Aufrollen des Mantels erhilt, noch
4 o den Grundkreis zu zeichnen (Fig. 203). Da die
B Seiten eines schiefen Kegels nicht gleich sind, so ist
der Mantel desselben nach der Abwicklung kein
o Kreisausschnitt (Fig. 209). Figur 210 enthilt die
E Zeichnung des Netzes eines geraden Kegelstumpfes.
Fig. 209. Fig. 210.

§. 252. Projectionen des Kegels. Fig. 211, I stellt die Pro-
jectionen eines mit der Grundfliche auf der horizontalen Ebene auf-
stehenden geraden Kegels dar. Der Grundriss ist ein Kreis, der Aufriss
ein gleichschenkliges Dreieck.

Wie gestalten sich Grund- und Aufriss eines geraden Kegels, dessen Achse
a) mit einer Projectionsebene (Horizontalebene) parallel und gegen die andere (Ver-
ticalebene) geneigt, &) gegen beide Projectionsebenen geneigt ist? |
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Fig. 211, II stellt die Projectionen eines schiefen Kegels dar, der
mit seiner Grundfliche auf der Horizontalebene steht.

In Fig. 211, III sind Grundriss- und Aufriss eines mit der unteren
Grundfliiche auf der Horizontalebene aufstehenden schiefen Kegelstumpfes
dargestellt. lm Grundrisse erscheinen die Grundfliichen als Kreise und
zwel Seitenkanten als gemeinschaftliche Tangenten derselben, der Auf-
riss ist ein Trapez. |

Fig. 211.
L. I1. III.

Aufgabe.
Die beiden Projectionen eines geraden Kegelstumpfes zu zeichnen, der mit

seiner groferen Grundfliche auf der Horizontalebene aufsteht.

6. Die Kugel.

Die Entstehung einer Kugel, die Erkliirung derselben und ihrer
Theile ist in den §8§. 42—43 enthalten.

§. 253. Die Kugelfliche und der
Punkt. Der Abstand irgend eines Punktes
vom Mittelpunkte einer Kugel heifit der
Centralabstand des Punktes.

Ein Punkt liegt auf der Kugelfliche,
innerhalb oder auBerhalb derselben, je nach-
dem sein Centralabstand gleich dem Halb-
messer der Kugel, kleiner oder grofier als
derselbe 1st.

8. 254. Die Kugelfliche und die Gerade. Der Abstand irgend
einer Geraden vom Mittelpunkte einer Kugel heifit der Centralab-

stand der Geraden. |
Ist der Centralabstand einer Geraden grioBer als der Halbmesser

der Kugel, so hat die Gerade mit der Kugelfliiche keinen Punkt

Fig. 212,
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gemeinschaftlich. Ist der Centralabstand der Geraden gleich dem Halb-
messer, so hat sie mit der Kugelfliche nur einen Punkt gemein-
schaftlich, wiihrend alle anderen Punkte auferhalb der Kugel liegen;
sie heilt eine Tangente der Kugelfliche. Ist endlich der Central-
abstand der Geraden kleiner als der Halbmesser, so schneidet sie die
Kugelfliche in zwei Punkten.

Ist (Fig. 212) der Halbmesser einer Kugel O D — », die Liinge
der Sehne D B — s und ihr Centralabstand O P — a, so erhilt man
aus dem rechtwinkligen Dreiecke D P O:

9 | 82 ‘_.) : ) > /‘) S
r — |/ a” 1 § —= 4 \L¥° —a", a = |/ r- 1

Aus den letzten zwei Ausdriicken ergibt sich:

1. Zu gleichen Centralabstinden gehoren in derselben Kugel gleiche
Sehnen; und umgekehrt.

2. Zum Kkleineren Centralabstande gehort in derselben Kugel die
grofere Sehne; und umgekehrt.

3. Der Kugeldurchmesser ist die griofite Kugelsehne.

Die Kugelfldiche und die Ebene.

§. 205. Der Abstand irgend einer Ebene von dem Mittelpunkte
einer Kugel heifit der Centralabstand der Ebene.

Ist der Centralabstand einer Ebene grofier als der Halbmesser der
Kugel, so hat die Ebene mit der Kugelfliche keinen Punkt gemein-
schaftlich. Ist der Centralabstand der Ebene gleich dem Halbmesser,
80 hat sie mit der Kugelfliiche nur einen Punkt gemeinschaftlich und
heifit eine Beriihrungs- oder Tangentialebene; sie enthilt alle
Tangenten, welche im Beriihrungspunkte an die Kugel gelegt werden
konnen. Ist der Centralabstand der Ebene kleiner als der Halbmesser,
S0 schneidet die Ebene die Kugelfiéiche.

§. 256. Jeder Schnitt einer Kugel durch eine Ebene
ist ein Kreis.

Die Richtigkeit dieses Satzes geht schon aus der Entstehungs-
weise der Kugel hervor, kann aber auch fiir sich leicht nachgewiesen
werden.

Es sei DN R (Fig. 212) ein ebener Kugelschnitt.  Fillt man vom
- Kugelmittelpunkte O die Normale O P auf die Schnittebene, zieht von

P nach dem Umfange des Schnittes die beliebigen Strecken P D und
P S, ferner noch die Halbmesser OD und OS, so ist PD = PSS
(8. 201). Daraus folgt, dass alle Umfangspunkte des Schnittes DN R
von P gleichen Abstand haben, dass also der Schnitt ein Kreis ist.

Der Kreis D N R wird ein Kugelkreis genannt.

A
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Ziwischen dem Halbmesser O D = » der Kugel, dem Halbmesser
PD = o des Kugelkreises und dem Centralabstande O P — ¢ des
letzteren bestehen, da das Dreieck D PO rechtwinklig ist, die Be-
ziehungen: |

| = V¢! + a?, ¢ = Vr? — a? a = Vr? — o2,

Daraus folgt: | L

1. Zu gleichen Centralabstiinden gehoren gleiche Kugelkreise ; und
umgekehrt.

2. Zum Kkleineren Centralabstande gehort ein groBerer Kugelkreis .
und umgekehrt.

5. Am grioften wird ein Kugelkreis, wenn er durch den Mittel-
punkt der Kugel geht; er heifit deshalb geradezu ein grofter Kugel-
kreis oder auch ein Hauptkreis; jeder andere Kugelkreis heifit ein
Nebenkreis.

Der Halbmesser eines Hauptkreises ist gleich dem Halbmesser
der Kugel. Alle Hauptkreise sind daher einander gleich.

Zur eindeutigen Bestimmung eines Hauptkrelseq sind auBer dem
Kugelmittelpunkte noch zwei mit ihm nicht in gerader Linie liegende
Punkte erforderlich.

Durch die Endpunkte eines Durchmessers kann man unzihlig
viele Hauptkreise, durch zwei Punkte, welche nicht Endpunkte eines
Durchmessers sind, nur einen einzigen Hauptkreis legen.

Ein durch zwei Punkte M und N (Fig. 212) der Kugelfliche
gelegter Hauptkreis wird durch diese Punkte in zwei Bogen getheilt
den Bogen MN und M Bm AN. Der kleinere Bogen M N des
durch zwei Punkte M und N gelegten Fig. 213.
Hauptkreises hejft der sphiirische

| d” ,
Abstand der beiden Punkte. b‘/ N o

(Meridiane und Parallelkreise am b7k \5\
Globus, Erdachse, Nord- und Siidpol, TR T
Aquator, geographische Breite und Linge.)

8. 257. Netz einer Kugel.
Die Fliche einer Kugel ldsst sich, 1oy = |
da sie doppelt gekriimmt ist, nicht e ,
in eine Ebene abwickeln; daher kann i SRR
von der Kugelfliiche kein genaues
Netz construiert werden.

§. 258. Projectionen der
Kugel. In Fig. 213, 1 ist der Grund-

riss, in II der Aufriss einer Kugel
dargestellt deren Achse auf der Horizontalebene senkrecht steht.
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Der Grund- und der Aufriss einer Kugel sind fiir jede Lage der-
selben Kreigse, deren Durchmesser dem Durchmesser der Kugel gleich ist.
Steht die Achse der Kugel auf der Horizontalebene senkrecht, so er-
scheinen im Grundriss alle Meridiane als Durchmesser, im Aufriss einer
als Kreis, einer als Durchmesser und alle iibrigen als Ellipsen; die
Parallelkreise erscheinen im Grundriss als concentrische Kreise, im
Aufriss als parallele Sehnen. | -

I1I. Ausmessung der Korper.

Oberfliche und Cubikinhalt.

S. 209. DBei der Ausmessung der Korper hat man die Ober-
fliche und den Cubikinhalt derselben in Betracht zu ziehen.

Unter der Oberfliche eines Korpers versteht man die Summe
aller Grenzflichen desselben. Um daher die Oberfliche eines Korpers
zu erhalten, braucht man nur den Flicheninbalt jeder Grenzfliche
fiir sich zu bestimmen und alle gefundenen Flichen zu addieren.
Die Summe der Seitenflichen heilit insbesondere die Seitenober-
fliche des Korpers.

§. 260. Der Raum, welchen die Oberfliche eines Korpers ein-
schliefit, heifit dessen Cubikinhalt oder Volumen.

Zwei Korper, welche gleichen Cubikinhalt haben, heiflen 1in-
haltsgleich.

Um den Cubikinhalt eines Korpers zu bestimmen, nimmt man
irgend einen bekannten Korper als Einheit des Cubikmafles an und
untersucht, wie oft derselbe in dem gegebenen Korper enthalten ist.
Die Zahl, welche dieses angibt, heiit die MafBzahl fiir den Cubik-
inhalt des Korpers. |

Als Einheit des Cubikmafies wird ein Wiirfel (Cubus)
angenommen, dessen Seite der Einheit des Lingenmafles gleich ist,
also ein Meter, ein Decimeter, . . . betrigt, und der dann beziehungs-
weise Cubikmeter (m3, Cubikdecimeter (dm®), . . . heifit.
Einen Korper messen heifit also untersuchen, wie viel m? dm? u. s. w.
in demselben enthalten sind. Es wiirde zu miihsam und in vielen
Fillen unausfiihrbar sein, diese Untersuchung durch wirkliches Neben-
und Aufeinanderlegen der Cubikeinheit vorzunehmen; eintacher wird
der Cubikinhalt eines Korpers mittelbar aus dem Mafle der Strecken
oder Flichen, von denen die Grofle desselben abhingt, durch Rechnung
gefunden. '

§. 261. Cavalieri’scher Satz. Zwei Korper, welche auf
derselben Ebene aufstehen, und mit jeder zu dieser Ebene
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parallelen Ebene gleicheSchnittflichen ergeben, haben
dasselbe Volume n.

Denn man kann zwei Korper, welche diese Eigenschaft haben,
in eine gleiche Zahl unendlich diinner Platten zerlegt denken, welche
paarweise dasselbe Volumen haben; es miissen dann auch die Summen
aller Platten fiir jeden der beiden Korper, d. h. die beiden Korper
selbst, inhaltsgleich sein. Dieser Satz heifit der Cavalieri’'sche Satz.

1. Das Prisma.

§. 262. Oberfliche eines Prismas. Um die Oberfliiche eines
Prismas zu berechnen, bildet man die Summe aus der doppelten Grund-
fliiche und der Summe aller Seitenflichen, welche als Mantelfliche des
Prismas bezeichnet wird. Sind O, G und M die Malzahlen fiir die
Oberfliche, eine der beiden Grundflichen und den Mantel, so 1st

0O =2G 4+ M. |
Da der Mantel eines senkrechten Prismas in eine Ebene abge-
wickelt ein Rechteck gibt, dessen Grundlinie der Umfang » der Grund-
fliche des Prismas und dessen Hohe die Seitenkante s desselben ist,
g0 ist fiir ein senkrechtes Prisma
M = us.

Fiir einen Wiirfel ist O = 6s?%; also s = \/—- Smd die Seiten
zweier Wiirfel S und s, ihre Oberflichen O und o, so ist O:0 = §2%: s

Volumen des Prismas.

8. 263. Es sei (Fig. 214) die MaBzahl fiir das Volumen eines
rechtwinkligen Parallelepipeds zu bestimmen, in welchem die Linge
AB = 3 m, die Breite AD = 2m und die Fig. 214.

Hohe AE — 4 m ist. Da die Hohe 4 m be- . H G
triigt, so kann man das Parallelepiped in 7 "
4 gleiche Parallelschichten zerlegen, deren jede
1 m hoch ist. Da ferner das Parallelepiped | - |
3 m lang und 2 m breit ist; so ldsst sich jede :
dieser Parallelschichten in 3 X 2 Wiirfel zer-
legen, deren jeder 1 Cubikmeter ist. Die
Mafizahl fiir das Volumen dieses Parallelepipeds
ist sonach 3 > 2 X 4 = 24 und zwar auf das
Cubikmeter als Einheit bezogen. |
Die MaBzahl fiir das Volumen eines rechtwinkligen

Parallelepipeds ist also gleich dem Producte aus den
MaBzahlen dreierzusammenstoBender Kanten (Linge, Breite
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und Hohe) oder dem Producte aus den MaBzahlen der
Grundfldche und der Hohe.

Kiirzer sagt man gewohnlich:

Das Volumen eines rechtwinkligen Parallelepipeds
ist gleich dem Producte aus drei zusammenstoBienden
Kanten oder dem Producte aus der Grundfliche und der
Hohe.

Sind allgemein @, b und ¢ die Mafizahlen der in einer Ecke

zusammenstofenden Kanten und » die Mafizahl des Volumens, so ist

), (3] (3
v — abe. und umeekehrt a = —, b= —, ¢ — —.
? hog be' ac’ ab

Sind @ und b die Seiten der Grundfliiche g, so ist ¢ = ab; ¢ ist
die Hohe . des rechtwinkligen Parallelepipeds; es ist dann » = gh.

§. 264. Da nach dem Satze von Cavalieri jedes Prisma gleiches
Volumen mit einem rechtwinkligen Parallelepiped von gleicher Grund-
fliiche und gleicher Hohe hat, so gilt allgemein der Satz:

Das Volumen eines jeden Prismas ist dem Producte
aus der Grundfldiche und der Hohe gleich.

Sind v, g, ~ die MaBizahlen fiir das Volumen, die Grundfliiche und

die Hohe eines Prismas, so ist v = gk; daher g = %, 5= 5—.
Bezeichnen G' und ¢ die Mafizahlen der Grundflichen, A und A
die MafBzahlen der Hohen zweier Prismen und V und » die Mafizahlen
ihrer Cubikinhalte, so hat man:

Ly ¥ iv—G. 1 9.8

2y lPiir G — ¢ 186 Voo — H:h

S)Plly H="8 186 ¥V 0= G 8

Dricke diese Proportionen mit Worten aus.

§. 265. Da ein Wiirfel (Cubus) ein rechtwinkliges Parallelepiped
von gleicher Lénge, Breite und Hohe ist, so folgt:

Das Volumen eines Wiirfels ist gleich der dritten
I'otengz einer Seite. '

Darum nennt man auch in der Arithmetik die dritte Potenz einer Zahl den
Cubus derselben.

Bezeichnen s und » die Mafizahlen der Kante und des Volumens
eines Wiirfels, so 1ist :
v — 87 und umgekehrt s = /.
Sind § und V die Kante und das Volumen eines zweiten Wiirfels,
g0 dst amch V- — 8% daher Vv — 8" s d. h:
Die Volumina zweier Wiirfel verhalten sich wie die
dritten Potenzen ihrer Kanten. '
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Wie indert sich demnach das Volumen eines Wiirfels, wenn die Seite des-
selben verdoppelt wird? Wie die Oberfliche?

Ein Wiirfel, dessen Kante 10 dm betrigt, hat
10.10.10 dm?® = 1000 dm?.

Ein solcher Wiirfel ist nun 1 Cubikmeter; also ist

1 m®° = 1000 dm?>.
Ebenso folgt: 1 dm® = 1000 cm?®.
1 em?® = 1000 mm?.

1 Cubikdecimeter heifit als Hohlmaf ein Liter; 100 Liter=
1 Hektoliter.

§- 266- Allfgaben‘
a) Der Wiirfel.

1. Wie groff ist a) die Oberflache, %) der Cubikinhalt eimes Wiirfels, dessen
Seite a) 12 dm, b)) 2 m 3 dm, ¢) 0°575 m ist?

2. Die Kante eines Wirfels ist 5°2 dm; wie grofl ist @) die Diagonale, &) die
Oberflache, ¢) der Cubikinhalt?

3. Die Diagonale eines Wiirfels ist 1°5 m; berechne a) die Kante, &) die Ober-

fliche, ¢) den Cubikinhalt. .
4. Die Oberfliche eines Wiirfels betrigt 398°535 c¢m®; wie grof ist eine Kante

desselben ?

5. Eine Seitenfliche eines Wiirfels betragt 3 m* 61 dm®; wie grof ist der Cubik-
imhalt?

6. Der Cubikinhalt eines Wiirfels ist 6434°856 cm®; wie groff ist dessen Ober-
fiache?

7. Es soll ein wiirfelférmiges, oben offenes Gefa von 0°38 m Kantenlinge an-
oefertigt werden; wie viel m? Kupferblech braucht man?

8. Ein wirfelférmiges Gefif hat 4°8 dm innere Weite; wie viel Liter fasst es?

Wie schwer ist ein Wirfel mit der Seite 3 dm 7 cm, wenn 1 dm® des

Materiales 0°86 kg wiegt?

10. Ein Wiirfel von 2 dm Seitenlange wiegt 16 kg; wie viel wiegt ein anderer
Wiirfel aus demselben Material von 6 dm Seitenlinge?

11. Es soll ein Wiirfel gemacht werden, welcher so grof ist als zwei andere
Wiirfel, deren Kanten 5°4 dm und 4'9 dm sind; welche Lénge muss man

einer Kante desselben geben?

©

b) Das rechtwinklige Parallelepiped.

1. Die Kanten eines rechtwinkligen Parallelepipeds sind @) 12 c¢m, 16 c¢m und
48 cm, b) 1°04 m, 1°98 m und 2°64 m; wie grof ist 1.)die Diagonale, 2.) die

Oberfliche, 3.) der Cubikinhalt?
2. Berechne 1.) die Oberfliche, 2.) den Cubikinhalt folgender rechtwinkliger

Parallelepipede:
a) Lange 25 dm, Breite 18 dm, Hohe 36 dm;
By oo E 804 m . 1°06D m v 0843 m.

3. In einem rechtwinklichen Parallelepiped ist d1e Grundflache 7 dm 3 cm lang
und 2 dm 4 em breit: wie groB ist die Hohe, wenn der Inhalt 64 dm® 820 ¢cm?®

betragt?
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10.

11

12.

13.

14.

15.

16.

Ein rechtwinkliges Parallelepiped, dessen Grundflichen Rechtecke von 28 cm
Lange und 16 ¢m Breite sind, hat 672 em® Cubikinhalt; wie grof ist seine
Oberfiache ?

Die beiden quadratischen Grundfiichen eines geraden Parallelepipeds be-
tragen zusammen 162 dm* die vier Seitenflaichen 590°'4 dm?*; wie grof ist
der Cubikinhalt?

In einem rechtwinkligen Parallelepiped betragt der Umfang der quadratischen
Grundfliche 11°6 dm, die Seitenoberfliche 17°4 dm?®; wie grofy ist die Kante
eines inhaltsgleichen Wiirfels? :

Ein viereckiges GefaB von Blech ist 0'6 m lang, 0°5 m breit und 0°4 m
hoch; wie viel m*® Blech ist daran, wenn das Gefi oben unbedeckt ist?
Wie hoch kommt eine Kiste zu stehen, die 2 m lang, 1°'2 m breit und 1°3 m
hoch ist, wenn 1 m* mit 1 K 60 h bezahlt wird?

Wie groff ist der Cubikinhalt eines Getreidekastens, bei welchem die Linge
2 m, die Breite 1 m 3 dm und die Hohe 1 m 4 dm ist? Wie viel Hektoliter
Getreide kann derselbe aufnehmen ? |

Die Grundfliche eines prismatischen Gefifes ist ein Rechteck von 2 m Léange
und 1°2 m Breite; wie tief muss das Gefaf sein, um 12 Hektoliter zu fassen?
Die Linge eimer Mauer ist 23 m, die Hohe 2 m 4 dm, die Dicke 8 dm; wie
viel Ziegel braucht man, um diese Mauer aufzufithren, wenn ein Ziegel sammt
Verbindungsmittel als 32 ¢m lang, 16 ¢m breit und 8 ¢m hoch anzunehmen ist ?
Eine Mauer 1st 21 m lang, 8 dm dick und 8 m hoch; welchen Druck iibt
dieselbe auf die Unterlage aus, wenn 1 m® Mauerwerk 1634 Kilogramm wiegt ?
1 ¢m® reines Wasser wiegt 1 Gramm; wie viel wiegt ein mit Wasser ge-
fiillltes Blechkastchen von 1°5 dm Lénge, 1°2 dm Breite und 8 ¢m Hoéhe, wenn.
das leere Blechkiastchen 155 Gramm wiegt?

Kine 3560 m lange und 6 m breite Strafie soll mit Kies 1°2 dm hoch be-
schiittet werden; wie viel m® Kies braucht man dazu und wie viel Fuhren
sind nothig, wenn der Wagenkasten 1°6 m lang, 7 dm breit und 5 dm tief ist?
Aus 29 m® gebranntem Kalk erhilt man 100 m® geloschten Kalk; wie viel m?®
gebrannten Kalk braucht man, um eine Grube von 3°2 m Linge, 2°2 m Breite
und 1°5 m Tiefe mit geloschtem Kalk zu fiillen?

Um einen Keller anzubringen, muss die Erde in einer Linge von 9 m 4 dm
durchaus 7 m 4 dm breit und 2 m 8 dm tief ausgegraben werden; wie viel
Wagen KErde gibt dieses, wenn die Wagentruhe 1 m 8 dm lang, 1 m breit
und 0°3 m tief ist, und wenn 10 m® feste Erdmasse beim Ausgraben 18 m?®
lockeres Erdreich geben?

¢) Das Prisma.

Wie grof ist der Cubikinhalt eines Prismas, dessen Grundfliche 5 dm?* 46 cm?
und dessen Hohe 2 dm 9 cm ist?

Die Grundflichen eines 2°4 dm hohen geraden Prismas sind rechtwinklige
Dreiecke mit den Katheten 0'5 dm und 1°2 dm; berechne a) die Oberflache,
b) den Cubikinhalt.

Der Inhalt eines Prismas ist 5°'85 m® die Hohe 1°3 m; wie grof ist die
Grundfliache ?

Die Hohe eines geraden Prismas ist %, die Grundfiiche ein gleichseitiges

Dreieck mit der Seitenlinge a; man berechne die Oberfliche 0 und den

Cubikinhalt 2.
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Der Umfang der Grundfiiche des dreiseitigen Prismas ist 8a, der Flichen-

2
inhalt ¢ 4\/3 . daher ist

a® V3 a\/8
0 = o —}—-Bak=a{—2— +3h}
Fiar den Cubikinhalt hat man » = a?i V3.

. Wie grofj sind Oberfliche und Inhalt eines geraden dreiseitigen Prismas,

dessen jede Kante 3 dm betrigt?

. Die Hohe eines geraden Prismas ist %, die Grundfliche ein regelmifiges

Sechseck mit der Seitenlinge «; man bestimme die Oberfliche 0 und den
Cubikinhalt ».

. Die Grundfliche eines geraden Prismas ist ein regelméfiges Sechseck, die

Hohe gleich 1 m 8 dm; wie groff ist die Seitenoberfliche, wenn eine Seite
der Grundfliche 1 m 1 dm ist? |

. Ein Wiirfel ist inhaltsgleich einem geraden Prisma, dessen Grundfliche ein

regelmifiges Sechseck mit der Seitenlinge 5 c¢m ist; wie grof ist die Kante
des Wiirfels, wenn die Seitenkante des Prismas 8 c¢m betragt?

Der Dachraum einer Scheune bildet ein dreiseitiges Prisma, dessen Grund-
fliche 5°6 m zur Grundlinie, 5 m zur Hohe hat, und dessen Hohe (Linge des

Daches) 8°4 m betrigt; wie viel kg Heu kann dieser Raum aufnehmen, wenn
1 m® Heu 114 kg wiegt?

Ein Balken ist 5 m lang und hat zu Grundflichen zwei gleiche Trapeze, in
denen die Parallelseiten 40 e¢m und 30 ¢m sind, und die Hohe 15 c¢m betragt;
wie grof} i1st der Inhalt?

Die Seitenoberfliche einer 42 m hohen senkrechten Saule, deren Grundfliche
ein regelmifiges Sechseck mit der Seitenlinge 0°4 m ist, soll einen Olanstrich
erhalten: wie viel kostet derselbe, wenn fir das m* 13 K gezahlt werden?

2. Die Pyramide.
§. 267. Oberfliche einer Pyramide. Die Oberfliche O einer

Pyramide besteht aus der Grundfliche G und der Summe aller Seiten-

flichen, dem Mantel, M. Es ist:

O ot Giin B

Da der Mantel einer regelmiifiigen Pyramide aus congruenten

Dreiecken besteht, so ist fiir eine solche Pyramide:

u
M — E.h"

wenn % den Umfang der Grundfliche, 2° die Seitenhshe bezeichnet.

§. 268. Oberfliche eines Pyramidenstumpfes. Sind &' und g die beiden

‘Grundﬂ‘é.chen, M der Mantel des Stumpfes, so ist

0=G+ g+ M
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Be1 einem regelmifigen Pyramidenstumpf sind die Trapeze des Mantels con-
gruent; sind ¢ und b die Parallelseiten, ' die Seitenhohe, n die Anzahl der Grund-
kanten, so 1ist |

; i 7!
M =_G—|2_b.h'fn= %—(an—l— bn)—-‘—-——;—(U—}—u),

wenn U und v die Umfange der beiden Grundflichen bezeichnen.

Der Mantel eines regelmidfigen Pyramidenstumpfes ist also
gleich der Mafzahl der halben Seitenhéhe multipliciert mit der
Summe der Mafzahlen der Umfinge der beiden Grundflachen.

Volumen der Pyramide.

§. 269. Haben zwei Pyramiden gleiche Grundflichen und gleiche
Hohen und liegen sie mit den Grundflichen auf derselben Ebene, so
geben sie mit jeder zu den Grundflichen parallelen Ebene gleiche
Schnittflichen. Denn ist G ihre Grundfliche, k ihre Hohe, d der Ab-
stand der Schnittebene vom Scheitel, smd ferner /' und /' die Schnitt-
flichen, so ist G : F=h?:d? und G : F' — h?: d% daher auch G : F
— 0 o daher i I

Hieraus folgt dann nach dem Cavalieri’schen Satze:

Zwel Pyramiden, welche gleiche Grundflichen und
gleiche Hohen haben, sind inhaltsgleich.

§. %70. Es sei ABCDEF (Fig. 215) ein dreiseitiges Prisma.
Schneidet man dasselbe durch die Ebene 4 E(C, so zerfillt es in die
dreiseitige Pyramide £ 4 BC und in die vierseitige ZACF D. Durch

Fig. 215. die Ebene C ED wird die letztere wieder in zwei
5 dreiseitige Pyramiden A CD und ECD F zerlegt,

so dass das dreiseitige Prisma aus drei dreiseitigen
Pyramiden zusammengesetzt erscheint. Es ldsst sich
nun zeigen, dass diese drei Pyramiden inhaltsgleich
sind. Die Pyramiden £ACD und ECD F haben
ndmlich gleiche Grundflichen ACD und CD F,
welche in derselben Ebene liegen, und denselben
Scheitel Z, daher auch dieselbe Hohe; folglich sind
~sie gleich. In den Pyramiden ZACD und EABC kann man den
Scheitel in ¢' annehmen; die Grundflichen Z A B und EAD liegen in
derselben Ebene und sind einander gleich; die beiden Pyramiden
haben demnach auch gleiche Grundflichen und dieselbe Hohe, sind also
inhaltsgleich. Es sind somit alle drei Pyramiden untereinander gleich.

Daraus folgt:

Jede dreiseitige Pyramide ist der dritte Theil eines
Prismas, welches mit der Pyramide gleiche Grundfliche
und Hohe hat.
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S. 271. Aus §§. 270 und 264 folgt:

Die MaBzahl fiir das Volumen einer dreiseitigen
Pyramide ist gleich dem dritten Theile des Productes
aus den Mafizahlen der Grundfliche und der Héhe.

Da auch jede mehrseitige Pyramide mit einer dreiseitigen von
gleicher Grundfliche und gleicher Hohe inhaltsgleich ist, so gilt alleemein
der Satz:

Die Mafizahl fiir das Volumen einer Pyramide ist

gleich dem dritten Theile des Productes aus den Ma 8-
zahlen der Grundfliche und der Hohe.

Bedeutet ¢ die Mafizahl des Flicheninhaltes der Grundfliiche einer
Pyramide, 2 der Héhe und » des Volumens, so ist |
ks o

Fiir die Volumsverhiltnisse der Pyramiden ergeben sich
hieraus dieselben Beziehungen, wie i §. 264 fiir die Volumsverhiltnisse
der Prismen.

g m——

§. (2. Aufgaben.
1. Die Grundfliche eimer regelmafigen Pyramide ist ein Quadrat von 6 dm
Seitenlange, die Seitenhohe ist 12°37 dm; wie grof ist die Oberfliche?

Berechne den Cubikinhalt folgender Pyramiden:

0o

@) Grundflache 13 dm?, Hohe 8 dm;
h) * 2:34 dm*y- 5 6°3 dm;
¢) A 1 m® 85 dm®, 5 dm 6 cm.

3. Der Cubikinhalt einer Pyramide ist 0°6264 m° die Hoéhe 0°9 m; wie grof
ist die Grundflache?

4. In einer Pyramide ist die Grundfliche ein Rechteck von 3 dm 4 cm Lange

and 1 dm 9 ¢m Breite, und der Cubikinhalt 17 dm® 955 cm®; wie grof ist

die Hohe? '

In einer regelmifBigen vierseitigen Pyramide betragt jede Seite der Grund-

fliche 14 dm und jede Seitenkante 15 dm; wie grof ist @) die Obertlache,

h) der Cubikinhalt?
6. Aus der Kante @ eines regelmiBigen Tetraeders die Oberfidiche zu berechnen.

7. Wie grof ist die Oberfliche und das Volumen eines Octaeders, dessen Kante

14 cm betragt? |

8. Fin Wirfel hat dieselbe Oberfliche wie ein Tetraeder mit der Kante 1 dm;
wie grof} ist die Kante des Wiirfels?

9. In einer geraden Pyramide, deren Grundfliche ein regelmiafiges Sechseck ist,
sind die Grundkante ¢ und die Seitenkante b gegeben; man bestimme die
Hohe % der Pyramide, die Seitenhohe %‘, die Seitenoberfliche m und den
Cubikinhalt ». |

Da der Abstand des Mittelpunktes eines regelmifigen Sechseckes von einem
Eckpunkte gleich ist der Seite, so ist die Hohe & der Pyramide eine Kathete
eines rechtwinkligen Dreieckes, dessen Hypotenuse b und dessen zweite

Ut

Moénik-Spielmann, Geom. Formenl. u. Anfangsgr. d. Geom. f. Realsch. 10
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Kathete « ist, daher A = Vb2 — a®. Die Seitenhohe 7‘ ist eine Kathete

des réchtwinkligen Dreieckes mit & als Hypotenuse und 4;—— als zweiter
‘ iy
Kathete; daher A' = \ b? — i
Hiernach ergibt sich, da der Umfang der Grundfliche 6a und der Flachen-
2 \/
inhalt derselben Sa” V3 ist:
1 2, 2 \/
m — 3a \/ b? (; and » = — 2\3 . Vb? — a’

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

In einer geraden sechsseitigen Pyramide mit regelmaBiger Grundfliche ist «
eine Grundkante und /. die Hohe; man berechne die Seitenhohe 4’ die Seiten-
oberflaiche m und den Cubikinhalt 2.

Die Seitenhohe ist die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreieckes mit den

Katheten & und g \/3_ (Hohe eines gleichseitigen Dreieckes mit der Seite «).

it \/ ht + (—g— Vg)’ — v h? 35-

Ferner ist

Daher ist

. . : ;
m = 3a \/ )’.~,2—|—3:;d und » = ¢ ho\/3 .

In einer regelmiBigen sechsseitigen Pyramide ist jede Seite der Grundfidche
14 c¢m und die Seitenhohe 36 cm; wie groff ist a) die Oberfliche, 5) der
Cubikinhalt?

Die Grundfliche einer geraden 1°4 m hohen Pyramide ist ein Rechteck mit
den Seiten 6 dm und 8 dm; man berechne die Seitenkante und die Oberfliche
der Pyramide.

Ein Thurmdach hat die Form einer regelmafiigen vierseitigen Pyramide von
9'6 m Umfang der Grundfliche und 10°2 m Seitenhohe; wie viel m* Blech
sind zur Eindeckung erforderlich, wenn fir Verschnitt und Falze 6 % hin-
zugerechnet werden ? '

Es soll eine Pyramide, deren Grundflaiche 1 m* 15 d&m?® und deren Hohe
2 m betrigt, aus Eisen gegossen werden; wie viel wird sie wiegen, wenn
1 dm® Eisen 7°21 kg wiegt ?

Wie groff ist das Gewicht einer geraden Pyramide aus Marmor, wenn die
Hohe 8 m und eine Seite der quadratischen Grundfliche 5 dm betrigt und
1 dm® Marmor 2°72 kg wiegt?

Auf einer Landstrafe ist jeder Schotterhaufen unten 2°2 m, oben 1°8 m lang,

- seine Breite betragt 1 m und die Hoéhe 0°7 m; wie grof ist sein Cubikinhalt?

Um den Cubikinhalt eines solchen Korpers (Fig. 216)
zu bestimmen, darf man nur von den oberen Kckpunkten
zwei auf die oberste Kante senkrechte Schnitte fihren;

dann erscheint der Mitteltheil als ein dreiseitiges Prisma,

und die beiden Seitentheile geben zusammen eine vier-

seitige Pyramide.
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§. 273. Cubikinhalt eines Pyramidenstumpfes. Um den Cubikinhalt eines

Pyramidenstumpfes zu finden, bestimme man die Cubikinhalte der beiden Pyra-
miden, deren Unterschied der Pyramidenstumpf ist, und subtrahiere den Inhalt der
Erginzungspyramide von dem Inhalte der ganzen Pyramide. Die Héohe des Stumpfes %
1st meist gegeben, die der Erginzungspyramide %4’ hingegen zu berechnen. Sind
zwel homologe Seiten der Grundflichen S und s gegeben, so ist nach §. 238

A ==

s h : ;
L. Sind die Grundflichen bekannt, so ist

ey
G:9g=((h—+1r)?:50?

V AR \Xg: (],:-l—fi‘):}f
WVG=h\Vg+HrVyg
h' (\/’G—-\/g)=ﬁ\/ﬂ
Vg
VG—Vyg

Die Hohe eines Pyramidenstumpfes mit quadratischen Grundflichen, deren

und ' =

Seiten 6 em und 4 em sind, st 5 em; wie grofy ist sein Volumen?

Die Hohe der Erginzungspyramide ist

4.5

== & 3 cm = 10 cm.

h'

5 .
362.;’10 e lﬁélo em® = 126°6 cm>.

§. 294. Aufgaben.

. Die Grundflichen eines geraden Pyramidenstumpfes sind gleichseitige Drei-
ecke mit den Umfingen 1°74 m und 1°11 m, die Hohe eines Seitentrapezes
betriagt 0°84 m; wie groff ist die Oberflache?

. In einem Pyramidenstumpfe, dessen Grundflichen Quadrate sind, betrigt eine
Seite der unteren Grundfliche 25 cm, eine Seite der oberen Grundflache
19 em, die Hohe 20 cm; berechne den Cubikinhalt des Stumpfes.

. Ein vierkantig behauener Baumstamm von 5 m Lé#nge ist an der einen
Grundflaiche 28 em breit und 21 em hoch, an der andern 24 ¢m breit und
18 ¢m hoch; wie viel m® Holz enthélt er?

4. Ein Bauholz, das 4 m lang ist, hat zu Grundflichen zwei ungleiche Quadrate,
deren Seiten 381 ¢m und 27 cm sind; wie viel ist es wert, wenn das m® mit

56 K bezahlt wird?

. Wie viel Liter fasst ein 6°2 dm tiefes Gefaf von der Form einer abgekiirzten
Pyramide, deren Grundflichen Quadrate von 4°'8 dm und 3°2 dm Seiten-
lainge sind?

. Es sei ein regelmifiger Pyramidenstumpf aus Eisen zu giefen; die Hohe

soll 2°5 m betragen, die Grandflichen sollen gleichseitige Dreiecke von 0°4 m
und 0°3 m Seitenlinge sein; wie viel kg Eisen wird man dazu brauchen?

(1 dm® Eisen wiegt 7°21 kg.)

. Die grofe Pyramide bei Ghizeh In Agypten hat 149 m Hohe, ihre untere
Grundfliche ist ein Quadrat, dessen Seite 233 m betrigt, die obere 1st ein

Quadrat von 4 m Seitenlinge; wie grof ist a) die Seitenoberflache, b) der
Cubikinhalt ?

U —

10%
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5. Der Cylinder.

§. 275. Oberfliche eines Cylinders. Aus der Darstellung des
Netzes eines geraden Cylinders folgt:

Die Mantelfldiche eines geraden Cylinders ist gleich
einem Rechtecke, welches den Umfang der Grundfliche
zur Grundlinie und die Hohe des Cylinders zur Hohe hat.

Um die ganze Oberfliche eines geraden Cylinders zu erhalten,
addiert man zu der Mantelfliche den doppelten Flicheninhalt der
Grundflidche.

Driickt man durch », 2, m und o beziiglich den Halbmesser der
Grundfliche, die Hohe, die Mantelfliiche und die Oberfliiche eines geraden
Cylinders aus, so 1st

e m = 2rx.h, und
0=2r*w + 27rhx oder o=27rx (r-} h).

Im gleichseitigen Cylinder ist A=2s», daher m =4~z und
o=—067r?x. Ist B der Halbmesser der Grundfliche und O die Oberfliche
eines zweiten gleichseitigen Cylinders, so hat man O — 6 Rz, daher
Gl =—Jge -

Aus Fig. 201 ist zu erkennen, dass die obigen Formeln fiir die
Berechnung des Mantels und der Oberfliche eines geraden Cylinders
fiir einen schiefen nicht gelten.

§. 276. Volumen eines Cylinders. Da jeder Cylinder als ein
Prisma, dessen Grundflichen Kreise sind, betrachtet werden kann,
so folgt: |

Die MaBzahl fiir das Volumen eines Cylinders ist
gleich dem Producte aus den MaBlzahlen der Grundflidche
und der Hohe. _

Ist » der Halbmesser der Grundfliche, 2 die Hohe und » das
Volumen eines Cylinders, so ist

| | v =—rix.h.

Ahnlich wie §. 264 erhilt man fiir zwei Cylinder
v e —n e lir ke h und
oo - hoh nir*—vr. (In Worten?]
~ Fiir den gleichseitigen Cylinder 18t A= 2», daher v=2¢3x.
Ist R der Halbmesser der Grundfliche und V¥ der Inhalt eines
zweiten gleichseitigen Cylinders, so hat man auch V= 2R3z, daher
| | V:iv=R?: s
§. 2¢7. Unter einer cylindrischen Rohre versteht man einen
Korper, welcher zwischen den Mantelfliichen zweier Cylinder liegt, die
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eine gemeinschaftliche Achse haben. Um das Volumen einer cylindri-
schen Réohre zu finden, braucht man nur das Volumen der beiden
Cylinder, von welchen der kleinere dem groferen ausgeschnitten ist,
zu berechnen, und den Inhalt des kleineren Cylinders von jenem des
groBeren zu subtrahieren. Sind also R und » die Halbmesser der beiden
Cylinder und % die Hohe der cylindrischen Rohre, so ist ihr Volumen

o

‘:Jr
. -

8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

v=R?’mh — r’ah=(R?*—r®)mh.

S. 278. Aufgaben. :

Berechne 1) die Oberfliche, 2) den Cubikinhalt folgender gerader Cylinder:
@) Durchmesser der Grundflache 23 dm, Hohe 14 dm;

4) Halbmesser 5 8°29 dm, 75w B2 dm

Wie groff ist die Oberfliche eines geraden Cylinders, in welchem die Seite
3 dm 4 em und der Umfang der Grundfliche 7 dm 8 em betragt ?

Der Durchmesser eines gleichseitigen Cylinders ist 2°4 dm; wie grof ist
der Cubikinhalt? -

Die Mantelfliche eines geraden Cylinders betragt 7 m* 4 dm?, der Umfang
der Grundfliche 1°76 m; wie grof} ist der Cubikinhalt des Cylinders?

Die Mantelfliche eines geraden Cylinders ist 62°8 dm®, der Durchmesser der
Grundfliche 4 dm; wie grof ist die Hohe?

Bestimme den Halbmesser der Grundfliche eines Cylinders, dessen Hodhe
4 dm und dessen Inhalt 9 dm® 496 cm® betragt.

Wie grof} ist der Halbmesser eines gleichseitigen Cylinders, wenn @) dessen
Mantelflache 10 dm?, 5) dessen Inhalt 10 e¢m® betragt?

Aus der Mantelfliche m und dem Cubikinhalt » eines geraden Cylinders den
Halbmesser » der Grundfliche zu berechnen.

v rem .-k 7 2
Es ist =— = ——: daher »r = —.

m Qrm . h 2 m
Ein Wiirfel ist inhaltsgleich mit einem geraden Cylinder, dessen Hohe 2°4 dm
und dessen Mantelfliche 7°54 dm? betragt; wie grof ist die Oberfliche des
Wiirfels?
Einem geraden 2 dm hohen Cylinder vom Halbmesser 0°8 dm ist em Parallel-
epiped mit quadratischer Grundfliche umgeschrieben; wie grof ist die Differenz
a) der Oberflichen, #) der Inhalte der beiden Korper?
Ein Brunnen hat eine cylindrische Form mit 14 dm im Durchmesser; wenn
nun das Wasser 3 m hoch steht, wie viel %/ sind es?
Wie oft wird sich eine Walze um ihre Achse drehen miissen, wenn ein Stick
Feld von 20 a ganz iiberwalzt werden soll, und die Walze 1°6 m lang ist

und 0°3 m 1 Durchmesser hat?
Ein cylindrisches Gefaf soll 1 / halten; wie hoch muss es sein, wenn der

innere Durchmesser 108 mm betragt?
Wie groff ist der Durchmesser eines cylindrischen Gefafles, das 5°031 dm

hoch 1st und einen 7/ hilt?
Eine Feuerspritze hat 2 Cylinder (Stiefel), deren innerer Durchmesser 1°8 dm

betrigt: die Hubhohe des Kolbens ist in jedem 2°3 dm und jeder Kolben’
steigt wihrend einer Minute 25mal auf und ab; wie viel 7/ Wasser wird diese
Feuerspritze wihrend einer Stunde unausgesetzter Wirksamkeit verspritzen?
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16. Der innere Durchmesser eines runden Thurmes ist 4°2 m, die Mauer ist
1°'2 m dick; wie viel Cubikmeter enthalt die Mauer, wenn die Hohe des

Thurmes 14°5 m betragt?

17. Eine gusseiserne Walze von 1°2 m Lénge und 11 ¢m Durchmesser wird so
weit abgedreht, dass der Durchmesser nur 9°5 cm betrigt; um wie viel ist
die abgedrehte Walze kleiner als die frithere?

18. Zu einer Wasserleitung braucht man in einer Lange von 840 m Réhren von
Blei, welche 14 e¢m dick sind, und deren Weite 1m lichten 8 ¢m betragt;
wie viel kostet das Blei, wenn 1 dm® desselben 11°35 kg wiegt und das
kg Blei mit 80 h bezahlt wird?

19. Wie schwer ist ein gleichseitiger Cylinder, dessen Radius 7 c¢m 8 mm misst,
wenn 1 dm® des Materiales 84 kg wiegt?

4. Der Kegel.

§. 279. Oberfliche eines Kegels. Die Oberfliche eines Kegels
findet man, indem man die Summe aus der Grundfliche und dem

Mantel bildet.

Da der Mantel eines geraden Kegels abgewickelt einen Kreis-
ausscehnitt gibt, dessen Bogen und Radius beziehungsweise dem Umfang
der Grundfliche und der Seite des Kegels gleich sind, so -ist

M= 2ram. —;-: rxs, wenn M, r und s die Mafzahlen des Mantels, des
Halbmessers der Grundfliche und der Seite des Kegels sind.
Ist der Kegel ein gleichseitiger, so ist s = 2» und
M—rmx2r=—2% 0
Die ganze Oberfliche O eines geraden Kegels 1st
() —

Ist der Kegel gleichseitig, so 18t O = 3r2x.

ras+rix=rx (r-+ s).

Wie verhilt sich in einem gleichseitigen Kegel die Mantelfliche zur ganzen
Oberflache? |

Wie verhalten sich die Oberflichen zweier gleichseitiger Kegel mit den
Radien R und r?

Da der Mantel eines schiefen Kegels kein Kreisausschnitt ist
(§. 251), so gelten die obigen Formeln fiir den Mantel und die Ober-

fliche eines geraden Kegels nicht fiir den schiefen.

§. 280. Oberfliche eines geraden Kegelstumpfes. Sind ¢' und g die
beiden Grundflichen und M der Mantel des Stumpfes, so ist O = G + g + M.
o Ein gerader Kegelstumpf kann als regelmifiger Pyramidenstumpf angesehen

werden, dessen Grundflichen unendlich viele Seiten haben, d. h. Kreise sind, und
dessen Seitenhohe der Seite des geraden Kegelstumpfes gleich ist. In der Formel




151

t‘ & ) -~ i :
= S (74 u) (8. 268) sind 72, U und u zu ersetzen durch $ 2R x und 2 r &;
daher ist fir einen geraden Kegelstumpf
M = 12- QRa+42ra)=as (R+ r).

Demnach wird

O=Ra+rP*at+as( R4+7r) == [R24+r*4 s (R + 7))

| S. ®81. Volumen eines Kegels. Da ein Kegel als eine Pyra-
mide, deren Grundfliche ein Kreis ist, betrachtet werden kann, so folgt:

Die Mafizahl fiir das Volumen eines Kegels ist gleich
dem dritten Theile des Productes aus den MaBzahlen
der Grundfliche und der Hohe.

Ist » der Halbmesser der Grundfliiche und 2 die Hohe des Kegels,

so 18t das Volumen

Sl 2. h
3 .

Ist von einem geraden Kegel statt der Hohe %2 die Seite s gegeben,
s0 ist A= Vs?* — »% daher

’

2 g5
v___r:r\/s L

3
Fiir den gleichseitigen Kegel ist s — 27, daher kA =—»\/3, und
v____'rﬂ?r\fg
3

Heift 7V das Volumen eines zweiten gleichseitigen Kegels, dessen
Grundfliche R zum Halbmesser hat, so ist

Yeg =& Ra‘;\jg : ?'3?;\/3 g2 o

§. 282. Volumen eines Kegelstumpfes. Das Volumen eines Kegelstumpfes

kann auf dieselbe Weise berechnet werden, wie das eines Pyramidenstumpfes. Zu-
meist sind die Radien der Grundflichen und die Hohe des Stumpfes gegeben, die
Hohe des Erginzungskegels %’ kann aus diesen Grofen berechnet werden. (§. 250.)

S. 283 a). Aufgaben.

1. Suche die Mantelfliche eines geraden Kegels, dessen Grundfliche 11°8 cm
zum Halbmesser hat, und dessen Seite 15°5 cm betragt.

. Berechne den Cubikinhalt folgender Kegel:

u) Halbmesser der Grundflache 6°2 dm, Hohe 7°5 dm;
h) ¢ y 2 143 cm, : 23% cm;
¢) 3 5 5 lmldm8cm, , 2m4dmbcm.

3. Die Seite eines geraden Kegels ist 3°33 dm, die Mantelflache 1759°296 cm?;
wie grof ist der Durchmesser der Grundfiiche?

{. Der Halbmesser der Grundfliche eines geraden Kegels ist 12 cm, die Hohe
35 em:; wie grof ist die Oberfliche?
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~1

9.
10.

11,

12.
~Seite 1'8 m; eine Pyramide hat mit dem Kegel denselben Scheitel, und zur

13.

14.

16.

Ein Kegel und ein Cylinder haben gleiche Grundfliche und gleiche Hohe:
wie verhalten sich ihre Inhalte zueinander?

In einem gleichseitigen Kegel ist die Seitenlinge 7°5 dm; wie grof ist a) die
Oberflache, ) der Inhalt?

Die Oberflaiche eines gleichseitigen Kegels ist 2530 e¢m?; wie grofl ist dessen
Cubikinhalt?

Der Cubikinhalt eines gleichseitigen Kegels ist 0°16 m
Oberfliche. '
Ein gleichseitiger Cylinder und ein gleichseitiger Kegel haben gleiche Hohe:
wie verhalten sich ihre Mantelflachen?

. berechne dessen

Ein gleichseitiger Kegel von 36 ¢m Hohe hat dieselbe Oberfliche wie ein
gleichseitiger Cylinder; wie grof ist die Seite des Cylinders?

Die Oberflaiche eines geraden Kegels betragt 11°204 m? der Halbmesser der
Grundfliche 1st 1°2 m; wie grof ist der Cubikinhalt des Kegels?

An emem geraden Kegel ist der Halbmesser der Grundfliche 1°5 m, die

Grundfliche ein der Grundfliche des Kegels eingeschriebenes Quadrat; wie
grof 1st die Differenz der Cubikinhalte beider Koérper?

An einem kegelformig aufeeschiitteten Getreidehaufen betrigt der Umfang
der Grundfliche 2 m 5 dm, und die Hohe 1 m; wie viel il Getreide enthilt
der Haufen?

Ein Heuschober hat 2°6 m Durchmesser und 4°5 m Hohe; wie viel kg Heu
enthalt er, wenn das m® Heu 114 kg wiegt?

Kin messingener Kegel ist 21 ¢m hoch und hat eine Grundfliche von 10°5 cm
Durchmesser; wie grof ist das Gewicht desselben, wenn 1 m® Messing
8% kg wiegt?

Welchen Wert hat ein unentwipfelter Tannenstamm, welcher 12°6 @ hoch
1st und unten 2°2 m im Umfange hat, wenn das m2® Holz mit 8 K 80 h
bezahlt wird?

. Aus emem kegelformigen, mit Wasser gefilltem Gefife von 21 e¢m Durch-

messer und 15 c¢m Hohe wird das Wasser in em cylindrisches Gefa von
12 ¢m Durchmesser gegossen: wie hoch wird das Wasser in diesem Ge-

tafe stehen?

§. 2835).

. Die Durchmesser der Grundflichen eines Kegelstumpfes sind 2°4 d¢m und

1°'8 dm, die Hohe betragt 3:°02 dm; wie grof ist der Cubikinhalt des
Kegelstumpfes?

Die Seite eines geraden Kegelstumpfes ist 6 dm, die Durchmesser der Grund-
flachen betragen 9 dm und 7 dm; wie grof ist die Oberfliche?

Wie grof ist a) die Mantelfliche, &) der Cubikinhalt eines geraden Kegel-
stumpfes, dessen Grundflichen 3 m und 2 m zu Durchmessern haben und
1°2 m vonemander abstehen?

Berechne die Oberfliche und den Cubikinhalt eines geraden Kegelstumpfes,
dessen Seite 5 dm 1st, und dessen Grundfichen 7 dm und 4 dm zu Halb-
messern haben.
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Ein 36 cm hoher Kegel, dessen Grundfliche 6 ¢m zum Halbmesser hat, wird
n de}- Mitte der Hohe parallel mit der Grundfliche durchschnitten: wie
grofj 18t der Cubikinhalt jedes der beiden Theile?

6. Kim in Form eines Kegelstumpfes anzufertigendes Gefif soll unten 70 cm
und oben 90 e¢m Umfang haben und 20 em hoch sein; wie viel Liter fasst es?

7. E.in Bottich hat 1 m wunteren und 1°4 m oberen Durchmesser und 1°2 m
Tiefe; wie viel %/ halt derselbe? 5

. Ein Baumstamm hat an dem einen Ende 17 dm, an dem andern 13°6 dm
mefmg, die Linge betrigt 7 m; wie grof ist a) sein Cubikinhalt, 5) sein
Gewicht, wenn ein dm® Holz 0°48 kg wiegt?

Jo

9. Wie viel m® Scheitholz gibt ein Baumstamm von 5 m Linge, der an dem
emen Ende 7 dm, an dem andern 6 dm Durchmesser hat, wenn man annimmt,
dass 1 m® Stammholz 1} m® Scheitholz gibt?

5. Die Kugel.

§. 284. Oberflaiche und Volumen einer Kugel. Bezeichnen 7,
o, v den Radius, die Oberfliche und das Volumen einer Kugel, so ist,

N . - - sv'
wie hier nicht bewiesen werden soll, 0 = 4r* 7@, v = 4; !
4 r3a : r - r
Da v= —4rix. - =0 .=
5 3 SO 18t » 0. 5

Diese Gleichungen enthalten folgende Sitze:
Die Oberfliche einer Kugel ist gleich dem vierfachen
Inhalt eines Hauptkreises.

Das Volumen einer Kugel ist gleich dem Producte
aus der MaBzahl der Oberfliche und dem dritten Theile

des Radius derselben. g
Umgekehrt folgt »* s jfy;’ daher r = V fi'

Heifft R der Halbmesser und O die Oberfliche einer zweiten
Kugel, so ist auch O —4 R*x, daher |
O:0—4R?m:4r2m= R?: 7% d. h

Die Oberflichen zweier Kugeln verhalten sich wie

die zweiten Potenzen ihrer Halbmesser.
Fiir die Volumina zweier Kugeln mit den Radien /2 und » hat man:

S 4r3n R r 3.
V = 5 e — ; - mithin | :'L':Rg:’rd; d. h.

Die Volumina zweier Kugeln verhalten sich wie die
dritten Potenzen ihrer Halbmesser.

Eine Hohlkugel ist die Differenz der Volumina zweier Kugeln; sind
: 4 R? 4r° 4
die Radien derselben 2 und », so ist V = — -5 £ =—§( R3— r3).
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6.

10.

115

12.

13.

14.

16.

17.

18.

L9;

§. 285. Aufgaben.

. Der Halbmesser einer Kugel ist

a) 0°36 m, b) 48% cm, c) 1°32 dm;
wie grof} 1st @) die Oberfliche, #) der Inhalt der Kugel?

Der grofte Kreis einer Kugel hat 4°'8 dm im Umfange; wie groff ist ) die
Oberflache, ) der Inhalt der Kugel?

Die Oberflache einer Kugel betrigt @) 0°15 m?2, ) 12°76 cm?, ¢) 66 dm® 3°96 cm?;
wie grof ist der Durchmesser?

Der Cubikinhalt einer Kugel ist a) 4 dm® b) 0°357 m® ¢) 4 dm® 875 cm?®;
wie grof} ist die Oberfliche?

Ein Kugelkreis, welcher 9 c¢m vom Mittelpunkte der Kugel absteht, hat
45474 e¢m® Flacheninhalt; wie grof ist «) die Oberflache, 5) der Inhalt
dieser Kugel ?

Wie verhalten sich @) die Oberflachen, 5) die Cubikinhalte zweier Kugeln,
deren Halbmesser 0°36 m und 0°48 m sind?

. Wie verhalten sich die Cubikinhalte zweier Kugeln, deren Oberflichen sich

wie 16 :25 verhalten?

Wie verhalten sich die Oberflachen zweier Kugeln, deren Cubikinhalte sich
wie 27:64 verhalten ?

Von zwel Kugeln hat die erste 6 dm, die zweite 5 dm 1m Durchmesser; wie
groff ist der Durchmesser einer Kugel, deren Inhalt gleich ist dem Inhalte
der beiden andern Kugeln zusammengenommen ?

Wie grof ist der Durchmesser einer Kugel, welche so grof ist als ein Wiirfel,
dessen Seite 1°11 m betragt?

Suche die Seite eines Wiirfels, der an Inhalt gleich ist einer Kugel von
1 m 2 dm Durchmesser.

Die Seite eines Wiirfels ist s, und eben so groB ist auch der Durchmesser
einer Kugel; welches Verhiltnis haben @) die Oberflichen, 4) die Cubikinhalte
beider Korper ?

Eine Kugel hat mit einem geraden Cylinder gleichen Halbmesser und gleichen
Cubikinhalt; wie grof} ist die Mantelfliche des Cylinders, wenn die Oberflache
der Kugel 5°64 dm*® betragt ? :

Ein gerader Kegel hat 0°8 m Hohe und eine Grundfiiche von 0°3 m Halb-
messer; wie grof muss der Durchmesser einer Kugel sein, deren Oberfiiche
gleich 1st der Mantelfliche jenes Kegels?

Wie gro§ ist die Seite eines gleichseitigen Kegels, welcher mit einer Kugel
vom Halbmesser 14 ¢m inhaltsgleich 1st?

Eine Kugel, ein gleichseitiger Cylinder und ein Wirfel haben gleiche Ober-
flache, namlich 10 dm?; wie grof sind die Cubikinhalte dieser drei Korper?

Eine Kugel, ein gleichseitiger Cylinder und ein Wiirfel haben gleichen Cubik-
inhalt, namlich 10 dm?®; wie grof sind die Oberfiichen dieser drei Kérper?

In einen gleichseitigen Cylinder mit dem Halbmesser » werden eine Kugel
und ein gerader Kegel eingeschrieben; wie verhalten sich die Cubikinhalte
des Kegels, der Kugel und des Cylinders zueinander?

Um eine Kugel mit dem Halbmesser » wird ein gleichseitiger Cylinder be-
schrieben; wie verhalten sich a) die Oberflichen, ») die Cubikinhalte der
beiden Korper?
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20. Wie grof ist die Oberfiiche der Erde, wenn man diese als eine Kugel betrachtet,
deren Halbmesser 6378 Im betragt? (7 = 3°141593.. 22y

21. Der Durchmesser eines Erdglobus ist 4 dm; wie verhéﬂt sich dessen Ober-
fliche zur Oberfliche der Erde ?

22. Wie groff miisste der Durchmesser eines Erdglobus angenommen werden, auf
welchem 1 um?® als 1 mm® erscheinen soll?

23. Wie grof ist der Durchmesser einer Kanonenkugel von 15 kg Gewicht, wenn
1 dm® Eisen 7°2 kg wiegt?

24. Eine Kugel von 2'8 ¢m Halbmesser wiegt 4°5 kg; wie viel wiegt eine andere
Kugel aus demselben Stoffe, deren Halbmesser 8°2 dm ist?

25. Emm cylindrischer Dampfkessel mit zwei halbkugelférmigen Endstiicken ist
I m weit und 4 m lang, so dass die Lange des Cylinders 3 m betragt; wie
grolj 18t a) die Oberfidche, 5) der Inhalt des Kessels, ¢) das Gewicht, wenn
1 dm® Eisen 7°'8 kg wiegt?

26. Der Umfang des #duferen groften Kreises einer Hohlkugel ist 1°2 m, die
Wandstiarke 2 c¢m; wie grof ist der Inhalt der Kugelschale?

27. Wenn man den Durchmesser der Erde = 12756 Zm und die Hohe ihrer Luft-
schichte = 84 Im setzt, wie grof ist der Inhalt der Luftschichte?

6. Yolumen und Gewicht der Korper.

S. 286. Autf eine ganz einfache Weise wird das Volumen eines
beliebigen Korpers mit Hilfe eines prismatischen oder cylin-
drischen Gefidfies bestimmt, dessen Grundfliche bekannt und an
dessen Seitenwand die innere Hohe in Decimeter, Centimeter und Milli-
meter eingetheilt ist. Man legt den zu messenden Korper in ein solches
Gefiaf, fiillt dieses mit Wasser so hoch, dass der Korper ganz von
Wasser bedeckt ist, und merkt sich die Hohe des Wasserstandes; hierauf
wird der Korper herausgenommen und die Hohe des nun niedrigeren
Wasserstandes abgelesen. Der Inhalt des zu bestimmenden Korpers
ist nun gleich dem Inhalte eines prismatischen oder cylindrischen Korpers,
welcher mit dem Gefiifie gleiche Grundfliche hat, und dessen Hohe der
Differenz der beiden Wasserstiinde gleich ist. Wenn der zu messende
Korper das Wasser einsaugt, so verwendet man feinen Sand zum Fiillen
des GefiaBes.

Mittelst eines solchen Gefifes kann man auch den Inhalt irgend
eines anderen unregelmiifizen hohlen GefiiBes finden. Man fiillt dieses
mit Wasser, schiittet dasselbe dann in das mit der Scala versehene
Gefiif, und berechnet nach diesem aus der Grundfliche und der Hohe

des Wassers den gesuchten Imhalt.
Die Scala eines solchen Gefilles kann nnmlttelbar auch das Volu-

men desselben bis zu bestimmten Querschnitten angeben.
§. 287. Das Volumen eines Korpers kann auch mittelst des
Gewichtes desselben bestimmt werden.
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Die Grofie des Druckes, den ein Korper von beliebigem Raum-
inhalte auf seine Unterlage ausiibt, heift das absolute Gewicht
des Korpers. Das Gewicht, das eine Cubikeinheit, z. B. ein Cubik-
decimeter, des Korpers hat, nennt man dessen specifisches Ge-
wicht. Z. B. 1 dm® Silber wiegt 10-51 kg; dies ist das specifische
Gewicht des Silbers fiir 1 dm?® als Cubikeinheit.

Bei den Angaben iiber das specifische Gewicht nehmen wir durch-
gingig 1 dm’ als Cubikeinheit und 1 kg als Gewichtseinheit an.

Nachstehend folgen die specifischen Gewichte einiger Korper:

1 Cubikdecimeter

Berndtemn. ... ... wiegt 1°08 kg | Kupfer, gehdimmert wiegt 8-88 kg
Bley ih o S S TR Gl s L PGOORREN 87 (Y 5
Buchonholz ... = 0504 = Maror . : 2425
Hichenholz . ... .« .. - 0:86 , | Messing (im Mittel) 8:40
Eisen, geschmiedet G tin g o ARaahd T L
o SROORSRI o °21 , | Quecksilber...... A58l
Elfenbein .. ...... ,? 1285 % - ESHbeEr  Aetie i P ([ ) e
Bold: . , 19:36 , | Steinkohle (im
Granit (1m Mittel). 2580, Mattel} ot osi. ,? 1302
Kerkhiolz ... 00 ; e BEEE T P N et : 19

Es sei z. B. der Cabikinhalt eines Silberbarrens, der 32 kg wiegt,
zu- bestimmen.

Da 1 dm?® Silber 10°51 kg wiegt, so nehmen 32 k¢ Silber so viel
dm® Raum ein, wie oft 10°51 kg in 32 kg enthalten sind; man hat
dabher 32 : 1051 .. = 3-045 .. Das Volumen ist also 3:045 .. dm®.

Das Volumen eines Korpers in Cubikdecimetern wird
demnach gefunden, indem man das absolute Gewicht desselben in
Kilogrammen durch das specifische Gewicht fiir 1 dm? dividiert.

Umgekehrt findet man aus dem Volumen eines Korpers das
absolute Gewicht desselben, wenn man dessen specifisches Gewicht
mit der MaBzahl des in dm? ausgedriickten Volums multipliciert. Ist z. B.
das absolute Gewicht von 225 dm?® Messing zu bestimmen, so hat man

1 dm® Messing wiegt 8°40... kg
D99 3 > wiegen 3:40. .. kg XX 225 =— 189¢ kg.

- Mittelst des Gewichtes kann auch der Inhalt eines wie immer geformten
hohlen Gefafles auf eine sehr einfache Art bestimmt werden. Man wagt zuerst das
leere Gefal ab, fullt es mit Wasser, wigt sodann das volle Gefafy ab und subtrahiert
das erste Gewicht von dem zweiten. So viele Kilogramm diese Gewichtsdifferenz
betragt, ebensoviele Cubikdecimeter oder Liter hilt das Gefas.
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§. 288. Aufgaben.

. In ein prismatisches GefaB von 47 em Lange und 32 cm Breite, welches zum

Theile mit Wasser gefiillt war, wurde ein unregelmafiger Korper gesenkt, so
dass ihn das Wasser bedeckte; das Wasser stand dann 36 em hoch. Nachdem
man den Korper herausgenommen hatte, stand das Wasser noch 24 em hoch ;
welches Volumen hat der Kérper?

Ein cylindrisches Gefid von 3 dm Durchmesser und 4 dm Hohe, worin sich
2°7 dm hoch Wasser befand, war, nachdem man einen unregelmifigen Kérper
hineingelegt hatte, gerade gefiillt; wie grof ist das Volumen dieses Korpers ?

5. Ein eylindrisches Glas, dessen innere Hohe 1 @m und dessen Durchmesser

1°5 dm betrigt, ist ganz mit Wasser gefiillt; wenn nun eine Kugel von 8 cm
Durchmesser in das Glas gesenkt wird, so wird daraus ein Theil des Wassers
ausfliefen. Wie hoch wird das Wasser im Glase stehen, nachdem die Kugel
wieder herausgenommen wurde ?

Wie grofj ist der Inhalt eines Gefifes, das leer 1°5 kg, mit Wasser gefillt
14°8 kg wiegt?

Wie viel Lg wiegt das Wasser, das in einem Gefifle von 165 em Liange, 85 cm
Breite und 7 «m Tiefe enthalten ist?

. Ein Stiick Blei wiegt 24 1¢; welches ist sein Volumen ?

Wie viel m® enthilt ein Balken «) Eichenholz, ) Buchenholz, der 135 kg wiegt ?
Wie grof} ist die Kante eines Marmorwiirfels, der 184 kg wiegt?

Eme eiserne Walze von 2°5 m Lange wiegt 680 kg; wie grof ist ihr Durch-
messer ? ’

Eine Kugel aus Elfenbein wiegt 12°185 dkg; wie grof ist ihr Halbmesser ?
Wie viel kg wiegt eine Platte von Gusseisen, welche 1°9 m lang, 0°2m breit
und 0°08 m dick 1st?

Wie viel wiegt ein Cylinder von Eichenholz, wenn seine Lange 28 dm und
sein Durchmesser 3°*5 dm betragt?

Auf den Ecksiulen eines Gartenthores liegen zwei kugelférmige Korper aus
Granit; wie viel kg wiegen dieselben, wenn jeder 5°2 dm im Durchmesser hat?
Wie viel wiegt eine hohle Kugel aus Messing, bei welcher der innere Durch-
messer 3 dm betrigt und das Messing 1 ¢m dick 1st?

5. Ein Hektoliter Wein wiegt 100°8 Zg; wie groff ist das specifische Gewicht

dieses Weines ? ¢ '
Ein Fass von 0°6 m® Inhalt ist mit Ol gefiillt, das 520 kg wiegt; welches

specifische Gewicht hat das O17? _

An einem Zuckerhut, der die Gestalt eines geraden Kegels hat, betragt de‘r
Umnfang der Grundfiiche 7 dm und die Seite 5 dm; wie grof 1st das speci-
fische Gewicht des Zuckers, wenn der Zuckerhut 6°8 kg wiegt? |
Eine messingene Walze soll 4 kg wiegen und 3 dm lang sein; welchen Durch-
messer muss man der Walze geben? |

Es soll ein Cylinder aus Gusseisen gegossen werden, der 1 kg wiegt und 4 cm
im Durchmesser hat; wie grof wird die Héhe sein?

Es sollen cylinderféormige Gewichte von je 1kg und zwar a) aus Blei, 4/ aus

' i y . wie Vi £ | esser
Messing, ¢) aus Gusseisen gegossen werden; wie viel cm muss _der Dugchm
hetragen, wenn er nur die Hilfte der Hohe des Cylinders sein soll:
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22,

23.

24.

. Die GroBe des Druckes einer Flissigkeit auf den Boden eines Gefafes ist

oleich dem Gewichte einer Fliissickeitssiule, deren Grundfliche die Boden-

flache des Gefafles und deren Hohe die Hohe des Flissigkeitsstandes ist. Wie
- grof) ist der Druck auf den Boden eines cylindrischen Gefafes von 1°2 dm

Durchmesser, das bis zu einer Hohe von 2 dm mit Regenwasser (specifisches
Gewicht = 1'09) gefillt ist?

Die Bodenfliche eines prismatischen Gefifes von 1 m Lénge und 5 dm Breite |
kann nur einen Druck von 170 k¢ aushalten; bis zu welcher Hohe darf dieses
GefaB mit Baumol (specifisches Gewicht = 0°92 4¢) gefiillt werden ?

Die Grofle des Luftdruckes auf eine Flache ist gleich dem Gewichte einer
Quecksilbersaule, deren Grundfiiche jene Fliche und deren Hoéhe der jeweilige
Barometerstand ist. Wie grof ist der Luftdruck auf eine Flache von 1 dm®
bei einem Barometerstande von 742 mm ? |

Wie grof ist bei demselben Barometerstande der Luftdruck @) auf die Ober-
flache eines Wiirfels von 1 dm Seitenlinge, /) auf die Oberfliche einer Halb-
kugel von 2 dm Durchmesser? |
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