Univerza v Ijubljani
Fakulteta zu elektrotehniko

B |[MATEMATIKA 1

“"" |GREGOR DOLINAR




Univerza v Ljubljani
Fakulteta za elektrotehniko

MATEMATIKA 1

Gregor Dolinar

Ljubljana, 2021



Katalozni zapis o publikaciji (CIP) pripravili v Narodni in
univerzitetni knjiznici v Ljubljani
COBISS.SI-ID=48093443

ISBN 978-961-243-414-4 (pdf)

URL: https://efeplusmm.fe.uni-lj.si/asset/C9aNy64yHz2EnhtAR

Copyright © 2021 Zalozba FE. All rights reserved.
Razmnozevanje (tudi fotokopiranje) dela v celoti ali po delih brez
predhodnega dovoljenja Zalozbe FE prepovedano.

Zaloznik: Zalozba FE, Ljubljana

Izdajatelj: Fakuleta za elektrotehniko, Ljubljana
Urednik: prof. dr. Saso Tomazi¢

1. elektronska izdaja


http://www.ebtt.org/book

Kazalo

1. Stevilske mnozice 7
1.1. Naravna stevila . . . . . . . .. .. .. o L 7
1.2. Celastevila . . . . . . . ... 10
1.3. Racionalna Stevila . . . . ... ... ... L. 10
1.4. Realnastevila . . . . ... ... ... .. 14
1.5. Kompleksna stevila . . . . . .. ... ..., 18

2. Zaporedja 27
2.1. Definicija zaporedja . . . . .. ... oL 27
2.2. Konvergenca zaporedij . . . . . . .. .. .. ... ... 33
2.3. RacCunanje z zaporedji . . . . . . .. . ... ... ... ... 39
2.4. Potence z iracionalnimi eksponenti . . . . . ... ... ... 41
25. Steviloe . . .. 43

3. Stevilske vrste 47
3.1. Definicija stevilske vrste . . . . . .. ..o 47
3.2. Kriteriji za konvergenco vrste . . . . .. .. ..o 51

4. Funkcije 59
4.1. Preslikave . . . . . . ... 59
4.2. Realne funkcije ene spremenljivke . . . . . ... ..o 61
4.3. Pregled elementarnih funkeij . . ... ... ... 69
4.4. Limita funkeij . . . . . ..o o o oL 86
4.5. Zveznost funkcij . . ... ..o 93

5. Odvod 99
5.1. Definicija odvoda . . . . . . . . ... ... 99
5.2. Odvodi elementarnih funkcij . . . . . .. ... ... ... .. 104
53. Vigjiodvodi . . . . . .. ... 109
5.4. Diferencial funkcije . . . . . . .. ..o o L 110
5.5. Lastnosti odvedljivih funkeij . . . . . . ... 0oL 111
5.6. Uporaba odvoda za dolo¢anje ekstremov in limit . . . . . . 117

3



Kazalo

6. Nedoloceni integral 127
6.1. Definicija nedolocenega integrala . . . . .. ... ... ... 127
6.2. Nedoloceni integrali nekaterih elementarnih funkeij . . . . . 132

7. Doloceni integral 141
7.1. Definicija doloCenega integrala . . . . ... ... ... ... 141
7.2. Lastnosti doloCenega integrala . . . . . . . .. ... ... .. 145
7.3. Zveza med doloCenim in nedolocenim integralom . . . . .. 149
7.4. PosploSeni integral . . . . .. .. ... .. 0oL 153

7.5. Uporaba dolocenega integrala . . . . . .. . ... ... ... 156



Predgovor

Studenti pridejo na Fakulteto za elektrotehniko studirat elektrotehniko in
ne matematike. Ker pa brez matemati¢nih orodij pri strokovnih predmetih
ne gre, se morajo Studenti seznaniti z nekaterimi osnovnimi matemati¢nimi
objekti in njihovimi lastnostmi, ki naj bi jih potem znali pravilno uporabiti
v stroki. Temu je prilagojen izbor in nacin podajanja snovi v pri¢ujotem
ucbeniku. Prednost pred matemati¢no natancénostjo in strogostjo ima razu-
mevanje in jasnost in s tem povezano poenostavljanje. Kaj hitro se namrec
lahko sporocilnost izgubi v podrobnostih. Tako marsikateri pojem v knjigi
ni definiran v vsej splosSnosti, prav tako nekateri zapisani izreki veljajo tudi
pri milejsih predpostavkah. Nekatere trditve niso dokazane, veckrat je na-
mesto dokaza navedena samo glavna ideja dokaza. Na koncu je nastetih
nekaj uc¢benikov, ki obravnavajo enake ali podobne vsebine. Primerni so
kot dodatna literatura za morebitno podrobnejSo pojasnitev obravnavanih
vsebin ali pa za bolj poglobljen studij za najradovednejse.

Gregor Dolinar






1. Stevilske mnozice

V prvem poglavju bomo opisali nekatere osnovne lastnosti naravnih Stevil,
celih Stevil, racionalnih Stevil, realnih Stevil in kompleksnih Stevil. Pri tem
se bomo osredotocili predvsem na razlike med posameznimi mnozicami.

1.1. Naravna stevila
Mnozico naravnih Stevil ozna¢imo z
N={1,2,3,...}.

Za poljubni dve naravni stevili a,b € N velja a < b ali b < a. Pravimo,
da je mnozica naravnih Stevil N wurejena. Za naravna Stevila je znacilno,
da ima vsako naravno Stevilo svojega neposrednega naslednika in da ima
vsako naravno Stevilo, razen 1, svojega neposrednega predhodnika. Zaradi
te lastnosti pravimo, da je mnozica naravnih Stevil N diskretna. Mnozica
naravnih Stevil je neskon¢na in je najmanjSa mozna neskoncna mnozica.
Pravimo, da je mnozica naravnih Stevil stevno neskoncéna. V vsaki pod-
mnozici naravnih Stevil tudi obstaja najmanjsi element. Nastete lastnosti
so osnova za metodo dokazovanja, ki jo imenujemo matematicna indukcija.
Ce hotemo dokazati, da neka lastnost velja za vsako naravno stevilo,
potem zadosca dokazati dve stvari. In sicer, bazo indukcije ter indukcijski
korak. Dokazati bazo indukcije pomeni, da dokazemo, da lastnost velja za
naravno Stevilo 1. Dokazati indukcijski korak pa pomeni, da pri predpo-
stavki, da velja dolo¢ena lastnost za neko naravno stevilo n, nato s pomocjo
te predpostavke dokazemo, da velja ta lastnost tudi za naravno Stevilo n+1.
Ce nam uspe dokazati bazo indukcije in indukcijski korak, potem po mate-
maticéni indukciji sledi, da velja lastnost za vsako naravno stevilo.
Dokazovanje s pomoc¢jo matematicne indukcije si lahko nazorna pred-
stavljamo na naslednji na¢in. Vsako naravno Stevilo si predstavljamo kot
eno domino. Vse domine razporedimo v vrsto, tako da stojijo pokonci. Za
naravno Stevilo neka lastnost velja, ¢e se domina podre. Kdaj se bodo vse
domine podrle? Lahko podremo vsako domino posebej, lahko pa podremo
zgolj prvo domino in poskrbimo, da ostale domine stojijo dovolj skupaj,
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1. Stevilske mnoZice

tako da vsaka domina podre naslednjo domino. To, da podremo prvo do-
mino, je potem baza indukcije, to, da sta poljubni sosednji domini dovolj
skupaj, torej, ¢e se podre prva izmed njiju, se nato podre tudi naslednja,
pa je indukcijski korak.

Oglejmo si uporabo matematicne indukcije Se na naslednjih dveh pri-
merih.

PrIMER. Radi bi pokazali, da ima izraz
n® +3n? —4n + 12

lastnost, da je deljiv s 6 za vsako naravno Stevilo n. Dokazimo to s pomocjo
matematicne indukcije.

Baza indukcije je, da lastnost velja za n = 1, torej da 6 deli izraz
nd+3n%> —4n+12zan=1. Kerjel®+3-12 —4-1+12 =12 in 6 deli
12, smo pokazali bazo indukcije.

Dokazimo Se indukcijski korak. Predpostavimo, da stevilo 6 deli izraz
n3 4+ 3n? — 4n + 12 za neko naravno Stevilo 7, in nato s pomoéjo te pred-
postavke pokazimo, da 6 deli tak izraz tudi za naslednje naravno Stevilo
n+ 1, torej da 6 deli izraz (n + 1)% + 3(n + 1)? — 4(n + 1) + 12. Zapi§imo

(n+1P2+3n+1)2—4(n+1)+12
=3 +3n2+3n+1+3n2+3-2n+3-1—4n—4+12
:n3+3n2—4n+12+3n2+9n.

Prvi del izraza n3 + 3n? — 4n + 12 je po indukcijski predpostavki deljiv s
6. Ce pokazemo, da je tudi drugi del izraza 3n® 4+ 9n deljiv s 6, bo tudi
vsota prvega in drugega dela deljiva s 6 in indukcijski korak bo dokazan.
Dokazimo torej, da 6 deli 3n?+9n = 3n(n+3). Ker se n in n+ 3 razlikujeta
za 3, je eno izmed teh dveh stevil liho, drugo pa sodo. Zmnozek n(n + 3)
je torej deljiv z 2, izraz 3n(n + 3) pa s 6.

Uspeli smo dokazati bazo indukcije in indukcijski korak, zato po mate-
matiéni indukciji sledi, da 6 deli n3 +3n? —4n 4 12 za vsako naravno §tevilo
n.

PRrRIMER. Pokazimo, da za vsako naravno §tevilo n velja naslednja enakost

1-2+2-3+...+n(n+1):"("+1§("+2). (1)




1.1. Naravna Stevila

Baza indukcije je, da enakost velja za n = 1. Leva stran je za n = 1
1(1+1)(1+2) 5

Pri indukcijskem koraku predpostavimo, da enakost velja za neko na-
ravno Stevilo n, s pomocjo te predpostavke pa nato pokazimo, da velja
enakost tudi za naslednje naravno stevilo n + 1. Leva stran enacbe je za
n + 1 enaka

enaka 1 -2 = 2, desna stran pa prav tako

1-242-3+...4nn+1)+(n+1)(n+1+1). (2)
Sedaj upostevamo indukcijsko predpostavko, da velja enakost za naravno
stevilo n, torej 1-2+2-3+ ... +n(n+1) = %)(RH), in izraz (2)

poenostavimo

1-242-3+...+nn+)+nm+1)(n+1+1)

_nlnt D42 oL s 2)

3
_ n(n+1)(n+2)+3(n+1)(n+2)
3
(n+1D(n+2)(n+3) _ n+1)n+1+1)(n+1+2)
3 3 )

Pokazali smo, da velja enakost tudi za naravno stevilo n+ 1, pri ¢emer smo
pri izpeljavi upostevali predpostavko, da enakost velja za naravno Stevilo
n. Torej je dokazan tudi indukcijski korak.

Po matemati¢ni indukciji sledi, da velja enakost (1) za vsako naravno
Stevilo n.

Na mnozici naravnih Stevil sta definirani operaciji seStevanja in mnozenja.
Za ti dve operaciji veljajo naslednja pravila:

e a+b=b+a,a-b=">-a, komutativnost,
e (atb)+c=a+(b+c), (a-b)-c=a-(b-c), asociativnost,
e a(b+c)=a-b+a-c, distributivnost.

Mnozica naravnih stevil je zaprta za sestevanje in mmnoZenje, kar po-
meni, da je vsota poljubnih dveh naravnih Stevil zopet naravno Stevilo.
Enako velja tudi za zmnozek dveh naravnih Stevil. Ne obstaja pa vedno v
mnozici naravnih Stevil za dani naravni Stevili n in m resSitev enache

n—+x=m.

Ce je m > n, potem obstaja natanko en x € N, ki je reSitev enacbe, ¢e pa
je m < n, reSitev v okviru naravnih Stevil ne obstaja. To je eden izmed
razlogov, da mnozico naravnih Stevil razsirimo do mnozice celih Stevil.
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1.2. Cela stevila

Mnozico celih Stevil ozna¢imo z
Z=A...,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...}.

Prav tako kot mnozica naravnih stevil je tudi mnozica celih Stevil urejena.
Vsako celo stevilo ima neposrednega naslednika, za razliko od naravnih
Stevil, pa ima vsako celo stevilo tudi svojega neposrednega predhodnika.
Vsaka podmnozica celih stevil tudi ne vsebuje nujno najmanjsega elementa.
Omenimo Se, da je tudi mnozica celih Stevil Stevno neskonéna.

Mnozica celih §tevil je zaprta za seStevanje in mnozenje. Za obe opera-
ciji veljajo tudi v mnozici celih Stevil enaka pravila in sicer komutativnost,
asociativnost in distributivnost. Za operacijo sestevanja je Stevilo 0 nev-
tralni element, kar pomeni, da je

a+0=a zavsak a€Z.

Vsak element a € Z ima tudi nasprotni ali inverzni element —a za seStevanje.
To pomeni, da za vsako celo §tevilo a € Z obstaja tako celo Stevilo —a € Z,
da je njuna vsota enaka nevtralnemu elementu za seStevanje, torej

a+(—a)=0 zavsak a€Z.

Tudi za operacijo mnozenja obstaja nevtralni element ali enota in sicer
Stevilo 1 € Z. To pomeni, da je

a-1=a zavsak a€Z.

Ne obstaja pa za vsako celo Stevilo a nasprotni element oziroma inverz za
mnozenje, torej tako celo stevilo b € Z, da bi bilo a-b = 1. Pravzaprav ima
enacba

a-x=1

v mnozici celih stevil reSitev samo za a je 1 ali —1. Zato mmnozico celih
Stevil razsirimo do mnozice racionalnih Stevil, v kateri ima vsako Stevilo,
razen Stevila 0, inverzni element za mnozenje.

1.3. Racionalna Stevila

Ulomek je urejen par celih stevil a in b, b £ 0, ki ga obi¢ajno zapiSemo

v obliki 7. Stevilo @ imenujemo Stevec, stevilo b pa imenovalec ulomka

7- Ulomka ¢ in ¢ predstavljata isto racionalno stevilo, torej 7 = 3, ce je
ad = bc. Na primer, % = %, torej pojemo enako, ¢e pojemo dva kosa torte,

razrezane na Cetrtine, ali en kos torte, razrezane na polovico. Opazimo



1.53. Racionalna Stevila

Se, da lahko vsako racionalno Stevilo predstavimo z ulomkom, katerega
imenovalec je naravno Stevilo, na primer, - = ZL. Mnozico racionalnih

2 2
Stevil oznac¢imo s a
Q:{E:a,bEZ,b#O},

pri ¢emer ulomke, ki predstavljajo isto racionalno Stevilo, identificiramo.
Vsako celo §tevilo a € Z lahko predstavimo kot racionalno stevilo ¢ € Q,
torej je mnozica celih stevil podmnozica racionalnih Stevil,

7 C Q.

Oglejmo si sedaj razliéne relacije in operacije, ki jih definiramo na ra-
cionalnih stevilih, in hkrati pokazimo, da so razsSiritve relacij in operacij,
definiranih na celih Stevilih.

Na mnozici racionalnih stevil je definirana urejenost z naslednjim pred-
pisom. Za racionalni stevili 7,5 € Q, b,d € N, velja, da je

< 2 natanko tedaj, ko je ad < bc.

S

Ce sta a,c € Z in je a < ¢, potem oc¢itno velja, da je a-1 < 1- ¢, oziroma
1 < 1, torej je urejenost na mnozici racionalnih stevil razsiritev urejenosti

na mnozici celih Stevil. Nima pa racionalno Stevilo enolicno dolocenega
a

predhodnika ali naslednika. To pomeni, da za ¢ € Q, b € N, ne obstaja
racionalno Stevilo, ki bi bilo prvo vecje od ¢. Na primer, ¢e je § < g za
stevilo ¢ € Q, d € N, potem vedno obstaja racionalno stevilo, ki je vecje

od £ in manjSe od 3. Tako racionalno $tevilo je na primer agﬁ’c, torej

a ad + be c

b “2d S d

Preverimo najprej, da velja leva neenakost, kar pomeni, da mora veljati

a - 2bd < b(ad + bc).
Poenostavimo neenakost in dobimo, da mora veljati

ad < be.

Ta neenakost pa velja, saj je ¢ < 5. Podobno bi preverili, da velja tudi
desna neenakost.
Na mnozici racionalnih stevil definiramo operacijo sestevanja s predpi-

som
a ¢ ad-+bc

b d  bd

in operacijo mnozenja s predpisom

ac

a.c
b d bd

11
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1. Stevilske mnoZice

Hitro se lahko prepricamo, da sta tako definirani operaciji asociativni, ko-
mutativni in distributivni. Preverimo na primer asociativnost sesStevanja:

f bd f bdf N bdf ’
enako pa dobimo tudi, ¢e izracunamo

(c e) g_}_cf—i—de_adf—i—b(cf—i—de)_adf—i—bcf—i—bde

(g—l-E) e ad+bc e (ad+bc)f +bde adf + bcf + bde
b d

a
— 4+ —

b T\at7

d f
V mnozici racionalnih stevil obstaja za vsako nenic¢elno racionalno Ste-
vilo ¢ njegov inverz za mnoZenje, in sicer racionalno stevilo g, kar zapiSemo

tudi el b
G-t

Na mnorzici racionalnih Stevil potem definiramo deljenje racionalnih Stevil

7 in 5 kot mnozZenje stevila ¢ z inverznim elementom stevila g, torej

b df bdf bdf

bd b

a ¢ a c_i ad
¢  be

Operaciji sestevanja in mnozenja na celih stevilih in racionalnih stevilih
se prav tako ujemata. Na primer, celi Stevili a in b predstavimo kot racio-
nalni stevili v obliki § in % Ce seStejemo ti dve racionalni Stevili, dobimo

a-1+1-b a+b

+ 1-1 1

b
1

=l e

Izraz na levi predstavlja vsoto celih Stevil a in b, izraz na desni pa celo
Stevilo a +b. Torej je seStevanje na mnozici racionalnih stevil res razsiritev
seStevanja na mnozici celih Stevil. Enako velja za mnozZenje.

Zaradi vseh nastetih lastnosti pravimo, da je mnozica racionalnih Stevil
razsiritev mnozice celih Stevil.

Vsako racionalno stevilo lahko predstavimo s tocko na Stevilski pre-
mici. Na primer, zelimo predstaviti Stevilo % To storimo tako, da na pol-
traku oznac¢imo 5 tock, vsaki zaporedni tocki sta na enaki razdalji. Nato
nariSemo dve vzporednici, uposStevamo lastnosti podobnih trikotnikov in
dobimo tocko, ki predstavlja %

0

p U1
—_




1.53. Racionalna Stevila

Vendar pa, kot pravi naslednji izrek, ne moremo vsake tocke na stevilski
premici predstaviti z racionalnim Stevilom. Na primer, oznac¢imo z d dolzino
diagonale enotskega kvadrata in za katero po Pitagorovem izreku velja d? =
2.

0 1 /2

Videli bomo, da d = /2 ni racionalno stevilo. Od tod tudi sledi, da v
mnozici racionalnih Stevil ne obstaja resitev enacbe

22 =2

IZREK. Stevilo v/2 ni racionalno stevilo.

DokAz. Izrek bomo dokazali z metodo reductio ad absurdum, to je z me-
todo dokazovanja s protislovjem. To pomeni, da na zacetku privzamemo,
da je v/2 racionalno stevilo, nato pa pri tej predpostavki s pravilnim skle-
panjem pridemo do napacne trditve, pridemo do protislovja. Ker so vsi
vmesni sklepi pravilni, na koncu pa pridemo do protislovja, pomeni, da je
naSa zacetna predpostavka napacna.

Privzemimo torej, da je v/2 racionalno stevilo in ga lahko zato zapisemo
v obliki ulomka /2 = 7. Ker je stevilo V2 vedje od ni¢, lahko izmed vseh
ulomkov, ki predstavljajo stevilo v/2, izberemo tak ulomek, da sta a,b € N.
Dodatno lahko tudi privzamemo, da je ulomek 7 okrajsan. Stevili @ in b
sta potem tuji. Enakost V2= % kvadriramo in dobimo

g @
=5
oziroma
20% = a2

Naravno stevilo a? je torej sodo, kar je mogoce le, ¢e je a tudi sodo Stevilo.
Sodo stevilo pa lahko zapisemo v obliki a = 2k, kjer je k € N. Sledi, da
je 2b% = a? = (2k)? = 4k? in zato b?> = 2k?. To pa pomeni, da je b sodo
Stevilo in zato mora biti tudi b sodo Stevilo. Sledi, da sta tako a kot tudi b
sodi $tevili, kar pa je protislovje, saj smo privzeli, da sta a in b tuji Stevili.
Torej je bila zacetna predpostavka napaéna in v/2 ni racionalno stevilo. O

Ker vseh tock na Stevilski premici ne moremo predstaviti z racionalnimi
Stevili, pravimo, da mnozica racionalnih stevil ni polna.
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1.4. Realna stevila

Videli smo, da mnozica racionalnih Stevil ni polna, torej vsaka tocka na
realni osi ne predstavlja racionalnega stevila. Zato mnozico racionalnih
Stevil dopolnimo do mnozice realnih stevil, ki jo oznac¢imo z R. Formalno
to storimo z Dedekindovimi rezi, ker pa formalna razsiritev ni preprosta, je
na tem mestu ne bomo naredili. Navedimo samo izrek.

1ZREK. Vsako realno stevilo je predstavijeno z natanko eno tocko na stevilsk:
premici in vsaka tocka na Stevilski premici predstavlja natanko eno realno
Stevilo.

Mnozica realnih stevil R je urejena. Za realni Stevili a in b velja, da je
a < b, ¢e je stevilo a na Stevilski premici levo od Stevila b. Zapisimo
nekatere podmnozice realnih §tevil, definirane s pomocjo urejenosti:

e (a,b) ={z :a <z < b}, odprti interval,
e [a,b] = {x:a <z < b}, zaprti interval,
e [a,00) = {x :a <z}, zaprti poltrak,

e (—00,b) = {x : = < b}, odprti poltrak.

a (@, b) %
a [, b] b
g [a,00)

EST

Ce realno stevilo r ni racionalno §tevilo, torej

reR\Q,

potem pravimo, da je r iracionalno stevilo. Kljub temu, da vseh tock na
Stevilski premici ne moremo predstaviti z racionalnimi Stevili, lahko po-
ljubno blizu katerekoli tocke na Stevilski premici najdemo tocko, ki pred-
stavlja racionalno stevilo. To lahko storimo na primer z metodo bisekcije,
ki jo na hitro opisimo. Oznacimo z r poljubno stevilo, ki predstavlja tocko
na Stevilski premici. Na zacetku si izberemo racionalni Stevili ag in by, za
kateri velja, da je ag < r < by. Stevilo r je oddaljeno od enega izmed teh
dveh racionalnih stevil za najvec bO_TaO. Definiramo ¢; = @. Ker sta ag



1.4. Realna stevila

in by racionalni Stevili, je racionalno Stevilo tudi ¢;. Lo¢imo tri moznosti.
Ce je r = ¢1, potem smo koncali. Ce je r < ¢, potem definiramo a; = a,
by = ¢1. Ce pa je r > c1, potem definiramo a; = ¢, by = by. Stevilo r je
oddaljeno od enega izmed racionalnih §tevil aq, b1 za najvec ’“‘T‘” = bOTT‘IO.

ao € bo R
; ; B
| |
S
aq bl
— a1tbh

V drugem koraku na enak na¢in nato definiramo co 5+ in v od-

visnosti od tega, ali je r > ¢y ali r < co, nato Se ay in bs. Stevilo r je od

enega izmed racionalnih §tevil as, by oddaljeno najvec boz_—g‘m.

ag 1 ore2 o b -
—®
b———— -———— -
| |
} |
a9 b2

Na n-tem koraku dobimo, da je Stevilo r oddaljeno od enega izmed

racionalnih stevil a,, b, za najvec bg;ralo. Ker je n lahko poljubno velik

in zato Stevilo bg,;alo poljubno majhno, res lahko poljubno blizu katerekoli

tocke na Stevilski premici najdemo tocko, ki predstavlja racionalno stevilo.
Pravimo, da je mnozica racionalnih stevil Q gosta v mnozici realnih Stevil
R.

Realna stevila obic¢ajno zapiSemo v decimalni obliki, baza decimalnega
sistema je Stevilo 10. To pomeni, da Stevilo r € R zapiSemo v obliki

r=ap-10"+...4a;-10+ag+b1 - 107 +by- 1072+ ...,

pri ¢emer so ag, @1,...,0n,b1,bo,... Stevke v decimalnem zapisu Stevila r,
torej elementi mnozice {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Opomnimo, da ima vsako racionalno Stevilo konéen ali periodi¢no ne-
skon¢en decimalni zapis, vsako iracionalno stevilo pa neperiodi¢no neskonéen
decimalni zapis.

PrRIMER. Navedimo realna Stevila s kon¢nim, periodi¢no neskonénim in
neperiodi¢no neskon¢nim decimalnim zapisom:

ATy 795,
80

236 = 0.1923076923076 . .. ,

T = 3.141592653589793 . ..

15
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Realno §tevilo lahko zapisemo tudi v kaksni drugi bazi, najveckrat se
poleg stevila 10 za bazo uporablja Se Stevilo 2, redkeje tudi 16.

PRIMER. ZapiSimo realno stevilo » = 21.6875 v binomskem zapisu. Baza
je v tem primeru Stevilo 2, realno stevilo pa zapiSemo v obliki

F=an-2"+...4a;-2+ap+b -2 +by-272 4.,

pri ¢emer so ag,G1,...,0a,,b1,bo,... Stevke v binomskem zapisu Stevila r,
torej elementi mnozice {0, 1}. Najprej pretvorimo celi del stevila. Najvecja
potenca Stevila 2, ki je manjsa ali enaka 21, je 2* = 16, torej 21 = 1-2* +5.
Podobno dolo¢imo $e ostale stevke in dobimo 21 =1-244+0-234+1-22+
0-2' +1.2° Izracunali smo, da je

Pretvorimo Se neceli del stevila. Najvecja potenca stevila 2, ki je manjsa ali
enaka 0.6875, je 271 = 0.5, torej 0.6875 = 1-271+0.1875. Najvecja potenca
Stevila 2, ki je manjsa ali enaka 0.1875, je 273 = 0.125, torej 0.6875 =
1-27140-2724+1-2734+0.0625. Najvecja potenca Stevila 2, ki je manjsa ali
enaka 0.0625, je 274 = 0.0625, torej 0.6875 = 1.2714+0-27241.27341.27%.
Torej je binarni zapis Stevila 21.6875 enak

21.6875(10) = 10101.1011y).

Na mnozici realnih stevil R definiramo absolutno vrednost realnega
stevila r € R s predpisom:

| = r, ceje r>0,
| —r, ceje r<O.
Nastejmo nekaj lastnosti, ki veljajo za absolutno vrednost.

TRDITEV. Naj bodo a,b,c € R in naj bo ¢ > 0. Potem je:

e |a| < ¢ natanko tedaj, ko je —c < a < c,

| —af = |al,

[ ]
El
=

I
EX

la + b| < |a| + |b|, trikotniska neenakost,

lla] = [b]| <'a —b].

DokAz. Dokazimo samo prvo in zadnjo neenakost, ostale pokazemo na
podoben nacin.



1.4. Realna stevila

° Cejeazo,jea:|a| < ¢ natanko tedaj, ko je —¢ <0 < a < ¢. Ce pa
je a <0, je —a = |a| < ¢ natanko tedaj, ko je —c <a <0 <ec.

e Neenakost
lla| —b]] < la— |

bomo pokazali s pomocjo prve tocke. Preverili bomo, da je

~Ja—] < la] — [b] < |a—b].

Po trikotniski neenakosti velja
la| = a = b+b] < a— b+ 0],

torej je
laf = [b] < |a —b].

Podobno zapisemo
b = |b —a+al <|b—al+]al,

torej je
—[b—al = —la—"b| <[a] —b].

PRrRIMER. Dolo¢imo vsa realna Stevila x, za katera velja
|z — 5] < 2.
Ker velja |z — 5| < 2 natanko tedaj, ko je
—2<r—-5<2,
zadoS¢ajo prvotni neenakosti vsa realna Stevila, za katera velja

I< <.

17
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1.5. Kompleksna Stevila

Poskusimo resiti enacbo
22 = —1.

O¢itno x = 0 ni resitev enacbe. Ce je x pozitivno realno stevilo, potem je
22 prav tako pozitivno realno stevilo. Tudi ée je x negativno realno stevilo,
je x2 pozitivno realno $tevilo. Torej nobeno realno stevilo ni resitev enacbe
22 = —1. To je eden izmed razlogov, da razirimo mnozico realnih stevil
do mnozice kompleksnih Stevil.

Spomnimo se, da smo mnozico celih Stevil razsirili do mnozice racio-
nalnih Stevil tako, da smo racionalno Stevilo s pomocjo ulomka definirali
kot urejen par celih stevil ¢, prvo celo stevilo a je Stevec, drugo nenicelno
celo stevilo b pa imenovalec ulomka. Nato smo e povedali, da ulomka ¢ in
< predstavljata isto racionalno stevilo natanko tedaj, ko je ad = be, in da
je celo stevilo a € Z predstavljeno z ulomkom ¢ € Q. Podobno razsirimo
mnozico realnih Stevil do mnozice kompleksnih Stevil.

Kompleksno stevilo je par realnih Stevil (a,b), prvo realno stevilo a
imenujemo realni del, drugo realno stevilo b pa imaginarni del kompleksnega
stevila. Kompleksni stevili (a,b) in (¢, d) sta enaki natanko tedaj, ko imata
enaka realna dela in enaka imaginarna dela, torej a = ¢ in b = d. Mnozico
kompleksnih stevil oznacimo s C, torej

C ={(a,b) : a,b € R}.

Vsako realno stevilo a € R predstavimo kot kompleksno stevilo (a,0) € C,
torej je mnozica realnih stevil podmnozica kompleksnih stevil C,

R CC.
Na mnozici kompleksnih Stevil definiramo:
e operacijo seStevanja s predpisom

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d),
e operacijo mnozenja s predpisom
(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + be).

Ni tezko preveriti, da sta tako definirani operaciji asociativni, komutativni
in distributivni. Preverimo na primer asociativnost mnozenja. Zmnozka

((a,b) - (c,d)) - (e, f) = (ac — bd,ad + be) - (e, f)

= ((ac — bd)e — (ad + be) f, (ac — bd) f + (ad + be)e)
= (ace — bde — adf — bcf,acf — bdf + ade + bee)
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in

(a;0) - ((c;d) - (e, f)) = (a,b) - (ce — df ,cf + de)
= (a(ce — df) — b(cf + de),a(cf + de) + b(ce — df))
= (ace — adf — bef — bde,acf + ade + bce — bdf)

sta enaka, torej je mnozenje asociativno.

Preverimo Se, da se operaciji seStevanja in mnozenja na realnih in kom-
pleksnih stevilih ujemata. Naj bosta a,b € R, njuna vsota je a + b in
zmnozek ab. Kot kompleksni stevili predstavimo @ in b v obliki (a,0) in
(b,0), stevilo a + b kot (a + b,0) in Stevilo ab kot (ab,0). Ker je

(a,0) + (b,0) = (a +b,0)
(a,0) - (b,0) = (ab—0-0,a-0+0-b) = (ab,0),

se operaciji seStevanja in mnozenja na realnih in kompleksnih stevilih res
ujemata, torej je mnozica C razsiritev mnozice R.

Resimo sedaj enacbo 2 = —1 v okviru mnozice kompleksnih §tevil.
Naj bo x € C, torej = (a,b) za a,b € R. Potem je

(av b) : (av b) = (_170)7

oziroma

(a® — b2, ab+ ba) = (—1,0).

Iz enakosti imaginarnih delov sledi 2ab = 0, torej je a = 0 ali b = 0. Ce

je b = 0, potem iz enakosti realnih delov sledi a®> = —1, kar pa ni mogoce,
saj je a realno stevilo. Ce pa je a = 0, dobimo b? = 1, torej je b = 1 ali
b= —1. Enacba 22 = —1 ima torej v okviru kompleksnih stevil dve resitvi,

xz1 = (0,1) in 29 = (0, —1).
Kompleksno stevilo (0,1) ozna¢imo z i in ga imenujemo imaginarna
enota. Ker je
(0,1)- (5,0) = (0-b—1-0,b) = (0,b),
je
(av b) = (G,O) + (07 1) : (b,O),

torej lahko vsako kompleksno stevilo (a,b) predstavimo v obliki
(a,b) =a+1i-b.

Ce kompleksna Stevila zapiSemo s pomocjo imaginarne enote, (0,1) = i,
(a,b) = a+1ib, (¢,d) = ¢ + id, potem velja:

o i2=—-1

)

19
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e a+ib+c+id=a+c+i(b+d),
o (a+1ib)(c+id) = ac — bd + i(ad + be),

e realni del kompleksnega Stevila a + ib je a, kar na kratko zapiSemo
Re(a + ib) = a,

e imaginarni del kompleksnega Stevila a +ib je b, kar na kratko zapiSemo
Im(a +ib) = b.

Se enkrat velja poudariti, da je imaginarni del kompleksnega Stevila
realno Stevilo.

Na mnozici kompleksnih §tevil C definiramo konjugiranje. Naj bo a + ib
kompleksno Stevilo. Potem je njegova konjugirana vrednost

a+1ib =a —ib.

Nastejmo nekaj lastnosti konjugiranja. Naj bo z = a+ib € C in w =
¢+ id € C. Potem velja:

]

:Z’
o 2+Z=a+1b+ a—1ib = 2a = 2Re(z), torej je
z+z

Re(z) = ——,

o 2 —Z=ua+1ib— (a —ib) = 2ib = 2iIm(z), torej je

zZ—Z
Im(z) = 5

z-Z=(a+1ib) - (a —ib) = a® + b?,

e 2+ w=7z+w,

Izmed vseh nastetih lastnosti se prepricajmo zgolj, da velja zadnja lastnost
ZW =7 w:

(a +1b)(c +1id) = ac — bd +i(ad + bc) = ac — bd — i(ad + bc)
= (a —ib)(c —id) = (a +1b) - (c +id).

Oglejmo si sedaj podrobneje enakost z - Z = a® + b%. Ce delimo obe
strani enakosti z realnim stevilom a? + b2, dobimo

z

CEyE b
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torej je inverz za mnozenje kompleksnega Stevila z enak

1z  a-—ib

2 a?+b2 a2+ b2
Kompleksno stevilo w = ¢ + id delimo s kompleksnim Stevilom z = a + ib
tako, da w pomnozimo z é, torej

1 . a —ib
w:z:w-;:(c+1d)-m.

Definirajmo Se absolutno vrednost kompleksnega Stevila z = a + ib.
Absolutna vrednost je definirana z enakostjo

z| = Va2 + b2,
2]

Vemo, da je z - Z = a® + b?, torej je

2| = Vz - =.
Za absolutno vrednost veljajo naslednje lastnosti:
o [z] =z,
o |z wl=I|z[ - [uwl,
o |2+ w| < |z| + |w]|, trikotniska neenakost.

Kompleksna Stevila lahko predstavimo kot tocke v ravnini. Na abscisno
os nanasamo realni del kompleksnega Stevila, na ordinatno os pa imaginarni
del kompleksnega Stevila. Abscisno os imenujemo realna os, ordinatno os
imenujemo #maginarna os, ravnino pa kompleksna ravnina. Kompleksno
Stevilo a+ib predstavimo v kompleksni ravnini s kartezicnima koordinatama

(a,b).

iR/
,b) =a+ib
(0,b) =1ib *"*"””(?”2’7 o
| |
U (a,0)=a R

Lahko pa kompleksno stevilo predstavimo tudi s polarnima koordina-
tama r in ¢:

e polarna koordinata r je dolzina krajevnega vektorja do tocke (a,b),
torej oddaljenost tocke (a,b) od koordinatnega izhodisca,

r=+va?+0b?,
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e polarni kot ¢ je kot med abscisno osjo in krajevnim vektorjem do tocke
(a,b), merjen v pozitivni smeri, torej je

a=rcosp, b=rsine. (3)
Torej je polarni zapis kompleksnega Stevila
a+ib = r(cos ¢ +isin ).
iR

ib

1z enakosti (3) sledi, da je
b
tan p = —. 4
ne=- (4)
Pri racunanju polarnega kota s pomocjo enacbe (4) moramo biti previdni,

saj z enakostjo tan p = 3 polarni kot ni enoli¢no doloc¢en. Za kompleksni
Stevili @ + ib in —a — ib je tangens polarnega kota enak.

PRIMER. Za z = 1 +1 je polarni kot ¢ = 7, za w = —1 —1i je polarni kot
P = %”, v obeh primerih pa je tan ¢ = tan) = 1.

iR
. 1+i
1
51
4 4
4 |
-1 1 R

—1-i

Opomnimo 8e, da pri polarnem zapisu kompleksnega Stevila z = a + ib
velja |z| = r.
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Dve kompleksni stevili z = r(cos ¢ +isin @) in w = p(cosp +isine)) sta
enaki, ¢e je r = p in Ce je ¢ = 1 + 2km, saj za kosinus in sinus velja, da je
cos ¢ = cos(¢ + 2k7) in siney = sin(¢ + 2kn), k € Z.

PRIMER. Zapisimo v polarni obliki kompleksno stevilo z = —1 — iv/3.
Najprej izracunamo absolutno vrednost kompleksnega Stevila,

ol =/ (—1)2 + (—VB)R = VA =2,

nato pa Se polarni kot,

—v3
tan p = —\{_ =3,
torej je
7r+ 47
= — m = —.
773 3

Polarni zapis je

4 4
—1—i\/§:2(cosg+isin§>.

1-iV3 V3

Oglejmo si, kako mnozimo dve kompleksni stevili, dani v polarni obliki.
Naj bo 21 = 71(cos p1+isin 1) in 29 = r9(cos pa+isin pg). Z upostevanjem
adicijskih izrekov dobimo

21 - 29 = 11712(COS (1 COS Yo — Sin Y1 sin Yo + i(cos 1 sin @y + sin @1 cos p2))

= ryra(cos(p1 + @2) + isin(pr + ¢2)).

Torej kompleksni Stevili, zapisani v polarni obliki, zmnozimo tako, da
zmnozimo njuni absolutni vrednosti, polarna kota pa seStejemo.
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Podobno z uporabo adicijskih izrekov pokazemo, da je
2= Deos(pr — ) +isin(er — 2))
V posebnem primeru, ko mnozimo kompleksno Stevilo samo s sabo, ko je
torej z1 = 29 = z = r(cos ¢ + isin ), dobimo
22 = r%(cos(2¢p) + isin(2y)).
Oziroma splosneje, ¢e racunamo n-to potenco kompleksnega Stevila, dobimo
2" = r"(cos(ny) +isin(ny)), (5)
kjer je n € N. Formulo (5) imenujemo Moivrova formula.

PRIMER. Naj bo z = v/2 — iv/2. Izra¢unajmo 2z8.
Kompleksno stevilo z najprej zapiSemo v polarni obliki. V ta namen
izracunamo

ol =y (V)2 + (V22 = 2

in
torej je

Dobili smo, da je

=2 (o () i ()
= (on (5 (1)) oo (- (%))

= 256(cos(147) + isin(147)) = 256.

in zato je

S pomocjo Moivrove formule zelo preprosto izracunamo potence kom-
pleksnega stevila. Oglejmo si sedaj, kako za dano kompleksno stevilo z
pois¢emo vse resitve w enacbe

OpoMBA. Videli bomo, da ima ta enacba n reSitev, zato se bomo izrazu,
da je w n-ti koren Stevila z, izogibali.
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Zapisimo kompleksni Stevili w in z v polarni obliki
w = p(cosyp +isiny), z=r(cosp + isingp).
Potem je po Moivrovi formuli
p"(cos(ny) + isin(ny)) = r(cos ¢ + isin p).
Sledi, da je p™ = r in ny = ¢ + 2km, torej

p=rn, = 7@+2lm,
n
kjer je k € Z. Kljub temu, da je k lahko poljubno celo Stevilo, dobimo
zaradi periodi¢nosti funkcij sinus in kosinus samo n razli¢nih vrednosti iz-
raza cos %2]” + isin %an. Sledi, da ima enacba w™ = r(cos + isin )
natanko n resitev, in sicer

2k 2k

wk‘ = Trn
n n

kjer je k =0,1,...,n— 1.

PRIMER. Pois¢imo vse resitve enacbe w? = —1 + 1.
Kompleksno stevilo —1 + i najprej zapiSemo v polarni obliki. V ta
namen izra¢unamo

[~ 1+l = VI F P = V2

in
t 1 1
1n = — = —
an 1 )
torej je
_ 3T
SO - 4 .
Sledi, da je
. 3 . 3T
—1—}—1:\/5 cos| — | +isin | —
4 4
in zato je
3 3
T 4 2k 2T 4+ 2k
wp = V2 <<3OS4T7r +isin4T7r> ,

kjer je £k =0,1,2,3. Dobimo §tiri resitve:

3 3
wo = %(cos%—i—isin%) ,

25
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11 11
wy = V2 <cosl—éT —l—isinl—g) ,

19 19
wy = V2 <cosl—ér —l—isinl—g) ,

27 27
w3 = V2 (cosl—ér —l—isinl—g) .



2. Zaporedja

V tem poglavju bomo definirali zaporedja realnih stevil in si ogledali, kdaj
je dano zaporedje konvergentno. Ob koncu poglavja bomo s pomocjo za-
poredij definirali Se potence z iracionalnim eksponentom in konstanto e.

2.1. Definicija zaporedja

DEFINICIJA. Zaporedje realnih Stevil je predpis, ki vsakemu naravnemu
Stevilu priredi realno Stevilo.

1 2 3 ... n
el \
a; az a3 ... Qp

Realno stevilo a,, ki ustreza naravnemu Stevilu n, imenujemo n-ti ¢len
zaporedja, Stevilo n pa indeks ¢lena a,,. Cleni zaporedja so torej urejeni in
jih lahko zapiSemo po vrsti

ai,az,as;. ..
Zaporedje a1, a9, as, ... kratko zapisemo

{an}nENv
a, imenujemo splosni ¢len zaporedja. Zaporedje ponavadi Se krajSe zapiSemo
kot {ay}, v nekateri literaturi pa je zaporedje zapisano tudi kot (a,). Za-
poredje lahko definiramo na ve¢ nacinov:

e eksplicitno, splosni ¢len a, je podan s predpisom odvisnim od n,

e rekurzivno, nastejemo nekaj zacetnih clenov, ¢len a,4+; pa je podan s
predpisom, odvisnim od prej$njih ¢lenov ay,, an_1, ..., a2,a1.

Clene zaporedja {a, } lahko zelo nazorno predstavimo tudi s tockami (n, a,,)
v ravnini ali s tockami a,, na Stevilski premici.

PRIMER. Zaporedje 2,5,8,11,... je eksplicitno podano s predpisom a,, =
3n — 1, rekurzivno pa s predpisom a; = 2, ap4+1 = a, + 3. Clene zaporedja
predstavimo najprej kot tocke v ravnini.

27
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R

" |

1OJ

)|

8J o

7

o

5J * a, =3n—1
4J "

|

2 °
J,

] | |
0 1 2 3 4 5 N

Clene zaporedja predstavimo Se kot tocke na stevilski premici.

11 R

al a9 as a4
8

V prejSnjem primeru sta se poljubna sosednja ¢lena razlikovala za 3.
Zaporedje, pri katerem se poljubna zaporedna ¢lena razlikujeta za isto kon-
stanto, torej

ap41 — ap = d,
imenujemo aritmeticno zaporedje. Razliko d poljubnih dveh zaporednih
¢lenov, ki je konstantna, imenujemo diferenca aritmeti¢nega zaporedja. Re-
kurzivni zapis aritmeticnega zaporedja je

apy1 = ap +d,

eksplicitni zapis pa
an, = a1 + (n—1)d.

111
PRIMER. Zaporedje 318 je eksplicitno podano s predpisom a,, = on’
1 1
rekurzivno pa s predpisom a; = ok Qp = §an_1.
RT
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aqaz a2 ai

; , >
11 1 1 1 R
168 4 2

V prejsnjem primeru sta se poljubna sosednja ¢lena razlikovala za faktor
Zaporedje, pri katerem je koli¢nik poljubnih dveh zaporednih ¢lenov

1

2 .

konstanten, torej

An+1

Qn

- )

Koliénik ¢ imenujemo tudi kvocient

imenujemo geometrijsko zaporedje.
geometrijskega zaporedja. Rekurzivni zapis geometrijskega zaporedja je

Qp+1 = Anqg,

eksplicitni zapis pa
1

n—
anp = a1q .

PRIMER. Zaporedje 1,1,1,1,... je eksplicitno podano s predpisom a, = 1,
rekurzivno pa s predpisom a; = 1, ap41 = a,. Imenujemo ga konstantno

zaporedje.

S
—eS

PRrRIMER. Fibonaccijevo zaporedje 1,1,2,3,5,8, ... je rekurzivno podano s
predpisom a, = a,_1 + an_2, a1 = 1, as = 1, eksplicitno pa s predpisom

(=) ()
n V5 .
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R

!

10{

°|

8 °
7{ ap = Ap—1 + ap—2
’|

5{ o
N

3{ .

2{ o

1‘[ ° °

ol
—
DO
w
ol
o
o
Z

OpPOMBA. Vcasih, predvsem kadar se s tem poenostavi eksplicitni zapis

zaporedja, ¢lenov zaporedja ne Steviléimo od 1 dalje, temve¢ od kaksSnega

drugega stevila dalje. Na primer, oba predpisa a,, = 3,1%1, n=123,...,
191 1

in b, = 3%, n=0,1,2,..., dolocata isto zaporedje 1, 5, 33, 33, - - -

V nadaljevanju si oglejmo nekaj lastnosti zaporedij.

DEFINICIJA. Zaporedje {a,} je narascajoce, e je an+1 > ay, za vsak n € N,
in strogo narascéajoce, ¢e je any1 > an za vsak n € N.

Zaporedje {a,} je padajoce, ¢e je any1 < a, za vsak n € N, in strogo
padajoce, Ce je an4+1 < an za vsak n € N.

Zaporedje je monotono, ¢e je narascajoce ali padajoce.

Ce zelimo, na primer, preveriti, ali je zaporedje naras¢ajoce, izratunamo
razliko a1 — a, in pokazemo, da je an4+1 — an > 0. V primeru, da so vsi
¢leni zaporedja pozitivni, lahko izracunamo tudi koli¢nik aZ“ in pokazemo,

n
da je 2+ > 1.
Qn, -

DEFINICIJA. Zaporedje {a,} je navzgor omejeno, ¢e obstaja tako realno
stevilo M, da je a, < M za vsak n € N. Stevilo M imenujemo zgornja
meja zaporedja {a, }.

Zaporedje {a,} je navzdol omejeno, ¢e obstaja tako realno stevilo m,
da je a, > m za vsak n € N. Stevilo m imenujemo spodnja meja zaporedja
{an}.

Zaporedje je omejeno, Ce je navzgor in navzdol omejeno.
PRIMER. Zaporedje {a,}, dano s predpisom
3 1

= 5



2.1. Definicija zaporedja

. oy v . . 3
je strogo narascajoce in navzgor omejeno s 3.

3 1
RT n =7~ n
3

aq a9 asz a4
0 1 1 5 11 3 1 R
4 2 8 16 4

OpoMBA. Ce je M zgornja meja zaporedja {a,}, potem je vsako realno
stevilo N > M tudi zgornja meja zaporedja {ay,}.

DEFINICIJA. NajmanjSo izmed vseh zgornjih mej zaporedja {a,} imenu-
jemo natancna zgornja meja ali supremum zaporedja {a,} in piSemo

My = sup ay.
neN
Najvecjo izmed vseh spodnjih mej zaporedja {a,} imenujemo natanéna
spodnja meja ali infimum zaporedja {a,} in piSemo

mo = inf a,.
neN "

Naj bo My natan¢na zgornja meja. To pomeni, da je to najmanjsa
izmed vseh zgornjih mej. Ce jo torej zmanjsamo za katerokoli, §e tako
majhno stevilo € > 0, potem My — ¢ ni ve¢ zgornja meja. To pa pomeni, da
obstaja vsaj en tak ¢len a,, zaporedja {a,}, da je a,, > My — . Razmislili
smo, da je My supremum zaporedja {a,} natanko tedaj, ko za vsak € > 0
obstaja tak indeks ng, da je

Apgy > My — e.
Podobno velja, da je mg infimum zaporedja {a, } natanko tedaj, ko za vsak
e > 0 obstaja tak indeks ng, da je ap, < mg +e¢.
OpPOMBA. Natancéno zgornja meja in natancna spodnja meja nista nujno

¢lena zaporedja.

PRrRIMER. Natan¢na zgornja meja zaporedja {a, }, danega s predpisom

3 1
ap = —

4 on’
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3
je Stevilo 7 ki ni ¢len zaporedja.

OproMBA. Ce je {a,} naraicajoce zaporedje, potem je navzdol omejeno z
a1. Torej je

a1 = inf a,.
neN "

Podobno je padajoce zaporedje {a,} navzgor omejeno z a;. Torej je

a1 = Sup ay.
neN

PRIMER. Za zaporedje {a,}, dano eksplicitno z enakostjo a,, = ”TH, bomo
najprej pokazali, da je padajoce. Torej je njegova natancéna zgornja meja
kar prvi ¢len. Nato bomo pokazali, da je omejeno navzdol, in dolo¢ili Se
njegovo natanc¢no spodnjo mejo.

Zapisimo najprej nekaj ¢lenov zaporedja {a,}.
345
7 27 37 47 A
Vidimo, da je vsak naslednji ¢len manjsi od predhodnega. Pokazimo, da
velja to tudi v splosnem. Ker je

n+1+1 n+1 (n+2)n—(n+1)>? -1
an41 — Ap = - = = <0,
n+1 n (n+1)n (n+1)n

je zaporedje res padajoce. Natancna zgornja meja zaporedja je torej njegov

prvi ¢len
sup a, = 2.
neN

Ker je n + 1 > n, torej 22 > 1, so vsi ¢leni zaporedja strogo vedji od 1

n
in zato je stevilo 1 spodnja meja zaporedja {a,}. Pokazimo, da je stevilo

1 najvecja od vseh spodnjih mej, da je torej Stevilo 1 natancna spodnja
meja zaporedja. Pa denimo, da je natancna spodnja meja mg > 1, torej
mo =1+ 6 za nek § > 0. Potem obstaja tako dovolj veliko naravno stevilo
ng, da je nio < 6. Sledi, da je

ng+ 1

1
apy = =1+ —<1+9=my,
) no

torej mo ni spodnja meja, protislovje. Pokazali smo, da je

inf a, = 1.
neN

PRIMER. Zaporedje a,, = n(—1)" ni omejeno ne navzdol in ne navzgor.



2.2. Konvergenca zaporedij

~ =

=N W

|
T = W N O

_— = >

DEerFINICIJA.  Ce se ¢lenom zaporedja izmenoma menja predznak, torej
anant1 < 0 za vsak n € N, je zaporedje alternirajoce.

PRIMER. Zaporedje {a,}, dano eksplicitno s predpisom
= cos (3 + )
ay, = cos (7 +nm ),

je alternirajoce.

2.2. Konvergenca zaporedij

V nadaljevanju bomo definirali enega izmed osrednjih pojmov v zvezi z
zaporedji, to je limito zaporedja. Pred tem pa definirajmo Se limiti soroden
pojem stekalisca.

DEFINICLIA. Stevilo A je stekaliiée zaporedja {a,}, ¢e za vsak € > 0 obstaja

neskonéno ¢lenov zaporedja, za katere velja |A — a,| < e. Torej je za vsak
€ > 0 na intervalu (A — ¢, A + ¢) neskonéno ¢lenov zaporedja {a,}.

Ce ¢lene zaporedja nanasamo na Stevilsko premico, potem je za vsak
€ > 0 neskonc¢no ¢lenov na intervalu (A — e, A + ¢), ¢e pa ¢lene zaporedja
predstavimo v ravnini, potem je neskonéno ¢lenov v pasu R x (A—e, A+¢).

33
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R .
A"—E °

AL ______ [ ] _______. __________ . ]
A—zs]

OpOMBA. Naj bo € > 0. Interval (A — ¢, A + ¢) imenujemo tudi e-okolica
stevila A.

Definirajmo sedaj pojem limite.

DEFINICLJA. Stevilo A € R je limita zaporedja {a,}, ¢e za vsak € > 0
obstaja tak ng € N, da je |A — a,| < e za vsak n > ng. Torej so za
poljuben € > 0 na intervalu (A — e, A 4 ¢) vsi ¢leni zaporedja od nekega
¢lena zaporedja a,, dalje.
Ce za neko zaporedje {a,} obstaja njegova limita A, potem pravimo,

da je zaporedje {a,} konvergentno, in piSemo

lim a, = A

n—oo
ali na kratko a,, — A. Ce za neko zaporedje {a,,} limita ne obstaja, potem
pravimo, da je zaporedje {a,} divergentno.

PRIMER. Zaporedje, dano s predpisom a,, = %, ima limito A = 0. Za vsak
€ > 0 so namrec¢ od ng > % znotraj e-okolice Stevila 0 vsi ¢leni a,, n > nyg.

A—ec A A+e R

A+e * . .

A—¢
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PRIMER. Zaporedje, dano s predpisom a,, = n+(—1)”n+%, je divergentno.
Stevilo A = 0 je sicer stekalis¢e zaporedja, vendar so vsi ¢leni s sodimi
indeksi dale¢ od Stevila A = 0.

A—ec A A+e R

8.25

A+5 °

A—c¢

PRIMER. Zaporedje {a,}, dano s predpisom a,, = n, je divergentno.

Kljub temu, da je zaporedje {a,}, a, = n, divergentno, ima lepo la-
stnost, da gredo vrednosti njegovih ¢lenov z naras¢ajo¢im n ¢ez vse meje.
Zapisimo to natanc¢neje.

DEFINICIJA. Naj bo {a,} tako neomejeno zaporedje, da za vsak M > 0
obstaja tak ng € N, da je a,, > M za vsak n > ng. V tem primeru pravimo,
da a,, konvergira proti neskoncéno, oziroma da ima limito v neskonénosti, in
piSemo

lim a, = co.
n—o0

Podobno, naj bo {b,} tako neomejeno zaporedje, da za vsak M < 0 obstaja
tak ng € N, da je b, < M za vsak n > ng. Potem piSemo

lim b, = —o0.
n—oo
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Oglejmo si nekaj lastnosti stekaliSca in limite, pri ¢emer bomo pozorni,
v ¢em se pojma stekalis¢a in limite razlikujeta.

IZREK. Naj bo A limita konvergentnega zaporedja {a,}. Potem je A tudi
stekalisce zaporedja {ay}.

DoxkAz. Naj bo € > 0 poljuben. Ker je A limita zaporedja {a,}, obstaja
tak indeks ng € N, da velja a,, € (A —¢, A +¢) za vsak n > ng. Takih n je
neskonéno, torej je v vsaki e-okolici Stevila A neskonéno ¢lenov zaporedja
{an} in A je zato stekalisce zaporedja {a,}. ]

OpOMBA. Stekalis¢e ni nujno limita zaporedja. Na primer, zaporedje {ay,},
dano s predpisom a,, = (—1)", ima dve stekalis¢i 1 in —1, vendar nobeno
izmed teh dveh stekalis¢ ni limita zaporedja {a, }.

IZREK. Naj bo A limita zaporedja {a,}. Potem je za vsak € > 0 zunaj
intervala (A — e, A+ ¢€) nagve¢ koncéno mnogo ¢lenov zaporedja {ay}.

Dokaz. Ce je A limita zaporedja, potem so za vsak € > 0 znotraj intervala
(A—e, A+¢) vsi éleni od nekega indeksa ng dalje. Clenov, ki imajo indeks
manjsi od ng, je le konéno mnogo, torej je ¢lenov, ki morda niso znotraj
intervala (A — e, A + €), najve¢ koncno. =

OproMBA. Ce je A stekalisée zaporedja {a,}, potem je za nek & > 0 zunaj
intervala (A —e, A+¢) lahko tudi neskonéno mnogo ¢lenov zaporedja {a, }.
Na primer, zaporedje {a,}, definirano s predpisom a, = (—1)", ima zunaj

intervala (3, ) neskonéno ¢lenov.

Ce ima zaporedje veé stekalisé, potem nobeno izmed stekalisé ni limita
zaporedja. Zunaj dovolj majhne okolice prvega stekalis¢a je namre¢ v oko-
lici drugega stekalis¢a neskonéno ¢lenov zaporedja. Tudi ¢e ima zaporedje
eno samo stekalis¢e, to ni nujno limita zaporedja. Na primer, zaporedje
{ay}, definirano s predpisom a,, = n+ (—1)"n+ %, ima eno samo stekalisce
0, vendar ni konvergentno.

V prejénjem primeru zaporedje ni bilo omejeno. Ce pa zaporedje je
omejeno in ima eno samo stekaliS¢e, potem nam naslednji izrek pove, da je
to stekaliée hkrati tudi limita zaporedja.

IZREK. Zaporedje {an} je konvergentno natanko tedaj, ko je omejeno in
1ma natanko eno stekalisce.

DokAz. Izreka ne bomo dokazali v celoti, temve¢ bomo dokazali implikacijo
samo v eno smer. Privzemimo, da je {a,} konvergentno zaporedje, A =
lim a,, in pokazimo, da je potem omejeno in ima natanko eno stekalisce.
n—oo
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Pokazimo najprej, da je zaporedje {a,} omejeno. Naj bo £ > 0 in naj
bo ng tak indeks, da je a, € (A — e, A+ ¢) za vsak n > ng. Torej je
A—e < ap < A+e zavsak n > ng. Najmanjsi in najvecji element mnozice
s koné¢no elementi vedno obstaja, torej lahko definiramo

mo = min{ay,as,...,an,, A — €}
in
My = max{ay,az,...,an,, A+c}.

Potem je
mo < an, < My

za vsak n € N, torej je zaporedje {a,} res omejeno.

Pokazimo Se, da ima konvergentno zaporedje natanko eno stekalisce.
Vemo 7e, da je limita A tudi stekalisée zaporedja. Denimo, da bi obstajalo
Se eno stekalisce B # A zaporedja {a,}. Najboe = @. Ker je A limita
zaporedja, obstaja tak indeks ng € N, da velja a,, € (A — ¢, A + ¢) za vsak
n > ng. Torej je zunaj e-okolice Stevila A najve¢ konéno Clenov zaporedja,
to pomeni, da je v e-okolici §tevila B najve¢ kon¢no ¢lenov zaporedja in B
ni stekalisce zaporedja {a,}. Pokazali smo, da ima konvergentno zaporedje

natanko eno stekalisce. ]
Za omejena monotona zaporedja velja naslednja lepa lastnost.
IZREK. Ce je narascajoce zaporedje {an} navzgor omejeno, potem je kon-

vergentno in njegova limita je enaka natancni zgornji meji zaporedja, torej

lim a, = sup a,.
n—oo neN

Ce naraséajoce zaporedje {an} ni omejeno, potem je divergentno, ima pa
limito v neskoncnosti, torej

lim a, = oco.
n—oo

Podobno, ¢e je padajoce zaporedje {b,} navzdol omejeno, potem je konver-
gentno in njegova limita je enaka natancni spodnji meji zaporedja, torej

lim b, = inf b,.
n—00 neN

Ce padajoce zaporedje {b,} ni omejeno, potem je divergentno, ima pa limito
v minus neskoncénosti, torej

lim b, = —o0.
n—oo
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DoxkAz. Naj bo narascajoce zaporedje {a, } navzgor omejeno, naj bo My =
SUp,cn Gn, in naj bo € > 0 poljuben. Ker je My natancna zgornja meja
zaporedja {a,}, stevilo My — & pa ni ve¢ zgornja meja zaporedja, obstaja
tak indeks ng, da je an, > Mo — . Zaporedje {a,} je narascajoce, torej je
G, > Qpo > Mo —e za vsak n > ng. Hkrati pa velja a,, < My za vsakn € N,
saj je My zgornja meja zaporedja. Torej so na intervalu (Mo — e, My + €)
vsi ¢leni zaporedja {ay,} za n > ng in zato je My limita zaporedja {ay,}.

Ce zaporedje {a,} ni omejeno, potem za vsak M > 0 obstaja nek clen
zaporedja ay,, tako da je a,, > M. Ker pa je zaporedje {a,} narascajoce,
je potem tudi a,, > M za vsak n > ng. Torej ima zaporedje {a,} limito v
neskonénosti.

Na enak nac¢in pokazemo izrek tudi za padajoca zaporedja. ]

Oglejmo si Se, kaj je z limito zaporedja, ki je omejeno med dve konver-
gentni zaporedji.

IZREK. Naj bosta {a,} in {c,} konvergentni zaporedji z isto limito, torej
lim a, = lim ¢, = A. Ce za zaporedje {b,} velja, da je a, < b, < ¢, za
vsak n € N, potem je tudi zaporedje {b,} konvergentno in ima isto limito,

torej

lim b, = A.

n—oo

DokAz. Naj boe > 0. Ker je A limita obeh zaporedij {a,,} in {c,}, obstaja
nek indeks ng, tako da so za n > ng vsi ¢leni a,, in vsi ¢leni ¢, elementi
okolice (A — e, A +¢). Torej velja A —e < ap, < b, < ¢, < A+ ¢ za vsak
n > ng in zato je A tudi limita zaporedja {b,}. =

Povedali smo, da je zaporedje {a, } konvergentno, ¢e so od nekje naprej
vsi ¢leni blizu limite. Veckrat pa je dobro opisati konvergentno zaporedje
samo s ¢leni zaporedja ne da bi poznali vrednost limite. Naslednji izrek
pove, da je zaporedje konvergentno natanko tedaj, kadar so od nekje naprej
vsi ¢leni zaporedja blizu en drugega.

IZREK. (Cauchyjev pogoj za konvergenco zaporedja.) Zaporedje {a,} je
konvergentno natanko tedaj, ko za vsak € > 0 obstaja tak ng € N, da je

lan, — anti| <€

za vsak n € N, n > ng, in za vsak k € N.

DoxkAz. Tudi tega izreka ne bomo dokazali v celoti, temve¢ bomo dokazali
implikacijo samo v eno smer. Naj bo zaporedje {a,} konvergentno in naj
bo A = nh_)ngo an- Naj bo € > 0 poljuben. Potem obstaja tak indeks ng, da
je

lan, — Al < % za vsak n > ng.



2.3. Racunanje z zaporedji

Ce je n > ng in k € N poljuben, potem je tudi n + k > ng in zato
€ .
|an+k—A|<§ za n>ng in keN.
Sledi
e €
|an — apik| = lan — A+ A = anpi| < lan — Al + [A = apip] < 3T3=%

torej ¢leni konvergentnega zaporedja res zadoscajo Cauchyjevemu pogoju.
Ol

OproMBA. Ker je pri konvergenci zaporedja pomembno samo, kaj se do-
gaja s ¢leni zaporedja od nekega indeksa dalje, na konvergenco zaporedja
zacetnih konéno mnogo ¢lenov ne vpliva. Natancneje, naj bo zaporedje
{an} konvergentno in naj bo {b,} zaporedje, ki se od zaporedja {a,} raz-
likuje v konéno mnogo ¢lenih. Potem je tudi zaporedje {b,} konvergentno
in ima enako limito kot zaporedje {ay}.

2.3. Racunanje z zaporedji

Oglejmo si pravila, ki veljajo pri rac¢unanju limite konvergentnih zaporedij.

IZREK. Naj bosta {a,} in {b,} konvergentni zaporedji. Potem velja:

e lim (a, +b,) = lim a, + lim b,,
n—00 n—00 n—00

e lim (a, —by) = lim a, — lim by,

e lim (apb,) = lim a, lim b,.
n—oo n—oo n—oo

Ce dodatno velja Se, da je b, # 0 za vsak n € N in je 1i_>m b, # 0, potem
n—oo

velja tudi
a lim a,,
. n n—00
e lim — = — .
n—oo by, lim b,
n—oo

DoxkAz. Izmed navedenih enakosti dokazimo le, da lahko zamenjamo li-
mito in seStevanje. Ostale enakosti pokazemo na podoben nac¢in. Oznac¢imo
limito konvergentnega zaporedja {a,} z A = lim a, in limito konvergen-
n— oo
tnega zaporedja {b,} z B = li_>m b,. Naj bo e > 0 poljuben. Potem obstaja
n o
tak indeks n; € N, da je |a,, — A| < § za vsak n > nq, in tak indeks ny € N,
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da je |b, — B| < § za vsak n > na. Naj bo n3 = max{n;,ns}. Potem za
vsak n > ng velja

[(@n+ba) = (A+B)| = lan — A+bp = B| < lan — Al + b= B| < S+ = &.
Torej za poljuben € > 0 obstaja tak indeks ng € N, da je

|(an, +b,) — (A+ B)| <e
za vsak n > n3. Zaporedje a,, + by, je zato konvergentno z limito A + B.

OpomBA. Naj bo {a,} konvergentno zaporedje. Konstantno zaporedje je
vedno konvergentno, torej je po prejSnjem izreku za poljubno konstanto c
konvergentno tudi zaporedje {ca,} in velja

lim (ca,) = ¢ lim a,,.

n—oo n—oo

PRIMER. Izracunajmo limito zaporedja, danega s predpisom

(2n—-1)2+1
2n+1)(n+1)

n —

Upostevamo lastnosti, nastete v predhodnem izreku, in dobimo

Cn—1)241  4dn’—dn+1+41  4-24+ 3
1m = l1m = lim ———— ™
noo 2n+1)(n+1) nooo 202 43n+1  noco24 3 4 L

4 2 4 2
lim (4—-—+—) lim4-— lim —+ lim — 4
_ N0 n TL2 _ n—oo n—oo n n—oo n2_ Z_9
= = T=5=2

3 1 3
lim (2+—+—) lim 2+ lim — + lim —
n=00 n  n2 N300 noom  n—soo N2

Pri racunanju z zaporedji moramo biti pozorni, da so vsa zaporedja, ki
nastopajo pri racunanju, konvergentna.

PRIMER. Naj bo a, =n in b, = % Potem je zaporedje {a,} neomejeno

in zato ni konvergentno, zaporedje {b,} je konvergentno, lim b, = 0, za-
n—oo

poredje ¢, = a,, - b, = 1 pa je konstantno zaporedje in zato je lim ¢, = 1.

n— oo
Torej v tem primeru ne moremo zapisati

lim (a,b,) = lim a, - lim b,.



2.4. Potence z iracionalnimi eksponenti

OPOMBA. V prej$njih primerih smo obravnavali limite eksplicitno podanih
zaporedij. Ce je zaporedje {a,} podano z rekurzivnim predpisom

an ::f(an71%

kjer je f funkcija z dovolj lepimi lastnostmi, potem lahko iS¢emo limito
zaporedja tako, da najprej preverimo, da je zaporedje {a,} konvergentno,
in nato resimo enacbo

PrIMER. Naj bo zaporedje {a,} podano rekurzivno s predpisom

Gp—1
2

ai=1 in a,=1-—
Njegovo limito pois¢emo tako, da reSimo enacbo
r=1- 5

in dobimo z = % Torej je

lim a, = =
n—oo

2.4. Potence z iracionalnimi eksponenti

V nadaljevanju si bomo ogledali dve zaporedji, definirani s potencami, na
koncu pa bomo s pomocjo zaporedij definirali potenco realnega Stevila z
iracionalnim eksponentom. Najprej pa zapiSimo Bernoullijevo neenakost,
ki jo bomo potrebovali pri dokazovanju.

IZREK. (Bernoullijeva neenakost.) Za vsako pozitivno Stevilo x in vsako
naravno Stevilo n > 1 velja neenakost

(14+2)" >1+nx.

DokAz. Izrek dokazemo z matemati¢no indukcijo. Naj bo = > 0 poljuben.
Najprej pokazemo bazo indukcije. Za n = 2 je leva stran neenakosti enaka
(1+2)? =1+ 22 + 22, desna stran neenakosti pa 1 + 2z. Ker je 2 > 0, je
tudi #2 > 0 in zato (1 + )% > 1+ 22.

Pokazimo Se indukcijski korak. Denimo, da Bernoullijeva neenakost
velja za nek n. Potem velja tudi

(142)"™ = (14-2)(142)" > (1+2)(1+nz) = 14nz+z+nz® > 1+(n+1)z,

41
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kjer smo pri prvi neenakosti upoStevali indukcijsko predpostavko, da je
(1 4+ 2)® > 1+ nx, pri drugi neenakosti pa, da je nxz? > 0. Torej velja
tudi indukcijski korak in po matematiéni indukciji potem sledi, da velja
Bernoullijeva neenakost za vsako naravno stevilo n > 1. ]

1ZREK. Naj bo ¢ poljubno realno stevilo. Definiramo zaporedje

an, = c".

Potem velja:

e ce jec>1, potem je lim c" = oo,
n—oo

e e jec=1, potem je lim c" =1,
n—oo

e ceje —1<c<1, potem je lim ¢" =0,
n— oo
e ce je c < —1, je zaporedje {a,} = {c"} divergentno.

Dokaz. Ce je ¢ > 1, potem pisemo ¢ = 1 + z, kjer je > 0. Potem je
po Bernoullijevi neenakosti ¢® = (1 4+ x)" > 1 + nz, to pa je neomejeno
zaporedje, saj gre za vsak pozitiven = z narascajocim n Stevilo 1 + nx ¢ez
vse meje. Torej je v tem primeru nlgréo " = 0.

Ce je ¢ = 1, je zaporedje ¢" = 1 konstantno in zato konvergentno z
limito 1.

Ce je —1 < ¢ < 1, potem definiramo b = |%| Ker je b > 1, je zaporedje
b" po prejsSnjem neomejeno. Sledi, da je nl;rrgo " =0.

Za ¢ < —1 je neskoncno ¢lenov vecjih ali enakih 1 in neskonc¢no ¢lenov
manjsih ali enakih —1. Torej v tem primeru zaporedje ni konvergentno.

1ZREK. Naj bo ¢ poljubno pozitivno stevilo. Definiramo zaporedje

= 1/

S|=

ap = C

Potem je
1 .
lim a, = lim ¢» = lim {/c=1.
n—oo n—oo n—oo

Dokaz. Naj bo ¢ > 1. Potem pri izbranem n € N, n > 1, definiramo
T = %1 > 0, torej ¢ = 1 + nz. Po Bernoullijevi neenakosti velja

c—1\" n c
1+ =(1+z)">14+nr=14n-—— =c>1,
n n




2.5. Stevilo e

torej je
c—1
n

1+ > e > 1.

Ker je limita levega in desnega zaporedja v neenakosti enaka 1, je 1 tudi
limita srednjega zaporedja.

Ce je ¢ = 1, izrek ocitno velja.

Ce paje 0 < ¢ < 1, potem definiramo b = % > 1. Potem je nh_)ngo V=1

in zato 1 1
n—»00

O

OpPOMBA. Brez dokaza navedimo, da je tudi zaporedje a,, = n konver-
gentno in ima limito enako

lim {/n=1.

n—o0

Naj bo sedaj r poljubno realno stevilo in ¢ poljubno pozitivno realno
Stevilo. Definirali bi radi stevilo ¢”. V ta namen si izberemo poljubno
zaporedje racionalnih stevil {g,}, ki konvergira k stevilu r. Tako zaporedje
obstaja, saj je mnozica racionalnih Stevil gosta v mnozici realnih stevil in
lahko, na primer, v vsaki %—okolici Stevila r najdemo neko racionalno stevilo
dn, tako definirano zaporedje {¢,} pa ima limito r. Ker je zaporedje {gy}
Cauchyjevo, od tod hitro sledi, da je tudi zaporedje {¢?} Cauchyjevo in
zato konvergentno, njegovo limito oznacimo s ¢”. Torej za poljubno realno
Stevilo r in poljubno pozitivno realno stevilo ¢ obstaja

" = lim ¢,
n— oo

kjer so ¢, poljubna racionalna stevila, za katera velja lim g, = r. Omeniti
n—oo

je potrebno Se, da je limita neodvisna od izbire zaporedja {q,}.

2.5. Stevilo e

Stevilo e je ena izmed najpomembnejsih matematiénih konstant, s katero
se neprestano srecujemo. Na primer, pri opisu praznjenja kondenzatorja
ali dusenega nihanja, e nastejemo zgolj dva primera. Stevilo e lahko defi-
niramo na razli¢ne nacine, v naSem primeru ga bomo definirali s pomocjo
dveh zaporedij {ay }nen in {bn}nen (1}, ki sta dani s predpisoma

1\" . 1\ ™"
an:(l—f——) in bn:(l——> .
n n
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2. Zaporedja

Pokazali bomo, da je zaporedje {a,} narastajoce in navzgor omejeno, za-
poredje {b,} pa padajoce in navzdol omejeno, torej sta obe zaporedji kon-
vergentni. Pokazali bomo Se, da imata isto limito, ki jo ozna¢imo z e.

R
o bp = (1— %)_n
el LIS

Najprej uporabimo varianto Bernoullijeve neenakosti, ki je ni tezko do-
kazati, in za vsako naravno stevilo n > 1 ocenimo

1 1 n>1 1 1 1
- —_n - — = R
n? n? n

Izraz na levi je razlika kvadratov na n-to potenco, torej je

1\" 1\" 1
1-=) (14=) >1-=.
n n n

Delimo obe strani z (1 — %)n in dobimo

1 n 1 1-n 1 n—1
(1+_> ><1__) :(1+ ) |
n n n—1

Izraz na levi je ravno n-ti ¢len, izraz na desni pa (n — 1)-vi ¢len zaporedja
{an}, torej je

Ap > Ap—1
in zato je zaporedje {a, } narascajoce.
n—1
Podobno, kot smo pokazali, da ocena (1 + %)n > (1 + ﬁ) velja

za vsako naravno Stevilo n > 1, pokazemo, da velja enaka ocena tudi za
negativna cela stevila. Torej

1\ " 1 —(n+1)
1—— >(1-—
(-3) - a)

za vsak n € N, n > 1, oziroma

by, > bn+1.



2.5. Stevilo e

Dobili smo, da je zaporedje {b,} padajoce. Ker so vsi ¢leni zaporedja {b, }
pozitivni, je zaporedje navzdol omejeno in zato konvergentno. Velja

—(n+1) n
(i) () (0),
n+1 n n
bn+1:an(1+l>~

n

Sledi, da je by > by41 > ay, zato je zaporedje {a,} omejeno navzgor, torej
je prav tako konvergentno. Ker je bp,411 = ap (1 + %), imata konvergentni
zaporedji {a,} in {b,} isto limito. Limito ozna¢imo z e, torej

1\" 1\ "
e = lim <1 + —) = lim <1 — —) = 2.7182.
n—00 n n—00 n

Stevilo e je iracionalno.

torej je

PRIMER. Izracunajmo limito

3n 72n(7%)
lim (1 — i) = lim <1 — i)
n—o0 2n n—oo 2n

I
f:
%5
VRS
—_
|
3=
N——
|
2
|
I
9}
|
W
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3. Stevilske vrste

V tem poglavju si bomo ogledali, kaj si za dano zaporedje realnih Stevil
lahko predstavljamo kot neskonéno vsoto ¢lenov tega zaporedja.

3.1. Definicija stevilske vrste

Najprej si oglejmo primer.

PriMER. Korak za korakom senc¢imo pravokotnik velikosti 2 x 1. V prvem
koraku pravokotnik razpolovimo z navpi¢no ¢rto na dva kvadrata. Levi del
osenc¢imo, njegova plos¢ina je 1 -1 = 1. Nato desni neosenceni del razpolo-
vimo z vodoravno ¢rto na dva enaka pravokotnika in spodnji pravokotnik

.. . e . 1 1 e .
osenc¢imo. N%egovgi ploscina je 1 -5 = 5, ploscina celotnega osencenega
dela pa 1+ 5 = 3. Zgornji neosenceni del razpolovimo z navpi¢no ¢rto

na dva kvadrata in levi kvadrat osenc¢imo. Njegova ploséina je % . % = i,

ploscina celotnega osencenega dela pa 1+ % —l—i = E. Postopek nadaljujemo.
Vidimo, da ve¢ korakov, kot naredimo, manjsi postaja del prvotnega pra-
vokotnika velikosti 2 x 1, ki je Se neosencen. Ce bi torej postopek ponavljali

v neskoncnost, bi dobili, da je neskonéna vsota stevil 1, %, i, %, ... enaka 2,
torej
1 1 1
l+-+-4+=-+...=2.
+ 5 + 1 + 3 +

V prej$njem primeru smo zelo nazorno videli, koliko je neskonéna vsota
1—1—%—1—%4—%—1—. .. Koliko pa je, na primer, vsota —14+1+4(—1)+14+(—1)+...7?
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3. Stevilske vrste

Je enaka 0 ali —1 ali éemu tretjemu? Ce hoemo v splosnem povedati, koliko
je neskoné¢na vsota stevil, potrebujemo formalno definicijo.

DEFINICIJA. Naj bo {a,} zaporedje realnih stevil. Izraz
oo
ay+ag+as+... :Zan
n=1

imenujemo Stevilska vrsta, ali na kratko samo vrsta, Stevilo a,, pa imenu-
jemo splosni ¢len Stevilske vrste. S pomocjo €lenov zaporedja {a,} defini-
ramo novo zaporedje {s,} s ¢leni

§1 = am,

S9 = a1 + ag,

S9 = a1 + ag + ag,

n

Sp,=a1+ag+ ...+ a, = E a;,
i=1

ki jih imenujemo delne vsote. Stevilska vrsta
o
>
n=1

je konvergentna, ¢e konvergira zaporedje njenih delnih vsot {s,}. Limito
zaporedja delnih vsot imenujemo wvsota Stevilske vrste. Ce Stevilska vrsta
ni konvergentna, potem pravimo, da je divergentna.

Oglejmo si sedaj Se enkrat vrsti, ki smo ju Zze omenili na zacetku raz-
delka.

PRIMER. Za zaporedje —1,1,—1,1,—1,... preverimo konvergenco vrste

NE

(=1)" = =141+ (=) +1+(=1)+...

n=1
Delne vsote so enake, s; = —1, s =0, s3 = —1, ..., torej je s,, = 0 za sode
n in s, = —1 za lihe n. Zaporedje delnih vsot {s,} ima dve stekalis¢i —1

in 0, torej ni konvergentno, kar pomeni, da je vrsta

(=)' = =141+ (1) + 1+ (=1)+...

NE

S
Il
—

divergentna.



3.1. Definicija Stevilske vrste

PRIMER. Za zaporedje 1, %, i, ... izrac¢unajmo vsoto vrste
i L _ 1+ 1 + E + E +
on=1 " 2 4 8 7
n=1
s splo$nim ¢lenom Qn%l Delne vsote so enake s; = 1, s9 = 1 + % = %,
33:1—1—%—1—%:% ...,snzl—i—%—i—...—i—w},l :2—2,1%1,...Izraéunamo
. . 1
lim s, = lim (2 — =2,
n—o00 n—o00 on—1
torej je
i 1 —1+1+1+l+ =2
onml T2 T4 8 T

OprPOMBA. Pri zapisu Stevilskih vrst s pomocjo sploSnega Clena a, in s
sumacijskim znakom ) veckrat zaradi razli¢nih razlogov zaénemo sestevati
¢lene zaporedja pri kakSnem drugem indeksu in ne pri 1, na primer

1 <1
Z 2_71 - Z 2n—1'
n=0 n=1

Vrsta iz zadnjega primera je poseben primer geometrijske vrste.

DEFINICIJA. Naj bosta a,q € R. Vrsto

o
Zaq”=a+aq+aq2+aq3+...
n=0

imenujemo geometrijska vrsta.

Oglejmo si, kaj lahko povemo o vsoti geometrijske vrste. Ce je a = 0,
potem je vsota geometrijske vrste enaka ni¢. Zato privzemimo, da je a # 0.
Za a # 0 in ¢ = 1 je geometrijska vrsta ocitno divergentna. Za a # 0 in
q # 1 pa dobimo, da je n-ta delna vsota geometrijske vrste

n ] 1_qn+1
sn=3ag =a(l+q+...+q")=a- ——
i=0 1—q
Ce je |q] < 1, je
1—gtt 1 — lim g™ a

lim s, = lima-——— =a
n—o00 n—o00 1—¢q 1—¢q 1—¢q
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3. Stevilske vrste

torej je v tem primeru

a
1—q

oo
Zaq”za(1+q+q2+...):
n=0

Ce pa je lg| > 1, je geometrijska vrsta divergentna, saj je zaporedje delnih
vsot {s,} neomejeno.

PRIMER. Izra¢unajmo vsoto vrste

00 _1)n
Z 3.9n°

n—=

—~

—_

V tem primeru je g = —%, torej je

i(—l)”_ L (D), (] 2+ ! 11
3.2 6 2 2 )6 1—(-3) 9

n=1 2

Stevilska vrsta je konvergentna, ¢e je konvergentno zaporedje delnih
vsot, konvergenco zaporedja pa smo preverjali s Cauchyjevim pogojem.
Torej lahko s Cauchyjevim pogojem preverjamo tudi konvergenco vrste.

o0
IZREK. Vrsta Y. a, je konvergentna natanko tedaj, ko za vsak e > 0 obstaja
n=1

tak ng € N, da je
|Snak — Snl = |ant1 + .. Fanpk| <e

za vsak n > ng in vsak k € N.

Od tod sledi, ¢e vzamemo k£ = 1, da mora biti za vsak ¢ > 0 izraz
|Snt1 — Sn| = lant+1] < € za vse n ve¢je od nekega ng dalje. Torej gre
splosni ¢len konvergentne vrste z narasc¢ajo¢im n proti 0. Vendar pa, kot
pravi naslednji izrek, to ni dovolj za konvergenco vrste.

[e.°]
IZREK. Potreben pogoj za konvergenco vrste . ay, je

n=1
lim a, = 0.
n—oo
[o¢]
To pomeni, ce je vrsta Y. a, konvergentna, potem je li_>m an = 0.
n=1 n—oo

Pogoj lim a, = 0 ni zadosten za konvergenco vrste.
n—oo

o0
Pois¢imo primer vrste > a,, ki ni konvergentna, kljub temu pa velja
n=1
lim a, = 0.
n—oo
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DEFINICIJA. Vrsta
Z S I I
~n 2 3 477
se imenuje harmoniéna vrsta.

IzZrREK. Harmoniéna vrsta je divergentna.

Dokaz. Pogoj za konvergenco vrste je, da zadosca Cauchyjevemu pogoju,
torej mora za vsak € > 0 obstajati neko naravno Stevilo ng, da je vsota
poljubno mnogo zaporednih ¢lenov, katerih indeks je vecji od ng, manjsa
od . Pokazimo, da ta pogoj za harmoni¢no vrsto ne velja. Naj bo ¢ < %
in ng poljubno naravno stevilo. Ocenimo vsoto

! + ! + + !
ngo+1 ng+2 ~ 2ng

Ker je % > ﬁ za vsak n < 2ng, je

LR S -> LIS SV 1 _ L.
—_— —_— .. — =Ny — = — E.
no+1  ng+?2 o2n0 ~ 2no | 2no o Y 2ng 2

Ce torej zatnemo pri nekem ¢lenu +1 in sestejemo ng Clenov, je dobljena

vsota vecja od . Vsota 2n0 clenov od

1
27

o) +1 do 4n Je prav tako vecja od

do g - = Jje tudi vecja od in tako dalje. Vrsta

vsota 4ng clenov od T +1

) % ne zadosca Cauchyjevemu pogoju in zato ni konvergentna. ]
n=
Pokazali smo, da je harmoni¢na vrsta divergentna, kljub temu, da je

lim % = 0. Torej pogoj lim a, = 0 res ni zadosten pogoj za konvergenco
n—00 n—0o0

o0
vrste > ay.

n=1
OPOMBA. S pomoc¢jo Cauchjevega kriterija se hitro lahko prepricamo, da
na konvergentnost vrste ne vpliva, ¢e vrsti dodamo ali odvzamemo konéno
mnogo Clenov.

3.2. Kriteriji za konvergenco vrste

Obicajno je vsoto vrste tezko izracunati. Velikokrat nam tudi ni potrebno
poznati vsote vrste, temve¢ nam zadoSca ze podatek, ali je dana vrsta
konvergentna ali ne. Zato si bomo v nadaljevanju ogledali nekaj kriterijev,



52 3. Stevilske vrste

ki nam povedo, ali je dana Stevilska vrsta konvergentna ali ne. Najprej
bomo obravnavali vrste s pozitivnimi ¢leni, torej vrste

o
Zan, ap > 0 za vsak n € N.

n=1

o o0
IZREK. (Primerjalni kriterij.) Naj bosta > ay, in > by taki vrsti, da velja
n=1

n=1
O0<ap<b, zawvsakn e N.
. 00 00
o Cejeuvrsta Y by, konvergentna, potem je konvergentna tudi vrsta >, ay,.
n=1 n=1
o0 oo

o Ce je vrsta Y. an divergentna, potem je divergentna tudi vrsta > by,.
n=1 n=1

o o0
Doxkaz. Ce je vrsta Y. b, konvergentna, zados¢a Cauchyjevemu pogoju,

n=1
torej za vsak € > 0 obstaja tak ng € N, da za vsak n > ng in k € N velja

Ker pa je
5>bn++bn+k zan+...+an+k,
o0
tudi vrsta > a, zados¢a Cauchyjevemu pogoju in je zato konvergentna.
n=1

o0
Podobno, ¢ée > a, divergira, potem obstaja tak ¢ > 0, da za vsak
n=1

n € N in nek k € N velja

€<an+...+an+k Sbn++bn+k’
o0
torej divergira tudi _ by,. O
n=1

PRIMER. S primerjalnim kriterijem preverimo konvergentnost vrste

> 1
;\/nJrl—l' (1)

Ker je

1
=— zavsakneN

Vvn+l-1" (n+1)—1 n
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oo

in je harmoni¢na vrsta % divergentna, je po primerjalnem kriteriju di-
n=1

vergentna tudi vrsta (1).

o0

IZREK. (Kvocientni kriterij.) Naj bo > ay taka vrsta, da velja a, > 0,
n=1

n € N, in naj obstaja

. An+41
lim —~*

n—00 (U

. o0
e (e je q <1, potem je vrsta . a, konvergentna.
n=1

. o0
e (e je q> 1, potem je vrsta > a, divergentna.

n=1

. o
e (e je q =1, potem je lahko vrsta Y a, konvergentna ali divergentna.
n=1

Doxkaz. Loc¢imo tri primere.

An+

e Naj bo nlggo Wl = q < 1. Potem obstaja tako stevilo qg, da je ¢ <

qgo < 1. Ker je ¢ limita zaporedja {GZ—:l}, nadalje obstaja nek ng € N,

da je ag—:l < qo za vsak n > ng.
an+1
an
q G 1 R
Sledi, da je any+1 < Qoany, da je any+2 < Qolny+1 < qgano, ..., torej,
da je

2 k
Ono+k < G00ng+k—1 < §olng+k—2 < --. < gong

o0
za vsak k € N. Geometrijska vrsta ) an,qq je za gy < 1 konvergentna,

n=1
o0
zato je po primerjalnem kriteriju konvergetna tudi vrsta Y angin.
n=1

Ker koncno mnogo ¢lenov ne vpliva na konvergenco vrste, je potem

o0
konvergentna tudi vrsta > ay,.
n=1

e Naj bo nh_)rrolocﬁ—:l = ¢ > 1. Potem obstaja qo, 1 < qo < ¢, in nek

ng € N, da je ag—::l > qo za vsak n > ng. Na enak nacin kot prej

[e.°] o0
ocenimo vrsto ) an z geometrijsko vrsto > anq(, ki je divergentna,
n=1 n=1
saj je gqo > 1. Po primerjalnem kriteriju je potem divergentna tudi
o0

vrsta Y ap.

n=1
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e Hitro lahko najdemo primere konvergentnih in primere divergentnih

o0 o0
vist > ap, za katere je lim <2 = ¢ = 1. Na primer, vrsta > X
n=1 n—oo n=1

o0
je konvergentna, vrsta ). % je divergentna, v obeh primer pa velja

n=1
lim ag“ =1.
n—o0 n
]
PRIMER. S kvocientnim kriterijem preverimo konvergentnost vrste
o0
271
Z o (2)
n=1
Izracunamo
2n+1
.a . ! . ontl . pl . 2
lim n+1:hm(nz%):hm7:hm =0<1.

Po kvocientnem kriteriju je vrsta (2) konvergentna.

o0
1zZREK. (Korenski kriterij.) Naj bo > a, taka vrsta, da velja a, > 0, n € N,

n=1
i naj obstaja
lim a, =q.
n—oo
. oo
e (e je q <1, potem je vrsta . a, konvergentna.
n=1

. oo
e (e je q> 1, potem je vrsta > a, divergentna.

n=1

. oo
e (e je q =1, potem je lahko vrsta Y a, konvergentna ali divergentna.
n=1

DokAz. Izrek dokazemo na podoben nacin, kot smo dokazali predhodni
izrek (kvocientni kriterij). Lo¢imo tri primere.

e Naj bo lim /a, = ¢ < 1. Potem obstaja tako stevilo qg, da je g <
n—oo
qo < 1. Ker je ¢ limita zaporedja { /a, }, nadalje obstaja nek ng € N,
da je /a, < qo za vsak n > ny.

nan




8.2. Kriteriji za konvergenco vrste

Sledi, da je
ap < qg
[e.e]
za vsak n > ng. Geometrijska vrsta ) ¢qf je za go < 1 konvergentna
n=1

in ker konéno mnogo ¢lenov ne vpliva na konvergenco vrste, je potem
o0

konvergentna tudi vrsta > ay,.
n=1

e Naj bo lim #a,, = q > 1. Potem obstaja qg, 1 < g9 < ¢, in nek
n—oo
ng € N, da je /a, > qo za vsak n > ng. Na enak nacin kot prej
o0

oo

ocenimo vrsto ) a, z geometrijsko vrsto ) ¢f, ki je divergentna, saj
n=1 n=1

je qo > 1. Po primerjalnem kriteriju je potem divergentna tudi vrsta

o0
Y an.
n=1

e Hitro lahko najdemo primere konvergentnih in primere divergentnih
oo

oo
. . _ _ . L
vrst > an, za katere je h_)m {/a, = q = 1. Na primer, vrsta ) —
=1 n—00 n=1
[e.e]

je konvergentna, vrsta > % je divergentna, v obeh primer pa velja

n=1
lim /a, = 1.

n—oo

PRIMER. S korenskim kriterijem preverimo konvergentnost vrste

© 2
n
- Q
n=1
Izra¢unamo
o2 lim Vn? o lim (v/n)? 1
lim /a, = lim {/ — =22= = 12X =—- <1,

n—oo

pri ¢emer smo upostevali, da je lim {/n = 1. Po korenskem kriteriju je
n— oo

vrsta (3) konvergentna.

V predhodnih primerih smo se omejili na vrste s pozitivnimi ¢leni. V na-
o0
daljevanju pa si oglejmo, kaj lahko povemo o konvergentnosti vrste > ay,
n=1
katere ¢leni so poljubna realna Stevila.

o0
DEFINICIJA. Vrsta ) a, je absolutno konvergentna, ¢e je konvergentna
n=1

vrsta
o0

> Jaal.

n=1
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3. Stevilske vrste
o0
Vrsta > a, je pogojno konvergentna, ¢e je konvergentna, ni pa absolutno
=1
" oo oo
konvergentna. To pomeni, da je vrsta > a, konvergentna, vrsta Y |a,|
n=1 n=1

pa divergentna.

V nadaljevanju bomo pokazali, da je pogojna konvergenca Sibkejsa la-
stnost kot absolutna konvergenca.

I1ZREK. Vsaka absolutno konvergentna vrsta je konvergentna.

o0
DoxkAz. Naj bo > a, absolutno konvergentna vrsta. Pokazimo, da potem

n=1
oo
vrsta Y a, zadoS¢a Cauchyjevemu pogoju in je zato konvergentna. Naj bo
n=1

oo

e > 0. Ker je vrsta > |a,| konvergentna, zadosta Cauchyjevemu pogoju,
n=1

torej obstaja tak ng € N, da je |ap| + ... + |antk| < € za vsak n > ng,

k € N. Ker pa je po trikotniski neenakosti

|an+---+an—|—l€|S|an|+"'+|an—|—l€|<6

o0
za vsak n > ng, k € N, velja Cauchyjev pogoj tudi za vrsto > a,, torej je

n=1
oo
vrsta Y a, konvergentna. O
n=1
~ oo
Ce nas torej zanima, ali je Stevilska vrsta > a, konvergentna, lahko
n=1

o0
najprej preverimo konvergenco vrste »_ |a,|, na primer s kak$nim izmed
n=1
kriterijev za konvergenco Stevilskih vrst s pozitivnimi ¢leni. Ce je vrsta
o0 [e.e]
> lan| konvergentna, potem je konvergentna tudi vrsta > a,. Ce pa

n=1 n=1
oo

oo

vrsta Y |a,| ni konvergentna, o konvergenci vrste ) a, ne vemo nicesar.
n=1 n=1

V tem primeru potrebujemo kaksen drug kriterij. Pokazimo, da za vrste s

¢leni, ki se jim zaporedoma menja predznak, obstaja zelo preprost kriterij
za konvergenco vrste.

o0
DEFINICIJA. Vrsta Y. a, je alternirajoca, ¢e je apan+1 < 0 za vsak n € N.
n=1

[e.e]
IZREK. (Leibnizev kriterij.) Ce za alternirajoco vrsto Z an velja, da ¢leni

vrste po absolutni vrednosti padajo proti nic, torej ]an] > lan+1|, n €N, in

je

lim a, =0,
n— oo



8.2. Kriteriji za konvergenco vrste

o0
potem je vrsta Y a, konvergentna.
n=1

Dokaz. Denimo, da je prvi ¢len vrste pozitiven. Definirajmo novo zapo-
redje s predpisom b, = (—1)"*'a,. Potem je b, > 0 za vsak n € N in
Z an = by —by+ b3 —bs+ ... Oglejmo si zaporedje delnih vsot vrste samo

za sode n =2k, k € N. Ker je bogy1 > bopyo za vsak k € N, je

Sok+2 =by —ba+ b3 —bs+ ...+ bag—1 — bog + (bag+1 — bak+2)
= sok + (bak41 — boky2) > Sok,

torej je zaporedje sodih delnih vsot {sor} narascéajoce. Ker pa je bo; > bojyq
za vsak ¢ € N in je bop, > 0, je

Sop = by — (bg — b3) — (ba — bs) + ... — (bak—2 — bar—1) — bar, < by

za vsak k € N, torej je zaporedje sodih delnih vsot {sor} navzgor ome-
jeno. Sledi, da je zaporedje sodih delnih vsot konvergentno. Nadalje, ker je

lim b, = 0, je tudi zaporedje lihih delnih vsot konvergentno z isto limito,
n—oo

torej je zaporedje delnih vsot {s,} konvergentno, kar pomeni, da je vrsta
o0

> ay, konvergentna.
n=1
Denimo da je prvi ¢len vrste negativen. Potem smo pravkar dokazali da

je vrsta Z a, konvergentna, potem pa je konvergentna tudi vrsta Z .
n=2 n=1

O

OprpoMBA. Povedali smo ze, da je pogoj ILm a, = 0 potreben pogoj za
konvergenco vrste. Zadnji izrek pa pravi, dg jeO;a alternirajoco vrsto, katere
¢leni po absolutni vrednosti padajo proti ni¢, ta pogoj tudi zadosten za
konvergenco vrste.

PRIMER. Preverimo konvergentnost vrste

(4)
n=1
Kerjeizn%rlinje B
—1)"
lim L =0,
n—o00 n

je po Leibnizevem kriteriju vrsta (4) konvergentna. Vrsta (4) pa ni absolu-
tno konvergentna, saj je

[e.e]

>

n=1

n+1

Z_
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harmonicna vrsta, za katero smo pokazali, da je divergentna.

0 ~
OpPOMBA. Naj vrsta Y. a, zados¢a Leibnizevemu kriteriju. Ce seStejemo

n=1
00

prvih ng ¢lenov te vrste, potem se vsota teh ng ¢lenov od vsote vrste Y a,
n=1
razlikuje za manj kot |any+1]-

: o (=)
PRIMER. Ocenimo vsoto vrste ) ~——

n=1

Ce vzamemo samo prvi ¢len

1 _1\n+1
vrste » % = 1, potem se vsota vrste od 1 razlikuje za manj kot je
n=1

oS n
absolutna vrednost drugega clena, ki je % Torej je % <> # < %
n=1

Na koncu razdelka navedimo Se, kaj se zgodi, ¢e preuredimo vrstni red
¢lenov vrste.

o o0

OpomMmBA. Ce je vrsta Y. a, absolutno konvergentna, potem lahko po-
n=1

ljubno preuredimo vrstni red njenih ¢lenov, pa bo nova vrsta Se vedno ab-

solutno konvergentna, vsota prvotne vrste in vrste s preurejenim vrstnim
redom njenih ¢lenov pa sta enaki.
oo

Ce je vrsta Y. a, pogojno konvergentna, potem lahko s preureditvijo
n=1

vrstnega reda njenih clenov dosezemo, da je vsota nove vrste enaka poljub-

nemu vnaprej izbranemu Stevilu. Se veé, s preureditvijo lahko dosezemo,

da nova vrsta ni konvergentna.

S _1\n+1

PRIMER. Preuredimo ¢lene vrste % tako, da bo vsota nove vrste
n=1

enaka 0. Najprej zapiSemo prvi ¢len % = 1. Nato po vrsti izberemo dovolj

negativnih ¢lenov, da je vsota negativna, torej 1 — % — i — % - % < 0. Nato

zopet izberemo dovolj pozitivnih ¢lenov, da je nova vsota pozitivina, torej
1-— % — i — % — % + % > 0. Postopek nadaljujemo in ker je lim a, =0, je
n—oo

vsota nove vrste res enaka nic.



4. Funkcije

V tem poglavju bomo najprej povedali, kaj je to preslikava, nato pa se
bomo posvetili posebni vrsti preslikav, ki slikajo iz realnih Stevil v realna
Stevila. Take preslikave imenujemo realne funkcije.

4.1. Preslikave

Najprej definirajmo, kaj je to preslikava, nato pa bomo opisali Se nekaj
osnovnih pojmov povezanih s preslikavami.

DEeFINICIJA. Naj bosta A in B neprazni mnozici. Preslikava
f:A— B

je predpis, ki vsakemu elementu a iz mnozice A priredi natanko dolocen
element f(a) iz mnozice B. Pravimo, da je f(a) slika elementa a Mnozico
A imenujemo definicijsko obmodje ali domena preslikave f, mnozico

f(A)={f(a):a € A}
pa zaloga vrednosti preslikave f. Graf preslikave f je mnozica

I'(f)={(a, f(a)):a€ A} C Ax B.

PRIMER. Naj bo A C R? obmocje v prostoru in B = R. Preslikava f naj bo
predpis, ki v danem trenutku vsaki tocki iz obmocja A priredi temperaturo
te tocke.

OPOMBA. Preslikava f: A — B je dolocena s predpisom in mnozicama A
in B. Tako imata lahko dve preslikavi enak predpis, a sta definirani na
razlicnih mnozicah in sta zato razli¢ni.

PRIMER. Preslikavi f: R — R, f(z) = —23, in g: [0,00) — R, g(7) = —a3,
imata enak predpis, a sta razli¢cni. Definicijsko obmocje prve preslikave je
R, prav tako zaloga vrednosti, definicijsko obmocje druge preslikave pa je
[0,00) in zaloga vrednosti (—oo,0].
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60 4. Funkcije

Pogosto bomo za dano preslikavo hoteli vedeti, ali ima katero izmed
naslednjih lastnosti.

Preslikava f: A — B je injektivna, ¢e poljubna razli¢cna elementa aq, as €
A, a1 # ag, preslika v razlicna elementa mnozice B, torej f(a1) # f(a2).

f

B

Preslikava f: A — B je surjektivna, ¢e za vsak element b € B obstaja
tak element a € A, da je b slika elementa a, torej f(a) = b.

V splosnem pravimo, da preslikava f: A — B slika iz mnozice A v
mnozico B. Ce pa je preslikava f: A — B surjektivna, potem pravimo, da
slika iz mnozice A ma mnozico B.

Naj bo f: A — B poljubna preslikava, ne nujno surjektivna. Potem
lahko vedno definiramo preslikavo fi, ki ima enak predpis kot f, vendar
slika iz A na f(A). Preslikava f1, ki jo obi¢ajno ozna¢imo kar z f, je potem
surjektivna. Torej vedno lahko pisemo f: A — f(A) in f je v tem primeru
surjektivna preslikava.



4.2. Realne funkcije ene spremenljivke

Preslikava f je bijektivna, Ce je injektivna in surjektivna.

Denimo sedaj, da najprej neka preslikava f predpiSe elementu a iz
mnozice A element b iz mnozice B, neka druga preslikava g pa predpise
temu elementu b iz mnozice B nek element ¢ iz mnozice C'. Potem lahko
definiramo novo preslikavo, ki slika iz A v C'in ki elementu a priredi element
c.

DEerINICIJA. Naj bodo A, B in C neprazne mnozice in naj bosta f: A — B
in g: B — C preslikavi. Preslikavo go f: A — C, definirano s predpisom

(g0 f)(a) = g(f(a)),

imenujemo kompozitum preslikav ¢ in f.

Oglejmo si Se poseben primer kompozituma dveh preslikav. Naj bo
preslikava f: A — B injektivna in naj bo b poljuben element iz zaloge
vrednosti preslikave f, torej b € f(A). Potem obstaja vsaj en a € A,
za katerega velja, da je f(a) = b. Ker pa je preslikava injektivna, je tak
element a, da je f(a) = b, natanko en. Torej lahko definiramo na zalogi
vrednosti f(A) preslikavo, ki vsakemu elementu b = f(a) iz f(A) priredi
natanko dolo¢en element a iz A. To preslikavo oznag¢imo z f~1: f(A) — A
in jo imenujemo inverzna preslikava preslikave f. Velja

(f Vo f)la) = fFY(f(a) = a.

4.2. Realne funkcije ene spremenljivke

Odslej se bomo posvetili preslikavam, ki slikajo iz neke podmnozice realnih
Stevil v realna Stevila.
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DEFINICIJA. Preslikavo f: D — R, kjer je D C R, imenujemo realna
funkcija ene spremenljivke.

Realna funkcija je torej predpis, ki priredi vsakemu realnemu Stevilu iz
neke podmnozice realnih Stevil natanko dolo¢eno realno Stevilo. Predpis
lahko podamo na ve¢ nacinov: opisno z besedilom, grafi¢no, analiti¢no.

PRIMER. Opazujemo neduseno nihanje matemati¢nega nihala. Pojav lahko
opiSemo kot nihanje nihala dolzine [, ki je bilo na zacetku za «y odmaknjeno
iz ravnovesne lege. Odklon iz ravnovesne lege v odvisnosti od ¢asa lahko
graficno predstavimo v koordinatnem sistemu.

A

NANNN S
INAVAAVARVARVARVA

Lahko pa zapiSsemo funkcijski predpis, na primer f(t) = ag cos (ﬂ t),

@)

pri cemer je g tezni pospesek.

Funkcijski predpis veckrat zapiSemo tudi v obliki

y = f(x),

pri ¢emer x imenujemo neodvisna spremenljivka, y pa odvisna spremen-
ljivka. Omeniti velja Se, da funkcijo ozna¢imo s simbolom f, s simbolom
f(x) pa vrednost funkcije f v tocki x. Velikokrat pa je v literaturi funkcija
oznacena kar s simbolom f(z), saj s tem zapisom povemo tudi, od katere
neodvisne spremenljivke je funkcija f odvisna.

Kot smo ze povedali, je vsaka preslikava dolocena s predpisom ter dvema
mnozicama, to sta definicijsko obmocje in mnozica, v katero slika preslikava.
Torej bi morali poleg funkcijskega predpisa vedno nasteti Se ti dve mnozici.
Vendar pa pri realnih funkcijah, ki slikajo iz definicijskega obmocja v re-
alna Stevila, velja naslednji dogovor. Ce definicijsko obmoéje funkcije f
ni posebej omenjeno, potem je njeno definicijsko obmocje mnozica vseh
tistih realnih Stevil, za katere je f(z) realno stevilo. Drugace povedano,
definicijsko obmocje je najve¢ja podmnozica realnih stevil, za katere lahko
izratunamo vrednost funkcije f.

PrRIMER. Funkcija f je dana s predpisom

fl@) = V1- 22



4.2. Realne funkcije ene spremenljivke

Kvadratni koren je definiran samo za nenegativna realna Stevila, zato mora
biti 1 — 22 > 0, oziroma —1 < x < 1. Definicijsko obmoéje D funkcije f
je torej po dogovoru D = [—1,1]. To pomeni, f: [-1,1] - R in f(z) =
V1-—a22

Kljub temu, da je funkcija s svojim predpisom in definicijskim obmocéjem
natan¢no dolocena, velikokrat veliko lazje predstavimo nekatere njene la-
stnosti s pomocjo njenega grafa. Graf realne funkcije f: D — R, D C R,
je mnozica

I'(f) ={(z, f(x)) ;2 € D} CR xR,

torej neka krivulja v ravnini. Ker funkcija vsakemu Stevilu iz definicijskega
obmocja priredi natanko eno vrednost, je krivulja v ravnini lahko graf neke
funkcije, ¢e vsaka premica, vzporedna z ordinatno osjo, seka to krivuljo v
najvec eni tocki.

Ce premica, vzporedna z ordinatno osjo, seka krivuljo v dveh razli¢cnih
tockah (z,y1) in (z,y2), torej y1 # y2, in bi bila ta krivulja graf neke
funkcije, potem bi bilo f(z) = y; in hkrati f(z) = y2, kar pa ni mogoce,
saj je f(x) natanéno dolo¢eno realno stevilo.
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64 4. Funkcije

S pomocjo grafa funkcije lahko tudi ugotovimo, kdaj je funkcija injek-
tivna in kdaj surjektivna. Prav tako tudi, kdaj je funkcija liha in kdaj
soda.

TRDITEV. Funkcija f: D — R, D C R, je injektivna, ée vsaka premica,
vzporedna z abscisno osjo, seka graf funkcije f najveé enkrat.

TRDITEV. Funkcija f: D — R, D C R, je surjektivna, ¢e vsaka premica,
vzporedna z abscisno osjo, seka graf funkcije f vsaj enkrat.



4.2. Realne funkcije ene spremenljivke

A

>
Y
&

Funkcija f: D — R, D C R, je soda, ce je
f(=z) = f(z)
za vsak x € D. Graf sode funkcije je simetricen glede na ordinatno os.

PRIMER. Pokazimo, da je funkcija f(x) = 2% 4 1 soda in nari§imo njen
graf. Ker je

fl=z) = (~2)’ +1=2"+1= f(a),
je funkcija f res soda. Tocke na njenem grafu so simetri¢ne glede na ordi-
natno os.

y\
(=, (—:v))\/(fm (x))
1
—x 0o =z z

Funkcija f: D — R, D C R, je liha, ¢e je f(—z) = —f(z) za vsak
x € D. Graf lihe funkcije je simetricen glede na koordinatno izhodisce.

PRIMER. Pokazimo, da je funkcija f(x) = —23 + 2z liha in narisimo njen
graf. Ker je

f(=2) = =(=2)° + 2(~2) = —(=2”) - 2z = —(=2’ + 22) = — f(a),

je funkcija f res liha. Tocke na njenem grafu so simetricne glede na koor-
dinatno izhodisce.
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OPOMBA. Vecina funkcij ni ne lihih in ne sodih.

Podobno kot pri zaporedjih tudi za funkcije zapisimo, kdaj je funkcija
omejena in kdaj monotona. Naj bo f: D — R, D CR.

e Funkcija f je navzgor omejena, Ce obstaja taka konstanta M € R, da
je f(z) < M za vsak x € D.

e Funkcija f je navzdol omejena, ¢e obstaja taka konstanta m € R, da je
f(x) > m za vsak x € D.

e Funkcija f je omejena, ¢e obstaja taka konstanta M € R, daje |f(x)]| <
M za vsak xz € D.

e Funkcija f je naraséajoca, ¢e je f(x) < f(y) za poljubna x,y € D, za
katera velja = < y. Ce je f(x) < f(y), je [ strogo naraSc¢ajoca.

i
e Funkcija f je padajoca, ce je f () > f(y) za poljubna z,y € D, za
katera velja z < y. Ce je f(x) > f(y), je f strogo padajoca.

e Funkcija f je monotona, ¢e je bodisi naraStajoca bodisi padajoca.
Funkcija f je strogo monotona, ¢e je bodisi strogo naraScajoca bodisi
strogo padajoca.

Strogo monotone funkcije so injektivne, zato lahko definiramo njihov
inverz. NapiSimo, kaj je inverzna preslikava v primeru realnih funkcij.

DEFINICIJA. Naj bo f: D — R, D C R, injektivna funkcija. Potem
funkcijo f~!, ki slika iz mnozice f(D) v mnozico D, in za katero velja
f1(f(x)) = x za vsak x € D, imenujemo inverzna funkcija funkcije f.



4.2. Realne funkcije ene spremenljivke

Inverzno funkcijo f~! funkcije f, podane s predpisom y = f(z), dolo¢imo
tako, da zamenjamo vlogi spremenljivk x in y, torej zapisemo z = f(y), in
nato izrazimo y kot funkcijo x. Sledi, da je graf inverzne funkcije f~! enak
grafu funkcije f, ki smo ga prezrcalili prek simetrale lihih kvadrantov (prek
premice y = x).

PrRIMER. Naj bo funkcija f podana s predpisom

flx) = gx—i— g

Dolo¢imo inverzno funkcijo f~! in narisimo njen graf. V enakostiy = %x+%
najprej zamenjamo vlogo spremenljivk, torej x = %y + % Nato izrazimo y
kot funkcijo spremenljivke x in dobimo y = % (:c — %) Sledi, da je

N[O

Naj bosta funkciji f in g definirani na istem definicijskem obmocju D,
torej f: D - Rin g: D — R. Potem lahko na definicijskem obmoc¢ju D
definiramo tudi naslednje funkcije:

o (f+9)(x) = f(x)+g(x),
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. g(x) = %, pri ¢emer je g(x) # 0 za vsak x € D.
Nove funkcije f4+g, f—g, f-gin 5 so definirane po tockah. To pomeni, da
je, na primer, vrednost nove funkcije f + g v tocki = definirana kot vsota
funkecijskih vrednosti funkcij f in g v tocki x. Podobno je vrednost funkcije
5 v tocki x enaka kvocientu funkcijskih vrednosti funkcij f in g v tocki
x, razen za nicle funkcije g. Nicla funkcije g je vsako tako realno stevilo
xo € D, za katero velja, da je g(xg) = 0.

Definirali smo ze, kaj je kompozitum dveh preslikav. Za funkciji f: R —
R in g: R — R lahko izra¢unamo tako kompozitum f o g kot tudi kompo-
zitum g o f. Izkaze se, da kompozitum funkcij ni komutativna relacija, kar

pomeni, da v splosnem ta dva kompozituma nista enaka, to je
fog#golf.

PRIMER. Naj bo f(z) = 2? — 2z in g(z) = £ — 2. Izracunajmo fog in
go f, tore]

V tem primeru je fog #go f.

Ob koncu razdelka si oglejmo Se, kako lahko na razli¢ne na¢ine podamo
funkcijski predpis. Odvisnost med odvisno spremenljivko y in neodvisno
spremenljivko x lahko podamo:

e cksplicitno, to pomeni y = f(z),

e implicitno, to pomeni, da je pri neki vrednosti spremenljivke x vrednost
spremenljivke y dolo¢ena z enac¢bo F(z,y) = 0,

e parametri¢no, to pomeni, da sta spremenljivki x in y odvisni od para-
metra t, to je x = z(t), y = y(t).

PRIMER. Zapisimo funkcijo, katere graf je zgornja polovica kroznice s pol-
merom a, na vse tri nacine:

e y = +a? — x2, eksplicitno,
° :C2 + y2 —_ a2 = 0’ y 2 0, lmphCltDO,

e r =acost, y=asint, t € [0, 7], parametricno.



4.8. Pregled elementarnih funkcij

4.3. Pregled elementarnih funkcij

V tem razdelku si bomo ogledali nekatere elementarne funkcije, s katerimi
se najpogosteje srecamo.

Polinom. Funkcijo oblike
f(CC) = anxn + anflxnil + . + a1x —I— CLO’

an # 0, a; € R, i = 0,...,n, imenujemo polinom. Polinom je definiran
za vsako realno Stevilo, torej je njegovo definicijsko obmocje mnozica R.
Polinome ponavadi ozna¢imo s ¢rko p, torej f = p. Stevilo n imenujemo
stopmja polinoma p.

IZREK. (Osnovni izrek algebre.) Polinom p stopnje n ima najve¢ n realnih
nicel, torej p(x) = 0 za najve¢ n razlicnih realnih vrednosti spremenljivke
x. Natancneje, polinom p stopnje n ima natanko n kompleksnih nicel.
Nekatere nicle so lahko tudi veckratne.

Ce ima polinom p natanko n realnih nicel x1, ..., ,, pri ¢emer so lahko
nekatere nicle veckratne, potem ga lahko zapiSemo v obliki

p(z) = an(x —xp) ... (x — 7).

PRIMER. Narisati zelimo graf polinoma
p(z) = —2% + 32 + 2.
Najprej pois¢emo nicle polinoma. Mozne celostevilske nicle so —2, —1, 1 in

2. Ker je p(—2) = —(—2)% +3(—2) + 2 = 4, vrednost —2 ni ni¢la polinoma.
Je pa p(=1) = —(=1)3 +3(=1) + 2 = 0, torej je —1 ni¢la polinoma p.
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S pomocjo Hornerjevega algoritma izracunamo koeficiente polinoma, ki ga
dobimo, ¢e delimo p(x) z (z — (—1)).

-1 0 3 2
-1 1 -1 -2
-1 1 2 0

Torej je
— 2343 4+2=(—2>+24+2)(z+1).

Preostali dve ni¢li dolo¢imo tako, da razstavimo e polinom —z? + z + 2
ali da resimo kvadratno enaébo —z? 4+ = 4+ 2 = 0. Dobimo, da sta preostali
nicli —1 in 2, torej je

p(z) = —(z +1)*(z - 2).

Polinom p se dotika abscisne osi v tocki (—1,0), seka jo v tocki (2,0),
ordinatno os pa seka v tocki (0,2), saj je p(0) = 2.

y\

Racionalna funkcija. Funkcijo oblike

kjer sta p in ¢ polinoma, imenujemo racionalna funkcija. Racionalna funk-
cija je definirana za vsako realno Stevilo, razen za tista realna Stevila, ki so
nicle polinoma ¢, torej je definicijsko obmocje racionalne funkcije mnozica



4.8. Pregled elementarnih funkcij

R\ {z : ¢(z) = 0}. Po osnovnem izreku algebre je stevil, kjer racionalna
funkcija ni definirna, najveé toliko, kot je stopnja polinoma ¢. Ce polinom g
nima realnih ni¢el (na primer, ¢(z) = 22 + 1), potem je racionalna funkcija
definirana za vsako realno stevilo.

Ce za racionalno funkcijo f = g polinoma p in ¢ nimata skupnih nicel,
potem velja:

e nicle polinoma p so tudi nicle racionalne funkcije f,

e nicle polinoma ¢ so poli racionalne funkcije f, torej je f v okolici nicel
polinoma g neomejena.

Povejmo Se, kaj se dogaja blizu polov racionalne funkcije in kaj se dogaja
za velike vrednosti neodvisne spremenljivke.

Denimo, da polinoma p in ¢ nimata skupnih nicel in da ima polinom ¢
niclo z¢ reda k, torej q(x) = (x — x0)*r(x), kjer je r(z¢) # 0. Potem ima
graf racionalne funkcije f = g v okolici nicle zy polinoma g podobno obliko
kot graf funkcije

g(x) = m, pri ¢emer je konstanta ¢ = fgg;
yp |
1]
z 0 '31 T
@) = e=e 1

Ce je stopnja polinoma p manjSa od stopnje polinoma ¢, potem se vre-
dnosti racionalne funkcije f = g blizajo 0, ko gre = proti +co0. Racionalna
funkcija ima vodoravno asimptoto y = 0.

Y

1 [0 1 x
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Ce sta stopnji polinoma p in ¢ enaki, potem ima racionalna funkcija
vodoravno asimptoto.

Ce je stopnja polinoma p za ena veéja od stopnje polinoma ¢, potem ima
racionalna funkcija za asimptoto premico. V sploSnem, e je stopnja poli-
noma p ve¢ja od stopnje polinoma g, potem delimo polinom p s polinomom
q in dobimo

p(x) = k(z)q(x) + r(z),

kjer je stopnja polinoma r manjSa od stopnje polinoma ¢. Racionalna

funkcija f = g =k+ g ima potem za asimptoto polinom k.

PrIMER. Narisati zelimo graf racionalne funkcije

332 X
fla) = ZEH)

x2—4

Najprej dolo¢imo ni¢le obeh polinomov. Nicli polinoma z?(z + 1) sta 0 in
—1, hkrati sta to tudi ni¢li racionalne funkcije. Ni¢li polinoma 22 —4 = (z+
2)(z—2) pa sta —2 in 2, hkrati sta to tudi pola racionalne funkcije. Stopnja
polinoma v Stevcu je za ena vecCja od stopnje polinoma v imenovalcu, torej je
asimptota racionalne funkcije premica. Premico dolo¢imo tako, da delimo
polinom z%(z + 1) = 23 + 22 s polinomom z? — 4. Dobimo z3 + 2? =
(z +1)(2® — 4) + 4(z + 1), torej je asimptota premica x + 1.
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Kvadratni koren polinoma. Funkcijo oblike

kjer je p polinom, imenujemo kvadratni koren polinoma p. Kvadratni koren
polinoma je definiran za vsako realno stevilo, za katero je vrednost polinoma
nenegativna, torej je definicijsko obmocje kvadratnega korena polinoma
mnozica {z : p(z) > 0}.

Sem sodijo, poleg drugih, tudi vse funkcije, katerih grafi sestavljajo
krivulje drugega reda, to so elipsa (2—; + z—z = 1), hiperbola (i—z — z—z =1)
in parabola (y? = 2px).

PRIMER. Narisati zelimo graf funkcije
fl@)=Va.

Ker mora biti izraz pod korenom nenegativen, je definicijsko obmocje funk-
cije mnozica {x : x > 0}.
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Eksponentna funkcija. Naj bo a > 0in a # 1. Potem je

f(z) = a”
eksponentna funkcija. Najpogosteje uporabljamo osnovo a = e, torej

fa) =
Eksponentna funkcija je definirana za vsako realno stevilo, torej je njeno
definicijsko obmocje mnozica R.

Za a > 1 je f(x) = a” strogo narastajoca pozitivna in neomejena funk-
cija, zaloga vrednosti je mnozica (0, c0).

1/

Za 0 < a < 1je f(x) = a” strogo padajota pozitivha in neomejena
funkcija, zaloga vrednosti je mnozica (0, 00).
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Za eksponentno funkcijo je karakteristicna naslednja lastnost

fx+y) = f(x)f(y),

torej
a*tv = a% - aY.

Eksponentna funkcija je strogo monotona, torej obstaja njena inverzna
funkcija.

Logaritemska funkcija. Naj boa > 0 in a # 1. Inverzno funkcijo
eksponentne funkcije x — a® imenujemo logaritemska funkcija in piSemo

f(x) = log,(x).

Definicijsko obmocje logaritemske funkcije je enako zalogi vrednosti ekspo-
nentne funkcije, torej je enako mnozici (0, c0).

Ce je 1 < a, je f(z) = log, x strogo narai¢ajoca neomejena funkcija,
zaloga vrednosti je mnozica R.
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Ceje 0 < a < 1, je f(z) = log, z strogo padajoca funkcija, zaloga
vrednosti je mnozica R.

a

f(l') = logax \

Povzemimo nekaj lastnosti logaritemske funkcije:

e logaritemska funkcija je definirana samo za pozitivna realna Stevila, je
strogo monotona in neomejena,

e pol logaritemske funkcije je premica = = 0, nicla logaritemske funkcije
je xo = 1, torej log,(1) =0,

e Ce je y = a”, potem je x = log, y,
e velja log,(zy) = log, x + log, y.

Najveckrat obravnavamo logaritemsko funkcijo z osnovo a = e. V tem
primeru logaritemsko funkcijo imenujemo naravni logaritem in piSemo

f(x) =log, z = log x.

OprpOMBA. Oznake za naravni logaritem niso povsem enotne. V nekateri
literaturi je naravni logaritem zapisan z oznako Inx, medtem ko je z log x
oznacen desetiski logaritem.

Kotne (trigonometri¢ne) funkcije sinus, kosinus in tangens. Za
kote, manjse od 7/2, so kotne funkcije sinus, kosinus in tangens definirane
s pomocjo razmerij med stranicami v pravokotnem trikotniku. Definicijsko
obmocje kotnih funkcij sinus in kosinus razsirimo na mnozico vseh realnih
Stevil, definicijsko obmocje funkcije tangens, ki je definirana kot tanx =
SINZ 13 je potem mnozica R\ {% +kr:ke Z}.

cosx’
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Funkciji sinus in kosinus sta periodi¢ni funkciji s periodo 2w, torej je
sinx = sin(z + 27) in cosx = cos(z + 27) za vsak z € R.

Zaloga vrednosti funkcije sinus je interval [—1, 1], ni¢le funkcije sinus pa so
realna Stevila oblike k7w, k € Z.

Zaloga vrednosti funkcije kosinus je prav tako interval [—1,1], nicle
funkcije kosinus pa so realna stevila oblike § + km, k € Z.

/"1 , cgsx

_ \/—% 1]‘0 T 377T 2r X

Funkcija tangens je periodi¢na funkcija s periodo , torej je

tanz = tan(x + m) za vsak xz € R.

Zaloga vrednosti funkcije tangens je mnozica vseh realnih stevil, ni¢le funk-
cije tangens pa so realna Stevila oblike k7, k € Z.

y\
tanx
1~
[ i-m l n/ i2n/ i3my
g T T s
2 2 2

Med kotnimi funkcijami veljajo Stevilne zveze, na primer:

e sin(2z) = 2sinzcosz, cos(2z) = cos? x — sin® z,
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2

e sin’x +cos?z =1,

e sin (:c + g) = cosz,

1

2 _
e tan“x + 1= v

Ciklometri¢ne funkcije arkus sinus, arkus kosinus in arkus tan-
gens. Kotne funkcije so periodi¢ne, torej niso injektivne in zato ne obsta-
jajo njihovi inverzi. Ce pa omejimo definicijsko obmocje posamezne kotne
funkcije na mnozico, na kateri je ta funkcija injektivna, lahko definiramo
njen inverz.

Pri sinusni funkciji se omejimo na interval [—%, %], na katerem je sinus
strogo narascajoca in zato injektivna funkcija, ki zavzame vse vrednosti z
intervala [—1, 1].

o
IMER
8Y

N .

Potem lahko na definicijskem obmocju [—1, 1] definiramo inverzno funk-
cijo funkcije sinus, ki jo imenujemo arkus sinus in piSemo

f(x) = arcsinz.

Torej je y = arcsinx natanko tedaj, ko je siny = x. Ker je zaloga vre-
dnosti funkcije sinus na intervalu [—g, %] enaka intervalu [—1, 1], je zaloga

vrednosti funkcije arkus sinus na intervalu [—1, 1] enaka intervalu [—%, 5.

Y

arcsin x
s
2

VB
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Podobno ravnamo pri funkciji kosinus. Omejimo se na interval [0, 7], na
katerem je kosinus strogo padajoca in zato injektivna funkcija, ki zavzame
vse vrednosti z intervala [—1, 1].

Yy
ﬂ Ccos T
0 %\’ﬂ' T
-1 /

Potem lahko na definicijskem obmo¢ju [—1, 1] definiramo inverzno funk-
cijo funkcije kosinus, ki jo imenujemo arkus kosinus ter pisemo

f(x) = arccosz.

Torej je y = arccosx natanko tedaj, ko je cosy = x. Ker je zaloga vre-
dnosti funkcije kosinus na intervalu [0, 7] enaka intervalu [—1, 1], je zaloga
vrednosti funkcije arkus kosinus na intervalu [—1, 1] enaka intervalu [0, 7].

y
arc cosx
, -
s
3
1 0 1 T

Pri funkciji tangens se omejimo na interval (—g, %), na katerem je tan-

gens strogo narasc¢ajoca in zato injektivna funkcija, ki je hkrati tudi sur-
jektivna in zato zavzame vse vrednosti iz mnozice R.
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y\
tanx
1~
/=T m 1 27 13T ¢
T = o 5
2 2 2

Potem lahko na definicijskem obmoc¢ju R definiramo inverzno funkcijo
funkcije tangens, ki jo imenujemo arkus tangens in piSemo

f(x) = arctan z.

Torej je y = arctan x natanko tedaj, ko je tany = x. Ker je funkcija tangens

na intervalu (— 5 %) surjektivna, je zaloga vrednosti funkcije arkus tangens,
ki je definirana za vsako realno Stevilo, enaka intervalu (—%, %)

Yy

s

2

Izpeljimo Se zvezo med ciklometri¢nima funkcijama arkus sinus in arkus
kosinus. Ker je
) T
sin(y) = cos <§ — y> =z,
je y = arcsinz in § —y = arccosx za vsak y € [—%,%], z € [-1,1].
Sestejemo obe enachi in dobimo, da za vsak = € [—1, 1] velja

. ™
arcsinx + arccos r = 5



4.8. Pregled elementarnih funkcij

Hiperboli¢cne funkcije hiperboli¢ni sinus, hiperboli¢ni kosinus in
hiperboli¢cni tangens. Hiperbolicne funkcije so definirane s pomocjo
eksponentne funkcije.

Funkcija hiperbolicni sinus,

xZ —x

sinhz = l,
2

je definirana za vsako realno Stevilo, torej je njeno definicijsko obmocje

enako R. Tudi zaloga vrednosti hiperboli¢nega sinusa je enaka R, torej

je hiperboli¢ni sinus surjektivna funkcija. Hitro se lahko prepricamo, da je

hiperboli¢ni sinus strogo naras¢ajoca, zato injektivna funkcija, in da je tudi

liha funkcija.

Funkcija hiperbolicni kosinus,

coshzx = M,

2
je prav tako definirana za vsako realno Stevilo, torej je njeno definicij-
sko obmocje enako R. Zaloga vrednosti hiperbolicnega kosinusa je enaka
[1,00). Hiperboli¢ni kosinus je soda funkcija, na intervalu (—oo, 0] je strogo
padajoca, na intervalu [0, c0) pa strogo narascajoca.
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cosh x

Tudi funkcija hiperbolicni tangens,

sinh z e —e®
tanhx = = ,
coshx eT4e @

je definirana za vsako realno Stevilo, njena zaloga vrednosti je interval
[—1,1]. Je strogo narasc¢ajoca liha funkcija z dvema vodoravnima asimpto-
tama y = —1in y = 1.

tanh x

|

0 1 €L

Za hiperboli¢ne funkcije veljajo podobne zveze, kot za kotne funkcije,
na primer

e sinh(2z) = 2sinh x cosh z,
e cosh(2x) = cosh? z + sinh® z,
e cosh?z —sinh?z = 1.
OpPOMBA. Parametri¢no podana krivulja = cosht, y = sinht je v impli-

citni obliki podana z ena¢bo x? — y? = 1, kar je enacba hiperbole, po kateri
so hiperboli¢ne funkcije dobile ime.
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Area funkcije area hiperboli¢ni sinus, area hiperboli¢ni kosinus in
area hiperboliéni tangens. Tudi za hiperboli¢ne funkcije bi radi po-
znali njihove inverze. Hiperboli¢ni sinus in hiperboli¢ni tangens sta strogo
narascajoci funkciji, torej tudi injektivni funkciji, zato njuna inverza ob-
stajata za vsako realno Stevilo iz njunih zalog vrednosti, pri hiperboli¢cnem
sinusu so to vsa realna Stevila, pri hiperbolicnem tangensu pa vsa realna
stevila z intervala (—1, 1). Pri hiperboli¢nem kosinusu, ki ni ne injektivna in
ne surjektivna funkcija, pa ravnamo podobno kot pri ciklometri¢nih funk-
cijah. Definicijsko obmocje hiperboli¢nega kosinusa omejimo na interval
[0,00), kjer je hiperboli¢ni kosinus strogo naras¢ajoca in zato injektivna
funkcija, inverzno funkcijo pa definiramo na zalogi vrednosti hiperboli¢nega
kosinusa, ki je interval [1, 00).

Dolo¢imo najprej inverzno funkcijo hiperboli¢nega sinusa, torej funkcije

x —x

(&

—e
y =sinhz =

2

Najprej zamenjamo vlogi = in y, da dobimo enakost

o= S0 (1)

in nato izrazimo y kot funkcijo spremenljivke . To storimo tako, da po-
mnozimo enacbo (1) z 2e¥ in preoblikujemo izraz v kvadratno enacbo za
spremenljivko €Y, torej

(e¥)? — 2ze¥ —1 = 0.
Vpeljemo novo spremenljivko ¢ = e¥ in zapiSemo kvadratno enacbo
t2 — 2zt —1=0,
ki ima dve resitvi
h=2+Va2+1 in h=2—Va2+1.
Ker je Va2 + 1> Va2 = |z], je
t1:x+\/x2—+1>:c+|:c|20 in tgzx—\/xQ—H<:c—|:c|§0.

Funkcija e¥ je pozitivna za vsak y € R, torej le ena izmed resitev, to je t1,
izpolnjuje pogoj t1 = e¥ > 0, zato je

ey =x+ Va2 +1.

Enakost logaritmiramo in dobimo

y = log(x + 1+ 22).
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Inverzna funkcija hiperboli¢nega sinusa, ki jo imenujemo area hiperbolicni
sinus, je torej definirana s predpisom

Arsinhx = log(x + V1 + 22) za vsak z € R.

Podobno lahko izpeljemo funkcijska predpisa tudi za inverzni funkciji
funkcij hiperboli¢ni kosinus in hiperboli¢ni tangens. Funkcija area hiper-
bolicni kosinus je definirana s predpisom

Arcoshx =log(x + V22 — 1) za vsak z > 1.
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Funkcija area hiperbolicni tangens pa je definirana s predpisom

1 1
Artanhx = §log 1—i—_x za vsak x € (—1,1).
—x

)

Artanh

Ob koncu pregleda nekaterih elementarnih funkcij povejmo Se, da ele-
mentarne funkcije delimo na dve veliki skupini: na algebrai¢ne funkcije in
na transcendentne funkcije.

85



86

4. Funkcije

DEFINICIJA. Funkcija y = f(x) je algebraic¢na, e so njene vrednosti resitve
enacbe

Ap(z)y"™ + An,l(:c)y”_l + ...+ Ag(ﬂ:)y2 + Ai(x)y + Ao(x) =0, (2)

kjer so A; dani polinomi, torej A;(x) = ai,n:c”+ai7n,1x”_1+. cFaiiz+ta;p.
Ce funkcija ni algebrai¢na, potem pravimo, da je transcendentna.

OPOMBA. Algebraicne funkcije so z enacbo (2) podane implicitno. V ne-
katerih primerih z ena¢bo (2) ni definirana nobena realna funkcija. Na
primer, y? + 22 4+ 1 = 0.

PRIMER. Oglejmo si nekaj primerov algebrai¢nih funkcij.

e Ceje Aj(r) =0 za vsak i > 1 in Aj(x) = —1, potem je f(x) = Ag(x)

polinom.
e Ce je Aj(x) = 0 za vsak i > 1, potem je f(z) = —ﬁ?gi; racionalna
funkcija.

e Ceje Aj(x) = 0 za vsak i > 2, Ay(z) = —1 in Aj(z) = 0, potem je
med resitvami enacbe —y? + Ag(x) = 0 tudi kvadratni koren polinoma

f(x) =/ Ao(x).

Torej so izmed elementarnih funkcij, ki smo jih nasteli, algebraic¢ne funkcije
polinomi, racionalne funkcije in kvadratni koreni, transcendentne funkcije
pa so eksponentne, logaritemske, kotne, ciklometri¢ne, hiperboli¢ne in area
funkcije.

4.4. Limita funkcij

Pri limiti zaporedja morajo biti blizu limitne vrednosti vsi ¢leni zaporedja
od nekega ¢lena dalje. Pri limiti funkcije pa morajo biti blizu limitne vre-
dnosti tiste funkcijske vrednosti f(x), za katere je vrednost spremenljivke
x z nekega intervala. ZapiSimo to natancneje.

DEFINICIJA. Naj bo f: D — R, D C R. Stevilo A je limita funkcije f v
tocki xg € D, ¢e za vsak € > 0 obstaja tak é > 0, da je

[f(z) — Al <e

za vsak x # ¢ iz definicijskega obmocja, za katerega je |x — xg| < 0. To
zapisemo
lim f(z) = A.

T—T0
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OpPoOMBA. Limita funkcije f v tocki xg ni odvisna od vrednosti funkcije f
v tocki xg. Velja lahko ena izmed naslednjih moznosti.

o lim f(z) = f(wo)-

T—T0

Na primer, za funkcijo f, definirano s predpisom f(z) = g:x—-il7 obstaja
. 2 .
lim 25 = §, kar je enako f(1) = j.

Yy
f(z)
1]
2
0 1 T

o lim f(z) # f(xo).

T—T0

: Z
Na primer, za funkcijo f, definirano s predpisom f(z) = { ; ' i ; 7
obstaja lim1 f(z) =2, kar ni enako f(1) = 1.
s
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e lim f(x) obstaja, funkcija f pa v tocki zp ni definirana.

T—xT0

Na primer, za funkcijo f, definirano s predpisom f(x) = ”f; :11, obstaja
lim “2:11 = lim % = lim (z + 1) = 2, funkcija f pa v tocki 1 ni
z—1 T x—1 x z—1

definirana.

YA /
2 2

/f(:c) = xx__lj
1

Pri zaporedjih smo posebej obravnavali tista zaporedja, ki sicer niso
bila konvergentna, so pa konvergirala proti neskon¢no. Podobno storimo
tudi pri funkcijah.

DEFINICIJA. Naj bo f: D — R, D C R. Pravimo, da ima funkcija f, ko
gre x proti xg, limito v neskonénosti, ¢e za vsak M € R obstaja tak § > 0,
da je

flx)y>M

za vsak x # xg, za katerega je |z — x| < 0. To zapiSsemo

i 1(2) = .



4.4. Limita funkcij
Podobno je
lim f(z) = —o0,
T—xT0
¢e za vsak m € R obstaja tak § > 0, da je
flz) <m

za vsak x # xg, za katerega je |x — x| < 4.

PRIMER. Za funkcijo f(z) = 25 velja, da je lim 4 = oo.
x z—0 %

Limita funkcije v neki tocki x¢p € R nam pove, kaj se dogaja s funkcijo
v blizini te tocke. Velikokrat pa nas zanima tudi, kaj se dogaja s funkcijo
za velike vrednosti neodvisne spremenljivke .

DEFINICIJA. Naj bo f: D — R, D C R. Stevilo A je limita funkcije f, ko
gre x proti 0o, Ce za vsak € > 0 obstaja tako Stevil M € R, da je

[f(z) — Al <e
za vsak x > M. To zapiSemo

xh_)rréo f(z) = A.
Podobno je

Er_n f(z) = A,

Ce za vsak € > 0 obstaja tako Stevilo m € R, da je
[f(z) — Al <e
za vsak x < m.

PRIMER. Za funkcijo f(x) = tanhz velja lim tanhax = —1.

T—r—00
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Naj imata funkciji f in g limito v tocki zg. Potem, tako kot za limite
zaporedij, tudi za limite funkcij veljajo naslednja pravila:

o lim (7(2) + 9(x) = Jim F(x)+ Jim ofa)

e lim (f(2)-g(2)) = lim f(x)- lim g(a),

T—xT0 T—xT0 T—xT0
- lim f(x)
e lim S , kjer je g(x) # 0 za vsak z iz neke okolice .
A% g@) T g()
T—T0

Pri doloc¢anju limite funkcij si veckrat pomagamo z naslednjim izrekom,
ki je v nekateri literaturi poimenovan sendvic izrek.

IZREK. Ce za funkcije f, g in h velja, da je

f(z) < g(z) < h(z)

za vsak x # xq iz neke okolice xg in je

lim f(z) = lim h(z) = A,

T—T0 T—T0
potem je

lim g(z) = A.

T—T0

Izreka ne bomo dokazali, ga bomo pa uporabili pri dolo¢anju limite v na-
slednjem primeru.

PrIMER. Pokazimo, da je

sinzx

lim =1.

z—=0 X
Limito bomo dolocili z uporabo geometrije. Naj bo dan krozni izsek enot-
skega kroga s sredis¢nim kotom z, 0 < x < 5. Narisemo Se dva trikotnika,
trikotnik OAB lezi cel v kroznem izseku, pravokotni trikotnik OAC pa
vsebuje celotni krozni izsek.
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Ploséina py trikotnika OAB je manjSa od plos¢ine ps kroznega izseka,
ta pa je manjSa od plos¢ine p3 trikotnika O AC. Dolo¢imo, koliko je vsaka
izmed teh treh plos¢in. Za visino v na stranico O A trikotnika OAB velja,
da je ﬁ = sinz. Ker je v naSem primeru krog enotski, je |[OB| = 1 in
zato je v = sinz. Prav tako je tudi |OA| = 1, zato je plos¢ina trikotnika
OAB enaka

|OA[-v  sinx
p1 = 5 =5
Plos¢ina kroznega izseka s sredisénim kotom x, podanim v radianih, in
polmerom r = |OA| =1 je "”'52, torej v nasem primeru

x
p2 = 9
Ploscina pravokotnega trikotnik O AC' je enaka polovici produkta katet |OA|
in |[AC|. Ker je Ié—ﬂ = tanz, torej |AC| = tan z, je plos¢ina trikotnika O AC
enaka
|OA| - |AC| tanz
p3 = = .

2 2
Upostevamo, da je p; < pa < p3, in dobimo

sinx <z < tanz. (3)

Ker je 0 <z < 7, je sinaz > 0, zato lahko neenakost (3) delimo s funkcijo
sinz in dobimo

T 1
1< — < ,
sinz  cosz
pri Cemer smo upostevali Se, da je tanx = 2. Ce imamo poljubni po-

zitivni stevili a in b, za kateri velja a < b, potem lahko to neenakost po-
mnozimo z % in dobimo % < % Torej velja
sin x

cosr < — <1 (4)
T
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za vsako realno Stevilo z, 0 < x < §. Ker pa so funkcije f(z) = cosuz,

g(z) = $2Z in h(z) = 1 sode, velja neenakost (4) tudi za vsako realno
Stevilo z, =% < x < 0. Torej je f(x) < g(x) < h(x) za vsak x # 0 iz neke
okolice Stevila 0 in

li =1 =1

lim f(z) = lim h(z) =1,
zato je po prejSnjem izreku tudi

sinzx

lim g(x) = lim =1.

z—0 z—=0 X

Definirajmo sedaj Se sSibkejSa pojma od limite, to sta leva in desna
limita.

DEFINICIJA. Naj bo f: D — R, D C R. Stevilo A je leva limita funkcije f
v tocki xg € D, ¢e za vsak € > 0 obstaja tak 6 > 0, da je

[f(z) —Al<e
za vsak x < xg, za katerega je xog — x < d. To piSemo

lim f(z) = lim f(z) = A.

x /'zo =Ty

Stevilo A je desna limita funkcije f v tocki g € D, ¢e za vsak € > 0 obstaja
tak § > 0, da je
[f(z) — Al <e

za vsak x > xg, za katerega je x — x¢ < . To piSemo

lim f(z) = lim+ flx) = A.

T \(To T
PRIMER. Izracunajmo
. T+ T
Iim ———.
©/'T arctan (ﬁ)

Ker racunamo levo limito v tocki 7, nas zanima, kaksne vrednosti zavzame

funkcija f(x) = W@ za tiste vrednosti spremenljivke z, ki so malo
manjse od 7. Za taksne vrednosti spremenljivke = je x — m < 0, torej
j ﬁ negativno, a po absolutni vrednosti veliko Stevilo. Sledi, da je

lim arctan <L> = —3, torej je

z T—7

lim —m =

x4+ 2
©/T arctan (w%) -3

™



4.5. Zveznost funkcij

Neposredno iz definicij sledi naslednji izrek, ki povezuje limito z levo in
desno limito.

1zZREK. Limita funkcije v tocki xo obstaja natanko tedaj, ko v tej tocki
obstajata leva in desna limita in sta enaki.

4.5. Zveznost funkcij

Denimo, da poznamo vrednost funkcije samo za kon¢no vrednosti neod-
visne spremenljivke. Pri dolocanju funkcijskih vrednosti tudi za preostale
vrednosti neodvisne spremenljivke navadno predpostavimo, da je graf funk-
cije povezana, nepretrgana krivulja. OpiSimo natancneje, kdaj ima funkcija
to lastnost.

DEFINICIJA. Naj bo f: D — R, D interval. Funkcija f je zvezna v tocki
xo € D, ¢e za vsak € > 0 obstaja tak 6 > 0, da je

|f(z) — f(zo)| <€

za vsak © € D, za katerega velja |x — x| < §. Pravimo, da je funkcija f
zvezna na D, Ce je zvezna v vsaki tocki iz D.

Yy

f(xO) + 6)
f(z0)
F(mo) — &)

Definicija zveznosti funkcije f v tocki xg, ki smo jo pravkar zapisali,
je enaka definiciji limite funkcije f v tocki zg, ¢e je ta limita enaka f(x¢).
Torej velja naslednji izrek.

1ZREK. Funkcijo f: D — R, D interval, je zvezna v tocki xg natanko teday,
ko je
lim f(z) = f(zo).

T—T0

Da sta pojma zveznosti in limite tesno povezana, dokazuje tudi naslednji
izrek.
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IZREK. Denimo, da obstaja lim f(z) in naj bo g zvezna funkcija v tocki
T—T0

lim f(x). Potem je

T—xT0

lim g(f(z)) = g( lim f(z)).

T—T0 T—T0

Torej lahko zamenjamo vrstni red racunangja limite in racunanja vrednosti
zvezne funkcije.

7 upostevanjem lastnosti za ra¢unanje limit in predhodnega izreka lahko
hitro izpeljemo, da veljajo naslednje lastnosti:

e vsota zveznih funkcij je zvezna funkcija,

produkt zveznih funkcij je zvezna funkcija,

kvocient zveznih funkcij je zvezna funkcija,

kompozitum zveznih funkcij je zvezna funkcija,

elementarne funkcije, ki smo jih obravnavali, so na svojem definicijskem
obmocju zvezne.

V nadaljevanju si oglejmo nekaj izrekov, ki opisujejo lastnosti zveznih
funkcij, definiranih na zaprtem intervalu.

IZREK. Naj bo f: [a,b] — R zvezna funkcija in naj bo f(a)f(b) < 0, torej

Potem obstaja vsaj ena tocka xg € (a,b), tako da je f(xg) = 0.

A,

) b

DoxkAz. Izrek dokazemo s pomocjo metode bisekcije. Interval [a,b] raz-
polovimo, razpolovisée ozna¢imo s ¢;. Ce je f (c1) = 0, potem dolo¢imo
ro = ¢ in je f(xo) = 0. Ce pa je f(c1) # 0, potem je bodisi f(a)f(ci) <0
bodisi f(c1)f(b) < 0, saj sta vrednosti f(a) in f(b) razlicno predznaceni. V
primeru, da je f(a)f(c1) < 0, definiramo a; = a in by = ¢1, v primeru, da je
potem funkcija f zavzame razli¢no predznaceni vrednosti in postopek lahko
nadaljujemo na intervalu [aj, b1], katerega dolzina je by —a; = b_Ta. De-
finiramo ¢y = MT‘“ in zopet lo¢imo tri primere. Ce je ¢y nicla funkcije
f, koncamo, drugace definiramo ay in by, tako da ima funkcija na [ag, bo]



4.5. Zveznost funkcij

razlicno predznaceni vrednosti, dolzina intervala pa je b;—;‘. Postopek Se
naprej nadaljujemo in na tak na¢in dobimo, da je f(xg) = 0 za neko realno
stevilo zg z intervala [a, b], ali pa dobimo zaporedje intervalov [a,, b,], tako
da je f(an)f(by) < 0 za vsak n € N. Pravzaprav ima f(a,) isti predznak

za vsak n € N, enako ima tudi f(b,) isti predznak za vsak n € N. Velja ge,

da je b, —a, = b;—n“. Zaporedje {a,} je naras¢ajocCe in navzgor omejeno, na
primer z b, zaporedje {b,} je padajoce in navzdol omejeno, na primer z a,

zato sta obe zaporedji konvergentni. Ker je b, — a,, = b;—n“, imata zaporedji
isto limito, ki jo ozna¢imo z xg, a < zg < b. Funkcija f je zvezna, zato je

le f(z) = f(zo). Ker je f(an)f(by) < 0 za vsak n € N, je po eni strani
T—x0

Tim f(a,)/(5) < 0, po drugi strani pa je lim f(an)f(b) = (/o))
torej (f(z0))? <0 in zato je f(xg) = 0. =

a 1 — B =
al ECQ : b]
b
a3 ——
STaale
ag— by

IZREK. Naj bo f: [a,b] — R zvezna funkcija. Potem je funkcija f na
intervalu [a,b] omejena.

Dokaz. Zapisimo samo skico dokaza. Recimo, da funkcija f na intervalu
[a,b] ni omejena. Potem za vsako naravno Stevilo n obstaja tako realno
stevilo a,, € [a,b], da je f(a,) > n. Zaporedje {a,} ima na zaprtem inter-
valu [a, b] vsaj eno stekalisce, ki ga oznac¢imo z xg. Ker je funkcija f zvezna,
bi za vsak € > 0 moralo veljati |f(xo) — f(x)| < € za vse x blizu xg, kar
pa ni res za dovolj pozne ¢lene zaporedja {ay,}, ki so blizu z( in za katere
gredo vrednosti f(a,) ¢ez vse meje. =

Ce interval ni zaprt, zapisana lastnost funkcije iz predhodnega izreka
ne velja vedno.

PRIMER. Funkcija f(z) = -5 je na intervalu (0,1) zvezna, vendar ni
omejena.
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IZREK. Zvezna funkcija f: [a,b] — R na intervalu [a,b] doseZe svojo na-
tancéno spodnjo mejo m in svojo natancéno zgornjo mejo M. Torej obstajata
taki Stevili T, xp € [a,b], da je

f@m) = inf f(@)=m in flear) = sup f(x) = M.
z€[a,b] z€la,b]

DokAz. Po prejsnjem izreku je funkcija f na intervalu [a, b] omejena, torej
obstajata njena natanc¢na spodnja meja m in njena natancna zgornja meja
M. Privzemimo, da je f(z) # m za vsak x € [a,b]. Potem je funkcija
g(x) = }c(:r)%m definirana za vsak x € [a,b] in na tem intervalu tudi zvezna.

Po prejsnjem izreku je g omejena funkcija, torej g(z) = m < K za
neko pozitivno konstanto K € R. Upostevamo, da je f(z) —m > 0, in iz
neenakosti m < K izrazimo f(z). Dobimo, da je m++ < f(z) za vsak
x € |a,b], kar je protislovje, saj je bilo stevilo m natanéna spodnja meja,
torej najvecja izmed vseh spodnjih mej funkcije f. Sledi, da smo napacno
privzeli, da je f(x) # m za vsak x € [a, b], torej obstaja nek x,, € [a,b], da
je f(zm) = m. Podobno dokazemo obstoj stevila xy; € [a,b], za katerega

je f(zym) = M. O



4.5. Zveznost funkcij

IZREK. Zvezna funkcija f: [a,b] — R na intervalu [a,b] zavzame vsako
vrednost med svojo natancéno spodnjo mejo m in svojo natancno zgornjo
mejo M. Torej za vsak t € [m, M| obstaja nek x; € |a,b], tako da je

Dokaz. Naj bo t € [m,M]. Po prejsnjem izreku obstajata taki stevili
Tm, Ty € [a,b], daje f(xm) =min f(xp) = M. Definiramo novo funkcijo
g(x) = f(z) —t. Kerjem <t <M, je g(xm) = f(xm) —t=m—t<0in
glwar) = flam) —t =M —t > 0. Ceje f(zm) —t=0ali f(zy)—t=0,
potem je z; = x,, ali x; = xp7. Ce paje f(z,) —t < 0in f(xpy) —t >0,

Na koncu poglavja definirajmo Se en pojem, povezan z zveznostjo, ki ga
bomo potrebovali v nadaljevanju.

DEFINICIJA. Naj bo f: D — R, D interval. Funkcija f je enakomerno
zvezna na D, ¢e za vsak € > 0 obstaja tak § > 0, da je

[f(@) = fly)l <e

za vsaki Stevili x,y € D, za kateri velja |z — y| < 4.
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Razlika med zveznostjo in enakomerno zveznostjo funkcije je v tem, da
pri zvezni funkciji pri danem ¢ > 0 za & € D obstaja ustrezen 9§, ki je
odvisen od vrednosti x, pri enakomerni zveznosti pa je pri danem ¢ > 0
za poljuben x € D dober isti §. Da se pokazati, da se pojma zveznosti
in enakomerne zveznosti na zaprtem intervalu ujemata, torej vsaka zve-
zna funkcija, definirana na zaprtem intervalu [a,b], je na intervalu [a,b]
enakomerno zvezna.



5. Odvod

V tem poglavju bomo najprej definirali odvod funkcije in izra¢unali odvode
nekaterih elementarnih funkcij, nato si bomo ogledali nekaj pomembnih
lastnosti odvedljih funkcij in odvod uporabili pri racunanju ekstremov in
limit.

5.1. Definicija odvoda

Pri proucevanju funkcij nas obi¢ajno zanima, kako se vrednosti funkcije
spreminjajo, ali narasc¢ajo ali padajo, in kako hitre so te spremembe. Kako
hitro se vrednosti funkcije f(z) spreminjajo v odvisnosti od spremenljivke
x, lahko preverimo s pomoc¢jo odvoda. Naj bo funkcija f definirana na
odprtem intervalu, torej f: (a,b) — R, in naj bo zg € (a,b). Oglejmo si,
kako se spreminja vrednost funkcije f v blizini tocke xy. Ko se vrednost
neodvisne spremenljivke spremeni za h, torej z g na xg + h, se vrednost
funkcije spremeni z f(xg) na f(xg+ h), torej za f(zg+h) — f(zo). Hitrost
spremembe je tem vecja, ¢im vecja je sprememba vrednosti funkcije pri ¢im
manjsi spremembi neodvisne spremenljivke, torej ¢im veéja je sprememba
f(zo+h)— f(xo) pri éim manjsi spremembi (xg+h) —z¢ = h. Ce narisemo
graf funkcije f in premico, ki gre skozi tocki (xo, f(z¢)) in (zo+h, f(zo+h)),
potem je hitrost spremembe tem vecja, ¢im vecji je naklon premice, naklon
pa je odvisen od smernega koeficienta premice. Smerni koeficient premice
skozi tocki (zg, f(x0)) in (zg + h, f(xo + h)) je enak kvocientu

f(zo+h) — f(=o)
h 7

ki se imenuje diferencni kvocient funkcije f v tocki xg.
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flxo+h) ;
'flzg+h) — fz
\@ 4 (zo +h) — f(zo)

Ce manjsamo vrednost h, potem se premica skozi tocki (xo, f(z0)) in

(xo + h, f(zo + h)) vse bolj prilega krivulji, ki predstavlja graf funkcije f.
V izraz za diferen¢ni kvocient seveda ne moremo vstaviti h = 0, lahko pa
pogledamo, ¢e morda obstaja limita diferen¢nega kvocienta, ko gre h proti
nic.
DEFINICIJA. Naj bo f: (a,b) — R in 29 € (a,b). Ce obstaja limita di-
ferencnega kvocienta funkcije f v tocki z¢ € (a,b), ko gre h proti ni¢,
potem pravimo, da je funkcija f odvedljiva v tocki xg. Vrednost te limite
imenujemo odvod funkcije f v tocki zg in jo ozna¢imo z f’(x). Torej je

F/(w0) = lim f(wo+h)— f(xo).

h—0 h

Ce je f odvedljiva v vsaki tocki obmocja D, potem pravimo, da je f od-
vedljiva na obmocju D.

OprpoMBA. Odvod funkcije smo definirali s pomocjo limite, limito pa smo
definirali s pomo¢jo e-okolic in d-okolic. Torej lahko opisemo s pomocjo
okolic tudi odvod funkcije. Funkcija f je odvedljiva v tocki xg, ¢e za vsak
€ > 0 obstaja tak 6 > 0, da je

f(zo+h) = f(z0)
h

za vsak h # 0, za katerega velja |h| < 6.

— fl(wo)| < ¢

Ce obstaja odvod funkcije f v tocki xg, potem je f’(x¢) za majhne
vrednosti h po velikosti zelo blizu smernemu koeficientu M pre-
mice skozi bliznji tocki (zo, f(x0)) in (zo + h, f(zo + h)) na grafu funkcije
y = f(x). Premica skozi tocko (zg, f(x¢)) s smernim koeficientom f’(x¢)
se potem v tocki (xg, f(z¢)) od vseh premic najbolje prilega grafu funkcije

f. To premico posebej poimenujemo.

DEFINICIJA. Premico skozi tocko (zg, f (o)) s smernim koeficientom f’(x¢)
imenujemo tangenta na graf funkcije y = f(x) v tocki (zo, f(x0)).



5.1. Definicija odvoda

OprpoMBA. Odvod funkcije f v tocki zg nam torej pove, kako hitro se
vrednost funkcije spreminja v tocki xg.

Naj bo funkcija f odvedljiva v vsaki tocki obmocja D C R. Torej za
vsak x € D obstaja limita diferenénega kvocienta funkcije f v tocki z, to
je odvod funkcije f v tocki x. Predpis, ki vsaki tocki x € D priredi odvod
funkcije f v tej tocki, torej z — f’(z), potem dolo¢a neko novo funkcijo na
obmod¢ju D, ki jo imenujemo odvod funkcije f in oznac¢imo z f’.

PRIMER. Izra¢unajmo po definiciji odvod funkcije f(x) = 22 + z. Velja

flz+h)— f(z) (x4 h)?+ (x+ h) — (22 + )

! =1 =1
F(@) hlg%) h hli% h
i x2+2xh+h2+x+h—x2—x_l. 2xh +h2+h
= a0 h ~ a0 h
=lim(2x+h+1)=2z+1.
h—0

Seveda bi bilo zelo dolgotrajno, ¢e bi vedno ra¢unali odvod funkcije po
definiciji s pomoc¢jo limite. V nadaljevanju si zato oglejmo, katera pravila
veljajo za odvajanje funkcij.

TrDITEV. Ce je f konstantna funkcija, torej f(x) = ¢ za vsak x, potem je
njen odvod enak nic, torej f'(x) = = 0.

Dokaz. Velja

/ :1
F@) h1—>mO h h—0 h




102 5. Odvod

TRDITEV. Ce sta funkciji f in g odvedljivi v tocki x, potem je v tej tocki
odvedljiva tudi funkcija f 4+ g in velja

(f+9)(x) = f'(z) +4'(x).

Dokaz. Velja

(ft9x+h) —(f+9) ()
h

flx+h)+g(x+h) - fz) - g(z)

(f +9)' () = lim

= lim

h—0 h
o (fla+h) = fx)  glz+h)—gx)
- %ﬂ%( h + h )
o flat+h)—f(x) . glx+h)—g()
= Jim h + lim h
= f'(z) + ¢' ().

|

TRDITEV. Ce sta funkciji f in g odvedljivi v tocki z, potem je v tocki x
odvedljiva tudi funkcija fg in velja

(f9)'(x) = f'(x)g(x) + f(2)g ().

Dokaz. Velja

(o) (@) = lim (f9)(= + h})l — (f9) (=)
o J @+ gz +h) — f(z)g(z)
h—0 h
flz+hg(x+h) - f@)g(x+h) + f@)g(x + h) - fz)g(x)

h—0 h
ol + h) — gla)
R R

|

TRDITEV. Ce je funkcija f odvedljiva v tocki x in je ¢ konstanta, potem je
v toc¢ki x odvedljiva tudi funkcija cf in velja

(cf) () = cf'(x).
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DokAz. Z upostevanjem pravila za odvod produkta in dejstva, da je odvod
konstante enak ni¢, dobimo

(cf) (z) = f(@) + cf'(z) = cf (x).
O

TRDITEV. Ce sta funkciji f in g odvedljivi v tocki x in je g(x) # 0, potem

je v tocki x odvedljiva tudi funkcija 5 i velja

N (o~ F'@)9(@) - f(2)g ()
(9> ) '
Dokaz. Velja

! Lw+hn) - L Hath) _ Jz)
(i) (2) = tim 20T 5@ ) )

h—0 h h—0 h

 h50 gz + h)g(x)h

f(z+h});f(:r) g(x) — f(z) - g(x+h});g(z)

h—0 g(x + h)g(x)

O

TRDITEV. (Posredno odvajanje, verizno pravilo.) Ce je funkcija g odve-
dljiva v tocki f(x) in je funkcija f odvedljiva v tocki x, potem je funkcija
go f odvedljiva v tocki x in velja

(go f)(z) = (9(f(x)) =g (f(2)) - f'(2).

Doxkaz. Dokaz naredimo samo za poseben primer, ko je funkcija f injek-
tivna v neki okolici z in je zato Af = f(x+h) — f(x) # 0 za h # 0. Ker je
funkcija f odvedljiva v tocki x, gre A f proti ni¢, ko gre h proti ni¢. Potem
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je

(g(f(z)) = lim g(f(z+h)) —g(f(z))

h—0 h
~ lim (g(f(x) +Af) —g(f(@)) ﬁ)

h—0 Af A
_ o V@) +AS) —g(f(@) . fleth) - f(@)
AF=0 Af h—0 h

=g (f(2))- f'(z).

V splosnem lahko verizno pravilo dokazemo, na primer, z diferenciali, ki jih
bomo spoznali v nadaljevanju. ]

TRDITEV. Ce je f~1 inverzna funkcija odvedjive funkcije f in je f'(z) # 0,
potem je funkcija f~1 odvedljiva v tocki f(x) in velja

DOKAZ. Privzemimo, da je f~! odvedljiva funkcija, in izpeljimo samo
formulo za odvod inverzne funkcije. Ker je f~! inverzna funkcija funkcije
f, velja f~1(f(x)) = x za vsak . Obe strani enakosti odvajamo, pri ¢emer
na levi strani uporabimo verizno pravilo, ter dobimo

(F(f@) - f'@) =1,

oziroma

5.2. Odvodi elementarnih funkcij

V nadaljevanju bomo izra¢unali odvode nekaterih elementarnih funkcij. Pri
tem si bomo pomagali s pravkar izpeljanimi pravili za odvajanje funkcij,
velikokrat bomo uporabili pravilo za odvod inverzne funkcije (f =1 (f(z)) =

1 . pl _ 1
7 ¥ obliki f(2) = Gy

Odvod eksponentne funkcije. Oglejmo si najprej odvod eksponentne
funkcije z osnovo e, torej f(z) = e®. Konstanto e smo definirali s pomocjo
limite zaporedja, lahko pa jo zapiSemo tudi s pomocjo limite funkcije na
naslednji na¢in

1 n
e = lim (1+—> zlim(l—i—t)%.
n t—0

n—o0
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Velja
h) — z+h _ _x h 1
f'(z) = lim fath - /@) = lim =% = ¢" lim < .
h—0 h h—0 h h—0

Pri ra¢unanju zadnje limite si pomagamo z vpeljavo nove spremenljivke
t = e — 1. Potem je h = log(1 +t) in ko gre h proti 0, gre tudi t = e — 1
proti 0. Torej je

1 1
flx) =e"lim ——— =’ lim ———— = ¢’ lim ———
t—0 log(1 + t) =0 ;log(1+t) t=0]og(1+t)*
— o7 1 e 1 — T

N - ¢
1 <1~ 1 —> loge
og | lim(1 +17):

Ce je osnova eksponentne funkcije druga, torej f(z) = a®, a > 0, potem
zapisemo
f(fL') —a% = elogaz — ezloga

in po pravilu za posredno odvajanje dobimo

fl(x) = (e*1°81) = e¥l%8 o0 ¢ = ¢% log a.

Odvod logaritemske funkcije. Oglejmo si najprej odvod naravnega

logaritma, torej f(x) = logz. Inverzna funkcija logaritemske funkcije je

eksponentna funkcija f~1(z) = €*, katere odvod je (f~1)'(x) = €%, zato je
1 1 1 1

fl(x) = F(f@) T of@  gogr -

Ce je f(x) = log, x, potem je

() = (log, (2)) = <logw>’ _ 1

loga zloga

OpOMBA. Naj bo funkcija f definirana s predpisom f(z) = log(—=x) za
x < 0. Potem je tudi

torej je

za vsak x # 0.
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Odvod potenéne funkcije. Naj bo r poljubno realno stevilo in f po-
ten¢na funkcija z eksponentom r, torej f(x) = =", r € R. ZapiSsemo

f(SC) S - elogzr — erlog:v

in odvajamo po pravilu za posredno odvajanje

f/(x) — (erlogz)/ _ erlogz pe— =" p. = =

Odvod kotnih funkcij. Izra¢unajmo najprej odvod funkcije f(z) =
sinz. Pri tem bomo uporabili enakost sina — sin8 = 2sin # cos O‘Qﬂ

in Ze izracunano limito, lim *2* = 1. Velja
z—0

) +h)— f(z) . sin(z+h) —sinx
(@) hli% h hli% h
9 i h 2x+h oy h
= lim sm(2) COS( 2 ) = lim sm(2) limcos [ x + = | = cosx.
h—0 h h—0 % h—0 2

Izracunajmo Se odvod kosinusne funkcije. Pri tem upostevamo, da je

cos a = sin (% — a) in sin e = cos (% — a). ZapiSemo

f(x) = cosx = sin (g —x)

in odvajamo

T m

f'(x) = (Sin (5 - x))l = cos (5 - :c) -(—1) = —sinuz.

Pri rac¢unanju odvoda funkcije tangens upostevamo pravilo za odvod kvo-
cienta. ZapiSemo

sinx
f(z) =tanx =
cos
in odvajamo
, sinz\’ cosxcosx —sinz(—sinz) cos?x +sin’x 1
7(@) = - : _cofosinte 1
cos T (cos ) cos? cos?

Odvod ciklometriénih funkcij. Ciklometri¢ne funkcije so inverzne funk-
cije kotnih funkcij, zato bomo uporabili pravilo za odvod inverzne funkcije.

Najprej izra¢unajmo odvod funkcije arkus sinus, torej f(z) = arcsinz. Ker

je f71(z) =sinz in

(f Y (z) = cosz = V1 —sin?z,



5.2. Odvodi elementarnih funkcij

po pravilu za odvod inverzne funkcije dobimo

1 1 B 1
(Y () J1- sin?(f(x)) B /1 — (sin(arcsin x))?

V1—22

Odvod ciklometri¢ne funkcije f(z) = arc cos x izracunamo najhitreje, ¢e na
obeh straneh odvajamo enakost

. ™
arcsinx + arccos r = 5

in dobimo
1

V1—22

+ (arccos )" = 0.

Sledi
1

V1—z2
Odvod ciklometri¢ne funkcije f(x) = arctanx prav tako izra¢unamo po

pravilu za odvod inverzne funkcije. Inverzna funkcija funkcije arkus tangens
je funkcija tangens, torej f~!(z) = tan z, njen odvod pa je

/@) = -

sin z)? cos x)?
(f (@) = (coslx)2 = ()co—sl—x()2 S 1+ (tanz)?

f’(x) N 1 . 1 _ 1 _ 1
(Y (f(x) 14+ (tan(f(x)))?2 1+ (tan(arctanz))? 1+ 22’

Odvod hiperboliénih funkcij. Odvode hiperboli¢nih funkcije izracu-
namo s pomocjo pravil za odvajanje vsote in kvocienta ter z uporabo ena-
kosti cosh? z — sinh? z = 1. Velja:

2 2

r -
c te = = sinh z,
2 2

. ! . .
sinh x ) cosh z cosh x — sinh z sinh x 1

z __ —x\/ T -z
(sinhz)" = <6 ¢ ) _ete” cosh z,
z>’

(coshz) = (

(cosh x)? ~ (coshx)?’

(tanhz) = (

cosh x
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Preglednica odvodov nekaterih elementarnih funkcij.

o (") =¢€", (a®) =a"loga

1 1
logz) = =, (log,z) =
o (oga)'= 7, (log,2)' = 570
e (sinz) =cosz, (cosz) = —sinz, (tanz) = !
’ ’ (cos x)?
: / 1 / 1
e (arcsinx) = (arccosx) = —

\/11—3v27 V1—22

1+ 22

(arctanz) =

PRIMER. Naj bo funkcija f dana s predpisom f(z) = 2!°8%. Ker je spre-
menljivka x tako v osnovi kot tudi v eksponentu, lahko izracunamo odvod
funkcije f na enega izmed naslednjih dveh nacinov.

e Zapisemo

f(SC) _ xlogz _ 6log(wlog””) _ 6logz-logz _ 6(logz)2
in odvajamo

1 1
f(z) = ellog)” . 2log x - o 2187 . 2log x: - o 22198~ og 1.

e Obe strani enakosti f(x) = 2'°8% logaritmiramo, torej
log(f(x)) = log (wlogx> = logz - logz = (log z)?,
nato pa to enakost odvajamo, torej
1 , 1
_— =21 - —.
@) fi(z) =2logx - —
Sledi, da je

1 1
fl(x) = f(z) - 2logz - — = 2'°8% . 2log - — = 228" og 2.
x x



5.3. Visji odvodi

5.3. Visji odvodi

Ce je funkcija f odvedljiva na nekem obmoéju D, potem jo lahko odvajamo
in dobimo novo funkcijo g = f’, ki je prav tako definirana na obmocju D.
Ce je tudi nova funkcija g odvedljiva na obmoé¢ju D, potem pravimo, da
je f dvakrat odvedljiva funkcija na obmocju D, njen odvod pa zapiSemo
¢ = f”. Funkcijo f” imenujemo drugi odvod funkcije f. Splosno, ¢e lahko
funkcijo f n-krat odvajamo na obmocju D, potem pravimo, da je funkcija
f n-krat odvedljiva na obmoc¢ju D, n-ti odvod funkcije f pa ozna¢imo z
) Dodatno pisemo Se za n = 0, da je f©) = f. Za n > 2 pravimo n-tim
odvodom tudi visji odvodi. Funkcije, ki jih lahko poljubnokrat odvajamo,
imenujemo neskoncnokrat odvedljive funkcije.

PRIMER. Oglejmo si visje odvode nekaterih elementarnih funkcij.
e Odvod eksponentne funkcije f(z) = e® je enak prvotni funkciji, torej
f(x) = €%, zato je

f™(z) =e*, neN.

e Ko odvajamo potencno funkcijo f(z) = z", se z vsakim odvajanjem
potenca zmanjSa za ena, tako da velja

By =nn—-1)...(n—k+1)2"* k<n.
Ce potenéno funkcijo n-krat odvajamo, dobimo konstantno funkcijo
F0 () = nl,
vsi nadaljnji odvodi pa so potem enaki ni¢, torej

FM(z) =0, m>n.

e Odvajajmo kotno funkcijo f(z) =sinz. Velja
f'(x) = cosz, f'(x)=—sinz, f"(z)=—cosz in fH(z)=sinz.

Po stirih odvajanjih ponovno dobimo prvotno funkcijo sinus, tako da
se vi§ji odvodi ciklicno ponavljajo. Torej, za f(z) = sinz velja

FO (@) = f™(2).

Omenimo, da enako velja tudi za funkcijo kosinus.
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5.4. Diferencial funkcije

Naj bo funkcija f odvedljiva v tocki x. Pokazimo, da tangenta na graf
funkcije f v tocki (z, f(z)) dobro aproksimira graf funkcije v blizini tocke
(z, f(x)). Ker je f odvedljiva funkcija v tocki z, za vsak £ > 0 obstaja tak
6 >0, daje
fl@+h) — f(x)
h

za vsak h # 0, za katerega velja |h| < . Oznacimo

a(y = TEHD IO i 0

in pomnozimo obe strani enakosti (1) s h. Dobimo, da je

f(z+h) = f(z) = f(2)h+n(h)h.
Ker je f odvedljiva funkcija v tocki z, iz (1) sledi, da je %imo n(h) = 0. Potem
%

—flx)| <e

pa je izraz n(h)h, ko gre h — 0, produkt dveh koli¢in, ki gresta proti ni¢,
zato je produkt n(h)h za majhne h veliko manjsi od produkta f'(z)h, kjer
se f'(x) ne spreminja v odvisnosti od h. Zato za majhne vrednosti h velja

fl@+h) = f(x) = f'(2)h,

oziroma
flz+h) = f(z)+ f'(x)h
Vrednost f(z) + f'(x)h je vrednost funkcije, odvisne od spremenljivke h,

katere graf je tangenta t na graf funkcije f. Tangenta t za majhne h dobro
aproksimira graf funkcije f.

Y

n(h)p] _|
o]

= ]

0 X x+h T

Oznacimo spremembo neodvisne spremenljivke x z dx, torej dx = h.
Potem izraz f'(z)dx imenujemo diferencial funkcije f in ga oznacimo z

df = f'(z)dz.



5.5. Lastnosti odvedljivih funkcij

Opomnimo, da je diferencial df odvisen tako od x kot tudi od dzx.

PrRIMER. Oglejmo si, kako natancen priblizek dobimo s pomocjo formule
f(z+h) = f(x)+ f'(z)h za vrednost arcsin(0.49). Dolo¢imo = = 0.5, torej
1

je h = —0.01. Ker je (arcsinz) = Vimt je

1
VI—052
- % +1.15470 - (—0.01) = 0.51205.

arcsin(0.49) = arcsin(0.5) + - (—0.01)

Prava vrednost arcsin(0.49), zaokrozena na 5 decimalk, pa je 0.51209. Vre-
dnosti izrazov se razlikujeta na peti decimalki. Ce za priblizek arcsin(0.49)
vzamemo kar arcsin(0.5) = 0.52360, se vrednosti razlikujeta ze na drugi
decimalki.

OPOMBA. Iz zapisa za diferencial je izpeljan tudi zapis odvoda funkcije f
po spremenljivki z v obliki

a
dzx

dn f

n f = .
I = (amy

y=

5.5. Lastnosti odvedljivih funkcij

Najprej pokazimo, da je vsaka odvedljiva funkcija zvezna, in nato, da ni
vsaka zvezna funkcija odvedljiva. Torej je zveznih funkcij ve¢ kot odvedlji-
vih.

1ZREK. Ce je funkcija f: (a,b) — R odvedljiva v tocki x¢ € (a,b), potem je
v tockt xo tudi zvezna.

DoxkAz. Funkcija f je odvedljiva v tocki zg, ¢e za vsak € > 0 obstaja tak
6 >0, daje
f(@o + h) — f(=o)
h

— f(wo)| < e

za vsak h # 0, za katerega velja |h| < §. Pomnozimo obe strani neenakosti
s |h| in dobimo

|f(xo 4+ h) = f(z0) — hf'(x0)| < elhl,

oziroma

hf'(zo) —elh| < f(xo+ h) — f(xo) < hf'(x0) + €lhl.
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Ko gre h — 0, gresta leva in desna stran neenakosti proti ni¢, torej gre
po sendvi¢ izreku proti ni¢ tudi f(zg + h) — f(zo). To pomeni, da je
%in% f(zo+ h) = f(xo), torej je f zvezna v tocki zg. =
%

OproMBA. Ni vsaka zvezna funkcija tudi odvedljiva, torej obstajajo zvezne
funkcije, ki niso odvedljive.

PrRIMER. Funkcija f(z) = |z| je v tocki 2y = 0 zvezna, ni pa v tej tocki od-
vedljiva, saj je leva limita diferencnega kvocienta enaka —1, desna limita pa
je enaka 1, torej sta leva in desna limita razli¢ni in zato limita diferencnega
kvocienta ne obstaja.

f/

V nadaljevanju si oglejmo, kaj vrednost f’(z() pove o obnasanju funkcije
f v tocki xg.

IZREK. Naj bo f: [a,b] — R odvedljiva funkcija in naj bo z¢ € (a,b). Ce je
1 (xo) > 0, potem je funkcija f v tocki xg naraiéajoca, ée pa je f'(xg) < 0,
potem je funkcija f v toc¢ki xo padajoca.

Dokaz. Naj bo f'(zg) > 0. Potem je smerni koeficient tangente na graf
funkcije f v tocki (zg, f(x0)) pozitiven, torej tangenta, ki najbolje aproksi-
mira graf funkcije f v tocki (zg, f(zo)), narascéa, zato v tocki xy narasca
tudi funkcija f. Natancéneje, oznac¢imo

n(h) = f(zo +h})l— f(@o) (o).

Ker je f odvedljiva v tocki zg, velja, da gre n(h) — 0, ko gre h — 0.
Pomnozimo obe strani enakosti s A in dobimo

f(xo +h) = f(x0) = h(f'(x0) + n(h)).

Vrednost f/(xg) je pozitivna in neodvisna od h, vrednost n(h) pa gre proti 0,
ko gre h — 0, torej za vse dovolj majhne vrednosti || velja |n(h)| < f'(zo).




5.5. Lastnosti odvedljivih funkcij

Sledi, da za vse dovolj majhne vrednosti |h| velja f/(x¢) + n(h) > 0 in zato
je

flzo+h)— f(xo) >0 zah>0
in

f(zo+h)— f(zg) <0 zah<O.

Dokazali smo, da je v primeru, ko je f'(zg) > 0, funkcija f v tocki x
naras¢ajoc¢a. Podobno pokazemo, da je v primeru, ko je f'(zg) < 0, funkcija
f v tocki g padajoca. ]

f/(xl) > O%N
f/(l'Q) <0

T T3

y)

Ky

V prejsnjem izreku smo obravnavali primer, ko je f'(xo) > 0 ali f'(zq) <
0. Ce je f'(z¢) = 0, potem je tangenta na graf funkcije f v tocki (zo, f (o))
vzporedna abscisni osi. Oglejmo si, kaj lahko Se povemo o odvedljivi funk-
ciji, ¢e je f'(xg) = 0.
DEFINICIJA. Naj bo f: [a,b] — R odvedljiva funkcija in naj bo zy € (a,b).
Ce je f'(x¢) = 0, potem pravimo, da je zo stacionarna tocka funkcije f.

DEFINICIJA. Funkcija f: [a,b] — R ima v tocki z¢ € (a,b) lokalni mini-
mum, Ce obstaja tak 6 > 0, da je f(zo + h) — f(zo) > 0 za vsak |h| < 4.
Funkcija f: [a,b] — R ima v to¢ki zg € (a,b) lokalni maksimum, ¢e obstaja
tak 0 > 0, da je f(xo+ h) — f(zo) <0 za vsak |h| < 6.

Ce ima funkcija f v toc¢ki xy lokalni minimum ali lokalni maksimum,
potem pravimo, da ima v tocki xq lokalni ekstrem.

1ZREK. (Fermatov izrek.) Ce ima odvedljiva funkcija f: [a,b] — R v tocki
xo € (a,b) lokalni ekstrem, potem je f'(xg) = 0, torej je v tocki xq stacio-
narna tocka.

DokAz. Denimo, da ima funkcija f v tocki g lokalni minimum. To po-
meni, da za vse dovolj majhne vrednosti h velja f(zg + h) — f(z9) > 0.
Funkcija f je odvedljiva, zato obstaja v tocki xg limita diferenénega kvoci-

enta, to je %imo w’ torej obstajata v tocki xg tudi leva in desna
%
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limita, ki morata biti enaki. Ker je f(zo+ h) — f(xg) > 0, za h < 0 velja
J@oth)=7w0) < 0 za h > 0 pa L2H=IE) > o Torej je

h h
lim f(zo+h) = f(zo0) <0
h, 0 h

in

lim f(zo+h) = f(zo)

> 0.
h\0 h

Leva in desna limita morata biti enaki, kar je mogoce samo, ¢e sta obe enaki
0. Potem pa je tudi limita diferenc¢nega kvocienta enaka 0, kar pomeni, da
je f'(xo) = 0. Na enak nac¢in dokazemo izrek, ¢e je v tocki z( lokalni
maksimum. ]

f'(x0) =0
Z0 z

OprOMBA. Obratno ni nujno res. Na primer, funkcija f, dana s predpisom
f(x) =23+ 1, ima v to¢ki g = 0 stacionarno tocko, vendar funkcija v tej
tocki nima lokalnega ekstrema.

A
/

IZREK. (Rolleov izrek.) Naj bo f: [a,b] — R odvedljiva funkcija in naj bo
f(a) = f(b). Potem obstaja vsaj ena tocka xg € (a,b), tako da je f'(xg) =
0.




5.5. Lastnosti odvedljivih funkcij

DokAz. Funkcija f je odvedljiva, zato je tudi zvezna, zvezna funkcija pa na
zaprtem intervalu zavzame svoj minimum f(x,,) = m in svoj maksimum
f(zar) = M. Ce je minimum funkcije enak maksimumu funkcije, torej
m = M, je funkcija f konstantna in zato f'(z) = 0 za vsak z € a,b].
Ce pa je minimum funkcije manjsi od maksimuma funkcije, torej m < M,
potem je x,, # xas in zato vsaj eno izmed Stevil x,,, xyr lezi na intervalu
(a,b), saj je f(a) = f(b). Oznacimo to Stevilo z zg € (a,b). Odvedljiva
funkcija f ima potem v tocki xg lokalni ekstrem in zato je po Fermatovem
izreku f'(x¢) = 0. 0

Rolleov izrek pove, da za odvedljivo funkcijo, ki zavzame v krajscih
intervala enaki vrednosti, obstaja vsaj ena tocka iz notranjosti intervala, v
kateri je tangenta vzporedna z abscisno osjo.

)
f'(mo) =0
fla) = f(b) ’ 1
a i) b 1‘\

Lagrangeov izrek, ki sledi, je posplos§itev pravkar dokazanega Rolleovega
izreka.

IZREK. (Lagrangeov izrek.) Naj bo f: [a,b] — R odvedljiva funkcija. Potem
obstaja vsaj ena tocka xy € (a,b), tako da je

Doxkaz. Lagarangeov izrek bomo dokazali s pomocjo Rolleovega izreka.
Definiramo funkcijo g, ki v vsaki tocki x € [a,b] meri navpi¢no razdaljo
med grafom funkcije f in premico skozi tocki (a, f(a)) in (b, f(b)), torej je
funkcija g dana s predpisom
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@) = 1(a)  fo) - LU oy =g,
o) = 70)  fa) - Ty o

g (@) = () - LU
g (z0) =0,
je
oy = L= S10)

O

Lagrangeov izrek pove, da za odvedljivo funkcijo, definirano na zaprtem
intervalu, velja, da obstaja znotraj intervala vsaj ena tocka, v kateri je

_$\0)




5.6. Uporaba odvoda za dolocanje ekstremov in limit

Lagrangeov izrek bomo Se velikokrat uporabili pri dokazovanju drugih
izrekov. Ze takoj pri naslednjem izreku.

IZREK. Naj bo f: [a,b] — R odvedljiva funkcija in naj bo f'(x) =0 za vsak
x € (a,b). Potem je f konstantna funkcija.

Dokaz. Naj bo z € (a,b) poljuben. Funkcija f je na intervalu [z, ]
odvedljiva, zato lahko za funkcijo f: [x,b] — R uporabimo Lagrangeov
izrek, torej obstaja tak zg € (x,b), da je

J) = f(x)

f'(xo) = -

Ker je odvod funkcije f na intervalu (a,b) povsod enak ni¢, je f'(x¢) = 0 in
zato je f(x) = f(b). Izbrani x € (a,b) je bil poljuben, torej je f(x) = f(b)
za vsak = € (a,b). Enako je f(z) = f(a) za vsak z € (a,b) in zato je f
konstantna funkcija. ]

Pravkar dokazani izrek in naslednji izrek bomo potrebovali pri dolo¢anju
lastnosti integralov.

IZREK. Naj bosta funkciji f: [a,b] — R in g: [a,b] — R odvedljivi in naj bo
f'(x) = ¢ (x) za vsak x € (a,b). Potem obstaja konstanta ¢ € R, tako da je
f(z) =g(x) + ¢ za vsak x € [a,b).

DokAz. Definiramo funkcijo h(z) = f(x) — g(z). Potem je h'(x) = f'(x) —
g'(z) = 0 za vsak x € (a,b). Po prejsnjem izreku je h konstantna funkcija,
torej je h(z) = ¢, oziroma f(x) = g(z) + ¢ za vsak = € [a, b]. =

;S\ \Cﬁ“\

)
¢\ g
C
o)
\%/@ f

a o b i

5.6. Uporaba odvoda za dolocanje ekstremov in
limit

V tem razdelku si bomo ogledali nekaj uporab odvoda.
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Ekstrem funkcije. Vemo, da za odvedljivo funkcijo f, ki ima v tocki
xo ekstrem, velja, da je 2y njena stacionarna tocka, da je torej f'(zg) =
0. Pokazali smo tudi, da to ni zadosten pogoj za nastop ekstrema. To
pomeni, ¢e je f'(xg) = 0, to Se ne pomeni, da je v tocki zy ekstrem. V
nadaljevanju bomo zapisali izreka, ki nam povesta, kdaj ima odvedljiva
funkcija v stacionarni tocki ekstrem.

IZREK. Naj bo f: [a,b] — R odvedljiva funkcija in naj bo xo € (a,b) staci-
onarna tocka funkcije f.

Ce prvi odvod funkcije f v stacionarni tocki xo spremeni predznak z nega-
tivnega na pozitivnega, potem ima funkcija f v tocki xg lokalni minimum,
ce ga spremeni s pozitivnega na negativnega, ima v xg lokalni maksimum.
Ce ima prvi odvod funkcije f povsod v okolici stacionarne tocke xq, razen
v xg, isti predznak, potem funkcija f v tocki xo nima lokalnega ekstrema.

DoOKAZ. Naj bo zg stacionarna tocka in naj obstaja tak 6 > 0, da je f'(z) <
0 za vsak x € (zg— 0, z¢) in da je f'(z) > 0 za vsak x € (z9, ¢+ ). Potem
je funkcija f na intervalu (z¢ — §,z) padajoca in na intervalu (xg,xg + 0)
narascajoca. Torej je v tocki xg lokalni minimum. Podobno razmislimo za
lokalni maksimum.

Ce pa obstaja tak § > 0, da je f'(z) < 0 za vsak x € (¢ — 6,20) U
(o, xo+9), potem je funkcija f levo in desno od stacionarne tocke padajoca.
Podobno, ¢e je f'(x) > 0 za vsak z € (zg — d,x0) U (zg, 29 + §), potem je
funkcija f levo in desno od stacionarne tocke narascajoca. Torej v tem
primeru funkcija f v stacionarni tocki nima lokalnega ekstrema. ]

PRIMER. Dolo¢imo ekstreme funkcije
f(z) = 3z — 223 — 322

Najprej poiséemo stacionarne tocke. V ta namen izra¢unamo odvod funk-
cije
f(z) = 1223 — 62 — 62 = 62(22 + 1)(z — 1)

in reSimo enacbo
6x(2z +1)(z — 1) = 0.

Stacionarne tocke funkcije f so x1 = —%, 2o = 0 in 3 = 1. Vse nicle
funkcije f” so enojne, zato je za z < —3 vrednost f'(z) < 0,za —1 <z <0
je vrednost f'(x) > 0, za 0 < < 1 je vrednost f'(z) < 0inzal < x
je vrednost f’(xz) > 0. Torej ima po prejsnjem izreku funkcija f v tocki
T = —% lokalni minimum, v toc¢ki 29 = 0 lokalni maksimum in v tocki
z3 = 1 lokalni minimum.
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YA
f(z) = 3z* — 223 — 322
1
1
2]0 1
z
—1!

Kot smo pokazali, si lahko pri dolo¢anju ekstrema funkcije pomagamo
z njenim prvim odvodom. Pri tem moramo za dolocitev ekstrema poznati
vrednost prvega odvoda funkcije v neki okolici stacionarne tocke. Ce pa
si pomagamo z drugim odvodom funkcije, za dolo¢anje ekstrema zadosca
poznati vrednost drugega odvoda zgolj v stacionarni tocki.

IZREK. Naj bo f: [a,b] — R dvakrat odvedljiva funkcija in naj bo xy € (a,b)
stacionarna tocka funkcije f.

Ce je f"(xo) > 0, potem je v stacionarni tocki xo lokalni minimum.

Ce je 1" (x0) <0, potem je v stacionarni tocki xo lokalni maksimum.

DoOKAZ. Denimo, da je f”(xg) > 0. Potem je f’ v tocki xy naras¢ajoca
funkcija in ker je f'(xzg) = 0, levo od x¢ velja f'(z) < 0, desno od z( pa
velja f'(xg) > 0. Torej prvi odvod v stacionarni tocki spremeni predznak
iz negativnega v pozitivnega in po prejSnjem izreku je v tocki xzg lokalni
minimum. Podobno, ¢e je f”(z) < 0, je funkcija f' v tocki x¢ padajoca,
torej prvi odvod v stacionarni tocki spremeni predznak iz pozitivnega v
negativnega in po prejSnjem izreku je v tocki xg lokalni maksimum. ]

PRIMER. Dolo¢imo ekstreme funkcije
f(z) =321 — 223 — 322

Se s pomocjo drugega odvoda. Kot smo ze izracunali, ima funkcija f
stacionarne tocke z; = —%, o = 0 in x3 = 1, odvod funkcije f pa je
f(z) = 122 — 622 — 62. Izracunajmo sedaj drugi odvod funkcije f in
vrednosti drugega odvoda v stacionarnih tockah. Dobimo

f"(x) = 3622 — 122 — 6

in

L—oso, f0)=-6<0, f'(1)=18>0.

f//(_ 2
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Torej ima po prejSnjem izreku funkcija f v tocki 1 = —% lokalni minimum,
v tocki 9 = 0 lokalni maksimum in v tocki z3 = 1 lokalni minimum.

OPOMBA. Posebej pozorni moramo biti pri dolo¢anju ekstremov funkcije
f: [a,b] = R, definirane na zaprtem intervalu [a,b]. Ce je f zvezna funkcija,
potem smo pokazali, da funkcija f na intervalu [a,b] zavzame najvecjo
in najmanjso vrednost. Ce je funkcija odvedljiva in je v neki tocki na
intervalu (a,b) ekstrem, potem je ta tocka stacionarna tocka. Ne smemo pa

kjer odvod ni nujno enak ni¢. Torej sta kandidata za ekstrem odvedljive
funkcije definirane na zaprtem intervalu, poleg vseh stacionarnih tock, tudi

kandidati za ekstrem tudi tocke, kjer funkcija ni odvedljiva.

PRIMER. Dolo¢imo ekstreme funkcije

2
flz) = 5563 + 322 + 4x

na intervalu [—3,0]. Najprej poiséemo stacionarne tocke. V ta namen
izracunamo odvod funkcije

fl(x) =22 + 62 +4=2(x+2)(x+1)

in resSimo enacbo

2(z+2)(x+1)=0.

Stacionarni tocki funkcije f sta 1 = —2 in 29 = —1. Ker je

f(z) =4z +6

in

1"(=2)=-2<0, f"(-1)=2>0,
ima funkcija f v tocki x; = —2 lokalni maksimum, f(—2) = —%, v tocki
x9 = —1 pa lokalni minimum, f(—1) = —%. Izracunajmo Se vrednosti

funkcije v krajiscih intervala [—3,0]. Ker je f(—=3) = =3 in f(0) = 0, je
v tocki —3 globalni minimum, v to¢ki —2 lokalni maksimum, v tocki —1
lokalni minimum in v tocki 0 globalni maksimum.
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Yy
1
-3 -2 -1
0 1 €L
flx) = §x3—|—3:1:2—|-4x _1
~ 173
3

Dolocanje konveksnosti, konkavnosti in prevoja funkcije. S po-
mocjo prvega odvoda funkcije znamo ugotoviti, kako se funkcija spreminja,
s pomocjo drugega odvoda pa lahko povemo Se nekaj vec o obliki krivulje, ki
predstavlja graf funkcije f. Definirajmo najprej, kdaj je funkcija konveksna,
kdaj konkavna in kdaj ima v neki tocki prevoj.

DEFINICIJA. Funkcija f je konveksna na intervalu [a, b], ¢e za vsak [c,d] C
[a,b] in vsak x € [c,d] velja

iC

N~—
[
~
—~
o
N—

flx) < f(e)
Enacba premice, ki gre skozi tocki (¢, f(c)) in (d, f(d)), je

fd) = f(e)

d—c (II,'—C),

y = f(c) +

torej graf konveksne funkcije f na intervalu [c,d] lezi pod premico skozi

tocki (c, f(c)), (d, f(d)).
Yy
P

O‘ac T Clibf

DEFINICIJA. Funkcija f je konkavna na intervalu [a,b], ¢e za vsak [c,d] C
[a,b] in vsak x € [c,d] velja
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Torej graf funkcije f na intervalu [c, d] lezi nad premico skozi tocki (e, f(c)),

(d, f(d)).

y
/‘x
- NN
T‘—a_é i d b T

DEFINICIJA. Tocka xg je prevoj funkcije f, ¢e se v tocki xg funkcija f
spremeni iz konveksne v konkavno ali obratno.

Konveksnost oziroma konkavnost funkcije enostavno dolo¢imo s pomocjo
drugega odvoda.

IZREK. Naj bo f: [a,b] = R dvakrat odvedljiva funkcija.

Ce je f"(x) > 0 za vsak x € (a,b), potem je f konveksna na intervalu [a,b].
Ce je f"(x) < 0 za vsak x € (a,b), potem je f konkavna na intervalu [a, b].
Ce je f"(xo) = 0 in drugi odvod pri prehodu skozi tocko xq spremeni pred-
znak, je v tocki xg prevoj funkcije f.

PRIMER. Za funkcijo
f(z) = arctan(z?)

dolo¢imo, kje je konveksna in kje konkavna. Izra¢unamo najprej prvi in
nato Se drugi odvod funkcije f. Dobimo

2z
/ j—
f(‘r)_1+x4a
f,,(x):2.1+x4—x(4x3)_ . 1—3z4

Qra)? 2 Ut

Ker je f”(z) = 0 natanko takrat, ko je 1 — 3z* = 0, ima funkcija f prevoj
v tocki x1 = —ﬂ*/g in v tocki xo = </g. Za w € (—m,—%) je f"(z) <0
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in funkcija f je konkavna, za x € (—{‘/I, {‘/g) je f"(z) > 0, funkcija f

je konveksna, za x € ({‘/g,oo) pa je f”(x) < 0 in funkcija f je ponovno
konkavna.

RNV

w
L=

L’Hospitalovo pravilo. Lahko se zgodi, da funkcija f v neki tocki zq

ni definirana, kljub temu pa obstaja limita funkcije f v toc¢ki xg. Ce de-

finiramo vrednost funkcije f v tocki xg s predpisom f(zg) = lim f(z),
T—T0

potem pravimo, da smo odpravili nedolocenost funkcije f v tocki xy. Pri
odpravljanju nedolo¢enosti v tocki xg funkcije f, ki jo lahko zapisemo v
obliki

u(x)
o(z)’

pri ¢emer je u(xg) = v(xg) = 0, si pomagamo z L.’Hospitalovim pravilom.

fz) =

IZREK. (L Hospitalovo pravilo.) Naj bosta funkciji u in v odvedljivi v okolici
tocke xo in naj bo u(xg) = v(rg) = 0. V tej okolici naj za x # x¢ velja

. ’ = . . u/(x) . T u(z)
v(z) # 0 in V' (z) # 0. Ce obstaja xlg&lo @) botem obstaja tudi zh%rgo o)
in velja

/

lim ) = lim u(z)
z—xo v(x)  a—wo V(T

Doxkaz. Najbo z > xy element dovolj majhne okolice stevila zy. Oznac¢imo
k= Zg)) . Na intervalu [zg, 2| definiramo funkcijo

g(t) = u(t) — ku(t),

t € [xg,z]. Ker je u(zg) =0 in v(zg) = 0, za funkcijo g velja

g(xo) = u(zo) — kv(zp) = 0.
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Upostevamo Se, kako je definirana konstanta k, in dobimo

9(z) = u(z) — kv(z) = u(z) -

Torej funkcija g na intervalu [z, z] zados¢a pogojem Rolleovega izreka, zato
obstaja taka tocka to € (xo,x), da je ¢'(tg) = 0. Ker je ¢'(t) = u/(t) — kv'(t)
in ¢'(tg) = 0, sledi, da je u'(tg) — kv'(tg) = 0, in zato

za ty € (xo,z). Ko gre x — x9, gre tudi ty — z¢ in v limiti dobimo enakost

/
lim u(z) = lim u(z)
T v(x z—zo v (

|

PRIMER. Izracunajmo Se enkrat, tokrat s pomocjo L’Hospitalovega pravila,

. sinx
lim
x—0 X
Velja
sinx . cosz
lim = lim =1.
z—0 X z—0 1

OpOMBA. Da se pokazati, da velja L’Hospitalovo pravilo tudi za izraze
oblike 22, torej

im u(x) = lim u’(x)
wl—m:o v(xz)  z—wo V()

)

pri ¢emer je lim u(z) = lim v(z) = oo in obstaja limita na desni. Se
T—T0 T—T0

ve¢, enakost velja tudi, ¢e namesto xg piSemo oco. Omenimo Se, da lahko s

pomocjo L’Hospitalovega pravila odpravimo tudi nedolo¢enosti oblike 0- oo

ali co — oo, in sicer tako, da izraz preoblikujemo v izraz oblike % ali 22,

PRIMER. Izracunajmo limiti

. e . . 1 1
lim xe in lim — .
r—00 r—1 IOgIL‘ x—1

Velja
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in

. 1 1 . x—1—logx i 1-1

lim ——— | = lim ————— = lim 5 z

a—1\logz -1 e—1log(z)(r —1) 2=11(z—1)+logx
. r—1 . 1

= lim = lim I

xel(ac—l)—l—zclog:c xﬁll—}-logm—l—x-;
1

5"
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6. Nedoloceni integral

V tem poglavju bomo pokazali nekatere osnovne lastnosti nedolocenega in-
tegrala in si ogledali nekaj postopkov, kako nedoloceni integral tudi izracu-
nati.

6.1. Definicija nedoloc¢enega integrala

Doslej smo za dano odvedljivo funkcijo znali poiskati njen odvod, na primer,
¢e je dana funkcija sin x, potem je njen odvod (sinz)’ = cosx. Sedaj pa se
za dano funkcijo f vprasamo, katero funkcijo moramo odvajati, da bi dobili
f. Na primer, ¢e je dana funkcija sinx, potem je funkcija — cos z tista, za
katero velja (— cosz)’ = sinz. ZapiSimo to sedaj natancneje.

DEFINICIJA. Naj bo D C R odprti interval in f: D — R dana funkcija.
Funkcijo F': D — R, za katero velja, da je

za vsak x € D, imenujemo nedoloceni integral funkcije f in piSemo

Pla) = / F(@)da.

Pravimo, da smo funkcijo f, odvisno od spremenljivke z, integrirali po
spremenljivki z.

Za dano odvedljivo funkcijo je njen odvod natanéno doloc¢ena funkcija.
Pri nedolo¢enem integralu pa ni tako. Obstaja namrec ve¢ razli¢nih funkcij,
ki imajo vse isti odvod. Na primer, (1 — cosz) = (—cosz) = sinz. To
pomeni, da za dano funkcijo f z nedolo¢enim integralom F' obstajajo tudi
druge funkcije, ki so prav tako nedoloceni integral iste funkcije f. Vendar
pa se, kot pravi naslednji izrek, vsi nedoloceni integrali iste funkcije med
sabo lahko razlikujejo samo za konstanto.

1ZREK. Naj bo funkcija F' nedoloceni integral funkcije f, torej
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6. Nedoloceni integral

Potem je za poljubno konstanto C funkcija F + C prav tako nedoloceni

integral funkcije f, torej
z)+C = /f(x)dx

Se wec, za vsak nedoloceni integral G funkcije f, torej G(x = [ f(z)
velja

G(z)=F(z)+ K

za neko konstanto K.

Dokaz. Ker je F(z) = [ f(z)dz, je F'(z) = f(x). Za poljubno konstanto
C je potem (F(x )—I— C) = F'(z) + C' = f(x), torej je tudi F(z) + C =
[ f(z)dz

Ce je tudi funkcija G' nedoloceni integral funkcije f, potem je G'(z) =
F'(z) = f(x). V prejsnjem poglavju smo pokazali, da se funkeiji, ki imata
isti odvod, razlikujeta za konstanto, torej je G(x) = F(x) + K za neko
konstanto K. O

Na nedoloceni integral lahko gledamo kot na obratno operacijo od od-
vajanja, zato veCina lastnosti, ki jih bomo navedli v nadaljevanju, sledi
neposredno iz lastnosti odvoda. Zacnimo s preglednico integralov nekate-
rih elementarnih funkcij.

Preglednica integralov nekaterih elementarnih funkcij.

xr—f—l
T _ —
o/:cdx—r+1+C, reR, r#-—1

1
o /—dx:10g|:c|+0
x

O/emdx:em—f—C, /amdx: 1
loga

° /sin:cdx:—cos:c+C, /cos:cdx:sinx+0

a®*+C

1
° /ﬁd:c:tanx+0

cos x)
/ L d inx+C / 1 —d t +C
e [ ——dz =arcsinz x = arctan x
V1—a? 7 1+ 22

dx =log(z +V1+22)+C
= v

Posamezno enakost v preglednici dokazemo tako, da odvajamo desno
stran in preverimo, ¢e je enaka funkciji, ki jo integriramo na levi strani.
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Vsota nedolocenih integralov in produkt s konstanto. SeStevanje
nedolo¢enih integralov in mnozenje s konstanto je preprosto, saj velja na-
slednja trditev.

TRDITEV. Za realni funkciji f in g ter za konstanto A € R wveljata nasledngi
enakosti:

o [(@)+gadn = [ f@yiz+ [ gl
. /)\f(x)dx:)\/f(x)dx

DOKAZ. Pokaiimo najprej prvo enakost. V ta namen oznac¢imo F(z) =
[ f(z)dz in G(z) = [ g(x)dz. Odvajamo funkcijo F' + G in dobimo

(F(w) +G(x) = Fl(x) + G'(z) = f(z) + g(=),

torej je nedoloceni integral funkcije f + g enak F' + G in zato

/ (f(x) + g(x))dz = F(z) + G(z) = / f(z)dz + / g(z)da.

Drugo enakost pokazemo na podoben nac¢in. Naj bo A € R konstanta in
[ dana funkcija. Ponovno ozna¢imo F(z) = [ f(z)dz. Odvajamo funkcijo
AF' in dobimo

(AF(z))" = AF'(x) = Af(x),

torej je nedoloceni integral funkcije A\f enak funkciji AF' in zato je
/)\f(x)dx = \F(x) = )\/f(ac)dx

PRIMER. Izra¢unajmo integral

/(1 — Vz)3dz.

Najprej izracunamo tretjo potenco funkcije 1 —+/z in nato uporabimo prav-
kar dokazani pravili.

/ (1 - Vo)de = / (1 - 3y7 +3(v2)? — (V)*)da

/dx— /:c2dx+3/xd:c—/:c2dx

=xr—3- §x2+3 5962—1-(3’

:x—2\/x3+§x —g\/x5+C.
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Vpeljava nove spremenljivke. S pomocjo veriznega pravila za odvod
kompozituma funkcij izpeljemo pravilo, kako uvesti v integral novo spre-
menljivko.

TRDITEV. Naj bo f zvezna funkcija in naj bo u odvedljiva funkcija spre-
menljivke x, torej u = u(x) in du = u'(x)dz. Potem velja

/ fu(z)d (z)dx = / f(u)du.

DokAz. Oznaéimo F(u) = [ f(u)du, torej je %E = f(u), in naj bo spre-

menljivka v odvisna od spremenljivke x. Potem odvajamo funkcijo F'(u(x))
po spremenljivki z s pomocjo veriznega pravila

dF (u(z)) _ dF (u(z)) du(z)
dx du dx

— flu(2)) - (@).

Torej je nedoloceni integral funkeije f(u(z))-u/(z) po spremenljivki x enak
funkciji F' in zato

/ Flu(@)d (2)dz = Flu(z)) = / F(u)du.

|

Pri vpeljavi nove spremenljivke v nedoloc¢eni integral poskusamo izbrati
tako novo spremenljivko u = u(z), da se izraz pod integralom poenostavi,
hkrati pa je pod integralom tudi izraz v'(z)dz, ki je enak du.

PRIMER. Izracunajmo integral

xZ.
X

/ log (acQ) + ld

Najprej upoStevamo, da je log (ac2) = 2log x, nato pa vpeljemo novo spre-
menljivko v = log . Torej je du = %dw in velja

1 H+1
/og(sc)+ dx:/210g(x)+1dx

x X
1
:/(2u+1)du=2-§u2+u+0

= (logz)? + log(z) + C.
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Integracija po delih (per partes). S pomocjo pravila za odvod pro-
dukta dveh funkcij izpeljemo pravilo za integracijo po delih.

TRDITEV. Naj bosta fing odvedljivi funkciji. Ce obstaja eden izmed
integralov [ f(z)g'(x)dz in [ f'(x)g(x)dz, potem obstaja tudi drugi in velja

/&@M@Mx:ﬂmmm—/f@M@Mr

DokAz. Ozna¢imo H(zx) = f(x)g(z). Potem je H'(x) = f'(z)g(x) +
F(@)g/(z). Torej je

f(@)g(x) = —/u<> 2) + [(2)g (2))dz

/f dw—i—/f
[ 1@ @iz = s@ygta) - [ F@)gla)ds

OpromBA. Ce zapisemo u = f(x) in v = g(x), potem je du = f'(x)dz in
dv = ¢'(x)dz, torej lahko pravilo za integracijo po delih zapisemo tudi v

obliki
/udv = uv — /vdu.

Pri uporabi pravila za integriranje po delih poskusamo funkcijo pod
integralom zapisati kot produkt udv za taki funkciji v in v, za kateri znamo
izrac¢unati f dv in f vdu.

in zato

|

PRIMER. Izracunajmo integral

/(2:6 + 1)e** da.
Izberemo u = 2z + 1 in dv = e?**dz. Potem je du = 2dz in v = i e?rdr =

%62“ + Cy. Ker pa se konstanta pojavi tudi pri [ vdu, v nadaljevanju pri
funkciji v konstante ne bomo pisali. Torej je

1 1
/(236 +1)e*dr = (20 +1) - S — / S - 2de

1 1
= <x+§>62$—562$+0:x62“”+0.
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6. Nedoloceni integral

6.2. Nedoloceni integrali nekaterih elementarnih
funkcij

Poiskati nedoloceni integral funkcije ni enostavna naloga, saj ne obstaja
neka splosna metoda, ki bi pripeljala do resitve. Kot bomo videli, v nekate-
rih primerih nedoloceni integral elementarne funkcije sploh ni elementarna
funkcija. Obstaja pa kar nekaj postopkov, kako izra¢unati nedoloceni in-
tegral za doloCene vrste elementarnih funkcij. Navedimo le nekatere izmed
njih.

Integral racionalne funkcije. Izra¢unati Zelimo integral

kjer sta p in g polinoma. To storimo v ve¢ korakih.

1. Ce je stopnja polinoma p vecja ali enaka stopnji polinoma ¢, potem
polinom p delimo s polinomom ¢ in dobimo p(z) = k(z)q(x) + r(z), kjer
sta k in r polinoma, stopnja polinoma 7 pa je manjSa od stopnje polinoma
q. Torej je

/%dm = / (k(x) + %) dx = /k‘(w)dw+/%dx,

Integral polinoma [ k(z)dz znamo izracunati, v integralu [ %dm pa je
stopnja polinoma v Stevcu manjsa od stopnje polinoma v imenovalcu.

2. Za polinom g pois¢emo vse njegove nicle in nato polinom razstavimo

do oblike
q(z) =alx —x1)* ... (x — zp)*™ (ac2 + a1z + bl)ﬁ1 .. (x2 + apx + bn)B".

Vsak izmed polinomov 2% + a;x + b; je v realnih §tevilih nerazcepen, enak
je produktu (z — y;)(x — 7;), kjer sta y; in y; konjugirani par njegovih
kompleksnih nicel.

3. Kvocient % se da razcepiti na vsoto ulomkov, ki jih imenujemo

parcialni ulomki. Ce ima imenovalec realno niclo zg reda «, torej je v
produktu élen (z — xg)%, potem v razcepu na parcialne ulomke nastopajo
tudi ulomki, ki imajo v imenovalcu (z — xg)%, v Stevcu pa polinom manjse
stopnje od stopnje imenovalca, torej ulomki oblike

Ca12% P+t + ¢
(x — x0)>

(1)

Ce ima imenovalec konjugirani par kompleksnih nicel y in 7 reda j, torej
je v produktu élen (2% + ax + b)B , potem v razcepu na parcialne ulomke
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nastopajo tudi ulomki, ki imajo v imenovalcu (2% + az + b)?, v Stevcu pa
polinom manjse stopnje od stopnje imenovalca, torej ulomki oblike

d25_1$26_1 4+ -4+ dix +dy
(22 + azx + )8

(2)
ZapiSemo torej enacbo, da je racionalna funkcija % enaka vsoti ulomkov
oblike (1) in (2) ter iz te enacbe izratunamo neznane koeficiente ¢y, in dy,.

4. Integral racionalne funkcije razpade na vsoto integralov, vsak od
dobljenih integralov pa je ene izmed oblik

/ Co1Z T4z +
[ ]

dx
(7 —20)

dzx

/ dag12?P 71+ +dyz + dy
[ ]

(22 + ax +b)P
Prvi integral resimo s pomocjo substitucije u = x — xg, rezultat je vsota
racionalne funkcije in logaritma, drugi integral pa reS§imo z nastavkom, saj

se da pokazati, da je rezultat vsota racionalne funkcije, arkus tangensa in
logaritma.

PRIMER. Izra¢unajmo integral

/x4+5x3+7x2—3x—3

dx.
x4 + 323 + 322 .

1. Stopnja polinoma v Stevcu je enaka stopnji polinoma v imenovalcu,
zato polinoma najprej delimo in dobimo, da je
223 4+ 422 — 3z — 3
x* + 323 + 32

(x4+5x3—|—7x2—3x—3):(x4+3x3+3x2):1+

torej je

4 3 2 o 203 L 472 — 3 —
/:c + 5x° + Tx 3 3dx:/1dac+/ x° + 4z 3 3dac.
x4 + 323 + 322 zt + 323 + 3a?

Izrac¢unamo

/1d1‘=1‘+01,

preostane nam izracunati Se

X.

/23@3—1—4302—330—3
zt + 323 4 32

2. Imenovalec racionalne funkcije razstavimo in dobimo

a4 323 4 327 = 2%(2® + 32 + 3).
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Polinoma 22 +3x 43 ne moremo ve¢ razstaviti, saj je njegova diskriminanta
enaka 32 —4-1-3=-3<0.
3. Zapisimo enacbo za izrac¢un koeficientov v Stevcih parcialnih ulomkov

23 4+ 422 —-32x -3  cz+co dyz + doy

22(x? +3z+3) a2 2+ 3z +3

Desno stran enacbe damo na skupni imenovalec in dobimo

20 +42? =3z —3 (e +d1)a® + (co 4+ 3c1 + do)a? + 3(c1 + co)x + 360
22(z2+32+3) x2(2? + 3z + 3)

Leva stran bo enaka desni, ¢e bodo koeficienti pri istih potencah polinomov
v Stevcih enaki, torej moramo resiti enacbe

2=c +di,

4 = ¢y + 3¢y + dy,
-3 =3(c1 + ),
—3 = 3¢g.

Resitve enacb so ¢y =0, ¢cg = —1, dy =2 in dg = 5. Sledi, da je

223 + 42% — 3z — -1 2
/ z° + 4x 3 3dx:/—d:c+/ T+ 5 de
x2(z? + 3z + 3) z? x?2 4+ 3x+3

Izrac¢unamo

/ﬁdx———i-(;’g,

preostane nam izracunati Se

/ 2x+5
——dx
22+ 3z +3
Zapisemo

2 2 2
/ x+5 d:c:/ z+3 dm+/ do
x2+3x+3 2+ 3x +3 x2+3x+3
Potem je

2x +3 du ,
/mdx:/ZZIOQUHCg:log(x +37+3) + C3

in

4 14 s 3
_ﬁ/vz—“dv_\famtan(7< )>+04.

2 2 2 |
/2+3x+3dx:/ 3)2 dezg/ &
© (x+3) 43 7 (2 (x+§)) +1
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Izracunali smo, da je

dzx

/x4+5x3+7x2—3x—3
zt + 323 4 32

1 4 2 3
=x+—+log(z®>+32+3 +—arctan<—(x+—>>—|—C.
p o8 ) V3 V3 2

OPOMBA. Se enkrat poudarimo, da je rezultat integriranja racionalne funk-

cije vsota polinoma, racionalne funkcije, logaritma in arkus tangensa, v
nekaterih primerih kaksna od nastetih funkcij v vsoti lahko ne nastopa.

Integral racionalne funkcije trigonometricnih funkcij. Naj bo R
racionalna funkcija sinusov in kosinusov, torej v Stevcu in imenovalcu nasto-

. . . . ) in2 _

pata polinoma sinusov in kosinusov (na primer S 2eosz—4cosz ) = potemy
3cos* x—sinz cosz+1

lahko integral

/ R(sinz, cos x)dx

z univerzalno substitucijo pretvorimo v integral racionalne funkcije, ki se
ga da vedno izracunati. Univerzalna substitucija je naslednja

x
u = tan —.
2

V integralu [ R(sinx,cosz)dz nastopata funkciji sinus in kosinus, ki ju

moramo izraziti z novo spremenljivko v = tang. To storimo tako, da

najprej upostevamo enachi za dvojne kote, torej sinz = 2sin g cos 3 in

cosT = cos2§ — sin? 5, nato v imenovalcu uporabimo enakost sin2§ +

cos? 5 = 1, na koncu Stevec in imenovalec delimo s cos? 5. Dobimo

sin 2

. 2
) Lz 2sin § cos 5 2cosg 2u
sinx = 2s8in - cos 7 = —5— - = =33z =— ,
2 2 sin®§4cos?g s ; 4 wi4l
2 2 cos2£+
2

9 9 1 sin?
5T . ox cOs°§ —sin® g ~ Cos? 1—u

cos T = cos” = —sin - = ——= T =~z = — .
2 2 sin®§ +cos? 5 sin® 3 u 41

cos? 3

2

INIETSIE]

—_

Preostane Se dolociti zvezo med dx in du. Ker je u = tan 5 in zato
r = 2arctan u,
je
1

de =2 —
1+ u?

du.
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Dobimo

/R(81nx,cosx)dx:/R<1+u271+u2> 1+ w2’

kar pa je integral racionalne funkcije spremenljivke u, ki se ga da izracunati.

PRIMER. S pomocjo univerzalne substitucije u = tan 5 izracunajmo inte-

gral
1
/ —dx.
sin x

Ker je sinz = 1J2r‘;2 in je do = 1%:%‘2, dobimo
1 1 2d d
/ - dx:/T-—u2: —uzlog]u\—i—C:log‘tanz‘—i—C.
sinx Tre? 1+u U 2

OPOMBA. Pri racunanju integralov trigonometri¢nih funkcij lahko v neka-
terih primerih pridemo do resitve hitreje s kaksno drugo substitucijo, ki ni
univerzalna.

PRIMER. Izracunajmo na dva nacina integral

sinx
/tan zdr = / dz.
CcoS T

Najprej uvedemo novo spremenljivko u = cosz, torej je du = —sinzdz, in
dobimo
sin x —du
/ de = | — = —log|u| + C = —log|cos x| + C.
cos X U

Uporabimo Se univerzalno substitucijo v = tan 5. V tem primeru je

2u

/sinxd / Trez  2du / 4du p
€T = . == u
CoS T L:Z; 1+ u? (1 —u)(1 +u)(1 +u2)

/ 1 n -1 n 2u, d
- U
1l—uw 14w 14u?

= —log |1 —u| —log |1 + u| + log(1 + u*) + C

1+ u? 1+ tan?Z
SIS P 21
(I —uw)(1+w) 1 —tan? %
= log ‘—l—C:—log]cost—C,
cos T

. . . . oy 4u
pri cemer smo morali na vmesnih korakih razcepiti ulomek (D)

na parcialne ulomke, uvesti novo spremenljivko t = 1 + 4?2 in na koncu
+tan? £

poenostavitl 1zraz T tanZ -
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Integral funkcije sin” z cos” x. Naj bosta m in n nenegativni celi Stevili.
Radi bi izracunali integral oblike

/ sin™ z cos™ xzdx.

Lo¢imo ve¢ primerov.

Ce je m liho stevilo, torej m = 2k + 1, potem za novo spremenljivko
izberemo u = cosz. Potem je du = — sin xdx, funkcijo sinus na potenco 2k
pa izrazimo s pomocjo Kkosinusa, torej

sin?* z = (sin® z)* = (1 — cos? z)* = (1 — u?)*.

Dobimo integral polinoma v spremenljivki u,

/sinm x cos" xdx = /sin% x cos" xsinxdr = /(1 — u?)Fu" (—du),

ki ga znamo izracunati.

PRIMER. Izracunajmo integral
/ sin® z cos? xdz.

Ker nastopa funkcija sinus na liho potenco, uvedemo novo spremenljivko
u = cosz. Torej je du = —sinadz in 1 — u? = sin? z. Dobimo

/sin3 x cos® xdr = /sin2 x cos® x sin xdx = /(1 — u®)u?(—du)
1 1
= /(u4 —u?)du = gu‘r’ - gug +C
L

1
:gcos 3:—3008333—1—0.

Ce je n liho &tevilo, torej n = 2k + 1, potem za novo spremenljivko
izberemo u = sin x. Potem je du = cos xzdx, funkcijo kosinus na potenco 2k
pa izrazimo s pomocjo sinusa, torej

cos?® 1 = (cos® z)F = (1 —sin® z)F = (1 —u®)k.
Dobimo integral polinoma v spremenljivki wu,

/sinm x cos" xdx = /sinm z cos?F z cos xdx = /um(l —u?)*du,

ki ga znamo izracunati.
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PRIMER. Izra¢unajmo integral

/ cos® zdz.

Funkcija kosinus pod integralom nastopa na liho potenco, zato izberemo
novo spremenljivko v = sinz, torej je du = cosadr in 1 — u? = cos®x.

Dobimo
1
/0083 xdr = /coszxcosxd:c = /(1 —u?)du = —gug +u+C

1
= —gsing’x—i—sinx—i—C.

Ce sta m in n sodi stevili, potem izracunamo integral
/ sin™ x cos™ xdx

tako, da ga preoblikujemo v integral sinusov in kosinusov dvojnih kotov s

potencama 3 in 5. Pri tem upostevamo zvezi

1-— 2 1 2
sinx = w in  cos’z = —'—C%(x).

Ce je eno izmed tevil % in g liho, potem znamo dobljeni integral izracunati,

¢e pa sta obe potenci 5§ in 5 Se vedno sodi, potem ponovno upostevamo

zvezi za dvojne kote ter dobimo stevili 77 in 7. Postopek nadaljujemo toliko
casa, dokler ena izmed potenc ni liha.

PRIMER. Izracunajmo integral

/ cos* xdzr.

Funkcija kosinus nastopa na sodo potenco, zato zapiSemo

1+ cos(2z) ) 2 1+ 2cos(2z) + cos?(2x)

2 4

1+ 2cos(2z) + H%s(%) 34 4cos(2r) + cos(4x)
4 B 8 '

/cos4 od /3+4cos (2x) + cos(4x) e

COS4(L' = (C082 .’IJ)2 = (

Dobimo

1 1 1

3 (3x +4- 3 sin(2z) + 1 sin(4x)) +C
3 1 1

= g% + 1 sin(2x) + 32 sin(4x) + C.



6.2. Nedoloceni integrali nekaterih elementarnih funkcij

OproMBA. Na koncu poglavja o nedolotenem integralu omenimo Se, da se
veliko nedolocenih integralov elementarnih funkcij ne da zapisati s pomocjo
katerihkoli elementarnih funkcij. Taki so, na primer, nedoloceni integrali

/Smxdx, /e_”’jdx, /\/ 1+ z4dx.

X

Nedoloceni integral je dolocen samo do konstante natancéno. Na primer,
nedolo¢enih integralov [ Si%dx je neskoné¢no, zato izmed vseh funkcij, ka-
terih odvod je enak *2*, izberemo tisto funkcijo, katere graf gre skozi
koordinatno izhodiSe, imenujemo jo integralski sinus in oznac¢imo s Si. Po-
dobno imajo tudi nekatere druge neelementarne funkcije, ki so definirane s
pomocjo nedolo¢enega integrala, svoje ime, na primer funkcija napake Erf,
integralski kosinus Ci, integralska eksponentna funkcija Ei.
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7. Doloceni integral

V zadnjem poglavju bomo najprej definirali doloceni integral in pokazali
nekaj njegovih lastnosti, nato si bomo ogledali, kakSna zveza velja med
dolocenim in nedolo¢enim integralom, na koncu bomo nasteli Se nekaj pri-
merov uporabe doloCenega integrala.

7.1. Definicija dolocenega integrala

Ce 7elimo, na primer, izracunati ploséino lika, ki ni povsem pravilnih oblik,
dolzino poti, ki ni ravna, ali maso telesa, ki ni homogeno, si pomagamo z
dolo¢enim integralom. Obstaja ve¢ razlicnih vrst dolocenih integralov, na
primer, krivuljni integral prve in druge vrste ali ploskovni integral prve in
druge vrste. Vse vrste dolocenih integralov pa so posplositve doloéenega
integrala realne funkcije ene spremenljivke, ki ga bomo definirali v nadalje-
vanju. Pri definiciji dolo¢enega integrala si bomo pomagali z ocenjevanjem
plos¢ine obmocja med grafom pozitivne zvezne funkcije f in abscisno osjo
na intervalu [a, b].

Naj bo f: [a,b] — R na intervalu [a, b] pozitivna zvezna in zato omejena
funkcija. Plos¢ino obmoc¢ja med grafom funkcije f in abscisno osjo na
intervalu [a,b] bomo izracunali tako, da jo bomo aproksimirali s plos¢ino
pravokotnikov. To storimo na naslednji nacin. Interval [a,b] razdelimo na
n podintervalov [z_1,zk], pri cemer je

a=xo<r1<...<xp =0.

Na vsakem podintervalu izberemo poljubno tocko & € [rg_1,2k], k =
1,...,n. Zmnozek

F(&)(x — 2k-1)
je potem enak plos¢ini pravokotnika z osnovnico [xg_1, 2] in visino f(&).
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Y
f(k)
a=T0  Th-1 & Tk b=z,
Plosc¢ine vseh pravokotnikov nad intervali [zp_1,2], K = 1,...,n, se-

Stejemo in dobimo priblizek za plos¢ino obmocja med grafom funkcije f in
abscisno osjo. Opazimo, da je vsota ploS¢in pravokotnikov tem boljsi pri-
blizek, ¢im krajsi so intervali [z _1, xg], v limiti, ko gredo dolzine vseh inter-
valov [xg_1, 2] proti ni¢, dobimo natanéno plos¢ino obmocja med grafom
funkcije f in abscisno osjo na intervalu [a,b]. Definirajmo sedaj doloceni
integral.

DEFINICIJA. Naj bo f: [a,b] — R poljubna realna funkcija. Naj bo a =
xg <1 < ...<xy = brazdelitev intervala [a,b] in naj bo & € [rr_1,zk],
k=1,...,n. Potem je Riemannova oziroma integralska vsota funkcije f za
dano delitev intervala [a, b] enaka

> F(&) (@r — ).

k=1

Stevilo I imenujemo doloceni integral funkcije f na intervalu [a,b], Ge za
vsak € > 0 obstaja tak § > 0, da je

n

1= F&)(an —ap1)| < e
k=1
za vsako razdelitev intervala [a,b], za katero je max 0 < 6, kjer smo
=1,...,n
oznacili 0y = xp — xk_1, in za vsako izbiro & € [xgp_1,zk], K = 1,...,n.
Ce tako stevilo I obstaja, potem pravimo, da je funkcija f integrabilna na
intervalu [a, b] in piSemo

n

b
= [ f@s = lm S @)@ - i),

6 —0,n—00
k=1

Funkcija f je torej integrabilna, ¢e obstaja limita integralskih vsot, ko
gre dolzina najdaljSega intervala proti ni¢. Pokazimo, da doloceni integral
funkcije, ki je zvezna na zaprtem intervalu, vedno obstaja.



7.1. Definicija doloéenega integrala

IZREK. Naj bo f: [a,b] — R zvezna funkcija na intervalu [a,b]. Potem je
f na tem intervalu integrabilna.

Dokaz. Oglejmo si skico dokaza v primeru, ko je f na intervalu [a,d]
nenegativna, torej f(x) > 0 za = € [a,b]. Funkcija f je zvezna, zato na
zaprtem intervalu doseze svoj minimum in svoj maksimum. Torej za vsak
podinterval [zg_1,2zx] C [a,b] obstajata taki Stevili zp, ,zym, € [Tk—1,Tk],
da je

my = f(zm,) < f(z) < flzm,) = My

za vsak = € [xj_1,x;]. Ce siizberemo katerikoli & € [zx_1, 2], je potem

2

Th—1 &, Tk

a = xq T

b=x,

Naj boa=zp <z <...<x, =0b poljubna razdelitev intervala [a, b],

naj bo 0 = x — xx_1 in naj bo & € [zr_1,xx], k = 1,...,n. Potem velja
ocena,
D F@m )0k <D F(E)0K <Y Fan)dk. (1)
k=1 k=1 k=1
Yy
M,
f(&k)|
my
000
a = I Th—1 fk T b= Tn

Vsoto na levi imenujemo spodnja integralska vsota, vsoto na desni pa
zgornja integralska vsota. Vrednost spodnje vsote se pri delitvi na vec
intervalov poveca, vrednost zgornje vsote pa zmanjsa.
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_F

a b T

Ko gre dolzina najdaljSega podintervala proti ni¢, spodnje vsote na-
raScajo in so hkrati navzgor omejene s katerokoli zgornjo vsoto, zgornje
vsote pa padajo in so navzdol omejene s katerokoli spodnjo vsoto. Zgornje
vsote se priblizujejo eni vrednosti, spodnje vsote prav tako. Pokazimo, da
sta ti dve vrednosti enaki. Ker je funkcija f zvezna na intervalu [a, b], torej
tudi enakomerno zvezna, za vsak € > 0 obstaja d > 0, da je |f(z) — f(y)| <
g, ¢im je |z —y| < d. Naj bo razdelitev intervala [a, b] na podintervale taka,

da je dolzina najdaljSega podintervala krajsa od ¢, torej  ax Op < 9.
=1,...,n

Potem je
flan) = flam,) <e
za vsak k= 1,...,n. Sledi

n

D F@m )0k =Y f@m)ok = > (f(war,) = f(@my )6
k=1 k=1

k=1

S

n

< Zeék = €Z(Sk = 5(b—a).
k=1 k=1

Torej se zgornja in spodnja integralska vsota pri delitvi intervala [a,b] na
dovolj majhne podintervale poljubno malo razlikujeta, zato se z manjsanjem
podintervalov obe vsoti priblizujeta isti vrednosti. Zaradi neenakosti (1)

n
potem obstaja limita integralske vsote > f(&x)dk, torej obstaja doloceni

k=1
integral
b
|t
a
zvezne funkcije na zaprtem intervalu [a, b]. 0

OproMBA. Povedali smo, da je vsaka zvezna funkcija na zaprtem intervalu
integrabilna. Integrabilnih funkcij pa je Se veliko ve¢. Na primer, vsaka



7.2. Lastnosti dolocenega integrala

odsekoma zvezna funkcija, torej funkcija, ki ima najve¢ konéno ali Stevno
neskonéno toCk nezveznosti, je prav tako integrabilna.

PRIMER. Izracunajmo po definiciji dolo¢eni integral

/1 (o + 1)

Naj bo zp =1 < z; < ... < x, = 2 poljubna razdelitev intervala [1,2] in

naj bo & € %, k =1,...,n. Potem je integralska vsota funkcije f,

dane s predpisom f(x) =z + 1, enaka

> FER) @ —zpo1) = (% - 1> (z) — Tp—1)
k=1

k=1

N2 g2

=1

Ed

(x%—x%—i—x%—x%—f—x%—x%—i—...—i—x%—x%,l)
1 —2og+To—21+2x3—To+ ... +Tp — Tp_1
(=2 +22) — o + T,
:—(—12+22)—1+2:§
5"

Izra¢unana vrednost integralske vsote je neodvisna od dolzine najveCjega
podintervala [z, x—1], zato je tudi limita integralskih vsot enaka %, torej

je
2 5
/ (z+ 1)dx = —.
1 2

N~ DN~ + N =

7.2. Lastnosti doloc¢enega integrala

Zapisimo nekaj lastnosti dolo¢enega integrala, ki sledijo neposredno iz de-
finicije.

e Integracijsko spremenljivko lahko ozna¢imo s poljubno ¢rko, na primer

/abf(:c)d:c - /abf(t)dt.

e Ce integralu zamenjamo meji, se integralu spremeni predznak,

/abf(:c)d:c = - /baf(x)dx.
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e Integral z enakima mejama je enak nic,
a
/ f(z)dz = 0.
a

e Naj bo f integrabilna funkcija na intervalu [a,b] in naj bo A € R
konstanta. Potem je

b b
/ A(x)dx = )\/ f(x)dx.
e Naj bosta f in g integrabilni funkciji na intervalu [a, b]. Potem je
b b b
[ @+ g@nas = [ s@s+ [ gterda

e Naj bo a < ¢ < b. Funkcija f je na intervalu [a, b] integrabilna natanko
tedaj, ko je integrabilna na vsakem izmed podintervalov [a, ] in [c, b].

Velja . )
/a f(z)dz = /: f(z)dx —i—/c f(z)dx.

e Ce sta f in g integrabilni funkciji in je f(z) < g(z) za vsak z € [a,b],

potem je
b b
/f(x)dxg/ g(x)dx.

Naslednji dve lastnosti dolo¢enega integrala zapisimo v obliki izreka.

IZREK. (Izrek o povpreéni vrednosti.) Naj bo m natancéna spodnja meja in
M natanéna zgornja meja integrabilne funkcije f na intervalu [a,b]. Potem
obstaja tako stevilo P, da je m < P < M in

b
P = bia/a f(x)dx.

Ce je funkcija f tudi zvezna na intervalu [a,b], potem obstaja vsaj ena taka
tocka & € [a,b], da je

b
£ =5 [ s

Dokaz. Ker je m < f(z) < M za vsak x € [a, b], velja

b b b
/mdmﬁ/ f(x)dxﬁ/ Mdzx,
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torej je ,
m(b—a) < / F(@)dz < M(b— a).

Definiramo

b
P:bia/a f(x)dx

in dobimo, da je m < P < M. Ce je f zvezna, potem smo pokazali, da f
zavzame vse vrednosti med m in M, torej obstaja taka tocka £ € [a,b], da
je f(§) = P in zato

b
1) = 5= [ s
Ol

OprpoMBA. Naj bo f pozitivna funkcija. Potem si lahko izrek o povprecéni
vrednosti nazorno razlozimo na naslednji na¢in. Plos¢ina obmoécja pod
grafom funkcije f nad intervalom |[a,b] je manjsa od plos¢ine pravokotnika
z osnovnico [a, b] in viSino, ki je enaka maksimalni vrednosti funkcije f, in
je vecja od ploscine pravokotnika z osnovnico [a,b] in visino, ki je enaka
minimalni vrednosti funkcije f. Torej je enaka plos¢ini pravokotnika z
osnovnico [a,b] in visino, ki je med minimalno in maksimalno vrednostjo
funkcije f.

IZREK. Naj bo f integrabilna funkcija na intervalu [a,b]. Potem je

/abf(x)dx

Torej je absolutna vrednost integrala manjsa ali enaka integralu absolutne
vrednosti.

< [ 1r@)ar

Dokaz. Za vsako integralsko vsoto funkcije f po trikotniski neenakosti
velja

D FE) (@ — )
k=1

<D I (an — @),
k=1
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pri ¢emer smo upostevali, da je |z —xg_1| = zx — rr_1. Neenakost velja za
vsako razdelitev intervala [a, b], torej velja tudi za limito integralskih vsot,

tako da dobimo
b
/ f(z)dzx

PRIMER. Naj bo ¢ € (a,b) in naj za zvezno funkcijo f velja, da je f(z) >0
za vsak z € [a,c] in f(z) < 0 za vsak x € [¢,b]. Doloceni integral [ f(z)dx
je enak plos¢ini med grafom funkcije f in intervalom [a, c|, doloceni integral

< [ V@ia

O

fcb f(z)dz pa je enak negativni plos¢ini med grafom funkcije f in intervalom

[c,b]. Ti dve plos¢ini se med sabo odstejeta, pri integralu f; |f(x)|dx pa se

obe ploscini sestejeta. Vidimo, da velja
b c b c b
[ t@as| = | [ s@ae+ [ s@as| = | [ if@lds - [ 1)

</ (@) lde + / @)l = / @)l

y)




7.8. Zveza med dolo¢enim in nedolocenim integralom

7.3. Zveza med dolocéenim in nedolo¢enim inte-
gralom

Kljub temu, da sta doloc¢eni in nedoloCeni integral definirana na povsem
razliéna nacina, tako je doloceni integral funkcije f na intervalu [a, b] Stevilo,
nedoloc¢eni integral funkcije f pa funkcija, bomo pokazali, da sta oba inte-
grala tesno povezana. Definirajmo funkcijo, ki predstavlja vez med dolo-
¢enim in nedoloc¢enim integralom.

DEFINICIJA. Naj bo f: [a,b] — R zvezna in zato integrabilna funkcija.
Potem za vsak z € [a,b] obstaja integral [ f(t)dt, zato lahko definiramo
funkcijo F': [a,b] — R s predpisom

Fla) = / " by

f

a x l; T

Ce je funkcija f pozitivna, potem nam funkcija F meri ploséino obmocja
med grafom funkcije f in abscisno osjo na intervalu [a, z]. V nadaljevanju
bomo pokazali, da je funkcija F odvedljiva. Odvod funkcije nam meri,
kako hitro se funkcija spreminja. To pa je v primeru funkcije F' odvisno od
vrednosti funkcije f v tocki x. ZapiS§imo to natancneje.

IZREK. (Osnowvni izrek analize.) Naj bo f: [a,b] — R zvezna funkcija.
Potem je funkcija

Flz) = / " rdt

odvedljiva, zato tudi zvezna, in

P =2 [ fod = fo).

Doxkaz. Pokazati moramo, da je limita diferencnega kvocienta funkcije F
enaka funkciji f, da je torej

F(z +h) — F(z)

Ao h = ().
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150 7. Doloceni integral

Izracunajmo najprej, koliko je razlika F'(z + h) — F(z). Velja

x+h x
F(:c+h)—F(x):/ f(t)dt—/ F(t)dt

= /az f(t)dt + /:Jrhf(t)dt - /: f(t)dt
o+h

_ / ()t

Po izreku o povpre¢ni vrednosti obstaja tak £ € [x,z + h], da je

1 x+h
= t)dt

16 == | foa
torej je
in zato je

a T e x+h b z
Sledi P b - F()

/ 1 x + - x R T _
(@) = tim DO ZIE g pe) = g,

saj je stevilo € € [z, x + h| in gre zato proti x, ko gre h proti nic. =

Pokazali smo, da je odvod funkcije F' enak funkciji f,
d xT
— t)dt =
= | = s,
torej je funkcija F' nedoloceni integral funkcije f,

/ f(z)dz = / " ryt.

V nadaljevanju si oglejmo, kako lahko izra¢unamo doloc¢eni integral s pomocjo
nedoloc¢enega integrala.



7.8. Zveza med dolo¢enim in nedolocenim integralom
IZREK. (Newton-Leibnizova formula.) Naj bo f: [a,b] — R zvezna funkcija
in naj bo G poljuben nedoloceni integral funkcije f, torej
G(z) = /f(x)dx
Potem je
b
/ f(x)dx = G(b) — G(a).
Dokaz. Naj bo G poljuben nedoloceni integral funkcije f, torej
G(z) = /f(:ﬂ)d:c
V prejsnjem izreku smo pokazali, da je funkcija
F(x) = / f(t)dt
vedno nedoloc¢eni integral funkcije f, vsi nedoloceni integrali funkcije f pa
se med sabo razlikujejo samo za konstanto, zato je
Gla) = / FO)dt + C.
Izrac¢unajmo, koliko je G(b) — G(a). Velja
b a
G(b) — G(a) = / fydt+C — </ ft)dt + C’>
b a b
_ / F(t)dt — / F(t)dt = / F(t)dt— 0
ab a a
_ / F(t)dt
Ol

OprpoMBA. Newton-Leibnizova formula pove, kako lahko izra¢cunamo do-
lo¢eni integral f; f(z)dz funkcije f na intervalu [a,b]. Najprej poisc¢emo
nedoloceni integral G funkcije f in nato izra¢unamo razliko funkcijskih
vrednosti G(z)|% = G(b) — G(a).

PRIMER. Se enkrat izra¢unajmo integral

/1 o+ 1)da.
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Najprej izracunamo nedoloceni integral

G(m):/(:c+1)dx:%2+x+0

in nato razliko
22 12 5
G(2)-GQ1) = E—I—Q—I—C’ — E+1+C 25.

Vrednost doloc¢enega integrala je torej

2 5
/ (z+ 1)dx = —.
1 2

Kadar racunamo doloceni integral s pomocjo nedoloéenega integrala, izracun
obi¢ajno piSemo na naslednji nacin

/12(x+1)dx: (%24—90) j: (§+2>—<1;+1> -2

Pri racunanju nedolocenih integralov smo si pomagali z vpeljavo nove
spremenljivke. Brez dokaza zapiSimo, kako lahko novo spremenljivko vpe-
ljemo tudi v doloceni integral.

IZREK. Naj bo u: [a,b] — R zvezno odvedljiva funkcija, torej u' zvezna
funkcija, in naj bo f zvezna funkcija na zalogi vrednosti funkcije u. Potem

je
b u(b)
w(x)u' (z)dx = w)du.
/afu))() /u(a)f()

PRIMER. Izracunajmo doloceni integral

1
2
/ e tlad.
0

Za novo spremenljivko izberemo u = 2% + 1, torej je du = 2zdzx. Izracunati
moramo Se novi meji, torej u(0) =1 in u(1) = 2. Velja

Voo 21 1
/ e Mardr :/ e'—du = —e"
0 1 2 2

Prav tako lahko pri ra¢unanju dolocenih integralov uporabimo metodo
per partes.

2

1 e“—e
25(62—61) .

1



7.4. Posploseni integral

1ZREK. Ce sta f in g odvedljivi funkciji na intervalu [a,b], potem velja

b b
[ 1@ @iz = f@@li - [ 1@

PRIMER. Izracunajmo doloceni integral

/ (x + 1) sin zdzx.
0

Izberemo u = f(xz) = x + 1 in dv = ¢'(x)dx = sinzdz. Potem je du =
f(z)dx =1-dz in v =g(z) = [sinzdr = — cosz, torej je
/ (x 4+ 1)sinzdr = (x + 1)(—cos )| — / (—cos x)dx
0 0
= ((m+1)(—cosm) — (04 1)(—cos0)) — (—sinz)|]
=n+14+1-0=7m+2.

7.4. PosploSeni integral

Oglejmo si, kako lahko posploSimo definicijo dolo¢enega integrala v pri-
meru, ko je funkcija f neomejena, in v primeru, ko je interval, na katerem
integriramo funkcijo f, neomejen.

DEFINICIJA. Naj bo funkcija f definirana na intervalu [a,b) in naj bo

lirr}) f(z) = co. Ce za vsak € > 0 obstaja doloGeni integral fabfs f(z)dz in e

T—r

obstaja tudi limita liH(l) f;ie f(z)dz, potem pravimo, da obstaja posploseni
e—

integral funkcije f na intervalu [a, b], in piSemo

b b—e
/ flx)dx = lig%] f(x)dx.

a

Na enak nacin definiramo posploSeni integral, ¢e funkcija f ni omejena v
krajiséu a intervala [a, b], torej

b b
/ f(x)dx = lim/ f(x)dx.
a e—0 ate
Ce funkcija f ni omejena v tocki ¢ € (a,b), potem posploseni integral
b
J

f(z)
J. f(x)dz. V tem primeru pisemo

/abf(x)dx - /:f(x)dx—i— /cbf(x)dx.

x)dx obstaja, ¢e obstajata oba posploSena integrala fac f(x)dx ter

8
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154 7. Doloceni integral

PRIMER. Izracunajmo posploseni integral

1
1
/ dx.
0 1—=x
1

Funkcija —7—= v desnem krajiscu intervala [0,1] ni omejena, zato bomo

najprej za € > 0 izracunali doloceni integral

l—¢ 1
/ dx
0 V1i—=z
in nato njegovo limito, ko gre € proti ni¢. Dolo¢eni integral bomo izra¢unali
s pomoc¢jo vpeljave nove spremenljivke u = 1 — z, torej je du = —dz.
Izrac¢unamo $e novi meji u(0) = 1 in u(1 — &) = &. Velja

1 1 1—e
/ ———dz = lim dm = hm/ —du)
0 1—=2x e—0 Jg 1—1‘ e—0 \/_
—hm - \/_|1—hm 2)(ve — V1) =2.
Yy
fla) = 7=

T

1

DEFINICLJA. Naj bo funkcija f definirana na intervalu [a,o0). Ce za

vsak M > a obstaja doloceni integral faM f(z)dz in ¢e obstaja tudi limita
lim faM f(x)dz, potem pravimo, da obstaja posploseni integral funkcije f
—00

na intervalu [a, 00), in piSemo

Ammeleml/ e

Na enak nacin definiramo posploSeni integral fioo f(x)dx, e je funkcija f
definirana na intervalu (—oo, a], torej

/_boo f(z)dx = Mlir{loo /Mb f(z)dz



7.4. Posploseni integral

Ce je funkcija definirana na celotni realni osi in za nek a € R obstajata po-
sploSena integrala [*_ f(z)dx in [° f(x)dz, potem obstaja tudi posploseni

integral
/_Z f(z)dz = /_; f(z)dx + /aoo f(z)dz.

OromBA. Ce posplogeni integral obstaja, potem pravimo tudi, da je po-
splosSeni integral konvergenten, ¢e ne obstaja, pa pravimo, da je divergenten.

PRIMER. Izracunajmo posploseni integral

(o]
4
/ 5 dx.
0 X —|—4

Doloceni integral bomo izracunali s pomocjo vpeljave nove spremenljivke
u =%, torej je du = 2dz. Izracunamo Se novi meji u(0) = 0 in u(M) = &L.

Velja

[ee) M M 4
/ ——dr=lm [ ———de=lm [ ————do
0 T +4 M—oc Jg X +4 M—oo J 4((%) +1

M
> M
= lim : 5 2du = lim 2 (arctanu)|
M—oo Jog U+ 1 M—0c0
M
= lim 2 [ arctan — — arctan(0 | = 2 (E — 0) = .
M—oc0 2 2
Y

: ;

OPOMBA. Pri rac¢unanju posplosenih integralov obi¢ajno na vmesnih kora-
kih ne piSemo limite, kot smo jo v obeh primerih, temvec Sele na zadnjem
koraku, ko vstavljamo meje v nedoloceni integral, upostevamo, da je po-
trebno izracunati limito dobljene funkcije.
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156 7. Doloceni integral

7.5. Uporaba dolocenega integrala

Izracun ploséine krivoértnega lika. Naj bo f: [a,b] — R pozitivna
integrabilna funkcija. Potem je po definiciji dolo¢enega integrala integral

/a b f(z)dz

ravno plos¢ina med abscisno osjo in grafom funkcije f na intervalu [a, b].
Ce integrabilna funkcija f: [a,b] — R na intervalu [a,b] ni povsod po-
zitivna, potem interval [a,b] razdelimo na taki podmnozici, da je na eni
podmnozici funkcija nenegativna in na drugi negativna. Plos¢ina med ab-
scisno osjo in grafom funkcije f je potem vsota integrala funkcije f na prvi
podmnozici in integrala funkcije f na drugi podmnozici pomnozenega z —1.

)

Naj bosta f in g integrabilni funkciji na intervalu [a, b] in naj bo f(x) >
g(x) za vsak x € [a,b]. Potem je plos¢ina obmocja med grafoma funkcij f
in g na intervalu [a, b] enaka

y)

N /\/
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Ce za nekatere z € [a,b] velja f(z) > g(x), za nekatere = € [a,d]
pa f(x) < g(x), potem, podobno kot prej, interval [a, b] razdelimo na dve
podmnozici in nato na podmnozici, kjer je f(x) < g(x), integral pomnozimo

z —1.

y)

PRIMER. Izracunajmo plos¢ino obmoc¢ja med grafoma funkcij

1 1
flx) = 53:—}—1 in g(z)= 53:2—1—1

na intervalu [—1,2]. Najprej moramo poiskati vsa presec¢isca grafov funkcij

f in g. Veljati mora f(z) = g(z), torej

Enacbo poenostavimo,
z(1l—x) =0,

in dobimo, da sta resitvi 1 = 0 in z9 = 1. Na intervalih [—1,0] in [1,2] j

f(z) —g(x) = %erl— (%xz—l—l) = %(x—ﬁ) = %x(l—x) <0,

torej f(x) < g(x), na intervalu [0, 1] pa je

f(@) — gla) = 32(1-2) 2 0,
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torej f(z) > g(x). Sledi, da je plos¢ina obmoc¢ja med grafoma funkcij f in
g enaka

[\)
][9]

—1 0| 1 2 @

Loc¢na dolzina krivulje. Naj bo krivulja podana z zvezno odvedljivo
realno funkcijo f. Zanima nas dolzina krivulje, ki predstavlja graf funk-
cije f, od tocke (a, f(a)) do tocke (b, f(b)). Na krivulji si izberemo tocke
Ti(zk, f(zx)), k= 0,...,n, pri ¢emer je g = a in x, = b. Tocke povezemo
z daljicami in dobimo poligonsko ¢rto, katere dolzina je po Pitagorovem
izreku enaka




7.5. Uporaba dolocenega integrala

Ty
f(x—1) —
f(iUk)J N

a=2xo Tk-1 Tk b=z, z

Ta dolzina je tem boljsi priblizek dolzine krivulje, ¢im krajSe so razdalje
med tockami Ty _; in Tj. Razliko f(zy)— f(zk—1) s pomoc¢jo Lagrangeovega
izreka zapiSemo na naslednji nacin

f(@r) = f(r—1) = f/(&) (@r — zp—1),

kjer je & € (z—1,2k). Sledi, da je dolzina poligonske érte enaka

V@ —ae)? + (f(xr) — fwr-1))?
k=1

=" Vi — o) + (@)@, — o)’
k=1

=3 VI (@) (o — w1):
k=1
Definiramo integralsko vsoto
ST VI (FE)2 2k — 2)
k=1

in pogledamo, koliko je limita integralskih vsot, ko gre n — oo in d; — 0,
pri ¢emer je 0 = x — T_1 za vsak k. Ce limita obstaja, potem je dolzina
krivulje enaka

b
s = / V14 (f'(x))%de.

PRIMER. Izracunajmo obseg zgornje polovice kroznice s polmerom a, ki je
podana s predpisom
f(@) = Va2 — a2

od tocke —a do tocke a. Najprej izracunamo
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Pri racunanju bomo vpeljali novo spremenljivko u = %, torej du = %dm,
novi meji bosta u(—a) = —1 in u(a) = 1. Velja

_TII2+(I)2

a

= 7d

T 22 . /7_902%
/ e [
—a q4/1 1—u2

— g arcsinu|' |, =a (— - (——)) = 7a.
2 2

2
1+ dzx
W)

V nadaljevanju izpeljimo, koliko je lo¢ni diferencial. Dolzina krivulje,
ki predstavlja graf funkcije f, od tocke (a, f(a)) do tocke (z, f(x)) je

0= [ VIFGOP

torej
=1+ (¥ (2))%dx.

Zapisemo 1y’ = j—g in dobimo
ds® = dx? + dy?.

Oglejmo si Se, kako izracunamo dolzino krivulje, podane v parametriéni
obliki, torej z = x(t) in y = y(t). Odvod funkcije po spremenljivki ¢ pogosto
oznacimo s piko, torej flj—f =z in d—?z’ =19. Velja

(&) - (%) (%)

§% = &% + %

ds = sdt = \/i2% + 92dt,

je dolzina parametri¢cno podane krivulje enaka

B
:/ Va2 + g2dt.

oziroma

Ker je

PRIMER. Izracunajmo obseg kroznice, ki je podana v parametri¢ni obliki

r =acost, y=asint,
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vrednosti parametra t se spreminjajo od « = 0 do S = 2w. Najprej
izracunamo ¢ = —asint in § = acost. Velja

S

B 2m
/ Va2 + g2dt = V/ (—asint)? + (acost)2dt
« 0

2
= / adt = at|f™ = 2ma.
0

Prostornina rotacijskega telesa. Naj bo f nenegativna zvezna funk-
cija. Zavrtimo graf te funkcije okrog abscisne osi in dobimo rotacijsko
ploskev.

Zanima nas prostornina obmocja, ki je omejeno s to rotacijsko ploskvijo
in ravninama x = a in x = b. Interval [a,b] razdelimo na podintervale
[Tp—1,2k], a = 20 < 21 < ... < Ty = b, in izberemo & € [r_1, 7] za
vsak k = 1,...,n. Potem je prostornina rotacijskega telesa nad intervalom
[xk—_1, 2k priblizno enaka prostornini valja s polmerom f (&) in visino zj —
Tp_1, torej

T (f(&))* (@ — Tp—1)-

161



162 7. Doloceni integral

(&)

Definiramo integralsko vsoto

Do (F(E)) (wr — mi1)
k=1

in pogledamo, koliko je limita integralskih vsot, ko gre n — oo in d; — 0,
pri ¢emer je 0p = xp — x_1 za vsak k. Limita integralskih vsot je potem
enaka prostornini rotacijskega telesa, torej

b
V= 71'/ (f(z))*d.

PRIMER. Izracunajmo prostornino krogle s polmerom a. Krogla je rotacij-
sko telo, dolo¢eno z grafom funkcije

fla) = Va2 =22

od tocke —a do tocke a. Prostornina krogle je potem

ver [ Geran [ @ - =s (2= )

—a —a

=T a3—a—3— —a3+a—3 _47ra3
N 3 3 3

a

—a

Povrsina rotacijskega telesa. Naj bo f nenegativna zvezno odvedljiva
funkcija. Zavrtimo graf te funkcije okrog abscisne osi in dobimo rotacijsko
ploskev.
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Zanima nas povrsina rotacijske ploskve nad intervalom [a, b]. Interval [a, b]
razdelimo na podintervale [xy_1,2k], a = 29 < 21 < ... < x,, = b, in izbe-
remo & € [xg_1, k| za vsak k = 1,...,n. Potem je povrsina rotacijskega
telesa nad intervalom [x_1, x| priblizno enaka povrsini plaséa prisekanega
stozca s polmeroma f(xg_1) in f(zy) ter stranico s, torej

o J(xp—1) + f(xp)

. 2 . Skf‘

Pri rac¢unanju lo¢ne dolzine smo pokazali, da je

sk =1+ (f(&)*(xr — v-1)
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za nek & € [xg_1,xk|, torej je povrsina plasca prisekanega stozca nad
intervalom [zj_1,x] enaka

flap—1) + flar)
2

2

+ (f"(&r)? (xp — 1)

Definiramo integralsko vsoto

22 o) 210 A @ - o)

in pogledamo, koliko je limita integralskih vsot, ko gre n — oo in §; — 0,
pri ¢emer je 0 = xr — x_1 za vsak k. Ker je funkcija f zvezna, je

lim flap—1) + f(xr)

Tp—1—T) 2

= f(zk).

Limita integralskih vsot je potem enaka povrsini rotacijskega telesa, torej
b
p- 27T/ F@)VI+ () da.
a

PRIMER. Izra¢unajmo povrsino krogle s polmerom a. Krogla je rotacijsko
telo, doloceno z grafom funkcije

f(z) =Va?—a?

od tocke —a do tocke a. Najprej izracunamo

fla) = s

a? — x2?

Povrsina krogle je potem

2
P=2r f W1+ (f'(z dx—27r/ a2—x2-\/1+%da€
a’? —x
_ 2 2
=27 \/ 2 _ g2 \/ x—f—:c :c—27r ad:c
—a 704

= 27a z|*,, = 2ma (a — (—a)) = 4ma’.
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Delo, ki ga opravi sila vzdolz premice. Delo, ki ga opravimo, ce
delujemo s konstantno silo F' vzdolz premice od tocke a do tocke b na
razdalji s = b — a, izra¢unamo po formuli

A=F-s.

Ce sila na celotni poti ni konstantna, torej je F = F(z), potem izra¢unamo
delo s pomocjo integrala

A= / P,

PrRIMER. Ce zelimo raztegniti na enem koncu pritrjeno vzmet od tocke a do

tocke b, potem se po Hookovem zakonu sila povecuje po formuli F'(z) = kz,
k je konstanta odvisna od vzmeti. Delo, ki ga opravimo, je potem

b b 2
/ F(z)dx :/ kxdx = k;

Dolocanje konvergence Stevilske vrste. Spoznali smo ze vec kriterijev
za dolocanje konvergence Stevilske vrste, na primer kvocientni in korenski
kriterij. Vendar pa ni vsak kriterij dober za dolocanje konvergence katere-
koli vrste. Tako, na primer, z nobenim izmed omenjenih dveh kriterijev ne
moremo dolociti konvergence harmonicne vrste. Oglejmo si Se en kriterij, s
katerim preverjamo konvergenco vrste s pomocjo doloCenega integrala in s
katerim bomo Se enkrat pokazali, da harmoni¢na vrsta divergira.

bk

= §(b2 — a2).

a

IZREK. (Integralski kriterij.) Naj bo a naravno Stevilo in f nenegativna,
zvezna in padajoca funkcija na intervalu [a,00). Potem posploSeni integral

/aoo f(z)dz

> fn)

bodisi oba konvergirata bodisi oba divergirata.

in Stevilska vrsta

Dokaz. Naj bo n > a. Ker je funkcija f padajoca, za vsak x € [n,n + 1]
velja f(n) > f(x) > f(n+ 1), zato je plos¢ina pravokotnika z visino f(n)
nad intervalom [n,n + 1] enaka ali ve¢ja od plos¢ine obmo¢ja pod grafom
funkcije f nad intervalom [n,n + 1], ta plos¢ina pa je enaka ali vecja od
ploscine pravokotnika z visino f(n + 1) nad intervalom [n,n + 1]. Torej je

n+1
f(n) > / f@)de > f(n+1). (2)
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166 7. Doloceni integral

Naj bo N poljubno naravno stevilo ve¢je od a. Neenakost (2) velja za vsak
n > a, zato velja tudi, Ce seStejemo ustrezne ¢lene, torej

N N rnt1 N N+1
IVOED SN BFIGLTES SHUESIE S0}
n—a n=a’ " n=a n=a+1

Upostevamo Se lastnost dolo¢enega integrala, da je

[ s [T = [ s

in dobimo
N N+1 N+1
Simz [ sz 3 s,
n=a a n=a+1

Ce je stevilska vrsta konvergentna, torej konéna, potem je

/mf@MwSE:ﬂm,

zato je v tem primeru konvergenten tudi posploSeni integral.

y)

aa+1la+?2 T




7.5. Uporaba doloc¢enega integrala

Ce pa je konvergenten posploseni integral, je

> 9]

> sw< [ s,
n=a+1 a

torej je v tem primeru konvergentna tudi Stevilska vrsta.

Y

X

aa+1la+?2

O

OproMBA. Kljub temu, da posploseni integral faoo f(z)dz obstaja natanko
o0

tedaj, ko obstaja stevilska vrsta > f(n), to Se ne pomeni, da sta posploSeni
n=1
integral in Stevilska vrsta enaka, kadar obstajata.

PRIMER. S pomocjo integralskega kriterija preverimo konvergenco vrste
>!
n=1 n

Ker je posploseni integral

1
/ —dxr = lim log N = o0
1 X N—oo

divergenten, je divergentna tudi harmoni¢na vrsta.

OprpoOMBA. Na enak nacin, kot v prejSnjem primeru, lahko pokazemo, da

Stevilska vrsta
[oe)

1

ne
n=1

konvergira natanko tedaj, ko je a > 1.
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