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Fovzetek

V delu obravnavamo lokalno konveksne topoloske vektorske
prostore, katerih topologija se da definirati z neko druZino
polnorm, ki imajo Se lastnost, da Jjih lahko izrazimo s polska-
larnimi produkti.

V takih prostorih, ki Jjih bomo na kratko imenovali H-lokal-
no konveksni prostori, vpelJjemo pojem ortogonalnosti vektorjev,
izraZanje linearnih zveznih funkcionalov, definiramo poJjem ad-
jungiraneza operatorja in proucimo nekatere njegove lastnosti.
V naslednjih poglavjih Studiramo strukturo algebef operatorjev,
ki delujejo v takem prostoru. lMed temi algebrami najdemo opera-
torsko algebro, ki Jje primer tako imenovane LMC“—algebre in je
posploitev C -algebre.

V zadnjem poglavju dokaZ%emo za poljuben sebiadjungiran ope-
rator v H-lokalno konveksnem prostoru njegovo spektralno razcle-

nitev.
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H-lokalno konveksni topologki vektorski prostori so poseben
razred lokalno konveksnih prostorov in so posplofitev Hilberto-
vih prostorov, podobno kot so sami lokalno konveksni topoloski
vektorski prostori posploSitev normiranih prostorov.

Primeri H-lokalno konveksnih prostorov so zelo pogosti, sa]
so na primer vsi nuklearni lokalno konveksni prostori tudi ta-
ke vrste. Ker je razred nuklearnih lokalno konveksnih prostorov
zelo bogat, saj vanje spadajo skoraj vsi lokalno konveksni pros-
tori, ki niso normirani (gl. [21]), vidimo, da Jje njihov pomen
velik. Kot najpogostejgi zgled bomo vzeli prostor funkeij, ki
s0 s kvadratom lokalno integrabilne na R (Léoc(ﬂ))’ v katerega
vpeljemo topologijo z druZino polnorm pn(f) = (:ﬁ}(t)f2dt)l/2.

H-lokalno konveksne prostore Je zaenkrat obravnaval le T.Pre-
cupanu v &lankih [13], [14],[15]) in [22], vendar je proucdeval
le strukturo takega prostora samega ter linearne funkcionale v
njem. Izkazalo se Je tudi, da se da takSne prostore deloma tu-
di povezati s tako imenovanimi topoloSkimi polobsegi, delo Ii.
Ja. Antonovskega in njegovih sodelovcev ([2],[3],[4]), vendar
se zaradi te?ko dostopne literature nismo spusdali v to teori-
Jo.

Studij strukture H-lokalno konveksnega prostora samega in
linearnih funkcionalov v njem, ki ga obravnavajo l.,2.,3. in
7. poglavje, smo v glavnem povzeli po literaturi. Fri tem smo

preci~irali pojem H-konveksne mnoZice, preko katere lahko uve-



demo I-lokalno konveksno topolo;ijo in dokazali nekaJ novih
izrekov.

Vec smo se ukvarjali s proucevanjem operatorjev, ki deluje-
jo v takem prostoru, ker to podroédje v literaturi Se ni bilo
obdelano., Tako v 4. in 5. pozlavju raziskujemo zveznost linear-
nih operatorjev, uvajamo pojem adjungiranega operatorja in opo-
zorimo na tezave, ki nastanejo ob tem. Na Zalost se izkaZe, da
se za vsak operator ne da definirati adjungiranegza operatorja.
V petem poglavju dokaZemo nekaj izrekov v zvezi s spektrom ope-
ratorja.

V Sestem poglavju obravnavamo strukturo nekaterih algeber
operatorjev, v katere vpeljemo primerno topologijo. Ena najvaZ-
nejSih je algebra ¥ *(X) vseh zveznih linearnih operatorjev, za
katere obstaja adjungirani operator. Pokazali smo, da Jje ta al-
gebra primer tako imenovane LNC -algebre, ki jih je v sploSnen
obravnaval X. Schmiidgen v [18]. Posebna podalgebra te algebre
Je izomorfna neki von Ileumannovi algebri.

Zadnje poglavje je posveceno studiju projektorjev in spektral-
ni razclenitvi. Iri tem se nam Je posrecdilo dokazati spektralno
razc¢lenitev za poljuben sebiadjungiran operator, ki deluje v H-
lokalno konveksnem prostoru, katereza topologijo definira Zte-

ven sistem polnorn.



1. OSNCVNE DEFINICIJE IN STRNITEV ZNANIH REZULTATOV

aJ bo X lokalno konveksen topolosSki vektorski prostor nad
obsegom realnih ali kompleksnih Stevil, ¢igar topologijo doloca
sistem polnorm P - {D4},.4 » kier je 4 neka delno urejena mnoZ¥ica
indeksov. Vsaka od polnorm p, naj ima Se lastnost, da se da iz-

raziti z nekim polskalarnim produktom
Py (X) = (x,x)ﬂ];/g s xeX, el (1.1

Besedi "polskalarni produkt" bosta pomenili tako bilinearno for-
mo ( ,) :+ XxX+—>C, ki ima vse lastnosti skalarnega produkta, le
iz pogoja (xXyx) = O ne sledi x = 0. T. Precupanu [13] imenuje

polnorme s tako lastnostjo hilbertske polnorme.

1.1 DEFINICIJA Iinearni topoloski vektorski prostor X imenu-

jemo pred-H-lokalno konveksen, ¢e njegovo topologijo lahko de-

finiramo z neko druzino hilbertskih polnorm.

Za indeksno mnoZico A bomo Se predpostavili, da Je usmerjena,
se pravi: za poljubna indeksacx,3c£sobstaja skupni naslednik

d¢ /\ z lastnostna
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Skupaj 2z mno¥ico 4 naj bo usmerjena in delno urejena tudi dru-

_— 0
Yina polnorm J':

Aed = D(x) g py(x) ;5 xeX
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le druZina polnorm {p,} ni usmerjena, lahko preidemo na ekvi-
valentno dru?ino {p;ﬁ y ki ima to lastnost. Vzeti Jje treba le
druzino i pa(x) = ( E:pg(x))l/e, Bebﬁ], kjer je {3 dru?ina kon-

aeB
¢nih podmno¥ic iz A . Pri tem so tudi polnorme Py hilbertske

(gl. [13]).
Da bo topologija na takem prostoru separirala tocke, bomo Se
zahtevali, da bo druZina polnorm g’zadostna, se pravi: za vsak

x € X obstaja vsaj en indeks ¢4 z lastnostjo
Px(x) # 0O

Topologijo nam torej definira sistem polnorm ip s Seveda pa
imamo lahko Se veliko polnorm, ki ne spadajo v to druZino. Rekli
bomo, da Je polJjubna polnofma p na pred-H-lokalno konveksnem pro-
storu X zvezna natanko tedaj, ko obstaja Stevilo ¢ >0 in neka

polnorma pkei? z lastnostjo
pix) £ ¢ pulx)

za vsak x € X, Hitro se lahko prepricamo, da lahko topologijo
naSega pred-H-lokalno konveksnega prostora definiramo z njego-
vimi zveznimi polnormami.

Zahtevali bomo tudi, da so vse polnorme Fk&ﬁ) netrivialne,
kar pomeni: p, # 0, za vsak x¢d .

Pojavi se vprasanje, kdaj je neka polnorma p hilbertska ?

1.2 TRDITEV Polnorma p je hilbertska natanko tedaj, ko za

poljubna elementa x,y€ X velja
pZ(x+y) + po(x-3) = 2(p3(x) + p°(¥)) (1.2)
Ce Jje neka polnorma p hilbertska, Jje z relacijo

(x,5) = %[pg(x+y)-p2(X-y)+ip2(X+iy)—ipa(x—iy)] (1.3)
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natané¢no dolocen polskalarni produkt v prostoru X.
Dokaz. Ce je p hilbertska polnorma, se da zapisati v obliki
2
pT(x) = (x,x)

kjer je na desni neki polskalarni produkt in (1l.2) sledi direk-
tno. Ce za neko polnormo p velja relacija (1.2), zanjo defini-
ramo bilinearno formo (x,y) v obliki (l.3), ki za y=x dobi ob-
liko

(x,%) = &[4p%(x)+21p2(x)-21p°(x)] = p2(x) (1.4)

od koder sledi najprej (x,x) = 0. S krajdim radunom se prepri-

¢amo, da velja tudi

Qx +lfy,z) = Mxy2) + &(y,z)
in

(x,5) = (Yﬂcj

To pomeni ( , ) je polskalarni produkt in zveza (l.4) nam pove,
da se na3a polnorma p izraZa z njim, torej je res hilbertska. Iz
zapisa (l.3) se neposredno vidi, da Jje za poljubna x,y€ X s pol-

normo p enoliéno dolodena vrednost (x,y)¢< C.

1,3 KOROLAR Naj bo p hilbertska polnorma in x,y € X taka vek-

torja, da velja p(x) = p(y) = 1. Potem za vsak £ >0 obstaja

tak ¢ >0, da velja trditev
p((x-y)/2)>€ = p((x+y)/2)< 1 - o (1.5)

Dokaz. UpoStevajmo relacijo (1.2), ki ji lahko tudi redemo

paralelogramsko pravilo

p((x+3)/2)° + p((x-y)/2)° = 1
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0d tod dobimo

p((x+3)72)= VA = p((x=3)/2)2 < V1-2 < 1 = &

Lahko tudi recdemo, da velja za hilbertske polnorme pogoj enako-
merne konveksnosti.

Ce vzamemo poljubno polnormo pe{P in poljuben £ >0, je mnoZi-
ca

Uf = {xé}{, p(x)cEj’

konveksna (x,¥ ¢ Uf, I g1 = Ax+(1-Ny e U‘;p) in uravnovesSena

(x:eUf, [Al¢1 = Ax ¢UY) okolica izhodi%da. Velja tudi obratno,
de imamo neko konveksno, uravnoveZeno in absorbirajodo (za vsak
x € M obstaja Stevilo « >0, da Je é xe M) mnoZico Mc X, potem z

njo dobimo neko polnormo s pomocjo funkcionala Minkovskega
p(x) = inf{l; A>0, %xem}
Iz [7] povzemimo

l.4 TZREK Linearni topoloski vektorski prostor Jje natanko
tedaj lokalno konveksen, ko v njem obstaja baza konveksnih

in uravnovesSenih okolic izhodi3é&a.

VpraSajmo se, kakSna naj bo mnoZica, da bo ustrezna polnorma,
ki jo dobimo preko funkcionala Minkovskega, hilbertska. VpelJji-
mo najprej pojem H-gladke mnoZice, ki ga Jje uvedel T. Precupa-

nu v [14] in [22].

1.5 DEFINICIJA MnoZica M je v linearnem vektorskem prostoru

X H-gladka, Ce za polJjubni Stevili «,320 ter vektorja xexli
in ye¢pli obstajata taki konstanti so;QJ;Ch da velJjajo nasled-

nji pogoji
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1. S, * to
2) x % yesor-'l

3) x - y et M

Hitro se lahko prepricamo, da Je H-gladka mnoZica simetridna in
vsebuje izhodisde. Ce hodemo, da ima njen funkcional Minkovske-
ga vse lastnosti polnorme, moramo predpostaviti Se, da Jje urav-
noveSena. Vpeljimo Se eno vrsto mnoZic, ki imajo tudi to last-

nost.

1.6 DEFINICIJA UMnoZica M Je v linearnem vektorskem prostoru

X H-konveksna, e za poljubni Stevili o, »>20 ter vektorja

xe ¥ in ye pM obstajata konstanti so,tog o, da velja

< 2(«2 +(32)

2 2
1) s, + to

2) X + y € sM za vsak s2s,

3) X - yetM za vsak tzt,

Oc¢itno Jje H-konveksna mnoZica tudi H-gladka mnoZica. Oglejmo si
Se nekaj njenih lastnosti; pri tem bomo vcasih lolevali primer

realnega in primer kompleksnega vektorskega prostora.

1,7 TRDITEV Naj bo M H-konveksna mnoZica v realnem linear-

nem vektorskem prostoru. Potem ima lastnosti
(1) O€eH
(2) Ce je xeMin -1 €1, je Axel

(3) Ce sta x,yel, je tudi (x+y)/2eHM

Dokaz. Ce v zadnji definiciji vzamemo y=x in «=3=1, dobimo O =
= Xx-x & tll za vsak t 2%, od koder ze sledi prva lastnost.

Pri istih elementih dobimo tudi x+x = 2x ¢ sM za vsak s 285,
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Ker je s, <2 zaradi pogoja s2 + £° < 4, je tudi x+x = 2x e sM

o) o)
za vsak s 22, kar ravno pomeni )\ xe¢ M, pri Semer je O£l = 2/s%
< 1. Ce vzamemo X=0, %=1, x=0€ M ter poljuben ye¢ M, dobimo O+y =
y€si in O-y = =y ¢ tlM za poljubni Stevili s in t, ki zados-

¢ata pogojem s2 Sy t 3170 in 32 + tg < 2. V posebnem je yesolvi

o)
in -yet M. Uporabimo Se enkrat lastnosti mnoZice M in ugotovi-

mo, da obstajata Stevili s, in ¢, z lastnostjo s% + t% £ 2(5§+t§),§

< 4, da velja (-y)-y = -2y ¢ tM za t2t,. Ker je t;<2, velja
tudi -2y ¢ tM za t 22, kar ravno pomeni -JyeM, e je le A =
= 2/t £ 1.
Doka?imo Se zadnjo lastnost v zgornji trditvi. Vzemimo polju-
bna elementa x,y ¢ M, potem obstajata konstanti So
2 2

dosScata pogoju s, + t, €4, da velja x+yesM za vsak s2s_.

in tos ki za-

Ker je s, ¢ 2, lahko vzamemo s = 2 in dobimo x+y €2, s ¢imer
smo zgornJjo trditev v celoti preverili.

Iz zadnje lastnosti zgornje trditve sledi, da H-konveksni
mnozici M ne manjka dosti do konveksnosti, saj za x,y€¢ M sledi
tudi tx + (l-t)ye M za vsak parameter t oblike t = k/2", k =
= 0y1lye..0,2"; ne N. Da taka mnoZica v sploZnem ni konveksna,
lahko preverimo na primeru M = {(u,v)eRE, jul € 1}\{(u,v) é Rg,

ful = 1, ve Q}.

1.8 TRDITEV Ce je mnoZica M H-konveksna, je taka tudi mno-

Zica AM, kjer je l poljubno realno Stevilo.

Dokaz. Naj bo najprej A>0. Vzemimo oy,»20, xe «(AM) = («A)M
ter yep(AM) = (WM. Ker je mnoZica M H-konveksna, obstajata
konstanti so,toe_. O z lastnostmi: 1) s§+t§ e 2(«2A2+ (bz?)«e),

2) x+yesk za s2s, in 3) x-y etll za t 2t . Ce zgoraj povsod

0o

piSemo s; = s A, tJ = t /A, 8=

: 5 s/a in t°= t/2, veljajo enaki
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pogoji za konstante sé, té, s’in t, kar pomeni, da Jje tudi mno-
zica All E-konveksna.

Ce je ) <0, lahko piSemo AM = (-))(-li), kjer je -A>0 in ker
je tudi mnoZica (-M) po trditvi 1.7 H-konveksna, preidemo na prej-

$nji primer. Se preprostej$i je dokaz zgornje trditve, &e je )=0.

1.9 ILEMA (e je M H-konveksna in absorbirajoda mnoZica v re-
alnem linearnem vektorskem prostoru, je njen funkcional Min-

kovskega Py hilbertska polnorma.

Dokaz. Ker je mnoZica M H-konveksna, je tudi H-gladka in po tr-
ditvi 1.7 tudi uravnovesena. V [14] je pokazano, da je njen fun-
cional Minkovskega Py tedaj polnorma. Preverimo Se, da je hil-
bertska. V ta namen vzemimo poljuben £ >0 in piéimocx=pﬁ(x)+5
ter!5=pﬁ(y)+2, se pravi x<¢*M, ye (M. Ker je tedaj x+yeasoN,x-ye§M,
je py(x+y) ¢ s, ter pm(x—y) £t . 0d tod dobimo

pﬁ(x+y)+p§(x—y) < s§+t§ < 2(m2+ﬂ?) = 2(p§(x)+p§(y) +
+ 25PM(X)+2£PM(Y)+2€2)
od tod sledi
po(x+y) + pa(x-y) = 2(p2(x) + p2(¥))-
Ce v tej neenadbi zamenjamo x 2z x+y in y 2z x-y, dobimo Ze

obratno neenakost, kar pomeni, da Jje Py Tres hilbertska polnorma.

1.10 IZREK Naj bo M H-konveksna in absorbirajoca mnoZica v

kompleksnem linearnem vektorskem prostoru X, ki ima Se last-

nost

CUM = M (1.6)

za vsak «weC, za katerega velja lw| = 1. Potem Jje funkcional
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Minkovskega pj; hilbertska polnorma.

Dokaz. Iz trditve 1.7 in predpostavke (1.6) sledi, da je mnoZi-
ca M tudi v kompleksnem prostoru uravnovesSena. Ker je tudi ab-
sorbirajoda, je p, polnorma, ki je po prejsnjem izreku tudi hil-
bertska.

Ime jmo sedaj neko hilbertsko polnormo p in si oglejmo, kaksSne

lastnosti ima mnoZica M = {x, p(x) ¢ 1}.

1,11 IZREK Naj bo p hilbertska polnorma v realnem ali kom-

pleksnem linearnem vektorskem prostoru. Potem Je mnoZica

M ='{x, p(x)s 1} H-konveksna, uravnove3Sena in absorbirajocda.

Dokaz. Ker je p polnorma, je mnoZica M uravnovesSena in absorbi-
rajocla [20]. Dokazimo, da je tudi H-konveksna. Naj bo xe«l,
yepM in %, 20, potem Je p(x)sx, p(y)e( in p(x+y)< a+(> ter
p(x-y)< *+p. PiSimo s, = p(x+y) in t, = p(x-y). Ce Je s2s, in
tgto, je oCitno x+y< sM in x-y ¢ tM. Ker je p hilbertska pol-

norma, dobimo Se oceno
t2+52 = p2(x+y)+p (x-3) = 2(p°(x)+p°(7)) £ 2(o%+ )

kar pomeni, da je M H-konveksna mnoZica.
Zdruzimo dobljene ugotovitve v izrek, ki Jje analogen izreku

1l.4.

1.12 TZREK Linearen topoloski wvektorski prostor Jje H-lokal-

no konveksen natanko takrat, ko obstaja v njem baza okolic
izhodisca iz H-konveksnih mnoZic. V primeru kompleksnega pro-

stora morajo okolice zadoSdati Se pogoju (1.6).
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Obicdajno bomo imeli vel kot Stevno nasSih polnorm {Rxhnuﬂ? ce
jih je le Stevno, lahko namesto njih uvedemo ekvivalentno dru-

Zino {pi}ieN’ za katero velja

AN

pi(x) £ pi(x) £ p3(x)E ..n. 5 xeX

Lokalno konveksen prostor s Stevno polnormami je pred-Frechetov,
saj lahko definiramo v njem metriko

(==

;) Pn(x'Y)
W03) = 2 Sn Top o)
n=1 n

Oglejmo si nekaj primerov pred-H-lokalno konveksnih prostorov.

l. Naj bo X=L%°°(R) - prostor funkeij, ki so lokalno s kvadratom
sumabilne. V tem prostoru imejmo druZino polnorm €)= {pn, neN},
kjer Je

p (x) = {flx(tn 2a8)2 § xe13°°(m)

ki se izraZajo z ustreznimi polskalarnimi produkti

(x,5) = Jx(£)7(6) at

2. Naj bo X —”?X - produkt predhilbertovih prostorov X y kjer
Je J neka 1ndeksna mnozica. Za druZino polnorm vzamemo J {p ’
ie Jf, kjer Jje

p;(x) = ixyy 5 xe(xy)j,7€%

3. Naj bosta X in Y poljubna lokalno konveksna prostora ter
B(, ): Xx Y+>C€ bilinearna forma. Ce v prostor X vpeljemo
8ibko topologijo 3(X,Y), ki jo doloda druZina polnorm 5-{py;er
oblike

py(x) = [B(x,y)|, xex



je X pred-H-lokalno konveksen prostor. Poseben primer je, de vza-

memo Y = X’ z naravno bilinearno formo {x,x")=x"(x).

4, Nuklearni prostori, le-ti imajo topologijo definirano s pol-
normami, ki so doloclene preko funkcionala Minkovskega takih oko-
lic izhodisca U, za katere obstaja okolica V in zaporedje line-
arnih zveznih funkcionalov {fn} z lastnostjo jﬁpvo(fn)<cﬂ, pri
tem Je i polara mnozice V. Te polnorme se i;;;Eajo s polskalar-

nimi produkti oblike
(x’y)U = #(VO ) f(x!a)\-y!a)d/“'
vi! [
kjer je 4 pozitivna Radonova mera (g1.021] s

Kako iz nekega pred-H-lokalno konveksnega prostora zopet do-

bimo prostor takega tipa, nam bo povedal izrek, ki ga dobimo v

[13].

1.13 TZREK 1. Vsak linearni podprostor pred-H-lokalno kon-

veksnega prostora je zopet pred-H-lokalno konveksen.

2. Naj bo Y linearen podprostor pred-E-lokalno
konveksnega prostora X, potem Jje kvocientni prostor X/Y zo-
pet pred-H-lokalno konveksen .

3. Direkten produkt in direktna wvsota pred-H-lo-
kalno konveksnih prostorov Je pred-H-lokalno konveksen pros-

tor.

4, Induktivna in projektivna limita pred-H-lokal-

no konveksnih prostorov je pred-H-lokalno konveksen prostor.

Oglejmo si sedaj Se nekaj pojmov, ki jih bomo kasneje rabili.
Naj bo [ neka delno urejena in usmerjena mnoZica. MnoZico { Xl ~<

¢ X imenujemo posploSeno zaporedje. Definicijo konvergence take-
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ga zaporedJja vzemimo iz splosSnega lokalno konveksnega prostora.

1.14 DSFINICIJA  PosploSeno zaporedje {xX,J,, konversira v

lokalno konveksnem prostoru X k elementu x¢ X, e za vsak ¢;0

in poljubno polnormo p“e‘? obstaja tak indeks g(,er, da velja
Po(xX;- %) < €

za vsak indeks 4 2, . Podobno redemo, da je posploSeno zapo-

redje {xé.};d. Cauchyjevo, ¢e za poljuben € >0 in poljubno

polnormo p“e? obstaja tak indeks J;J sy da velja
pu(x;‘ - x&) < &
za poljubna indeksa Jl,Jegjo.

Vsako konvergentno zaporedje Jje ocitno Cauchyjevo. Lokalno kon-
veksen prostor imenujemo poln, ¢e Jje vsako Cauchyjevo zaporedje

v njem konvergentno.

1,15 DEFINICIJA Poln pred-H-lokalno konveksen prostor imenu-

jemo H-lokalno konveksen prostor.

Ker v splosnem za neko polnormo pdeﬁ) velja p,(x)=0 tudi za

nekatere nenicfelne elemente x ¢ X, definirajmo mnoZico
Iy ={xeX, py(x) = o}

Imenujmo Jjo mnoZica izotropnih elementov polnorme p“e'?. DokaZi-

mo nekaj lastnosti teh mnozZic.

1,16 TRDITEV Ce Jje dru¥ina polnorm {pyl«eq 2zadostna, velja

ﬂJ« - {O}

xed)

Dokaz Je trivialen.



1,17 TEMA Za poljubna elementa xe¢ X in ye¢ J, velja
P,(x) = p(x - ¥)

Dokaz. Ce je xeX in yeJd,, Je p, (x-y) ¢ p, (x)+p,(¥) = py(x) in
Se obratno p, (x-7) 2 |p«(X)=-DPx(F) = | pe (x)| = pe(x).

1,18 TRDITEV Izotropne mnoZice Jx so zaprti podprostori v X.

Dokaz. Ce je x,ye J, in .')\,J,LG Ry Je P (Ax+py) ¢ INIPL(x)+ igAIP»x(.‘)’)=

= 0, torej JAx+uye Jy. Naj bo {x}.} posploSeno zaporedje iz

gel”

J

. » ki konvergira proti nekemu elementu x ¢ X. To pomeni: za vsak

€ >0 obstaja tak indeks ¥,¢[ , da velja p“(xt-x)c ¢ za vsak ¥27%..

UposStevajmo Se prejsnjo lemo in dobimo
D (%) = p (x -x) < €

za vsak ) 2Y¥, . Ker lahko izberemo £ poljubno majhen, dobimo

Pu(x) =0 ali xedy.

1,19 LEMA Ce za indeksa -X,'-GEA velja of{-__"b s potem za ustrezni

izotropni mnoZici velja Jp & Ju.

Dokaz. Ce je x¢ Jss Je pPp(x) = 0, ker pa jJe pu(x)‘épp(x), je
tudi py(x) = 0 ali xe Jx.

Ime jmo tore]j zadosten, delno urejen in usmerjen sistem hil-
bertskih polnorm {Pd}ué‘{l s ki doloca topologijo H-lokalno kon-
veksnega prostora X. Za vsak «¢{ je kvocientni prostor X« = X/J«

predhilbertov, saj imamo v njem pravi skalarni produkt

< Eﬂ’q?-?t> ™ (X,;Y)o(

za Ex = (x+Ju )€ Xin M, = (y+dx )& X + Popolnitev prostora Xy
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naj bo Y., ki je potem Hilbertov prostor. Ce naredimo iz pros-
torov Y, projektivno limito in direkten produkt, lahko dokaZemo

zanju naslednji izrek (gl.[13]).

1,20 IZREK 1. Pred-E-lokalno konveksen prostor X je izomor-

fen nekemu podprostoru direktnega produkta Hilbertovih pro-
storov

A
XYY,

-~
Prostor X Jje poln natanko tedaj, ko Je Y zaprt.

2. Pred-H-lokalno konveksen prostor X je izomor-
fen nekemu gostemu linearnemu podprostoru projektivne limite

Hilbertovih prostorov

A
X2 Z < 1lim proj Y«
xed

H-lokalno konveksen prostor je izomorfen projektivni limiti

Hilbertovih prostorov.

Lokalno konveksne prostore in v posebnem tudi H-lokalno kon-
veksne prostore lahko obravnavamo $e na en nadin in sicer, da
jih smatramo kot topoloske vektorske prostore normirane nad ne-
kim topoloskim polobsegom. Oglejmo si le osnovne ideje v te]
smeri. ZapiSimo najprej definicijo topolosSkega polobsega, ki so
ga uvedli M.J. Antonovski, V.G. Boltjanski in T.A. Sarimsakov

v [2].

1,21 DEFINICIJA MnoZica G je topoloSki polobseg, Ce zanjo

velja
I. G je topoloSki kolobar
II. v njem Jje definirana mnoZica K z lastnostmi

1) K+KCK, K.KcK
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2) K-K =26
5) Ce Jje kick taka mnoZica, da velja M\ (X+x) # @, potem
eM
obstaja element ye€ K z lastnostjo M(E+x) = K+¥
xeM

-

4) 8e Jje %,»er, ima enadba «x =[> vsaj eno reSitev v K.
5) EN(-K) = {0}

6) Ce je I {Ke;, dxeﬁ}, potem druZina {@+E§}um%eg

o

tvori bazni sistem zaprtih mnozic topologije v G.

Zgoraj smo s K oznacili zaprtje mnoZice X.

Ce je y-x €K, pifemo x<y in x ¢y, & je y-x< K. Eden os-
novnih primerov topoloskega polobsega je naslednji: naj bo 4
poljubna mnoZica in R, mnozica realnih funkeij naA. V R, vpe-
1jimo obicajni operaciji mnoZenja s skalarjem in seStevanje.
Cznadimo s K, mnoZico pozitivnih funkecij v Ry e Ce vpeljemo Ze
sibko topologijo, Jje Rgq topolosgki polobseg, ki ga imenujejo tu-
di Tihonov polobseg. Da se dokazati izrek, da Jje poljuben topo-
loski polobseg povsod gosta podmnoZica nekega Tihonovega polob-
sega ([1]).

Nadaljujmo Ze z nekaj definicijami. linoZica X Jje linearen

vektorski prostor nad topoloskim polobsegom G, Ce Jje X topoloski

prostor, v katerem Jje definirana vsota elementov, glede na kate-
ro Jje X komutativma grupa, produkt elementov mnozice X s skalar-
Ji iz polobsega G z lastnostmi: A(x+y)=Ax+ly, (A+4)x=Ax+qx,

AQ«x):(Any, l.x=x, kjer je x,y¢X, A,4,1¢G in sta zgornji opera-

ciji zvezni preslikavi. MnoZica X Jje normiran vektorski prostor

nad tonoloskinm polobsegom G, ¢e Jje X linearen vektorski prostor

nad nekim podpolobsezom G¢ G in , e za vsak xeX obstaja nxpeXc 3
z lastnostmi: ixn = C & x=0, IX+FHEU XN + KFNy VXX = 1Auxv,

(A*) + (X) vsota pozitivneza in negativnerza

I

pri cemer Je 2|
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dela elementa X\ €37

Z zgoraj vpeljanimi pojmi lahko sedaj formuliramo izrek ([2])

l.22 IZREK Realen Hausdorffov lokalno konveksen vektorski

prostor lahko smatramo kot normiran vektorski prostor nad ne-

kim Tihonovim polobsegom.

Podobno lahko definiramo predhilbertov prostor nad topolos-
kim polobsegom, rekli mu bomo HA~ prostor. Skalarje vzamemo iz
obicajnega obsega realnih Stevil R, vrednost skalarnega produk-
ta pa naj bo iz Tihonovega polobsega R,. Natancneje: linearni

vektorski prostor nad realnimi Stevili Je Hd-prosto:, ¢e vsake-

mu paru njegovih elementov x,y ustreza element (x,y)¢< R, z last-

nostmi

1) (xex)20 ¢ [(x,x) = 0¢E> x=0
2) (Ax,y) =2A(x,y) 5 JAeR
3) (x+z,y) = (x,5) + (2,7)

Vv [7] je bil dokazan izrek, da Jje vsak lokalno konveksen pros-
tor, ki je izomorfen projektivni limiti Hilbertovih prostorov,
H@-prostor. Ker vemo iz izreka 1.20, da je vsak H-lokalno konvek-
sen prostor ravno izomorfen projektivni limiti Hilbertovih pros-

torov, lahko zapiSemo naslednji izrek, ki Jje analogen zgornjemu

4
1.23 IZREK H-lokalno konveksen prostor je H -prostor nad

nekim Tihonovim polobsegom R,.

Povrnimo se k naSemu H-lokalno konveksnemu prostoru X. Ce vza-
memo poljuben element x e X, potem Jje za posamezno polnormo
P.(x)<co, vendar se lahko zgodi, da mnoZica {pu(x),*Xtd} ni ome-

Jena. Definirajmo mnoZico



= P8 &
E = {xeX, sup p,(x)< oo} (1.7)
x&d

1,24 TRDITEV MnoZica E Jje linearen podprostor v X.

Ta trditev sledi neposredno iz ocene
P (AX +uy) & 1IN Pu(x) + [l P (¥)
Za vsak xe¢E lahko definiramo s predpisom

Il xII = sup py(x) = 1lim p,(x)
xed

xAed
pravo normo na E. O¢itno Jje namreé tudi -y polnorma, poleg te-
ga pa iz O =)x| = sug p, (x) sledi p(x) = 0 za vsak x¢Z,
AE

kar pomeni x=0. Ker velja pri izbranih x,y¢E za vsako polnor-
mo pmeq? paralelogramsko pravilo (l.2), velja tudi za normo

taka enacba

X + yr12 + X - y!|2 = 2(r1xn2 - nyng)

To pomeni, da lahko definiramo na podprostoru E pravi skalarni

produkt

{Xy3) = %[hX+FH2 -11x—yu2 + inx+iyu2 - iHX—iFﬂgj (1.8)
Torej lahko zapiSemo

1,25 TRDITEV MnoZica E je s skalarnim produktom (1l.8) pred-

hilbertov prostor.

Vzemimo x,y € E, potem imamo zanju definiran skalarni produkt
{X,¥> in polskalarne produkte (x,ylx,<xéd. Vprasajmo se, kaksSna

Jje zveza med njimi.

1,25 TRDITEV Naj bo X H-lokalno konveksen prostor in x,y¢E,
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potem za vsak £ >o obstaja tak indeks x,¢4, da velja
'(xﬁ')u =Xy >| < &
za vsak X 2.

Dokaz. Ker je E podprostor, so vsi elementi x+y, x-y, x+iy in
x-iy tudi iz E. Ker je u x+yn = sup py(x+y), za vsak £>0 lahko
xed|

dobimo tak indeks «,¢64, da bo
p;J‘ (x+y) 2 le+y!lz- &

in x4, da bo

Podobno dobimo tudi indekse X, ,«,

P,;1 (x-y)2 hx=-yil' - &

2 . . 1
P, (x+iy) 2 nx+iyn - ¢
py, (x-iy)2 Ix-iyn'- €

Naj bo ¥, skupni naslednik indeksom &, , %,, X, in o, (le-ta obsta-

ja, ker je 4 usmerjena mnozica), potem dobimo

4]1(x,7) - <{xy 7| = ’[pf(x+y)-lrx+y||2]—[pf(x-_y)—nx-yngj +

+ i[pf(x+iy)—rrx+iyf12_] -i[pf(x—iy)—ux-iyﬂe” < 452

za vse X 2a,, kajti velja
| X+TE-Do(X+Y) £ nx+yy 2-p2«,, (x+y) <l xm:a-pf,,(xw) < €

in podobno tudi pri ostalih razlikah.

Véasih bomo predpostavili, da Jje podprostor E gost v X, zato

zapisimo definicijo, ki Jjo bomo kdaj pa kdaj rabili:

1.27 DEFINICIJA ©Podprostor Y Jje gost v H-lokalno konveksnen

prostoru X, Ce pri izbranem elementu x ¢X za vsak £ >0 in za



s B

vsako konéno mnoZico indeksov 4;c/ obstaja element x’cY, da
velja

p, (x-x") < €

za vse x€ AF-

loc

V primeru X = L5 “(R) je podprostor E = L,(R) gost podprostor,
2 2 p

v kar se ni teZko prepricdati.



2. ORTOGONALNI ELEMENTI

Vprasajmo se, ali se da na smiselen nadin vpeljati v na$
H-lokalno konveksen prostor pojem pravokotnosti.
Ce je (x,¥) =0 za neki xed, potem za ostale polskalarne

produkte (x,y};, P#x to ni ve¢ nujno res. Za ilustracijo vze-

Fa

mimo primer X = L%OC(R),zﬁ=N in elementa x(t) = 1, y(t) = costt

O¢itno Je x,yeL%oc(E) in velja
» o 4/&: ’ n=1,5,---
(x,y)n =‘fl.cosgt dt = %sin%n ={' QO g D82 A 6y e
- y =347y
Pojem ortogonalnosti bomo poskusili vpeljati na vel nacinov.

2.1 DEFINICIJA Elementa x,y¢X sta

a) ortogonalna glede na neki polskalarni produkt ( , Ja

natanko tedaj, ko velja
(XQy)d = O (2-1)

kar oznadimo: xfy,
b) ortogonalna glede na vse polskalarne produkte natanko

tedaj, ko velja
(X95)x =0 , 2za vse xed (2.2)

kar zapiSemo x/ly,

¢) ortogonalna glede na dovolj pozne polskalarne produkte

natanko tedaj, ko za vsak £€>0 obstaja tak «,¢4, da velja
(x50 |< e » 2za vse x 2 (2.3)
in zapisSemo: xLly.

Oéitno so vse relacije I” , L in .l simetridne. Nekoliko ved si

bomo ogledali zadnJji dve ortogonalnosti.
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2.2 TRDITEV Za poljuben xe¢X velja: xi x kot tudi x1x na-

tanko tedaj, ko je x = O,

Dokaz. Ce je x=0, Je oditno xi x in x1 x. Naj bo narobe x U x,
potem je (x,x)x = O za vsak x¢d in zaradi zadostnosti polnorm
@ je x=0. Vzemimo Se primer, da je x1x, se pravi za vsak £>0

obstaja «,¢4 z lastnostjo
2 >
(x4x), = py(x)<€ , za A2

Vzemimo Se poljubno drugo polnormo ps. Ker so polnorme ? usmer-
Jjene, obstaja za py, in p(b skupna naslednica p,, 2z lastnostjo

P, (X) & Pa, (X) 4 P, (%) € Dy, (%)

Toda zaradi «, 2«, 4 je Py, (X)< € in dobimo, da je tudi pﬁ(x)csﬁ.

Ker je bil fed poljuben, pomeni
PF,(X)-CS y za vsak {1,4-4

in ker &> o lahko izberemo poljubno majhen, dobimo pF,(x) =0

za vsak fwtd , kar pomeni x=0.

2.3 TRDITEV Vektor x¢X je ortogonalen v smislu b) ali c¢)

v definiciji 2.1 na vsak vektor prostora X natanko tedaj,

ko Jje nicelni vektor.

Dokaz. Ce je x=0, je o&itno OlLly kot tudi Ol y za vsak yeX.
Ce je xWly ali x1y za vsak yeX, je v posebnem tudi xix ali

x L x, kar po prej¥nji trditvi pomeni x=0.
Vzemimo poljubno mnoZico M< X in oznadimo mnoZice
MT = {xe}{ sy x)y , za vsak y«.—I\I_}

Ni = ixé}{ ;y XUy , za vsak }’EMJ'
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Mt = ixeX ; xly , za vsak yeH}
OCitno velja med nJjimi naslednja zveza

(DM:'= Me nt (2.4)
n&

Oglejmo si nekaj lastnosti zgornjih mnoZic, ki Jjim bomo tudi

rekli ortogonalni komplementi mnozice M.

2.4 TRDITEV Naj bo X H-lokalno konveksen prostor, potem ve-

1jajo naslednje lastnosti:

1) de je xeX ortogonalen v smislu b) (v smisli ¢)) na
elemente Y19 o3 sees Ipo potem Je ortogonalen v ustreznem
smislu tudi na vektor ;?Aiyi,

2) Ce posploSeno zaporedje {x;};.r konvergira k x<X in
so vsi x; ortogonalni v smislu b) (v smislu ¢)) na neki ele-
ment yeX, potem Je tudi limitni wvektor x ortogonalen v us-
treznem smislu na vektor yeX,

3) ée je M poljubna mnoZica v X, potem sta M* in M1L za-
prta linearna podprostora prostora X in velja

4

Mt = M) , Mt = M)

A

kjer je (M) linearna ogrinjada mnoZice M.

Dokaz. 1) Naj bo XLyqs Jps eee o ¥,» POtem za vsak £>0 lahko
najdemo tak skupni indeks & , da bo veljalo l(x,yi)uldil, za

vse X 24, in i=1l,2,s..,n. Tedaj dobimo
](x’;iliyi)x\ = f;‘}:ai(x'yil&' < 8%”\;1

Frav podobno premislimo tudi za pravokotnost v smislu b).

2) Ker posploseno zaporedje {ij konvergira k x¢X, obsta-
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i~

ja za vsak & >0 in x¢d tak (f-oef , da velja: pu-(xa‘—x)*-ﬁ, za

vse c*\-_’:g., . Za poljuben c;._?c:, tedaj velja
(€M PRI N I [C RN ON IS M e AR [C AP oN

Ce je sedaj x}-ﬂ.y za vsak S}P, je zadnJji ¢len enak nic¢ in velja

| (%55 ) <ep, (¥)
za vsak ded , ker je £70 poljuben, je (x,¥)x = O za vsak x¢d.
Ce pa je x,1y za vsak Yel", lahko najdemo tak X ¢4, da bo tudi

zadnji ¢len v zgornJi oceni pod & in imamo
| (x,5)y]| £ E(paly) + 1)

za vsak X ga{o, kar pomeni ravno xly.
3) DokaZimo zadnjo lastnost najpre za M'L. Naj bosta to-
re x,y.:M'L, to pomeni: za vsak £€>0 obstajata 0(064 in otléd, da

velja
l(x,z)“l <€, zad2d, in I(y,z)dlci y za & 2d;

za vsak z¢éM. Naj bo oA s skupni naslednik k "(o in o(l, potem dobi-

mo

[Axepyszdel £ IMIGoz) e 10l 2k) & (AL +1aDE

% I’y
za vsak o 30(2 in vsak zeM. Torej Jje ./\x+txye M'L. Ce sta x,y¢eM ,

sta v zgornji oceni oba izraza na desni enaka nid. za vsak x¢{,
i

_ 4
torej Ax+py € ML. Ker je Mc (M), velja olitno M o (M) kot

U___-_d. .L
tudi M o £(M) . Naj bo x¢M™ in yeMu, potem je po lastnosti 1)
x12(M) in yL £(M) ter po trditvi 2) tudi xl£L(M) in yi L£(M),

s ¢imer smo dokazali Se obratni inkluziji.
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2.5 TRDITEV NaJj bo M poljubna mnoZica v X, ki vsebuje vek-

tor x=0, Potem za ustrezni ortogonalno komplementarni mnoZi-
4

2 Y
ci M in M vwvelja
Al
MNA M = Mn H = {o}

Dokaz. Naj bo xélﬂnbf} ker je xtﬁf Je x1ly za vsak yell. Pose-

bej za y=x dobimo x4 x in po trditvi 2.2 dobimo x=0. Na prav

. e - - Ll Jl-
enak nacin dokaZemo trditev tudi za mnoZico MNIM .

&
2.6 TRDITZV Naj bo M poljubna mnoZica in M, njen ortozonal-

ni komplement glede na indeks xed . Potem veljata inkluziji
MN My C Ju 3 Jg C M3

Dokaz. Ce Jje x‘eflnlﬁi, je (X4¥)e = O za vsak yell. Posebe] za

y=x dobimo (x,x) = O ali xe¢Jy. Druga inkluzija je Se olitnejia.

Preden se bomo lotili vprasSanja o moZnosti razcepa poljubne-
ga elementa na del, ki pripada nekemu podprostoru X; in na del,
ki pripada njegovemu ortogonalnemu komplementu, dokaZimo Se na-

slednji pomoZni izrek:

2.7 LEMA Naj bo X H-lokalno konveksen prostor, katerega to-
pologijo dolola Steven sistem polnorm {p.}, M konveksna mno-
Zica in «€4 tak indeks, da je 1 v faktorskem prostoru X =X/Jx
zaprta in velja Mn Ja = @. Ce definiramo razdaljo od izhodif-
¢a do mnozice M s predpisom
d = inf p,(x)
xell
obstaja v mnoZici 11 element X,y na katerem je ta razdalja

doseZena.
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Dokaz. llaj bo J. izotropna mnoZica polnorme p,. Fotem imamo v
faktorskem prostoru X, = X/J, pravo normo I§ilx = P (x) za §=(x+d
iz £, . Ker je po predpostavki polnorm {pdE stevno, je X Fréche-
tov prostor in iz [8] povzamemo, da je tedaj X, poln. Oznadimo

s Ky naravno preslikavo X+ X,, potem je mnoZica N = K, ([1) tudi
konveksna, 0,=J,¢ I in v X_ zaprta. Ker je prostor X, Banachov,
katerega norma zadoscéa paralelogramski enadbi, obstaja v mnoZi-
ci N element fo z lastnostjo: |g, ll« = %Ef NElly. Fri tem je g, =
= X +Jy in E=x+J,, kjer sta X, in x iz mnozice M. Ce e upoSte-

vamo definicijo norme N 1, , dobimo

Px(xo) = inf py(x) = d
xell

kar smo Zeleli dokazati.

Naj opomnimo, da v primeru, ko Jje mnoZica l1 zaprta glede na
topologijo, ki jo porode polnorme {T¢5 in velja OiH, obstaja in-
deks‘%ed z lastnostjo MNndp = @. V tem primeru namrec¢ obstaja
okolica Ug = {X,pp(x)éi} z lastnostjo Mf\U? = @, od koder zara-

- - b ot - ~ - -
di Jp< U Ze sledi na%a opomba (tudi za vsak indeks agp)

2.8 IZREK NaJ bo X H-lokalno konveksen prostor s Stesvno pol-
normami in M nJjezov linearen podprostor. Potem se element

x € X da razcepiti v obliki
2 sl .
X =u+ v 3 uek, vebl (2.6)

glede na tak indeks ¢4, za katerega je M v faktorskem pro-

cstoru X, zaprt podprostor in velja

(x + M)NJTy =@ (2.7)

Pri tem je razcepitev enolicéna do mnoZice J, .



Dokaz. w¢éitno lahko vzamemo I # X in x€Ii, linoZica x + i =

= {x + T ygﬁ} Jje tudi konveksna. Iaj bo indeks xed4 tak, da je
I. v faktorskem prostoru X, zaprta mnoZica in velja pogod (2.7).
Yo prejsnji lemi obstaja tak element v ¢ x+M, na katerem Jje naj-

krajéa razdalja d=inf p«(y) doseZena
Fex+il

d = py(v)

Ker je v € x+li, ga lahko zapiSemo v obliki v = x + u’, kjer Je

u’elM, Ce vzamemo u = -u’, velja
X =u+ V ;3 uelly vexX+ii
L] . ,.J' . T =
Dokazimo, da je vell,. Velja: pu(v) £ p (x+w) za vsak weli. Ta
pogoJ lahko zamenJamo z ekvivalentnim

P (V) £ pu(v+y)

kjer Jje ye<li, kajti lahko piSemo x+w = v+u+w = v+y, pri demer
je y = urwell. Ce je yel, je tudi Myell za vsako realno Stevilo

A« Torej velja neenacba
pf(vJ < pi(v+ly)

za vsak ye¢li, od koder po kratkem racunt dobimo
L - 2. 2
0 £ 2XRe(v,y) + XNpo()

za vsak )eR. Ta neenadba je za vsak realen A izpolujena le v

primeru

Re (v,y), = O

Z zamenjavo elementa y 2z iy dobimo na prav tak nadin tudi:

Im (v,y), = O, kar pomeni:

(V$Y)x = 0 (2.8)
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s - L+
za vsak yei.. ToreJ Jje res ve¢ lig.

Cglejmo si Se kako Jje z enolicnostjo zgornjega razcepa. Vze-

mimo, da imamo Se razcep

x=u' +v ,u%ﬁ,vtN:
potem skupaj z (2.6) dobimo
O=u-u"+v-v’
od koder sledi
0 = pf(u—u') + pf(v-v') (2.9

1}
&0}

oziroma p, (u-u’) in p, (v-v") = 0, kar pomeni u-u'ed,,

v-vedy .

ZgornJji izrek velJja za posamezni element x¢X in podprostor
1l. (e vzamemo drug element yeX, dobimo v splosnem drug indeks
ﬁed. V posebnih primerih pa vseeno dobimo lahko za vse elemente

prostora X isti indeks xed, za katerega velja razcep (2.6).

2.9 IZRSK FKaj bo M linearen podprostor v H-lokalno konveks-
nem prostoru X s Ztevno polnormami in ~é4 tak indeks, da je

M v faktorskem prostoru X, zaprt in velja

Jdou € M

r

Fotem velja za vsak x e X razcep

" <
X =u+ VvV ;3 uell, velly

enolicno do mnoZice Jyg .

Cc

Dokaz. Vzemimo najprej x< ., potem velja za zgornji indeXxs

(x + M)NJy = ¢



ifajti, ¢e bi bil 2 = x + y, yeli in 2z € Jd € iy bi to pomenilo

e
-
]

X =2 - yé . Fo prejsSnjen izreku lahko zapiSemo do mnoZice J,

enolicen razcep

X = U+ V ; uell, velk

4 » - 1 . W
Ce Je xelly, za lahko zapisemo

N

x=x+0 ; xeli, Oel

Tudi v tem primeru velja enolidnost do mno%ice Jx. Ce bi namred
; i ‘ s ] ; g
imeli Se en zapis X =y + V ; X, y&M, ve l,, bi to pomenilo:

pf(v), torej ve du in y-x ¢ d, .

(x,v), = (7yv) + (v,v),

.10 DISKUSIJA (e velja za neki x ¢ X in podprostor !N pogoj

n

(2.7) pri nekem indeksu xé4, velja tak pogoj tudi za vsak

D ’ I J

p2ay Kar sledi iz inkluzije J(L ¢ Jx. Dobimo tore] razcep
oblike (2.6) tudi za vsak indeks (',_2,'.:( , vendar dobimo v splof-

- - - - - - . ‘-l. - - .
nem drugi minimizirajoci element vr;s e 1in s tem tudi u{,e Me

2 in M = {feX, £(t)=a+bt,

Vzemimo primer X = Léoc(ﬁ), () » %
a,be R}. O%itno je za vsak indeks «=ne M:(x + M)nJ« = ¢ in

kaj hitro se lahko preprilamo, da Jje minimizirajoéi element

v (t) = -n%/3 + ¢

ToreJj imamo razcep

2

t2 = n°/3 + (-n°/3 + t°)

kier Je n2/5 €[l in (-ngf’3 + te)é 1i-. Ce vzamemo $e indeks

L
n
ﬁzm >n, dobimo

2

|1}

2 2 =
82 = n%/3 + (-n"/3 + £°)

kar Je povsenm drug razcep.
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V sploSnem se torej ne da dobiti razcepa x = u + v, kjer bi
. . & .—JL kS ~ . .
bil ueil in veCELa = 1M . e hocemo dobiti tak razcep, moramo od

podprostora Il zahtevati Se eno lastnost, ki jo je uvedel tudi T.

Precupanu v [15].

2,11 DEFINICIJA IMnoZica M iz H-lokalno konveksnega prostora

X ima lastnost F glede na druZino hilbertskih polnorm {p \..4

¢e obstaja posploSeno zaporedje {y{}férc M z lastnostjo

lim p,(y,) = inf p,(y), za vsak «¢4
fel yell
Ce ima mnoZ%ica x + M lastnost [, potem imamo eno samo zapore-
dje fyshtr, ki v vseh polnormah p, konvergira proti elementu
vex + M, Minimizirajoéi element, ki nastopa v lemi 2.7, Jje te-

daj isti za vse xed . Torej lahko zapisemo izrek

2,12 TZREK Naj bo X H-lokalno konveksen prostor in M zaprt

podprostor v njem. Ce ima za dani element x<¢X mnoZica x + M

lastnost H, obstaja enolicéna razcepitev
X=u+vVvVgj; uelM, vel

Dokaz. Lastnost mnoZice x + ! nam zagotavlja minimizirajoéi

element ve x + 11, ki Jje isti za vse indekse xe¢d. Sedaj na isti

nac¢in kot v dokazu izreka 2.8 ugotovimo v'eizjif = H"in imamo
X=u+vVv j uell, vell

Dokazati moramo le Se enolidnost razcepa. Ce bi imeli e eno

razcepitev x =u’ +.v’, v%:Mf‘bi iz relacije (2.9) dobili

pu(u-u’) = 0 = p_(v-v') za vsak «e¢d, kar pomeni u=u’ in v=v’,

2.1% KORCLALR DNagJ bo X HE-lokalno konveksen prostor in M nje-

gov zaprt podprostor. FPotem velja
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natanko tedaj, ko ima mnoZica x + M za vsak xeX lastnost IH.

Ce vzamemo tak zaprt podprostor I, da ima mno¥ica x + li za
za vsak vektor xe¢X lastnost H, imamo enolicéno razcepitev x =

=u+Vvg; uebh, VE—ML in lahko definiramo operatorja
s D 'H'
P['] - X — l'l, PPIJL H X > I

2,14 TRDITEV Operator P = P, (kot tudi P = Pya) ima last-

nosti:
1) P2 =7
2) (PXsY)og = (%,Py)

za vsak «x¢4d in poljubna elementa x,y ¢ X.

Dokaz. Naj bo P = PN in x poljuben element iz X. Potem Je Pxell
in velja P°x = P(Px) = x. Za poljubna elementa x,y ¢ X imamo
razcepa

x = Pyx + Pux 5, ¥ =Py + Fuy

in pri polJjubnem indeksu «xed lahko zapiSemo

]

(P I‘ix »J )o( = (PMX ’ Pmy + PMJLy )«h (PI"’E Xy PMF )u.; =

(Byx + Byex,Pyy), = (x,By),

Frav podobno dokaZemo izrek tudi za operator F = Pﬁn. Operator,

ki ima zgornJji dve lastnosti, bomo imenovali projektor.



3« LINEARNTI FUIKKCIONALI

Linearen funkcional, ki deluje na nasSem E-lokalno konveksnen
prostoru X, Jje linearna preslikava f : X+ C (ali R). Za zvez-
nost takega funkcionala vzemimo definicijo iz splofSnih lokalno

konveksnih prostorov.

3.1 DEFINICIJA Linearen funkcional f, ki deluje na H-lokal-

no konveksnem prostoru X, je zvezen, Ce obstaja tak indeks

¥ed in Stevilo ¢ >0, da velja ocena
I £(x)| £ ¢ pp(x) (3.1)
za vsak xeX, kjer je polnorma p, iz druéineQ .

Mnozico zveznih funkcionalov na prostoru X bomo oznacdevali
kot obilajno z X’.
Za zvezen linearen funkcional v H-lokalno konveksnem prosto-

ru bomo dokazali naslednjo posplosSitev znanega Rieszovega izreka:

3,2 T7ZREK NaJ bo X H-lokalno konveksen prostor s Stevno pol-
normami in f zvezen linearen funkcional v njem. Potem za vsak

indeks 2% obstaja tak vektor Y. € X, da velja zapis

£{x) = (¥ Ju

kjer je X¥¢d indeks iz pogoja zveznosti funkcionala f v (3.1).
Element y« Jje enolicno dolocéen do mnoZice Jw.
VelJja tudi obrqtno: linearen funkcional oblike g(x)=(x,¥),

Je pri izbranem £¢d in y € X zvezen.

Dokaz. Naj bo N = {xeX, f(x)=0}; to Jje linearen podprostor, ki
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Je zaprt v faktorskem prostoru X, kjer je ) indeks iz (3.1).
Res, naj bo N =I/Jg in { &5 € Ny posploBeno zaporedje, ki gle-
de na normo I Ny konvergira k elementu §eX.. Za poljuben £>0
obstaja d.¢I" 2z lastnostjo 1§ - €1, <t za 52d,. Ce pifemo §& =X, +
+Js in F‘X“':‘n‘! Je x,¢ll za vsak feC . Za ¢2ée velja: pf(xé_-x)cs,

od koder sledi
| £(x)] & |£(x=-x; )| + [£(x;5 )] € ¢ pplx-x )< c. &

kjer je €>0 poljubno majhen in zato f(x) = 0. Torej Je xe¢Il in
%el'-"',. Oc¢itno je I zaprta tudi v vsakem prostoru X =X/Jds za «2%.
Vzemimo poljuben indeks « 2%, potem iz (3.1) dobimo: |f(x)|¢
£ cpyp(x) & cpy(x) = O, kar pomeni x¢ll, Torej velja: J, €N za
vsak indeks x2¥ . Po izreku 2.9 lahko tedaj vsak xe¢X razcepimo

L
X=u+vVj; uelN, ve N,
enolidno do mno¥ice J,. Ce je N = X, je funkcional f trivialen
in lahko vzamemo y,=0. Naj bo torej N # X. Ker je J,6 ¢ N, po tr-

ditvi 2.6 in izreku 2.9 lahko zapisSemo

L 4
X =1 + N“, NNlN« = J«

% ; : 4 . :

Ce ne bi obstajal element ec¢ N \Jy, bi bil vsak xe X oblike: x=
i % = i .

=u+v ; uelN, ve N J, , se pravi x el. Vzemimo torej element ee

€ 1‘-5:\ J, in poljuben x €X. Ce izberemo X\ = f(x)/f(e), je vektor

y=x-)de ¢lN. Torej velja za vektor x tudi razcep

X =y + e

- - L -.— - ) e
kjer je yel, ee N \J, in X = f(x)/f(e). PomnoZimo to enacébo

v skalarnem produktu ( , )“ z vektorjem e in dobimo
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(xy2), =X(e,e)x
Funkcional f ima torej obliko
£(x) = Af(e) = (x,e) f(e)/(e ) = (X7
kjer smo pisali y, = e.f(2)/(e,e),. Vzemimo, da imamo Ze zapis
£(x%) = {(xy%),

potem Jje (x,7 -V)x = O za vsak x¢X, v posebnem za x=yy-v dobi-
Mmo: V-Yu € Jdute
Da je funkcional g(x) = (x,¥)x pri izbranem xe¢4 in ye¢X zve-

zen, sledi iz Cauchyjeve neenacbe

18(x) = [(x,9)| ¢ p(7) pe(x)

Za linearne zvezne funkcionale, ki delujejo v nekem lokalno
konveksnem prostoru, velja znani Hahn-Banachov izrek, ki ga v

geometrijski obliki vdasih zapiSemo takole ([19]):

3.3 TZREK Naj bo X lokalno konveksen prostor in M zaprta,
konveksna in uravnovesena mnoZica v njem, Potem obstaja za
vsak element xo¢ M linearen zvezen funkcional f 2z lastnost-
Jjo

f(x,) >1 in I£(x)| £ 1 za xeM



4, LINEARNI OPERATORJI

4,1, Zveznost operatorjev v H-lokalno konveksnih prostorih

Vzemimo na$ H-lokalno konveksen prostor X in si oglejmo
linearne operatorje, ki delujejo v njem. Kdaj je linearen ope-
rator T : X+~X v splosSnem lokalno konveksnem prostoru zvezen,

nam bo povedal izrek iz [20]:

4,1,1 TZREK ILinearen operator T : X+>X, kjer je X lokal-

no konveksen prostor, ¢igar topologijo definira druZina
polnorm {p.Y«cs » Je zvezen natanko tedaj, ko za vsak x€d

obstaja tak indeks ped in konstanta Cu> 0, da velja

P.(Tx) £ Cu D () (4e1.1)
za vsak xeX.
Zaradi linearnosti Jje ocditno, da je T zvezen v vsaki toclki pro-
stora X natanko tedaj, ko Jje zvezen v tolki x = O. Oznacdimo z
XKX) mnozico vseh linearnih zveznih operatorjev iz X v X, ki

so definirani na vsem prostoru X. V¢éasih bo za operator T ve-

1jal malo ostrejsi pogoj
P.(Tx) & Cupulx) , x€ 4 (4:2.2)

za vsak xéX. Tako bomo z,zg(x) oznadili mnoZico operatorjev
Te W), za katere velja ocena (4.1.2). Imeli pa bomo tudi

operatorje, za katere konstanta Cy4 ne bo odvisna od ael
Pu(Tx) £ C pu(x) (4.1.3)

Mno%ico takih operatorjev iz £(X) bomo oznadili 2 Z%(X).
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Operatorjem iz %fF(X) bomo véasih tudi rekli Z-kondni operator-

ji. Kadar bomo govorili o zveznem operatorju, bomo imeli v mis-

1lih linearen operator, ki zadoSca najbolj splo3ni zahtevi (4.1.1).
Definirajmo Se zaprte operatorje in sicer analogno kot v

normiranih prostorih.

4,1.2 DEFINICIJA TIinearen operator T : X+>X je zaprt na-

tanko tedaj, ko ima lastnost : &im imamo neko posplofeno za-
poredje {xrher s ki konvergira k elementu x¢ X 2z lastnost-
Jo, da tudi zaporedje {Txrhfr- konvergira k nekemu elementu

¥y ¢ X, potem velja

™ =3y

Naj opomnimo, da smo zgoraj zahtevali tudi konvergenco slik
{Tx,hfp, ki ni treba, da v sploSnem konvergira. Ce je operator
T zvezen, potem iz konvergence zaporedja {x,} sledi tudi kon-
vergenca zaporedja {Txx} in velja tudi zgornja zveza. ToreJ lah-

ko zapiSemo

4.1.3 TRDITEV Vsak zvezen operator, ki deluje V H-lokalno

konveksnem prostoru, je zaprt.

Kadar imamo H-lokalno konveksen prostor s stevno polnormami,
torej Fréchetov prostor, v katerem so polnorme hilbertske, ve-
1lja tudi obraten izrek ([19]), ki mu redemo tudi izrek o zapr-

tem grafu.

4,1.4 TRDITEV Linearen operator T, ki deluje v H-lokalno

konveksnem prostoru s Stevno polnormami, Jje zvezen natanko

tedaj, ko Jje zaprt.
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V lokalno konveksnem prostoru Jje neka mnoZica M ome jene,
' o
de za vsako polnormo pg€3 obstaja konstanta Da 2 0, da ve-
1lja

sup pu(x) £ Du <
e M

Linearen operator T, ki deluje v nekem lokalno konveksnem pro-
storu, Jje omejen, Ce preslika omejene mnoZice v omejene mnozi-
ce. V normiranih prostorih sta poJjma zveznost operatorja in

ome jenost operatorja ekvivalentna. V lokalno konveksnih pro-
storih pa velja le, da Je vsak zvezen operator tudi omejen,
obratno pa ni nujno res. Tak sklep Je dovoljen v tako imenova-
nih bornolo8kih prostorih (definirani so kot lokalno konveksni
prostori, v katerih Je vsaka konveksna in uravnovefena mnoZica,

“ ki ima lastnost, da absorbira poljubno omejeno mnoZico, okoli-

, ca izhodisda).

Kasneje bomo rabili kdaj pa kdaj tudi eksistenco ter zvez-
nost inverznega operatorja, zato dokaZimo naslednji pomoZni

izrek :

4,1,5 LEMA Naj bo T linearen operator z zalogo vrednosti
i b

R(T) = X, potem je operator T - iz %(X) natanko tedaj,

ko za vsak indeks oe¢d obstaja indeks (ar.‘—él ter konstanta

D«>0, da velja
Da(por(x) = Pﬁ(TX) (4.1.4)

za vsak element x e X.
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Dokaz. Naj bo operator e Y(X), ker je &}(T’l) = R(T), za
poljuben yeX obstaja element xe¢X z lastnostjo Tx = y. Ker jJe

operator o1 zvezen, velja
2

kar je ravno pogoj (4.l.4) za D« = 1/Cy«, &e je le C,>0. Ce pa
je C« = O, je omenjeni pogoj izpolnjen za vsak pé€4 in Du > Q.

Vzemimo e obratno, da velja pogoj (4.l.4) in naj bo xeX tak
element, da je Tx = O. Za poljuben indeks ped obstaja tak xe/,
da velja

D,Pp(x) £ pu(Tx) = O

Ker je ped poljuben in D, >0, Jje pp(x) = O za vsak ped, kar po-
meni x = O, Operator 7L torej obstaja, Jje povsod definiran in

ocena (4.l.4) ravno pormeni, da Je tudi zvezen.

V prvem poglavju smo na3li v naSem H-lokalno konveksnem pro-
storu X predhilbertov prostor E. Ceprav predpostavimo, da je
prostor X poln, Se ni receno, da je tudi podprostor E poln v
smislu metrike, ki Jjo inducira norma ) . Imamo lahko namrecl
zapored je {x;}, ki je Cauchyjevo za normo Il I in potem tako tu-
di za vse polnorme py in tedaj konvergira glede na posamezne
polnorme p,, vendar ni recdeno, da konvergira tudi glede na nor-
moll . Zato bomo morali vcasih Se posebej predpostavljati tudi
polnost podprostora E, ki bo tedaj Hilbertov prostor.

Vzemimo linearen zvezen operator T, ki naj ima lastnost, da
podprostor E preslika nazaj v E. MnoZico takih operatorjev iz
% (X) bomo oznaéevali z .XE(X). Pojavi se naslednje vprasanje:

Ce je linearen operator T, ki elemente iz E preslika nazaj

v E, zvezen kot operator T : X+—X (v smislu polnorm px), ali
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je tedaj tudi zvezen kot operator iz E v & (glede na normo

na ) in obratno. Delen odgovor Je

4,1,6 TRDITEV Ce je podprostor E poln potem je operator

T ¢ ¥-(X) zvezen tudi v podprostoru E (glede na normo I ).

Dokaz. Ker je operator T zvezen, Jje tudi zaprt, se pravi, de
imamo teko zaporedje {x;}, da velja X, - X in Tx, = y, sledi
Tx = y. Vzemimo neko zaporedje {xn} iz E, za katerega velja
ﬂxn—xu—ao in MTxn-yH-ao. Od tod sledi konvergenca tudi v smis-
lu polnorm p, in ker je T zaprt v X, je Tx = y. ToreJ je opera-
tor T zaprt tudi v Hilbertovem prostoru E. Ker je (T) = X553,

je T 'zvezen na E,.

4,2. Adjungirani operatorji

Vzemimo sedaj linearen operator T : X+=X in se vprasajmo,
ali se da vedno in na kaksSen nacin zanj definirati adjungirani
operator. Imamo nekako dve moZnosti.

Za operator T, ki podprostor E preslika nazaj vase, lahko

postavimo naslednjo definicijo

-

4,2,1 DEFINICIJA Naj bo X H-lokalno konveksen prostor in E

Hilbertov podprostor v njem. Potem za zvezen linearen opera-
tor T : X—X, ki vektorje iz E preslika nazaj v E, imenuje-
mo a-.cJjungirani operator T*, ki Jje definiran na podprostoru
E in je v obilajnem smislu adjungiran k operatorju T|, v Hil-

T

bertovem prostoru E
(Tx,y> = (x,:l‘*y> 3 Xy yeB

.. - .. - 2
Tore] Je operator T definiran le na podprostoru & preslika
[T p p B 2 .



elemente iz E nazaj v £ in Je tam zvezen. Nastane vprasanje,
ali se ga da razsiriti na ves prostor X ? Odgovor Je v sploS-
nem negativen, Cetudi predpostavimo, da Jje podprostor E gost

v X, se pravi, da Jje T T* gosto definiran.

Vzemimo zopet primer X = Léoc(ﬁ) in E = L2(R), ki Jje gost pod;
prostor. Omejimo se na integralske operatorje v tem prostoru

z nenegativnim jedrom K(s,t)2 O. Najprej si oglejmo, kakSnim

pogojem mora to Jjedro zadoscati, da Jje ustrezni operator v

prostoru L%OC(R) zZvezen.

4,2,2 TRDITEV Integralski operator (Tx)(s) = fK(s,t)x(t)dt

z nenegatlvnlm jedrom K(s,t), za katerega velja ocena
fdsjk(s t) dt <™ za poljubna n,meN =/ , Jje zvezen natanko
tedaj, ko obstaja dovolj veliko Stevilo R>O0 in dovolj maj-

hno Stevilo r >0, da velja

K(syt) = 0 za s,t z lastnostjo :slg:%lu-r (4.2.1)

Dokaz. Vzemimo x ¢ Léoc(ﬁ) in izracunajmo

R.“.,gc-r)

y(s)=(Tx)(s) = th(s t)x(t)dt -‘}K(s £)x(tlde

E(lslbr)

Za poljuben neN obstaja melN z lastnostjo ;(lnl+r)g1n in ima-

mo i a(tsi"‘) %(Ibl +r)

p=(Tx) cfdsJK(s yt) dt.ﬁx(t)J dt £ jdst(s £)2.
{ﬁ'fl‘) 5 ?{Iﬂif)
J‘;x(t)f dt = C p_ (x)°
Torej, ¢e velja pogoj (4.2.1), je T res zvezen. DokaZimo Se
obratno smer. Predpostavimo, da zgornji pogoj ni izpolnjen, se

pravi za vsak Se tako velik jti in Se tako majhen \|s| obstaja

realno Stevilo k in mnoZica Mc:R2 z lastnostjo



= A5 =
K(sgyt) Z k > 0 35 (s,t)eM

kjer je Lebesqova m,-mera mnoZice M pozitivna. Potem za vsak n¢<N

in % tako velik mell velja

jhs JK(s,t)at > 0

-m ft12m

Ce bi bil ustrezni operator T zvezen, bi tudi za tak indeks ncl

obstajal indesks m’e¢N z lastnostjo

p (Tx) € C p_-(x)

za vsak xeaLéoc(R). Pri dobljenem Stevilu m’e¢N si izberemo fun-

kei jo

Oitno je =z¢€ L%OC(R) in zanjo velja nm'(z) = 0 ter po zgornji

F -

oceni tudi pn(Tz) = 0. Ce to vrednost izradunamo direktno, do-

bimo

n o0 n
p (12)% = fas JK(s,t)z(t)dt Z [ds [K(s,)dt > O
248

~h 2
kot smo ugotovili zgoraj, Ceprav je indeks m’ Se tako velik. To-

rej operator T ni zvezen.

Vzemimo sedaj zvezen operator T, ki preslika prostor Léoc(ﬁ)
vase, vektorje iz podprostora LB(R) vrada nazaj v LE(R) ter naj
ima nenegativno Jedro K(s,t). Potem po prejdnji trditvi to Jjedro
zado3éa pogoju (4.2.1). Njegov a-adjungirani operator 7 ima o&i-
tno za svoje jedro K(t,s), ki je sicer tudi pozitivno, v splos-

i = 1 - *’. =
nem pa ne zadosca vec takemu pogoju. Operator T Jje torej lahko

na podprostorn = LE(R) zvezen, vendar ga ne moremo razsiriti

Léoc(R) do zveznega operatorja.

na ves prostor X
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Ker imamo za vektorJje iz mnoZice E definirane polskalarne
produkte ( 4 )y in skalarni produkt ¢ ,> , dobimo preko trdi-

tve 1.26 Se eno ekvivalentno definicijo a-adjungiranega opera-

torja.

4,2,3 TRDITEV Naj bo operator T e (X), kjer je E Hilber-

tov podprostor H-lokalno konveksnega prostora X, potem Je
* a-adjungiran operator k operatorju T natanko tedaj, ko

za vsak € >0 obstaja tak .4, da velja
o
| e de = (s 7dac| = £ (4,8,2)
za vsak X 2%, , pri Cemer sta x,yeE.

Dokaz. Naj bo T*a—adjungiran operator k operatorju T, se pra-
vi velja : {Tx,y» = (x,'l‘*y) za poljubna x,y€¢E. Izberimo si po-
ljuben € > o, potem po trditvi 1l.26 obstajata taka indeksa o,

in 0(2 iz, da velja
\(Tx!y}x - <Tx!y'>l <& ’ ‘x;o(l (4.203)
[(x,T7y) - G Tydl<E ,x2 (4.2.4)

za poljubna x,ye¢E. Naj bo o(OCQ skupni naslednik indeksoma 0:’1

in %5, potem velja

| (Txy3)u = (X3 30| = [(Txyy)u - {Txy3> + (X,Tu;ﬂ -

de Je le X 2+ Torej velja res pogoj (442.2), Vzemimo Se ob-
ratno, da za operator 7% velja ta pogoj pri poljubnem £ >O0.
Za izbrani £ >0 zopet po trditvi 1.26 najdemo taka indeksa Xy

in &5, da veljata oceni (44243) in (4.2.4). Pri poljubnih x,y<E



i UET"
potem lahko zapiZemo

*
[, 75y 292 = I, 7> -(Tx,7), +(Tx,3), ~(x,Ty), +

+ *
+ (%, Ty), {x,Ty>| ¢ 3¢

za vsak oc;.MB, kjer je.XB zopet skupni naslednik indekson do’

in:ig. Ker je £ >0 lahko poljubno majhen, velja

; %
Ty = (T 7>
za vsaka X,y¢ E in Je T*'res a-adjungiran operator k T.

S prvo definicijo adjungiranega operatorja nismo prevec za-
dovoljni. NajpreJ jo lahko uporabimo le za operatorje iz le(i),
a-adjungirani operator p* pa Jje definiran le na podprostoru Z
in se ga v sploSnem ne da razSiriti na ves prostor X. Zato bomo
poskusili Se na en nacdin definirati adjungirani operator k ope-
ratorju Te¢¥(X). Naj bo torej Te¢£L(X) in vzemimo péljubne elemen-
te x,y€ X in «¢4 . Fotem je za fiksen yeX funkcional (Tx,y)x li-

nearen in ker velja

'(Txiy)«., époﬂ(:)’) P«;(TX) £ pu(y) C,PP(X)

tudi zvezen. VprasSajmo se, kdaj obstaja element yoeX, da velja

(Txy7)x = (Xsyo )M

za vsak xeX in vsak xé4, (e F-lokalno konveksen prostor doloda
Steven sistem polnorm, po izreku 3.2 dobimo zd vsak aed element
Y. €X z lastnostjo: (Tx,y)x = (X,¥x)x+ Lahko se zgodi, da je ele-
ment y, neodvisen od-indeksa %¢4 in je enolino doloden. Iz iz-
rekov 2.12 in 3.2 sledi, da se to zagotovo zgodi v splosSnem H-lo-

kalno konveksnem prostoru, e ima za vsak xeX in ¥¢4 mno%ica

X + {zei, (Dz,y)d=0} lastnost H.
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Kadar Je torej z nekim elementom y<¥{ preko zgornje zveze do-
locen natanko en element T, € £y za bono smabtrali za sliko eleme-

nta y z nekim operatorjem T . Postavimo definicijo:

4,2,4 DEFIIICIJA Naj bo T e¥(%). Ce obstaja tak operator

™, da velja za vsak x&d in polj-bra x,y¢ X zveza
(Tx,y)o( = (XsI‘oy)D{ (4.2.5)
ga imenujemo b-adjungirani operator operatorja T.

Iz definicije Jje ocitno, da je ™ definiran na vsem ¥ in Je
linearen operator. Teava je v tem, da za vsak operator ne obs-
taja nujno b-adjungirani operator, kot bomo videli pozneje.

Ce vzamemo za X splofen H-lokalno konveksen prostor in opera-

M

tor T iz &£ (X), ne moremo niti dokazati zveznosti operatorja 1°.

Dobimo le, da za vsak xed obstaja indeks ped, da velja
P, (1°%)% 2 G, p,(x) py(1°x) (4.2.6)

Zares, ker Jje T iz ¥ (X), velja: p,(Tx) & C,p,(x) za vsak xeX

in 8e v relaciji (%4.2.5) postavimo x = T°y, dobimo

p2(°%) = (21%,7), £ 2 (T°7)p.(3) £ C pp(T°7)p.(¥)

Zveznost operatorja 7° bomo lahko dokazali v dveh primerih.

FPrvi je, Ce Je operator T iz bfo(x), se pravi velja

B, () £ e D %)
za vsak xe¢{., Tedaj zgornja ocena preide v

¥) £ ¢ p (y)p, (y)

pf(ﬂ

Ce je ye X tak element, da je px(Toy):>O, je oditno potem
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-

°©

P (T7y) < C pa(y)

(e pa je element y tak, da je p«<(°y) = O, je ta ocena trivi-

alno izpolnjena. Tore] smo dokazali

4,2.5 TRDITEV Ce je operator T € X (X) in zanj obstaja b-ad-

jungirani operator T°, je tudi T°¢ %, (X3

Zveznost operatorja T° bomo lahko dokazali %e v primeru, da
topologijo nasSega H-lokalno kdnveksnega prostora definira le
gteven sistem polnorm., Ker je po predpostavki na$ prostor poln,
imamo v tem primeru Fréchetov prostor, v katerem so polnorme
definirane preko polskalarnih produktov, Takemu prostoru bomo

rekli tudi H-Fréchetov prostor. DokaZimo najprej naslednji po-

mozni izrek, ki Je sicer znan za Hilbertove prostore.

4,2.6 LEMA Naj bo X H-Fréchetov prostor in A linearen in

povsod definiran operator v njem. Naj obstaja Se povsod de-

finiran operator B z lastnostjo

za poljubne x,y¢ X in x¢d, FPotem Jje operator B zvezen v
smislu

Pe(Bx) < C, p,(x) (4.2.8)

Dokaz. Vzemimo poljuben indeks x¢{. Kot vemo iz trditve 1.13,
Je izotropna mnoZica J« zaprt podprostor v X in ker Jje le-ta
po predpostavki Fréchetov prostor, je tudi faktorski prostor
Xy, = ¥/J, Fréchetov prostor ([2]). Naj bo X€dy iu y = Ax, po-

tem iz zveze (4,2.7) dobimo

)
P (Ax) = (%,BAX)x £ Pu(X)px(BAX) = O
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torej je tudi Axed, . Vzemimo Se yedy in x = By. Na analogen na-
¢in dobimo tudi ByeJdy. Tako lahko na faktorskem prostoru X, de-
finiramo operatorja A, in By : X, ,+>X,, ki elementa § = x + J
oziroma %M = y + Jy preslika v elementa A, f = Ax + Jy in By7 =

= Bx + Jy. OCitno sta operatorja Ax in By linearna in defini-
rana na vsem X, . V tem prostoru imamo tudi pravi skalarni pro-
dukt

<E s"Z);( = (X7

kajti iz <¥,3>, = O sledi (x,x)y = O ali xeJ, oziroma % = O.

Relacijo (4.2.7) v prostoru X, zapiSemo v obliki

(A“Ea’?>q = <E ’qu)>q
Ker je Xy Frechetov, torej poln s skalarnim produktom (¢ , >, ,

je Hilbertov prostor, v katerem pa tak izrek velja (gl.[1]).

Operator B« je potem omejen
IBaMil, £ Cx % N

Ce to oceno zapiSemo v prvotnem prostoru, to pomeni
Pe(By) & C p (¥)

kar smo Zeleli pokazati. Sedaj ne bo vel tezZko dokazati zvez-

nost operatorja °.

4,2,7 KOROLAR Ce je X H-Frechetov prostor in za operator

TeX(X) obstaja b-adjungirani operator TO, potem Jje ta zve-
zen v smislu

p,(T°x) £ C P (%) , xeX

Zares, ker Je 7° b-adjungiran operator k operatorju T, velja :

(Tx,3)x = (x,T°% )y in po zgornji lemi je operator T° res zvezen
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v smislu (4.2.3).

Naj pripomnimo, da v zadnjem primeru nismo zahtevali, da Je
ze operator T zvezen v takem smislu. Toda hitro se lahko pre-
pricamo, da Jje v resnici tudi T zvezen v smislu (4.2.8). V de-

finiciJji operatorja 7° vzemimo Y = Tx in dobimo
po(Tx) = (x,T°Tx), £ p,(x)Cep,(Tx)
in zopet po enakem sklepu kot v dokazu trditve 4.2.5 dobimo
P, (Tx) & C, p,(x)
Ugotovili smo tore]

4,2.8 KOROLAR Ce Je X H-Fréchetov prostor, operator Tef(X)

in zanj obstaja b-ad ungirani operator TO, potem Je tudi

operator Téy (X).

Da res za vsak operator Te¥(X) ne obstaja b-adjungirani

operator, bomo videli na naslednjem primeru.

loc

4.2.9 PRIMNER Naj bo X = L; (R) in T integralski operator

oblike

s
e's.fe-tx(t)dt y Bt
(Tx)(s) = { 5 °

g 840

potem Jje T zvezen, povsod definiran operator, za katerega

b-adjungirani operator ne obstaja.
Naj bo x(t)E-Léoc(R), potem je
of s oL of
pE(Tx) = fﬁse_gstfe_tx(t)dtlg s Jé-esdsqfe_ztdt.
o o [v]

.o/|x<t)r2dt = G, pu(x)?



- B2

Torej Jje operator T definiran na vsem prostoru in Je zvezen ce-
: o . . loCc my s s > :
lo v smislu (4.2.8). Vzemimo elementa Xy¥ € L (R) in izradunaj-

mo
of K 1 o E
(Tx,¥), =-Jé"s§(s)ds,fe'tx(t)dt =;fe—tx(t)dtr/e-s§(s)ds =

£
=;;é“sx(s)ds_f;"t§(t)dt = (e, )y
kjer je ) &
e_ssfe_ty(t)dt , t20
yi = {
0 3 E<0
Ce vzamemo drug indeksp¢43=ﬁ, dobimo ustrezni element x:. Pri
tem Je vsak element 3:‘doloéen le do mnoZice Jy 2za poljuben ¥.
Ce bi obstajal b-adjungirani operator T°, bi pri istenm yeiLéoc(E)
morali dobiti en sam element y* kot skupen presek vseh mno¥ic
oblike y + Jp:
{y*} =é}{y;-+J%}
Toda za « <[> imata taki dve mnoZici v sploSnem prazen presek.

2t€

Vzemimo y(t) = e Léoc(ﬁ), potem je zgornji element

. e ér-l s sz20
s =10 , s<O
W w e - * - r 3
v kar se ni te’ko prepridati. Ce bi mnoZiei y, + Jy in y, + JIp

imeli neprazen presek, bi obstajala elementa 2z, (s)eJ; in zp(s)é

cJP z lastnostjo

Pri tem Jje zaradi

Fo drugi strani pa bi bilo
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- DB

2
pf(zﬁ—zj) = pf(x:-x:) = (e”- Y(1-c7")/2 >0

kar Jje v nasprotju z zgornjim.

Videli smo : Ce Je operator Te;fo(x) in operator T° obstaja,
je tudi T ;fo(}{), e pa je T sploZneje zvezen - Te¥(X) in
operator ° obstaja, lahko njegovo zveznost dokaZemo le v pri-
meru H-Fréchetovega prostora. Tedaj je T° kot tudi T iz 1;(X).
Zato oznacimo z &?(X) mnoZico operatorjev iziig(X), za katere
obstaja b-adjungirani operator. Naj Se enkrat poudarimo, da
lahko obstaja tudi za operator Te{f(x)\jg(x) b-ad jungirani ope-
rator TO, vendar ni nujno zvezen.

Na oba nac¢ina kot smo uvedli adjungirani operator, lahko de-

finiramo tudi sebiadjungirane operatorje.

4,2.10 DEFINICIJA Operator A<{.(X) je a-sebiadjunziran, e

velja

<AX!.Y\/ = (X,Ay)
za polJjubna x,yecE.
MnoZico a-sebiadjungiranih operatorjev bomo oznacili SZHE(X).

4,2,11 DEFINICIJA Zvezen linearen operator A, ki deluje v

H-lokalno konveksnem prostoru X, Jje b-sebiadjungiran, Ce ve-

1lja
(Ax, 7)o = (XyA¥),
za vsak x¢/) in za poljubna x,y<X.
V primeru, da Jje prostor X H-Fréchetov, je po izreku 4.2.5 vsak

b-sebiadjungiran operator A iz mnoéiceifg(x), v sploSnem H-lo-

kalnem prostoru pa to ni nujno res. Oznadimo s X (X) mno¥ico
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b-sebiadjungiranih operatorjev iz ;fO(X). Tedaj velja inkluzi ja
o (x) € ¥(x).
Oglejmo si, v koliki meri sta si v zvezi a-sebiadjungirani

in b-sebiadjungirani operator.
Caows !-'L\- L“ an

4.,2,12 TRDITEV Naj bo XiH-lokalno konveksen prostor in E

Hilbertov podprostor v njem. Ce je operator TeZ.(X) b-sebi-

adjungiran, potem je tudi a-sebiadjungiran.

Dokaz. Naj bo torej TékﬁE(X) b-sebiad jungiran operator. Vzemimo
poljuben x €E in upoftevajmo zvezo (1.8)
4(Tx,x) -4<x,Tx) = EiﬂTx+ixﬂ2—2inTx—ixn2 =
= Qis%g[(Tx,Txl,-i(fx,x)d+i(x,Txl,+(x,xl¥ -
13

- 2isu4p[('I'x,Tx)“ +1(Txyx), ~1(x,Tx), +(x,x “} = 0
o,

Tore] Jje vrednost skalarnega produkta {Tx,x) za vsak x ¢ E real-
na. Ker je E Hilbertov prostor, je Tk: sebiad jungiran operator

v njem, kar pomeni Te¢ H(X).

Oglejmo si nekaj primerov operatorjev v prostoru X = Léoc(ﬂ).

4,2,13 PRIMER Naj bo T integralski operator v prostoru X =

LéOC(R) z Jjedrom

Sl s 0&s8/2%t¢ 28
K(S’t) = {

0 y, drugod

Tedaj Jje T zvezen, preslika vektorje iz E = L2(P) nazaj in

. jJe a-sebiadjungiran, ni pa b-sebiadjungiran operator.
Hitro se lahko preprifamo, da velja za poljuben neli= A
pﬁ(-’fx) 2 %(1+e“6n—2e"3n)p§n(w < «f—g pgn(}:)

Tore] je operator T res zvezen in iz zgornje ocene sledi, da
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preslika elemente iz LE(R) vase. Za poljubna x,yeLg(R) velia
@ 15 o) 25
=, = -— - L e T
<Tx,y>ﬁfy(s)dse ?}e ”x(t)dt{/x(s)e qu/e ty(t)dt =2 LXK, Ty S
& S/ < Sk
torej je operator T a-sebiadjungiran. Ta operator pa ni b-sebi-

adjungiran, kajti &e vzamemo recimo elementa x(t) = e¥ in y(t)=

- tel iz L§°°(a), imamo

" 25
, _ S =S;.[.~t_.t I
(Tx,y)n = jse e dfje e’dt = n’/2
e /2.

medtem ko dobimo

5n7/8

I

" 15
(xyTy), = fese_sdsjg-ttetdt

(= sz

4,2,14 PRIMER Naj bo T integralski operator v prostoru X =

1oc(R) z jedrom

eSet ; (s,t)eM =.Cj([i,i+l]x[i,i+lj)

K(set) ={
0 3 drugod

Potem je operator T zvezen in b-sebiadjungiran.

Ker velja ocena

"

P, (Tx) jegsdslje x(t)dtl2 j dsJeEtdt _Ix(t)l dt £ C p_ (x)

HﬂR-, 2
kjer smo z R oznac¢ili mnozico tock {(s,t), s=konst}, je ope-

rator T‘EXB(Xj° Hitro se lahko prepridamo, da zanj velja

(Txiy)n = (XlT;Y)n

za vsako naravno Stevilo in je toreJ primer b-sebiadjungiranega

-t

operatorja. Ce vzamemo x(t) = e “e LE(R)' je

“X)(s) { 2 , 8520

S< 0
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ki pa oéitno ni ved iz podprostora Lg(R). Zato tudi ne more biti

a-sebiadjungiran operator.

4,3 llekatere lastnosti adjungiranih operatorjev

Ogledali si bomo neka] lastnosti adjungiranih operatorjev,
pri tem bomo obravnavali kar vzporedno a-adjungirane operator-
je, ki jih lahko definiramo za operatorje iz j%(x) in b-adjun-
girane operatorje, ki obstajajo za operatorje iz &?tX).

DokaZimo najpreJ tri pomoZne izreke, ki Jjih bomo kasneje

rabili.

4,3,1 LEMA Ce za operator Te¢ X (X) velja

(Txyx)¢ = O

za vsak x<¢X in za vsak indekswed , je T = O,
Zares, ker je tudi (T(x+y),x+y)x = O za vsak ®¢d, dobimo
(Txy7)x + (Tyyx)y = O
in e v tej relaciji element y zamenjamo z iy, dobimo Se
“1(Tx,y)y + i(Ty,x), = O

kar nam oboje skupaj da : 2(Tx,y)x = O. Od tod pri y = Tx dobimo
PJ(TX) =0

za vsak o¢l ali Tx = O, Ker Je bil element xeX poljuben, je T

res nicelen operator.

4,3,2 KOROLAR Ce sta operatorja S,Ts:i(x) in velja

(SX,X)d = (TX,X)O‘
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za vsak x € X in za poljuben indeks w4,

e
D
()]
i
:

Doka¥imo Ze podoben izrek za operatorje iz X.(X).

4,3,3 I5MA Ce je podprostor E v H-lokalno konveksnem pro-

storu X gost in za operator T e;f?(x) velja
{Txyx) = 0

za vsak element x¢E, potem je T = O.

Dokaz. Na prav enak nacin kot zgoraj dobimo ITx|) = O za polju-

ben vektor x € %, kar pomeni Tx = O za vsak x€¢ E. Ker Jje & gost

o8

podprostor prostora X in operator T zvezen, Jje T = O.

Doka?imo sedaj nekaJ lastnosti adjungiranih operatorjev.

4,3,4 TRDITEV Naj bosta operatorja S,Te€ ‘_fE(X), potem Je

tudi As + pT € L. (X) za poljubna :\,&gc € (ali R) in velja
(A3 +(¢:LI')*X = A5*x +[‘,T*x
za vsak xe X,

7ares, ker sta operatorja S in T zvezna, velja pri pcljubnih

elementih x,ye¢ X
Do (QAB+ATIX) 2 IAICyPp(x) + 11l Copp(x) £ (1Al Cq+ 181C5)Da (%)

kjer Je Jed skupni naslednik indeksoma » in ¥~ . Iz te ocene
sledi, da Jje tudi operator AS + MT  zvezen, Ce vzamemo vek-
tor x€Z, Jje ocitno tudi element ASx +MTx iz E, Izracdunaj-

mo &e
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OB+, YD = <3 A53% D + (xR Y = (x, (AST+ET" )y >

od koder uvidimo velJjavnost zgornje trditve.

Podoben izrek dobimo tudi za b-adjungirane operatorje:

4.3.5 TRDITEV * Naj bosta operatorja S in T iz $2%(X), potenm

Je tudi operator AS +ul iz ¢%(X) in velja

(28 + wD)® = 2As® + w1°

~ —

Dokaz. Ker sta S in T zvezna operatorja in iz mnoZice Lo (X)),

imamo v zgornji oceni X =]1,=)":
pm((fXStuT)x) < (Il Cl+|‘~ut02) Py (x)

kar pomeni, da je tudi operator S +CLT iz a‘{JO(X). Ker za

poljuben indeks x el velja
(As+pD)x,y), = (x,48%) +(x,51%) = (x, As%+31%)y),

tudi za operator AS +kT obstaja b-adjungirani operator in je

enak operatorju As® +LET°.

Videli smo, da za operator Té&&w(}() ni ved nujno, da je T~
definiran na vsem prostoru X, O¢itno pa je, da elemente iz pod-
prostora E preslika nazaj v E in da Jje tam zvezen celo po normi

K e To vidimo, Ce v definiciji a-adjungiranega operatorja
" *
(Tx,y) = <X,'11 Y>

* . i
vzamemo x=T y in ocenimo
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X .2 ¥ ik 4 2 i’ .
12y =.<L Tyl oy & NIyl SN2 FNCyh

- J—_— e : ; ; :
Za operator T lahko definiramo adjungirani operator na obi-
Cajen nacdin v Hilbertovem prostoru E. lNastane vpraganje, kakgna

2 . m X * ALK i = ;
Jje zveza med operatorjem T = (T7) in prvotnim operatorjem T.

4,3.6 TRDITEV Naj bo operator T iz &.(X), X H-lokalno kon-

veksen prostor in podprostor E, ki smo ga definirali z (1.7),

poln. Fotem velja

za vsak xe& 5. Ce je podprostor E tudi gost v X, Je operator

A o . . »* .
T edina zvezna razsiritev operatorja P*" na ves prostor X.

Dokaz. Iz definicije operatorja.i?*xsledi
= _*
L2Vyyx) =<7, T x) = {Ty,x>

kar pomeni, da je ((T“‘-T)y,x) = 0 za poljubna x,y € E, tore]

Je za vsak xe¢l 7**x = Tx. Ce obstaja zvezna razsiritev opera-
torja 7** na ves prostor X, se na podprostoru E ujema z opera-
torjem T, kar po lemi 4.3.3 pomeni, da se z njim ujema na vsem

prostoru X.

4.%,7 TRDITEY Naj bo operator T iz ¥*(X) in T njegov b-ad-

Jungirani operator. Potem velja

TOO=T

Dokaz. Ker Jje operator T iz b£*(X), pomeni, da njegov b-adjuncsi-
rani operator © obstaja. Za operator ° oditno tudi obstaja

b-adjungirani operator, kar sledi iz 2zapisa
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-0 = m
(I xs.J"')Q,L = (%, J-Y),x
in Jje enak (1°)° = 7,

4,3,8 TRDITEV Ce sta operatorja S,Tef.(X), potem je tudi

STéfE(X) in velja

(sT)'x = T 8™x

za vsak x€L,
Dokaz. Ker sta operatorja S in T zvezna, velja
Do {BPx) £ CMPP(TX) £ G Cg,p.;(lc)

Torej je tudi operator ST zvezen in Ce vzamemo x¢E, Je Tx¢E in
tedaj tudi STx¢E, torej Je STeiE(X). Vzemimo poljubna x,y¢E,

potem Je
: * L '
{8Tx,y) = <TX,S T =<{x,T 8 y>
. X * % .
od koder sledi (ST) = T S . FPodobno dobimo

4,%,9 TRDITEV Ce sta operatorja S, Le&:(x,, potem Jje tudi

operator STe¥X(X) in velja
(sT)° = 195°
Zares, iz relacije
(BTx:7 )y = (Tx,8°7), = (x,7°8"7)q
sledi trditev neposredno.

4,3,10 T2DITEV Identiéni operator I Je iz mnoZice Y -.(X)

kot tudi iz mno¥ice £*(X) in je hkrati a-sebiadjungiran

in b-sebiadjungiran operator.
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Dokaz Jje trivialen in ga opustimo.

4,3.,11 THEDITEV Naj bo podprostor E poln in naj bo operator

Tefﬁ(x) tak, da obstaja njegov inverzni operator 71 in je
tudi T'leifﬁ(X), potem velja

*

(1Y = (7)1

za vsak xeE.

Zares, ta trditev Je prevedena na Hilbertov prostor E, za kate-

rega velja tak izrek. Naj le Se opomnimo, da iz pogoja, da ope-

™

rator T preslika elemente iz podprostora E nazaj v E, ne sledi

taka lastnost tudi za operator 1,

*
4,3,12 TRDITEV Naj bo operator Tef (%) obrnljiv in e je

tudi T e ¥Y(X), velja
(To)-l - (T-l)o

Zares, Ce sta operatorja T in 71 iy &?(X), po trditvi 4.3.9

sledi
T =1° = (TT’l)O _ (T'l)OTO

od koder sledi nasSa trditev.

» _ X
4,3,13 KOROLAR Faj bo operator Tef(X), potem je T e (x)

= *
natanko tedaj, ko je (T°) lei?(x).

— * —
Dokaz. Operator T je iz ¥ (X) in &e je T 1eif(x), je tudi (T l)oe

e £(X) in po prejs$nji trditvi sledi
(1) = (T71)% $¥x0)

=
Ce e (°)™1 ¢™(X) in ker je olitmo T°€X (X), po zgornji trdit-



R~ |
vi za operator ° razberemo
T = (1971 = (1) )% XY
Za a-adjungirane operatorje dobimo

4,3,14 TRDITEV Naj bo E poln podprostor v H-lokalno konveks-

nem prostoru X in operator TeIE(X), potem velja

a) de je T‘%%KE(X), je (T*)"l na E zvezen (glede na
normo n W)

b) Ce Je (T*)*l na E zvezen, je tudi operator (T|E)“l

zvezen na E.

Dokaz. (e je T-%ffE(X), je tudi (T“l)* zvezen na podprostoru =
in po trditvi 4.3.11 je tudi operator (T*)'l - (T"l)’{r zvezen
na L. Vzemimo Se obratno, da Je (T*)*l zvezen na E, potem po
isti trditvi za operator T dobimo: T71 = (T**)71 = ((2*)™1)”
in Je potem tudi operator Til zvezen na podprostoru E. Pri tem

smo pisali Tl = T B in upoStevali TIE = o7,

Oglejmo si sedaj Se nekaj lastnosti a-sebiadjungiranih ope-
ratorjev, ki smo Jjih oznadili stE(X) in mnoZico b-sebiadjun-

giranih operatorjev iz prostora gg(x), ki smo jih oznadili z
(XD,

4,3,15 TRDITEV MnoZiei }.(X) in X(X) sta realna vektorska

prostora.

Dokaz. Vzemimo A,B€}.(X) in A,u¢R. Iz trditve 4.3.4 vemo, da

Jje A&+35€I§(K) in za poljubna x,ye¢eE lahko zapisSemo

CAAepBIR,TY = (G ATY+ (6 p37) = (%3 (MAepB)y)

kar pomeni 1A+rBEXT(X). Prav podobno se prepricamo tudi za
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mno*ico X(X).

4.3.16 TRDITEV Ce sta operatorja A,Bed.(X) (oziroma A,Bc

€ ¥(X)) in komutirata med seboj, Jje tudi ABé&E(X) (oziroma

ABeY(X)).
Ta lastnost sledi neposredno iz trditve 4.3.8.

4,3,17 KOROLAR Naj bo P(X) polinom z realnimi koeficienti,

potem velja
a) e Je AeJ(E(X), je tudi P(A)e A{E(x)
b) e je AeX(X), je tudi P(A)eXH(X).

Ti trditvi sta neposredni posledici prejsnje trditve, saj so
potence A™ ustrezno sebiadjungirani operatorji.
DokaZimo Se pomoZni izrek, ki govori, kdaj je neki operator

A b-sebiadjungiran.

4,3.,18 LEMA NaJj bo X kompleksen H-lokalno konveksen pros-

tor in operator A¢f(X). Potem je A b-sebiadjungiran opera-

tor natanko tedaj, ko Jje vrednost
(AX,X)O(

realna za poljuben xeX in oed.

Dokaz. Vzemimo poljuben xeX in «é4 ter zapiSimo identiteti

]

4(AX, ¥ )y (Au'u)x -(Av,v), +j_(ﬂ.w,wr)m--i(Az,z)“<

n

H(xyAy)y = (uyhu), =(v,4v) +i(w,Aw) -i(2,42),

kjer smo zaradi krajSega zapisa pisali u = xX+y, Vv = X-y, W =
= x+iy in z = x-iy. Vsi oklepaji na desni strani so po predpo-

stavki realni, zato na primer velja
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(uyau), = TAu,u), = (Au,u),

in tako tudi za ostale vrednosti. Torej sta tudi levi strani

enaki

(Ax,y), = (x,4y)

za vsak indeks x¢/A, kar pomeni ravno, da Jje A b-sebiadjungiren

operator. Obratna trditev je oditna.

Oglejmo si Se nekaj posebnih operatorjev, ki delujejo v na-

Sem H-lokalno konveksnem prostoru X.

4.,32,19 DEFINICIJA Operator T iz ;{E(X) imenujemo a-izometri-

Jo, ¢e velja
(T, Ty> = {X,¥> (4.3.1)

za poljubna x,y¢ E. a-izometrijo, katere zaloga vrednosti

vsebuje mnoZico E, imenujemo a-unitaren operator.

4,3,20 LEMA Za operator T iz ;fE(X) Jje pogoj (4.3.1) ekviva-

lenten pogoju

ITxh =1x) 4 XeE
Dokaz. Naj velja zadnja relacija, potem je
4Re{Tx,Tyd = HT(x+y)H2—nT(x-y)H2 = nx+yu2—nx—y”2 = U4Re (X,¥y>

Ce v tej relaciji zamenjamo y z iy, dobimo tako enakost tudi

za imaginarni del. Obratna smer je oditna.

4,3,21 DEFINICIJA Operator T iz & (X) imenujemo b-izometri-

do, ce velja



(TxyTydy = (%,7), ; X,yeX, x4 (4¢3.2)

Ce je poleg tesa %e zalogza vrednosti operatorja T ves
L3

prostor X, imenujemo T b-unitaren operator.

Fodobno kot zgoraj lahko zapiSemo Se ekvivalentno definicijo:

4,2.22 LEMA Za operator T iz $(X) je pogoJ (4.3.2) ekvi-

valenten pogoju
PTx) = P (x) ; xeX, xed

Ekvivalentnost tega pogoJja preverimo na enak nadin kot zgora].
Iz zadnje relacije sledi neposredno, da za b-izometrijo ve-

lja T € £ (X) N £p(X) N gzm.



5. SPEKTER OPERATORJA

Spekter operatorja v H-lokalno konveksnem prostoru defini-

ramo podobno kot v normiranih prostorih.

5.1 DEFINICIJA Stevilo de€ (ali R) je iz resolventne mnozi-

ce operatorja T (A€ @(T)) natanko tedaj, ko obstaja operator
(T—AI)_l, ki Jje gosto definiran in zvezen. Spekter operator-

ja T je komplement resolventne mnoZice (G(T)=@(D)c).

DokaZimo takoj naslednji pomoZni izrek:

5.2 LukMA Ce je operator T zaprt in Stevilo A iz ©(T), je

zaloga vrednosti operatorja (T-)I) ves prostor X.

Dokaz. Vzemimo A\¢@(T) in pokaZimo, da za vsak ye¢ X obstaja ele-
ment x ¢ X z lastnostjo (T-2I)x=y. Ker je Xe@(T), je po defini-
ciji RUI-xI) = X, od koder sledi, da za dani element y ¢ X ob-
staja posploSeno zaporedje {X:l;er , za katerega konvergira zapo-
redje {Txr-ﬁxﬁ- k elementu y € X. Ce oznadimo Iy = TxJ—lx{ in
uposStevamo, da Je operator (?—AI)'1 zvezen, dobimo tudi konver-
genco zaporedja {xs}:

lim %, = lin (-r-)&)"lyr - x

el el
Ker je operator T zaprt, dobimo (T7-)I)x=y, kar smo Zeleli doka-
zati.

‘Sedaj lahko zapisSemo:

5.3 LEUA Za operator T iz ¥ (X) so naslednje tri trditve elrvi-

valentne

(a) Xe@(T)
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(b) (n-21)"t obstaja, A=) = X, (T=AI)"1 je zvezen

(¢) (T-2I)"e ¥ ()

h . ~ . -t . . i =

Ce je Ael (D), tedaj operator (T-)I) ni iz & (%), kar pome-
o . -] ; : : 5o :
ni, da operator (T-)I) ~ sploh ne obstaja, ni definiran na vsem

X ali ni zvezen. Zato bomo loc¢ili spekter na vel podmno¥ic.

S.i4 DEFINICIJA MnoZico tolk )\ ¢C, za katere operator

(E-)I)"l ne obstaja, imenujemo tolkast spekter in oznadi-

s o =3
mo s Gb(f). MnoZico tolk Ae€, za katere operator (T-)I) ~
sicer obstaja, Jje gosto definiran, ni pa zvezen, imenuje-

mo zvezen spekter in oznadimo s GE(T)‘ lMnoZ%ico todk \e€, za

katere operator (T—AI)"l obstaja, definiran pa je le na
pravem podprostoru, kjer Je sicer lahko zvezen, imenujemo

residualni spekter in oznadimo s O;(T).

Jasno je, da zaloga vrednosti operatorja T-AI ni nujno ves
prostor X, Ceprav vseskozi obravnavamo le operatorje, ki so

povsod definirani.

5.5 LEMA Preslikava T-JAI : X —»R(T-)I)< X je natanko teda]
injektivna, ko )\ ni lastna vrednost operatorja T (Aé—G‘p(I‘)).

Dokaz. Ce operator T-AI za neki )\¢€ ni injektivna preslikava

iz X v R(T-1I), obstajata elementa %, # X, 2z lastnostjo
Txp=dxy = Txp=dxy = F

0d tod dobimo Tx = Ax, kjer je X=X, -X,#0, torej Jje A lastna
vrednost. Vzemimo £e obratno, naj bo A lastna vrednost opera-
torja T; se pravi obstaja x#0, da velja Tx = Ax. Ce bi T=-)I bi-

la injektivna preslikava, bi za x; in X5=X; +X veljalo z,=Tx;-Ax;#
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£ '_‘*{p-)\:-:ﬁ = Z,. Joda razlika teh elementov Jje z,-z,5 = Tx-Ax =
= 0, kar Jje protislovje.
7 - i L) - ™, - - W T
Za sebiadjungirane operatorje bomo povedali kaj vecC o spek-

tru. Pri tem nam bo v pomo¢ naslednJji izrek.

5.6 IZ2ZX aj bo T podprostor v I-I'réchetovem prostoru X.

Fotem je Y gost v X natanko tedaj, ko za vsak ¥ed, vsak x.4Js

in vsak ye¥Y velja

Dokaz. DokaZzimo najprej zadostnost zgornjega pogoja. Naj Y ne
bo gost v prostoru X, potem obstaja element z¢ X~\7, razliden
od 0. Ker je T zaprt podprostor, obstaja po izreku 3.3 netri-

vialen fukcional f z lastnostjo
f(y) =0 zayeY in f(z)>1

Ker je funkcional f zvezen, obstaja konstanta C >0 in indeks

¥,€¢4 z lastnostjo
|£(x)] £ C PI‘(X) s XeX
Fo posplosenem Rieszovem izreku 3.2 se ta funkcional da zapisa-

ti v obliki: f(x) = (x,%x;), xe¢X. Pri tem je indeks ¥ 2%, in

Xy ¢d.. O0d tod dobimo

I
O

(7yxg), = £(3)
za vsak ye¢Y, medtem ko Je
(z,:v:f)x. = £lg) =1

'agli smo torej element x ¢ dJy, ki je pravokoten glede na indexs

¥ na ves podprostor . llaj Se poudarimo, da indeks ¥ ni en sam,
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ampalr to velja za vsak indeks ¥ 2%

o* DokaZimo Se potrebnost

zgornjeza pozoja. .rivzemimo torej, da Jje ¥ = X. Vzemimo, da
obstaja tak indeks ¥ ¢l in element Xo¢ Jyp, da Je {xu\,;’}sﬁ = 0 za
vsak yeY. Ce Je x.e¥, pri y = x; dobimo (Xr'xv)x = 0, kar po-

meni Xr&%.. Tore] more biti le xt¢'f. Ker je Y gost v X, za po-

ljuben £>C in nag [ed obstaja element x‘«Y, da velja
Po(Xe-x") < &

0d tod dobimo

2
(:{r>_

~

P, = (Rpoxmx), + (xox"), < p, (xp)p (x -x")

Ker je x,¢J,, sledi pr(x5)< £. Fri tem lahko pri istem x, iz-

beremo £ poljubno majhen, kar pomeni
p;(xﬁ') =0

ali X;GJI’ kar Jje v nasprotju s predpostavko.

Kot posledico tega izreka dobimo:

5.7 KOROLAR <Ce je Y gost podprostor v E-Fréchetovem prosto-

mn .
ru X, potem je Y = {0}.

Dokaz. e bi obstajal element X, € Xy X # 0, za katereza bi
veljalo
(xo’yl‘ =0
za vsak yeY in vsak x¢é{d, bi zaradi pogoja Nd. = {O} obstajal
=€
indeks ¥, da bi bil x ¢ Jp in tudi zanj bi dobili
(xo,y)? = )
kar je v protislovju s trditvijo prejsnjeza izreka.

Povezava med spektrom operatorja T in spektrom njegovega
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adjungiranega operatorja ni tako tesna kot na primer v Hilber-

tovem prostoru.

5,8 IZREZK Naj bo X H-Frechetov prostor in operator Te S (X),
potem veljata trditvi

1) e Je Ae@(T) in je operator (T—)I)'e;i;(x), potem
obstaja b-adjungirani operator ((T—)I)_l)o in jeiieQ(To),

2) ce jefKeQ(To) in je operator (To—jl)_eéfo(x), po-

tem obstaja b-adjungirani operator ((TO¥1I)'1)° in je Je@(T).

Dokaz. Naj bo AeQ(T). Ker je operator Tef(X), je tudi T-AI ¢
ei?(x). Operator (T—AI)-l obstaja, je gosto definiran in zve-
zen., Iz leme 5.2 sledi celo K(T-AI) = X. Za operator T-AT ob-
staja b-adjungirani operator, ki je po korolarju 4.2.7 zvezen,
tore (T—AI)Oe';f"(X). Doka”?imo, da tudi zanJ obstaja inverzni
operator. Vzemimo tak element yoex, da Je (T-AI)OyO = 0, potem
velja

((T-AD)x,5, )y = (%, (T-21)% ) = O

za vsak x¢X in x¢d. Ker je zaloga vrednosti operatorja T-AI
ves X, izberimo x = (T-}I)_lyo in v zgornji relaciji dobimo

(7,9Y4)x = O+ Ker to velja pri poljubnem «ed, sledi y, = O,

- res obstaja. Dokazimo, da

je tudi gosto definiran. Ce bi bilo R((T-21)°) # O, bi po izre-

kar pomeni, da operator ((T-1I1)9)~

ku 5.6 obstajal tak indeks }%&A, da bi za vsak ¥ 2Y, obstajal

element x4¢ Jp 2z lastnostjo

(Xf'y)f = 0, y¢ &((T"K[)O)
se pravi

0 = (x.s.,('l’—il)ox)r = ((T-AT)xg,%),
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Ce pifemo x = (DI-2I)xyu, dobimo
p,r( ( 0= )X-)u) = ()

Ker je operator (7-11)" ' definiran na vsem X in po predpostav-

ki iz j;(x}, za poljuben oéd velja
px((T-21)"1x) C Py (X) , xeX
kar lahko pisemo tudi v obliki
Px(¥) £ Cp ((T-XI)y) , yeX
V posebnem za X =¥ in y = xy dobimo
pu(p) € o ((T-4T)xg) = O

kar je v protislovju z Xy4 J¢. Torej je tudi ®((T-21)°) gbsta
mno¥ica v X in ker je operator (T7-aI)° zvezen, zopet po lemi

5.2 sledi R((T-3I)°) = X. V relaciji
((I-2I)x,y), = (x,(7-31)%), ; x,yeX,
tedaj smemo pisati (T-3I)x = v, (T-2I)°y = u pa dobimo
(vy ((1-A1)°)" L), = ((T-a1)7Lv,u),

za vsak ®¢d in poljubna u,veX. To pa ravno pomeni, da za ope-

rator ('I‘-S\I)'l obstaja b-adjungirani operator in velja
(ep=azy 9P = ({32399 L = (r0-Axyt

Ker Jje prostor X H—Frébhetov, zopet i1z eksistence b-adjungira-
nega operatorja ((T—AI)-l)O sledi njegova zveznost. Torej tudi
operator (Tonil)_l obstaja, Jje definiran na vsem X in Jje zve-

zen, se pravi A€@(1°).
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Vzemimo e , da Je -'J..&Q('i‘o), se pravi operator ("L‘O-il)-l obsta-
ja, Jje gosto definiran in zvezen. Ker Jje tudi operator ° zve-
zen, je T°€ ¥*(X) in tudi T°-3Te ¥%(X). Sedaj na isti nalin
kot zgora] ugotovimo, da je A =j¢- @(1‘00) =©@(T), s &imer smo
dokazali izrek.

Vzemimo Se operator Te;FE(X). Ce je Xe@(T), operator ('I‘-L\.I)"l
obstaja, je d:finiran na vsem X in je zvezen. Ce je podprostor
E poln, Jje po trditvi 4.1.6 operator (T-S\I)_l zvezen tudi v
smislu norme na E. Ni pa nujno, da podprostor E preslika nazaj
v E. Naj bo E poln podprostor, torej Hilbertov in z @E(S) ozna-
dimo resolventno mnoZico operatorja S v njem, definirano na
obifajen nadin. Ce je operator TekﬂE(}{), Ae@(T) in operator

(T—J\I)_l preslika podprostor E nazaj v E, Jje olitno tudi ¢
eC (T,

5.9 TRDITEV Naj bo E poln podprostor v H-lokalno konveks-

nem prostoru X in operator Te¢ ¥.(X), potem velja
--———-"T*"_
@e(T|g) = Qg(T™)

Dokaz. Naj bo )\e@E(T\E), se pravi za operator S = TIE velja :
(S—J\I)"l obstaja (na E), preslika E nazaj v E, je na E po nor-
mi zvezen in Je gosto definiran. Adjungirani operator v obicaj-
nem smislu ((S—lI)"l)" je tudi definiran na vsem E, preslika

podprostor E nazaj vase in je tam zvezen. Po trditvi 4.3.11 Je
- - — kS
(s*A1)"1x = ((s-a1)™1)"x

za vsak xe¢E, torej Je pT(S*) = @;,,(‘I'*).
llaj bo Se J&?E{:T*), potem po istem sklepu kot zgoraj za ope-

rator T dobimo :\eQE(T“) = @E('DIE).
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Oglejmo si malo pobliZe spekter sebiadjungiranih operator-

Jjeve.

5,10 IZREK Naj bo operator AeﬁfE(X) a-sebiadjungiran, po-
tem so lastne vrednosti, ki pripadajo lastnim vektorjem iz
podprostora Z, realne. Za dva lastna vektorja x,y E, ki pri-

padata razlicnima lastnima vrednostma, velja
(xX9> =0
Dokaz. Naj bo torej Az = Az in z¢E, potem velja
AlZy2Y) ={A242) = {AZ,2)¢R

Vzemimo Se dve razlidni lastni vrednosti A #5L z lastnima vek-

torjema x,yel :
Ax =Ax , Ay =p,T 5 X,J€E

potem velja

A=p) 53 7Y = <AK, T =CX0pT ) = (AX,\T) =(XyAy) = O
kar smo Zeleli pokazati.

5.11 DISKUSIJA .Operator Aey.(X) ima lahko tudi lastne vek-

torje izven mnoZice E, za take primere ne moremo nicesar re-

e

Cl.

5,12 IZREK NaJ bo Ae {(X) b-sebiadjungiran operator, potem

s0 njegove lastne vrednosti realne. Za lastna vektorja x in

v, ki pripadata razlidnima lastnima vrednostma A M, velja
xd y

Dokaz. frav tako kot zgoraj ugotovimo A{z,zLeEﬁ za vsak oed)
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in tudi (A-u)(x,y), = O pri vsakem x¢4, kar pomeni xL y.
Ker imajo b-adjungirani in b-sebiadjungirani operatorji ne-
kako lepSe lastnosti kot a-adjungirani operatorji, bomo odsle

v zlavnem obravnavali le prve.

5,13 LEMA Naj bo operator A iz ¥ (X) b-sebiadjungiran in
X H-Freéchetov prostor. Fotem veljata trditvi:

a) e Je )\ lastna vrednost operatorja A, teda] mnoZica
R(A-IT) ni gosta v X,

b) de mnoﬁica.ﬁK(A—AI) ni gosta v X, obstaja indeks gbed,

da za vsak Y2 3"0 obstaja element x,¢ Jy z lastuostjo
pr(_ﬂ.xr-—).:cr) =0

Dokaz. Ce je A lastna vrednost, obstaja element z # 0, da velja

Az = )z. Po prejdnjem izreku je ) realno Stevilo in ker je
(z,Ax—}x)“ = (Az-Jlz,x), =0

za vsak x €X, je element zlal(A-XI), kar po korolarju 5.7 pome-
ni: mno%ica @(A-AT) ni gosta v X.

Doka%imo £e drugo trditev, naj R(4A-)I) ne bo gosta mnoZica
v X, potem po izreku 5.6 obstaja indeks jdfd, da za vsak %“zjb
dobimo element X8¢;G z lastnostjo (xf,y)f = 0 za vsak y iz
R(A-XI). ToreJ je (xg,Ax-)x) = O za vsak x €X, kar pomeni

(Ax,=)XpsX ) = O, Ce vzamemo x = Ax ~)x, dobimo

kar smo Zeleli dokazati.
Seda] lahko dokazZemo lepo lastnost b-sebiadjungiranih ope-

ratorjev.
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5.14 IZREX Spekter zveznega b-sebiadjungiranega operator-

Jja, ki deluje v H-Fréchetovem prostoru, je realen.

Dokaz. Naj bo Aeyf (X) b-sebiadjungiran operator in naj bo A =
= %+iv (%) # 0) poljubno Stevilo iz spektra. Iz izreka 5,12 ve-
mo, da tedaj A ni lastna vrednost, kar pomeni, da operator
(A—}I)“l obstaja na R(A-)2I). Vzemimo poljuben element yed(A-

-2I), ustrezni x = (A-)I)“ly in izracunajmo

)

pf(y) pi(ﬂx-}x) = pﬁ?x—}x) - 2Im(AX-¥X,X)y, + qapg(x) -

p2(Ax-Ex) + m°p2(x)

Iz te relacije sledi najprej ocena pf(y); qupz(x), iz katere

dobimo

pd((A—AI)"ly) £ ,%ipd(y)

kar pomeni, da je operator (A-lI)'l zvezen na R(A-)I). Doka-
Yimo Se, da Je zaklad vrednosti R(A-3I) gost v X. Ce ne bi bil
gost, bi po drugi trditvi prejsnje leme obstajal indeks Y¢4&

in element xF¢J§ z lastnostjo

Fo drugi strani pa iz zgornje relacije pri o =% in x = x4

sledi
2 2 2.2
0 = p(Ax-dxy) = pr(Axr-fxf) + ) pg (xy)
kar pomeni pr(xf) = 0, kar je v nasprotju s pogojem x.¢Jg.

Za nerealno vrednost X operator (A—}I)_l obstaja, Jje zvezen

in gosto definiran, torej Stevilo A ni iz spektra.
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5.15 TRDITEV l'aj bo operator Ae}(X) in X H-Frechetov pro-

stor, potem je A¢@(A) natanko tedaj, ko je R(A-AI) = X.

Dokaz. Naj bo torej operator Ae ¥(X), se pravi Jje tudi iz pro-
stora go(x). Ce Jje Ae®(4), to pomenifﬁfi:agb = X in po lemi
5.2 R(A-)I) = X. Nekoliko ved dela imamo z obratno smerjo.

Naj bo torej R(A-3I) = X. Ce A ni realno 3tevilo, je zaradi
izreka 5.14 Aé@(A) in je trditev dokazana. Stevilo A tudi ni
lastna vrednost, ker bi po lemi 5.1% v tem primeru bilo ifﬁl
=)I) # X. Torej obstaja operator (A-)I)_l, ki je definiran na
vsem X. Za poljubna x,yeX obstajata elementa u,veX z lastnost-

jo (ﬁ—}I)_lx = u, (A-%I)”ly = v in imamo
((A-21)"Lx,3), =(u, (A=DI)v), = ((A-3IDu,v), =(x, (A-A1)"1y),

To pomeni, da je tudi operator (A—AI)_I b-sebiad jungiran. To-
rej zanj obstaja b-adjungiran operator, ker je X po predpos-
tavki H-Fréchetov, dobimo iz leme 4.2.6 zveznost operatorja

(A—}\I)'l (velja celo (A-—)I)_l.c_ ;PO(X)), tore] je Ae@(A).

5.16 DISKUSIJA Poznano Jje, da v primeru Hilbertovega pro-

stora sebiadjungiran operator nima residualnega spektra.
V naSem primeru se v tej smeri ne da ni¢ redi, ker nam

lema 5.13 ne da dovolj mocnih zakljuclkov.

5,17 IZREK Naj bo X H-Fréchetov prostor, potem Jje spekter

b-sebiadjungiranega operatorja zaprta mnozica.

Dokaz. Dokazali bomo, da je resolventna mnoZica €(4A) odprta
mno?ica v ravnini kompleksnih Stevil. Vzemimo poljuben AOEQ(A),
potem obstaja zvezen operator (A—&I)“l, definiran na vsem X,

V dokazu izreka 5.15 smo videli, da Jje tedaj ta operator tudi



.-
b-sebiadjungiran in iz ;fg(x), torej

Pu((A=XI)7H%) £ C p ()

ol + o

za vsak xe¢X in «ed. Ce je za neki x¢/] Cx = C, to pomeni
px((ﬁ-)oI)-lx) = 0 za vsak x¢X, oziroma (A-JOI)J3 = X. Ker pa
je A-) I € gfo(}:), velja (A-A I)J, C I,y Di Dilo to mogode le v
primeru Jy = X, oziroma polnorma p, identidéno enaka nié: p, = O.
Torej je C,> 0 za vsak xed. Ce pifemo D, = 1/C4 in y=(A-x;)_lx,

lahko zgornjo oceno prepisSemo v obliko
p.((A-3 T)y) 2 D, p,(3)

Vzemimo sedaj tako todko de¢C, da velja [A —J«OI < &< Du/2 in

ocenimo
Do (A=31)¥) 20, (A=A 1D7)=1A-D | 2w () 2 (D, ~Dur/2)pe(7)=Dy 0 (7)/2

Iz te ocene najprej dobimo, da je ®R(A-AI) gosta mno¥ica v X.
Kajti v nasprotnem primeru bi zopet po lemi 5.13 obstajal in-
deks ved in element X;¢J; 2z lastnostjo pu(Ax-Axs) = 0, kar
je v protislovju z zgornjo oceno prix=% in y = x;. Prav tako
A ne more biti lastna vrednost operatorja A, kajti teda] bi
obstajal element X, # 0, se pravi pp(xo) # 0 vsaj za en indeks
ped in bi bilo pu(ﬁxo-}xo) = 0 za vsak «éd , kar zopet ni mozo-

¢e zaradi zgornje ocene pri y = X in x=p, Obstaja torej inverz-

0
ni operator (A—AI)_I, definiran na gosti mnoZici R(A-)I). Ce

v zgornji oceni zopet pifemo x = (A-MAI)y, dobimo
((A=31)"1x) € %, p.(x)
P«\ = “d_.bl-

kjer je Ky = 2/Dyx. Torej Jje operator (A—AI)“l tudi zvezen, kar

nazadnje pomeni le@(A). MnoZica 6(L) je tako res zaprta.




6. STRUKTURA PROSTOROV & (X) IN £%(X)

6.1. Topolociie na alcebri ¥ (X)

Vzemimo mnozico linearnih zveznih operatorjev v H-lokalno
konveksnem prostoru X, ki smo jo oznadili z ¥ (X) in ugotovili,
da Jje linearen prostor. Vpeljimo vanj topologijo preko omejenih
mnozic prostora X, ki smo jih definirali v Jdetrtem poglavju.

Oznadimo z .4 dru¥ino vseh omejenih mno¥ic naSesa H-lokalno
konveksnega prostora X. MnoZica 4 Jje z inkluzijo delno urejena
in usmerjena. Naj bo «' neka poddruZina druZine «4. Rekli bomo,
da Je druEina;V‘zadostna, ce velja

UM = X

HEA

Iz [19] povzemimo

6.1.1 IZREK Vsaka usmerjena in zadostna druZina omejenih

mno¥ic V<4 definira s sistemom polnorm
N
Ry = {qﬁ(T) = sup p,(Tx); Mech m&d}
xe ™

na prostoru ${(X) lokalno konveksno topologijo. (X)) je

glede na to topologijo Hausdorffov prostor.

Ce vzamemo za o/ dru¥ino kon&nih mno¥ic prostora X, dobimo
tako imenovano Sibko topologijo in prostor &£(X) s to topologi-
jo oznadimo z &?S(X). Druga skrajnost je, da za ¢/’ vzamemo dru-
Zino vseh omejenih mnoZic prostora X in dobimo krepko topologi-
jo. Prostor X s to topolozijo oznadimo z éfb(X).

M g, s @ ¢ (X
Za dano polnormo g€ Qd in dana operatorja S,T¢ £ (¥) lahko
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- e - I _‘
izradunamo vrednosti q,(S), qdf1) in qx ST), vendar med njimi
ne dobimo v sploSnem lepe povezave, kot je to primer v nornmi-

ranih prostorih.

~ S R . 5 . 1, 4
©.1.2 TRDITEZV Naj bosta operatorja S, Te:f(ﬂ) in que.Qd pol-

Jjubna polnorma., Fotem je tudi q‘( ) ter obstajata nenega-

tivni sStevili C,, D, in polnormi qg, %fe 1 y da veljajo zveze:

(1) st = ¢XD¢s)

I

(2) Q(sT) ¢ Cuap(s)
(3) a'(8) ¢ Ddf()

Dokaz. Ker je T zvezen operator, Jje tudi omejen in za Me A4 Je

tudi mno¥ica T(i1) iz.#. Dobimo

d(s1) = sup pu(5x) = sup n(Sy) = q (s)

XEM yeTH)

Zveznost operatorja S nam da tudi oceno

T u'l
qE(ST) = sup p,(STx) £ C_ sup P (Tx) < CNQL(D)
x€M xe M

in prav podobno preverimo tudi zadnjo relacijo. Podobne relaci-
Je dobimo tudi za vsako drugo druZino polnorm q:: kjer je ./ ne-
ka usmerjena in zadostna poddruzina druZine .4.

Ce za operator T iz £ (X) obstaja b-adjungirani operator T°,
prav tako ne dobimo kaksne dobre povezave med polnormami na njem
in na operatorju T.

Ce sta S,T7¢¥£(X), je tudi operator ST¢ £(X). Hitro se lahko
prepridamo, da je £(X) algebra., Ker veljata v njej lastnosti
(2) in (3), sta preslikavi S+ ST in 7e» 5T (£ (X) +> £ (X)) zvez-
ni. Ino%ica ¥ (X) je z zgornjo topologijo primer tako imenovane

lokalno konveksne algebre.
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{2 se bomo omejili na operatorje "_F_eﬁ;fo(f{} in izbrali pri-

merne jSe polnormes na prostoru EOCI{), bomo dobili ugodne jse

rezultate.

6.2. Topologija na algebrah ofo(l{l in ECF(X)

Vzemimo najprej prostor operatorjev ,E{O(X), to Jje operator-

jey ki so definirani na vsem X in so zvezni v smislu
Py (Tx) ¢ C py(x) 5 xeX, xed (6:2:1)

V tem prostoru definirajmo topologijo s sistemom polnorm
Q = {Qufyeq » kder Je
(T) Eﬁi?f% (642.2)
q. IJ. = S'LI [ ] .
2 ue)(\i Por A X
O¢itno je zaradi (6.2.1) qu(T)< Cx<® in takoj se preprida-
mo, da Jje g, res polnorma. Prava norma seveda ni, ker iz
q,(T) = 0 sledi le py(Tx) = O za vsak xeX\Ju, 2za Xedy pa iz
(64241) sledi Txe J, . Torej velja tedaj za operator T le ugo-
tovitev R(T)C J,. OCitno velja tudi narobe, &e Je R(T)c Iq

Je qu(T) = O.

6.2.1 LEMA Ce je druZina polnorm © na prostoru X zadostna,

je zadostna tudi druZina polnorm Q na prostoru &f’o(}().

Dokaz. Naj bo operator Te ¥ (X) nenidelen : T # O. Fotem obsta-
Ja vsaj en element x eX, da Je '1‘3;0 # O. Ker Jje druZina K za-
dostna, potem obstaja vsaj ena polnorma pa ¢ © z lastnostjo

Da, (Txo) >0. Pri tem Je tudi puo(xo)> 0, ker v nasprotnem pri-

meru ne velJja pogoj (6.2.1). I‘ore_j Jje X 6 ANy in imamo



Pw, (Tx) P, (Tx_)
Qy (T) = sup - = el %
2 th:n pxo kx) B prKXO)

Torej nam druZina polnorm Q definira na prostoru ;{O(X) nako
lokalno konveksno topologigjo, za katero Je igocx) Hausdorffov

prostor.

DokaZimo nekaj lastnosti dobljenih polnorm na prostoru<¥O(X).

G.2.2 L:MA Za operatorje Te;zg(x) in druZini polnorm f in

Q velja
Po (Tx) & Qu(T)pu(x) ; xeX, x4 (6.2.2)
Zares, najprej sledi ta ocena iz definicije polnorme qu(T)

za vsak Xe X\M\Ju, Vvendar velja zaradi pogoja zveznosti opera-

torja T (6.2.1) tudi za x¢ Jy.

6.2¢3 LEZMA Za operatorje Te f (X) imamo dve ekvivalentni
o)

definiciji polnorme qu(T) :

PM(TX) [(TX;)’)«'
WD) = Swp T "SR RO

sup (D 3 )| < q“(T), po druszi

Dokaz. OCitno je q (T 2
Z Je q°(T) by P kXD ()

strani pa Jje najpre]
[(Txy7)x) ¢ Q@D (K)ol (¥) 5 X,7 ¢ X\ J,

in ta ocena o&itno velja tudi za x,ye J, » Ce vzamemo y = Tx,
dobimo

>2

P (Tx Qo (T)py (x)pe (Tx)

LI

Vrednost qu(T) se ni¢ ne spremeni, Ce definicijo (6.2.2) po-

pravimo tako, da izvzamemo tiste vektorje xeX, za katere Je
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p, (Tx) = 0, tore]

P ()

qa(T) - Sup{ Wl xe X\J, pij)#O}

V kolikor Jje p,(Tx) = O za vsak xeX, je qu(T) = O in gotovo
velja @' (T) 2 q,(T). Smemo se toreJ omejiti na tiste xeX, za

katers je pu(Tx) # O. Iz zgornje ocene tedaj dobimo
pd('l‘x) 5 Ao (Mpalx) 5 xe XNy, pq(?x>> 0
od koder dobimo Se obratno neenadbo

q (1) £ g (1)

6.2.4 LEMA Za operatorja S,Te.fo(x) in poljubno polnormo

Qe € Q velja
a0 (ST) & a.(8)a (D)
Dokaz. Iz nenenalbe (6.2.3) dobimo najpre]

Px(Sx) ¢ qq(8)py(x)

Pu(Tx) £ qu(T)pulx)

A

za vsak xe¢X, od koder sledi ocena

P (5Tx) £ qu(8)P«(Tx) ¢ qu(8)qu(T)p«(x)

iz katere sledi potem naSa trditev neposredno.

6.2.5 LEMA Za identiéni operator I velja

qg(I) =1
za vsak «ed .,

Dokaz Jje trivialen.
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6.2.5 I/REK IMno%ica operatorjev :(O(K) Jje slede na druZino

polnorm 3 polna lokalno m-konveksna algebra.

Dokaz. Lokalno m-konveksna algebra je splofna algebra, v kateri
je definirana lokalno konveksna topologija z nekim sistemom

polnorm {q}, za katere velja multiplikativni aksion
q(ab) < q(a)q(b)
za poljubna elementa a,b iz take algebre.

DokaZimo, da naZa mnozZica ;{;(x) izpolnjuje te pogoje. Ce

sta operatorja s,Te-ng(x), potem velja
Pu(S8Tx) £ C,py(Tx) & C, Cq pu(x)

torej je tudi STe gfo(l{) in Jje }20(3{) oditno algebra. Ker dru-
%7ina polnorm Q definira na J{O(K) lokalno konveksno topologi jo
in za vsako polnormo velja lema 6.2.4, je ;fO(XJ res lokalno
m-konveksna alcebra.

Vzemimo neko posplofeno Cauchyjevo zaporedje {ﬂﬁgtp opera-
torjev iz &fo(x), se pravi: za poljuben € >0 in poljubno pol-

normo q €7 obstaja indeks §Ber z lastnostjo
q“('II;!— Ilg!) < E

To oceno lahko zapifemo v obliki

za vsak x¢ X\NJdx in 515'35@. Ta ocena velja tudi za xe¢ Jdx, ker
so vsi operatorji T;e‘X;(X). Torej Jje pri poljubnem vektorju

x ¢ X posploseno zaporedje {Trx}&”_ CauchyJjevo v prostoru X in
ker Jje ta poln, obstaja limita. Definirajmo operator T s pred-

pisom



= Glf =

im T.x
-~ é
cl

Tx =

o=

Operator T Je olitno linearen. Vzemimo poljuben element x ¢dJ,,
izberimo £ >0 in pidimo ¢’ =¢p, (x)>0. Fotem za g° obstaja tak
indeks jel , da velja: Pm(T,-X - Tx) < €7 =€£p(x) 2za vsak

indeks gz ¢°. Od tod dobimo za poljuben &2 .’ oceno

P, (Tx) € P (T;x=T%)+Do(T; %) £ £ Pu(x)+C po(x) = G p (%)
Za xe dy Je pd(“ix) = 0 za vsak sel, od koder sledi, da je tudi
Pa(Tx) = O. Torej lahko za vsak xeX zapidemo

P(Tx) £ CL pu(x)
kar pomeni ravno Te¢ ;fo(}{). Dokazati moramo le $e , da zaporedje
{":},c~ konvergira proti operatorju T tudi v smislu polnorm Q.
Vzemimo poljuben El> O in «¢4. Ker pri vsakem xeX zaporedje
{7, x} konvergira k Tx, obstaja indeks 4.¢l, da velja

za vsak g 2 51. S pomocJjo ocene (6.2.4), ki velja za vsak xeX,
dobimo za poljubni skupni naslednik §° k indeksoma 3, in &;:

p“(’fg,x-—fx) < p“(“ﬂ;,x-—i['ﬂx) + p«('i;;,x-l‘x) <Epx(x) + &

de je le tudi §72J,. Ker je &, poljuben, velja za vsak xeX:

pm(Ea.x—I‘x)é E£p«(x), od koder sledi tudi za supremum

= 1) = €

kar pomeni ravno konvergenco glede na polnorme q..

Cme jimo se $e na posebno podmnoZico oreratorjev iz algebre
;io(x), to je na razred operatorjev &, (X), ki smo ga omenili

v poglaviu 4. Za operatorje "De%F(X) velja



p,(Tx) £ C p, (x) (6:2:5)

Torej je konstanta C neodvisna od indeksa xed. Naj opomnimo,
da Jje take operatorje, ki delujejo v splosnem lokalno konveks-
nem prostoru, omenjal T. loore v [12] in jih imenoval {-kon&ne
operatorje.

Neposredno se lahko prepricamo, da Je vsak d-konlen operator
tudi omejen in preslika nag predhilbertov podprostor E naza]

vase. Za take operatorje lahko definiramo celo pravo normo
I TI = sup {p«(Tx) 3 XeX,«Aed, p.(x) = l} (6.2.6)

kar sledi iz zveze
[T = sup a0« (T) (6.2.7)

ki Jje ni teZko preveriti.

Iz zveze (5.2.7) in leme 6.2.4 sedaj sledi:

6.2.7 LEMA Za operatorje 3,T a:fF(X) in normo n « velja

NSTH £ usSunTu (6.2.8)

A-kondéni operatorji tvorijo celo normirano algebro.

6.2.8 IZREK IMno#¥ica A-kondnih operatorjev éfF(K) je Bana-

chova algebra.

Dokaz. Ofitno je mnoZica ij(X) algebra, v kateri imamo normo,
za katero velja lastnost (£.2.8). Dokazati je treba le &e nje-
no polnost. laj bo {Tghf,a zopet neko posploZeno Cauchyjevo
zaporedje operatorjev iz :fF(K), potem je to zaporedje zaradi

zveze (6.2.7) Cauchyjevo tudi za vsako polnormo q,:



= B =

@ Ty = TI<E 5 573072 5or oted

XV}

Ker je %O(X) po izreku &.2.5 poln prostor, obstaja limitni
operator T, proti kateremu konvergira zaporedje {1‘:} glede na
polnorme q_ . Ce torej v zgornji oceni vzamemo dovolj "pozen"

indeks §“ , dobimo
qu(Ty = T) < €

za vsak indeks o 2 ‘Yo in vsako polnormo q,€3. Taka ocena potem

velja tudi za supremum po vseh xed:
kar pomeni, da je %F(K) poln prostor.

Doka¥imo sedaj Se dva izreka v zvezi z d-kondnimi operatorji,

ker ju bomo kasneje Ee rabili.

6.2.9 IZREK Naj bo X H-lokalno konveksen prostor in opera-

tor Te,"fF(X) tak, da je hTli<l. Potem operator (I—’I‘)_l ob-
ot

staja, je definiran na vsem X, je tudi 4d-konden, vrsta ‘ZTk

konvergira glede na operatorsko normo f# Il k operatorju

(I-Z‘)-l in velja ocena

1 (T - )7Ly e 1/¢a- 1)

Dokaz. Oglejmo si zaporedje operatorjev

2

S =TI +T+ T + ..o + T

n
O&itno Jje tudi S, iz X?(Z{) in ker velja

1! an+p - onﬂ = I"-h“ Ll ='§II_,II

je zaporedje {S_} Cauchyjevo v normi prostora ¢-(X). Ker je



- B =

le-ta po prejsnjem izreku poln, obstaja limita

S=I+T+Ij.12+ll..

pri Cemer Jje tudi SG%F(X}. Ker velja

11+J]j2+ s 08

ST = TS
in

(I - 1)s S=-T8 =1

operator (I-T)*l obstaja, Je enak operatorju S in Jje defini-

ran na vsem X. Tudi oceno za njegovo normo dobimo neposredno
m -1 P s ?( i m
N(I-T)" &€ Z 1T = 1/(1-aT)
a
Dodajmo Se izrek o razseznosti spektra operatorja Te%fF(X).

6.2.10 IZREK Naj bo operator Te:fF(X), potem Je vsako

Stevilo A € €, za katerega Je 1Al > UTW, iz resolventne mno-

zice operatorja T.

Dokaz. Smemo se omejiti na netrivialen operator T # 0, tedaj
je tudi 2 # O. Tudi operator S = % T je tudi 4-koncen in ve-
1ja

1

s =500 <1

Ce zapifemo
A0-91 = (1-imyt - (1-s)7t
lahko po prejSnjem izreku sedaj ugotovimo, da je Ae@(1).

V poglavju 4 smo imenovali b-unitaren operator tak opera-

tor Ue ¥(X), za katerega sta veljala pogoja

(UxyUy)y = (X,7) 3 Xyy€X, oed



in

R(U) = X

Ce velja le prvi pogoj, smo govorili o b-izometriji. Oglejmo

si Se neka] lastnosti takih operatorjev.

6.2.11 TRDITEV Vsaka b-izometrija U je 4-konden operator

z normo U = 1.
Dokaz. Uporabimo lemo 4,3,22
Ax(U) = sup (p.(Ux)/px(x)) = sup (pax)/pu(x) =1
x.e!\‘a.u. xe X\}a

kar pomeni: | Ul = sup q«(U) = 1.
xed

6.2.12 TRDITEV TLastne vrednosti b-izometrije so po absolut-

ni vrednosti enake 1.
Dokaz. Ce je Ux = Ax, imamo
(%300 = (Ux, Uk = (A%, 200 = 1A15(x, %),
ali (1- uu2)(x,x)“ = 0 za vsak «¢4, kar pomeni IAl = 1.

6.2.13 TRDITEV Za lastna vektorja x,y ¢ X, ki pripadata

razlic¢nima lastnima vrednostima b-izometrije, velja
Xuy
Dokaz. Faj bo : Ux =Ax, Uy =my in A #p, potem je
(x,7)u = (Ux,Uy)u = (Axyp3)u = AE(x,7),

in

(1- AE‘)‘ian)d = Q
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za vsak indeks xed, kar pomeni
(%y¥)y = C
X!Jr/"x =V L}

oziroma x UL y.
Seveda ni nujno, da ima unitaren operator b-adjungirani
operator. Za tiste, ki imajo to lastnost, dokaZimo &e dva

izreka.

642,14 LEMA Operator Ue:z‘(x) je unitaren natanko tedaj,

ko velja

Dokaz. Ce je operator Ue€ ¥*(X) unitaren, sledi
(UOUXy 7D = (Ux,Uy)y = (%37

kar pomeni U°U = I. Ker je tudi R(U) = X, za vsak element
xeX obstaja yeX z lastnostjo x = Uy in velJja tudi druga re-
lacija

U°x = Ut%Uy = Uy = x
Cbraten sklep Je £e bolj preprost.

6.2,15 IZ55ZK Spekter unitarnega operatorja Ue Y (X) leii

na enotni kroZnici.

Dokaz. Ker je #Uil = 1 in po lemi 6.2.3 tudi wU%i = SE%QK{UO)=

= sup a,(U) = 1, po izreku 6,2.10 za vsako 3tevilo A , ki je
e

po absolutni vrednosti nad 1, velja Je@(U) in tudi Aé@(Uo).

- il
Ker U™1 obstaja, je 0€@(U). Faj bo 0<IAI<1, potem je 571 in

d\.-

Je %EQ{UO). Da Jje tudi tedaj A& @(U), sledi iz zveze

o 1. .\1-1 1,0 Leye=l
A1-0)7" = [Au(U-3D)] 7" = $(U0-31)70°



.3, Alzebra operatoriev X*(X)

V razdelku 4.2 smo videli, da za vsak operator ne obstaja
nujno njegov b-adjungirani operator in smo zato z ¥¢*(X) ozna-
¢ili mnoZico operatorjev iz :fo(x), za katere tak operator ob-
staja. Kot vemo, je tedaj b-adjungirani operator tudi iz mno-
Zice ¥ (X).

Ireden bomo povedali kaj veé o mnoZici operatorjev £ (X),
si oglejmo nekaj zgledov takih operatorjev na prostoru ¥ =

- LéOC(R).

6e3.1 FRIMER Naj bo K(s,t) # 0 za 0¢s,t¢1 in K(s,t) = O

drugod ter K(s,t)é-Lg([O,l]I[O,l]), potem za integralski
operator s tem Jjedrom vedno obstaja b-adjungirani operator.
Zares, pisimo
1
y(s) = (1x)(s) = JK(s,t)x(t)dt ; Oss¢1l
in y(s) = 0 za 1¢ s. OCitno operator T preslika prostor Léoc(ﬁ)
vase in Jje zvezen
2, ( 2. [ 2 2
P, (Tx)" & JiK(s,t)l dtgfbdt)lzdt £ C7py(x)

loc

Za poljubna elementa x,ye L (R) in&=née i velja

" ] 4 1
(Tx,3)p, = JT(s)dsfR(s,6)x(6)at = fx(t)atfx(s,t)F(s)ds=(x,T9),

pri Cemer Je )
(T°y)(s) =ijft,sjy(t)dt

za 0£s£1 in (T°y)(s) = 0 za s> 1.

Vzemino Se naslednji zgled, ki Jje podoben primeru 4.2.14.,



= gY

>
6.3.2 PEIMER laj bo K(s,t) # O za (s,tlel = U((i,i+1]x
T w

I

x[i,i+1]) in K(s,t) = O drugod ter fIiK{s,t)lgdsdt<C0 za

vsak nell. Potem za operator s tem Jedrom vedno obstaja

b-adjungirani operator.

Za s> 0 velja Febcn

(Tx)(s) = F{K(s,t)x(t)dt

medtem ko je za s<O (Tx)(s) = 0. Iz predpostavk se hitro vidi,

da Jje T zvezen operator iz L%oc

[S}rd

(R) vase. Zopet izradunajmo
Erd

(Tey)y = J5(s)as Juts,oaxdas = 3 J5(e)as futs,o)x(e)as

£32

-~ erd

=u§!x(s)ds fi{(t,sﬁ(t)dt = (x,7%)

oS n

kjer smo definirali operator

(s]+4

(1°9)(s) = [ETE,5)y(t)at

Ls]
za s2 0 in (T°y)(s) = 0 za s<0. Ce je K(s,t) = X(%,s5), Jje

operator T b-sebiadjungiran.

Ker je mnoZica operatorjev ¥ *(X) vsebovana v algebri ,fo(X),
bomo tudi v njej vzeli topologijo, ki Jjo inducira druZina pol-
norm Q.

Ce sta operatorja S,T iz ¥*(X), potem tudi za operator ST
obstaja b-adjungiran operator (ST)° = ™% ¢ Y*(x). Tako ima
tudi mnoZica ¥ *(X) strukturo algebre. Dokazali bomo Se neka]

njenih lastnosti.

6.%.3 LIMA Za vsak operator T € £‘(X) in poljubno polnormo

q,c4 veljata relaciji

(1) q(T) = q,(T°)



Dokaz. Frva relacija sledi iz leme 5.2.3:

A | (P, 3 | (1%, x)«l  _ 0
1L "‘.uselll:p P (P (T) g Pu(XID (7)) SR

nakar lahko po lemi £.2.,4 e ocenimo

0, (T°T) € o (T°)q (1) = q (1)?

ol

Medtem ko imamo po drugi strani

1T

“")2 = (x,T Tx) < p“(x)p“(ToTx) pd(x)eq,(ToT)

za vsak xeX\J,, kar sledi iz ocene (6.2.3). (e delimo to ne-

enatbo s p,(x) in naredimo supremum po vseh xeX\ J,, dobimo
2 o
0 (T)° £ q,(T°T)

kar nam skupaj 2z zgornjo neenadbo da ravno relacijo (2).

Dodajmo Se izrek o polnosti:

G.3+4 LEMA Naj bo X H-lokalno konveksen prostor. Potem Jje

Y *(X) tudi poln prostor.

Dokaz. lNaj bo torej X H-lokalno konveksen prostor, ki Jje po pred-
postavki poln. Vzemimo posploSeno Cauchyjevo zaporedje operator-
jev {}rer iz $%X). Ker je po izreku ©.2.6 prostor £, (X)
poln, to zaporedje konvergira proti nekemu operatorju Teng(X).

K temu zaporedju tvorimo Se zaporedje b-adjungiranih operator-
Jjev {T?h@r , ki Jje zaradi lastnosti (1) v zadnji lemi tudi Cau-
chyjevo in zato konvergira k nekemu operatorju Se;z;(K . Zapi-

Zimo seda] razliko in ocenimo
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,, \ 0 & £,
l{?:{,y)«—(:{,.u:r}ﬁ = l(C*:c,y,'“—('l‘sx,;’]+(:c,"35y)“—(x,oy)d[ =
i o o ’
< 2 (T=T0)p, (x)p (7)) + @ (T, -8)p(x)p.(¥)

Ce za poljubno majhen £ >0 vzamemo dovolj "pozen" indeks Jel,

dobimo

’(Txiy}d = (X,Sy)aj & 28 p,(%)pL(¥)

za poljubna x,7 € X, Ker je £ >0 poljubno majhen, dobimo za

vsak a¢d in x,yeX

(Tx37)e = (%,587)

kar pomeni, da za operator T obstaja b-adjungirani operator
™ = s,

Alzebra ¥™(X) z zgzoraj definirano lokalno konveksno topo-
logijo Jje primer tako imenovane MC*- algebre, ki je posplogi-
tev C* - algeber in jih je obravnaval XK. Schiidgen v [18].

LMC* - algebra je multiplikativna topoloSka X - algebra, v kate-
ri je topologija definirana s sistemom polnorm {q}, za katere

veljata aksioma: g(ab) £ q(a)q(b) in q(da) = q(a)2 za poljub-
na elementa a in b iz algebre. Kot smo videli v pomoZnem izre-

ku 6.3.%, algebra X *(X) zadoZda tema pogojema in dobljene ugo-

tovitve lahko strnemo v izrek:

6.%2.5 IZRZK DNaj bo X H-lokalno konveksen prostor. FPotem Je

L*(%X) polna ILMC* - algebra.

Kasneje bo ugodno, &e bo algebra &£*(X) sodlasta, se pravi
vsaka konveksna, uravnovegena, zaprta in absorbirajoca mnoZica

v ¥*(&) je okolica izhodiZda ( [19]).



< Ok o

< = T T i i v OTT Tl A % ' %
GeHe6 IRDITEV (e Jje X H-Frechetov prostor, je ¥*(X) sod-

S =i .
casta LiC - algebra.

Dokaz. Ce Jje dru¥ina polnorm ? na prostoru X Stevna, je tudi
dru?ina polnorm ¥ na ¥ *(X) Stevna. Fo prejSnjem izreku je

¥ *(4) poln prostor in je torej Fréchetov, kar pomeni, da je
2. kategorije. Vsak lokalno konveksen prostor 2. kategorije

pa je soddast ([19]).

Podobno kot se dajo splofne C¥*-algebre reprezentirati z
operatorji, se dajo tudi splotne LMC ¥-algebre reprezentirati
z operatorji, vendar ne bodo le-ti imeli,kot lahko pricakuje-
mo,v splofnem tako lepih lastnosti kot v primeru C* algebver.
G. Lassner je v [10] pokazal, da je vsaka soddasta IﬁC‘-alge-
bra topoloSko in algebrajsko #- izomorfna neki lokalno konvek-
sni algebri v sploSnem neomejenih operatorjev, ki delujejo na
nekem predhilbertovem prostoru# 2z lastnostjo, da za vsak Ael

obstaja operator Ae 2 tako, da Je
(4%,7) = (x,A7y) 5 x,y¢3
Topologi jo na A doloda sisten polnorm
qF(A) = sup | (Ax,y) |
) Xe M

kjer je M taka mnoZica nad , da je qM(A)ccn za vsak operator
Al Algebro operatorjev z omenjenimi lastnostmi imenuje G. La-
ssner Op*algebro. Z &,(¥) oznadimo maksimalno lokalno konveks-
no algebro na predhilbertovem prostorud 2z zgornjimi lastnost-
mi.

Ce je prostor X H-Fréchetov, je po prejinjem izreku X *(X)

. s < - . %
sodéasta LNMC*- alzebra in iz [10Q] povzemimo
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6.3.7 IZEREK Ce Jje X B-Frechetov prostor, je aliebra ¥%(X)

algebrajsko in topolosko % - izomorfna neki Op*— algebri ;3
z lastnostma
qH<AB) é qM(A)qH(B)
Y =
qM(A ) =t QM(A)
za vsak operator Aef

Torej se dajo operatorji iz Y¥%(X), ki delujejo na E-Frécheto-

vem prostoru X reprezentirati z nekimi neomejenimi operatorji, ki
delujejo na predhilbertovem prostoru. Oglejmo si nekoliko bolj
natan¢no to reprezentacijo za naZe operatorje.

Vzemimo polnormo q,€Q in definirajmo mnoZico
Te(X) = {TeEXX), q (D) =0}

Ce je qu(T) = 0, jeskot smo videli R(T)c J« in narobe, e je
Pe(Tx) = O za vsak xeX, je potem tudi qu(T) = O zaradi zvez-
nosti operatorja T. Tako, da imamo tudi naslednjo karakteriza-

cijo mnoZice I4(X)
Iy(X) = {1‘6&"(}{) sy DPg(Tx) = 0 za vsak xéX}
DokaZzimo nekaj lastnosti te mnoZice.

6.3.8 LEMA MnoZica I4(X) je zaprt dvostranski ideal v

algebri $*(X).

Dokaz. Ce je T €Io(X) in Se¥*(X), velja

]
®

04 (8T) & qu(8)q.(T)

I
@

9,(DS) € au(T)q,(8) =



o I

Doka¥imo Se zaprtost. laj bo {-ﬂ;}hl,c I,(X) posploZeno zapo-
redje , Xi konvergira proti operatorju T iz ¥ *X). Cd tod sle-

di, da za poljubno majhen £ >0 obstaja indeks Esef'z lastnost jo
8l Tp-T) = £
za vsak o2 6o+ 0d tod za poljuben o2 0, dobimo
Ag(T) € 9 (T=-T5) # 9, (T;) & g (T=Ty) < &
ker je € >0 poljubno majhen, je q«(T) = O.

6.3.9 LENA Ce Jje x&p, velja Ip(X)c< I (X).

Zares, Ce Jje TeI,(X), pomeni pp(Tx) = O za vsak xeX. Potem

Je tudi pu(Tx) £ po(Tx) = O za vsak XeX, oziroma velja T e Iy(X).

6.3.10 LEMA Ideal Ix(X) je tudi zaprt za adjungiranje:

TeI (X)=> eI (X)

Spomniti se je treba le lastnosti qu(T) = a,(T°).

Definirajmo sedaj kvocientne prostore
La(X) = LMX)/T(X)
%a operator L e LK) pidimo
T = T + I (X)

. A, s s
kot element kvocientnega prostora ¥, (X). Zanj imamo pravo nor-
mo

: ; : S o & ;
Adjungirani operator je Tg = T + I (X) in velja



i, P

N2Z0, = qo(TO) = g (T) = KT .l
er je  Tul, = (1% + I (X))(T + In(X)) = T°T + I (X), velja
tudi
* ’ oD
N T Tylly = qu(POT) = qu(T)" = HTHHE

* - N
Ce %e iz [10] privzamemo polnost algebre £, (X), lahko zapiZemo:

6.3.11 THDITEV Za vsak indeks wed je { £ (X), 0 L} -

alsebra.

Dobili smo tore] C*-algebro operatorjev, ki delujejo na
H-Fréchetovem prostoru X. FPo drugi strani je ¥o(X) kot C%
algebra #- izomorfna neki C{-algebri {H(Hy) omejenih operator-
Jev, ki delujejo na nekem Hilbertovem prostoru H,. Simbolicno

to prireditev zapiSimo v obliki
£ > T, > §,(Tude B(HL)

Pri tem Se velja : Il Tyl, = IQQ(EuNﬂ , kjer je ¢ 1] operator-
ska norma v H(H,).

Iz Hilbertovih prostorov Hy naredimo direktno vsoto ¥ =
=E_@':_id ter algebrajsko vsoto § = ?H,‘ in za vsak ¥ = ';i:xi‘_eq}

dszfinirajmo operator
DY = .Y (Tu;)x,.
i=y » *

Oznacimo z bf mnozico vseh operatorjev, ki jih dobimo na tak
nadin. Ce vzamemo enotsko kroglo K« v Hilbertovem prostoru Hy,

5 A 4 .
lahko za vsak operator $(T)evi definiramo polnormo

B (¢(1) = sup 1 ECDF, DI = b Iula

EMe Ky

pri tem je QE‘(@(D))éiw za vsak Y(T)e AR . Lahko se prepridamo,

=
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da Jje opisana prireditev T+~ $(T) res algebrajski in topoloiki
izomorfizem ( [13]).
Naj bo sedaj X spet sploSen H-lokalno konveksen prostor in
. . ) * 1 - . v
si oglejmo mnoZico 2{F(X)f1xT(A), se pravi tiste 4-konéne ope-

ratorje, za katere obstaja b-adjunzirani operator.

643,12 TRDITEV Za operator Te:fF(x)nf‘(x) veljata last-

nosti
[’
2

W T

NTOT ) = N Tl

Zares, ker Jje operator T 4g-koncCen, lahko v lemi 6.%.3 naredimo

supremum po vseh «&4 in dobimo taki lastnosti tudi za normo.

663.13 IZRE Ce je X H-lokalno konveksen prostor, je

{fw(x)n;fyix),uld c*-algebra.

Dokaz. O%itno je tudi ¥,(X)n ¥(X) algebra, v kateri imamo nor-
mo z zgornjima lastnostma. DokazZimo Se, da Je polna. Ker je to
podalgebra polne algebre ,%E(X), zado3&a pokazati, da Jje zapr-
ta. Vzemimo neko posplosSeno zaporedje {T;},ép iz podalgebre,

ki konvergira k operatorju T po normi. OCitno Jje tudi Teﬁfg(x).
Magd bo {T?};ér zaporedje ustreznih b-adjungiranih operatorjev,
ki Jje zaradi prve lastnosti v prejsnji trditvi tudi Cauchyjevo
in ker Je prostor th(K) poln, konvergira proti nekemu operator-

Ju Sef-(X). Vzemimo poljubna x,yeX, poljuben «ed in ocenimo
l(‘fx‘:’y:‘.’f -(x,87)| = ,(TX,y)“—('Pax’y)“hj(yafi‘?y)d_(x’gy)“j <
£ (ND-10 + NT7-8)n, (X)pu(¥) ¢ 26pu(x)Dk(¥)

e le vzamemo dovolj "pozen" indeks gel . Ker lahko izbsremo
g€» rpoljubno majhen, sledi, da za operator T obstaja b-adjungi-

ran opsrator il S, kar pomeni TeL*(X) n ‘fF(K).
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o "y y SR -, T
6.4 Reprezentacija algeber & (Z) in L (1) s projektivnimi

limitami

V prvem poglavju smo spoznali, da Jje vsak poln lokalno kon-
veksen prostor izomorfen projektivni limiti Banachovih prosto-
rov in da Je vsak I-lokalno konveksen prostor izomorfen proje-

tivni limiti Bilbertovih prostorov. Sedaj imamo podobno situ-
acijo: algebra é{o(x) je po izreku 6.2.6 lokalno m-konveksna
algebra, medtem ko je &f*(K) po izreku 6.3.4 LINC*-alzebra. Nas-
tane vprasanje, ali imata ti algebri kaksno zvezo s projektiv-
nimi limitami lepSih algeber ?

-

V prostoru & (X) imamo sistem polnorm 3, ki zadoila pogo-

Ju
a.(ST) £ q“(S) a.(E) (6.441)

Sistem polnorm % na prostoru X je po predpostavki delno ure-

jen in usmerjen, medtem ko sistem polnorm Q na prostoru &fo(x)

max

ni ved nujno tak. Oznadimo s Q dru?ino vseh polnorm na

kfo(x), ki so glede na polnorme Q zvezne in ustrezajo pogoju

ax

- s m ] 2 in . 5 .
(6e%t:1). DruZina 3 s kK1 vsebuje druzZino 7, Jje ocitno usmerje-

ax obstaja polnorma q

na, saj za poljubni polnormi q’, q“¢ Q
iz Q"®* z lastnostma q°(7) £ q(7), q” (1) £ q(T) za poljuben
operator T e;fo(x) (vzeti moramo le q(T) = max{a’(D),a” (T)}).

Zopet definirajmo mnoZice
I,(X) = {Tel (X), a(T) = 0}

ki so zaprti dvostranski ideali, v kar se prav tako prepricano,

kot smo se za mnoZice I«(X) v prejdnjem razdelku. Uznadimo 2

Lq(X) = £, (X/T, (%)
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faktorske algebre z elementi fq = T + Iq(x) za vsak ?é‘{O(K).

Oznadimo s K, naravno upodobitev algebrs ;fO(K) v yé(x), to-

rej Dq = Kq(T). Na algebri ,ih(X) imamo zopet pravo normo

NIl = q(T)

, o’ - max
e Q

Vzemimo dve polnormi q°, q z lastnostjo

a’' (1) £ a7 (D) , Teyf (X)
potem za ustrezna ideala velja
Iq" (X) Iq,(X) (6e4.2)

v kar se zopet tako prepricamo kot v prejnjem razdelku. Za

ustrezni kvocientni algebri potem velja
LX) = | w (X)/1 (X
Lq () = Egw CO/T (0

Oznadimo s K_.,_» fq” (X) > i’q,(x) naravno upodobitev

qQq
prve algebre v drugo. V primeru, da je q” = gq”, Jje Kq’q” =
= Iy, .« lorej lahko zapiSemo
K , __#r :'.‘ s =T ’
qQ q ( q ) q
ozirona
K ’ n‘ﬂK #r =K -
9 q q q
Ker velja Se ocena
Ko wcien L , = I‘ e s = < H < = 1 = L e r
I Kgeqn (Tgv dlg NTq -l g a’(T) €97 (0) = 1Ty~ 4

so linearne preslikave Kq'q” zvezne in zaradi inkluzije (6.4.2)

dooro definirane.

Frostori ;ﬂl{K) v sploSnem niso polni, zato jih raz&irimo



—
do polnih prostorov &iq(ﬁ). Tudi ustrezne kanonske preslikave
zvezno raziirino na Hq'q”: %qu (}C)*-—";(,q'(x). Sedaj lahko tvo-

- ~
rimo projektivno limito prostorov qu(K)

N

St = proj lim fq(}{)

% Qmax

Ker so mnoZice Iq(X) dvostranski ideali, zopet velja
m a - v ~ . _ ma g
.l.qu = (T = Iq(u.))(r:! + Iq(_{)) = Db = Iq(.{)
in lahko ocenimo normo

HT S_|

q4q

-~

Torej so X) Banachove algebre. Topolozijo na projektivni
i j q(") B h 1 T 1 kt

g = 2(78) € a(Mals) = 1Tl 48,0,

limiti definirajo polnorme

s((Tg)q) = 1Tqehgqs = a"(T)

ax poljubna polnorma in (Tq)qéué. Pri tem zgor-

kjer je q‘ "
nja definicija polnorme g ravno pomeni, da Je preslikava T —>
— (Tq)q zvezna iz algebre x%(x) na neki podprostor 041C1¢Q.
Ker so po konstrukeiji vsi prostori hfq(X) gosti v ;?A(K), je
tudi podrrostor an zost v A. Ce predpostavimo, da je X H-lo-
kalno konveksen prostor s Stevno polnormami, Je prostor gfo(x)
poln, ﬁolni so tudi vsi prostori ;ﬁq(x) (z1.[8]) in podprostor

uﬁl'zaprt v A. o pomeni Jql = J?. Nase ugotovitve lahko zdru-

zimo v izrek:

6,41 IZRZK INNaJ bo X H-lokalno konveksen prostor, potem

je algebra :fO(K) topoloZko izomorfna nekemu gostemu pod-
prostoru projektivne limite Banachovih algeber. Ue Jje X

E-Fréchetov prostor, je Efo(K) izomorfna projektivni limi-
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ti Banachovih algeber.

Vzemimo sedaj Se algebro 5{*(&). V njeJ polnorme Qg.,tQ za-

dosfajo Se pogojema

1}

2, (T°) = g (T) (6ot.3)

qu(T)> (6.4.4)

2, (T°T)

Podobno kot zgoraj zopet oznacdimo s Qmax mnozico polnorm na
¥*(X), ki so zvezne glede na polnorme g ¢Q in zado3dajo zgor-
njima pogojema.

Analogno definiramo tudi dvostranske ideale
" _
I (X) = {TeX*(X), a(T) = 0} ; qeq™®*
in faktorske algebre
*
L300 = L0)/1Y(X)

V njih imamo norme "Tq“q = q(T) za vsak Tq =T + I;(X). Zara-

di lastnosti (6.4.3) je I;(XJ ¥ - ideal in veljata tudi za nor-

me ti lastnosti

" om¥%* - :10. = 2 5 i 2
I qiqﬂq gCT 1) q(T) NI'qu
in
¥ = ° = T) = T
l *qﬂq g(T") = q(T) Il_qnq

kjer smo pisali T; =1° 4 I;(X). v [10] je pokazano, da so za
splo¥ne LMC: algebre ustrezne faktorske algebretﬁq, ge ™% .
vedno ﬁolne. To pomeni, da so nafe algebre h?Z(X) Cf-algebre

in podobno kot v prejsnjem izreku imamo

6e4.2 IZREK Ce je X H-lokalno konveksen prostor, je e

algebra Y *(X) topoloSko izomorfna projektivni limiti C*-

algeber.
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V poglavju 5 smo definirali spekter operatorja Te{(X) in
videli, da je Ae (D) natanko tedaj, ko je (T-AT) te ¥(X). Za
operator Te ¥%(X) bi analogno definirali : Ae@(T) natanko te-
daj, ko je (T-2I)"le ¥¥*(X). Spekter operatorja T € ¥*(X) je po-
tem mnoZica G,(T) = Q‘(T)C. Lahko tudi recemo : Stevilo d Je
iz CQ*('I‘) natanko tedaj, ko je iz @(T) in za operator (’I‘—.II)“l

obstaja b-adjungiran operator. Veljata torej inkluziji
e, (M e (1) , G(T) c G (T)

za vsak T € £¥(X).

Pojavi se vpraSanje, kdaj se za operator Te¥¥(X) ¢ ¥ (X)
obe definiciji ujemata. Ce je X splofen H-lokalno konveksen
prostor in tudi operator T e¥*(X) sploSen, ne dobimo pozitiv-

nega odgovora. Dobili ga bomo v dveh posebnih primerih.

6.4.3 TRDITEV Naj bo X H-Frechetov prostor, operator T¢€

e£*(X), Je @(T) in operator (T-4I) e bfo(X), potem je
Ae ©,(T).

Dokaz, Videti Jje treba, da za operator (T—'AI)_]‘ obstaja b-ad-
jungirani operator. Ce je A€@(T) in Te¥*(X), potem na enak
nac¢in, kot v dokazu trditve 5.8 vidimo, da operator ((T—-J\I)_l)o

obstaja 1in Jje zvezen,

6.4.4 TRDITEV Ce Je X H-Frechetov prostor in A b-sebiadjun-

giran operator v njem, velja
Ca) = Gu(a)

Dokaz. Vzemimo A¢Q(4), se pravi operator (A-}I)"l obstaja, Jje

-zvezen in po lemi 5.2 celo velja R(A-)I) = X. Od tod sledi, da
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velja tudi R(A-AT) = ¥. Ce bi se zgodilo, da je QUA-AL) # X
za neko Stevilo A = § + im, % £ 0, bi po lemi 5.13 obstajal

element xreég z lastnostjo

pe(A-3D)x,) = O
Na enak nacin kot v dokazu izreka 5.14% pa bi dobili
= 2
p,((A-3I)x ) 2 M°p (x)

za vsak xeX in «¢d, Ce piSemo v zadnji neenadbi x = x4 in

x =¥, dobimo %j(A-aI)x,)>-O, kar je v nasprotju z zgornjim.
Tudi operator (A—iI)“l obstaja. V to se moramo prepricati le

Se v primeru, da A ni realen. Toda tudi tedaj ta operator ob-

staja, ker po izreku 5.14 A ni lastna vrednost operatorja A.

ZapiSimo identiteto

((A-lI)x,y)d (x,(A—EI)y)*

in jo prepisSimo v obliko

(uy (A=31)71v), = ((A=3I)71u,v)

L 4

kjer sta u,v €X poljubna. Iz te zveze ugotovimo, da ima opera-
tor (A—}I)'l b-ad jungiranecga ((A-)I)_l)o = (A-aI)_l in po iz-

reku 4,2,8 sledi (A-)I)-lé %L(X). Torej Jje Ae@,.(A).

Iz izreka ©6.4.2 sledi naslednji izrek o povezavi spektra

operatorja Te L*(X) s spektri operatorjev T iz B% algeber

q
gé(x), ki velja za sploSne LMCﬂ-algebre ([18]).

6.4.5 IZREK Naj bo X poljuben H-lokalno konveksen prostor

in operator Te ¥*(X), potem veljata relaciji

(1) G0 = I.02.)
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(2) . (r) = sup r_(7.)

+ C ek a
few™ 9 -
kjer sta Gﬁ in rq spekter oziroma spektralni radij operator-
L
ja Tq v C* algebri &g(x).

Iz zgornjih trditev je oditno, da deprav je lahko GA(Tq) ome-
jena mnoZica in rq(Tq)<oﬁ za vsak qe Q"X, se prav lahko zgodi,

da je U4 (T) neomejena mnoZica in tudi r, =,

6.5. Pozitivni elementi algebre $*(X)

Kasne je bomo delali s posebnim razredom b-sebiadjungiranih
operatorjev, s tako imenovanimi pozitivnimi operatorji. Fosta-

vimo definicijo

6,51 DEFINICIJA b-sebiadjungiran operator A je pozitiven

natanko tedaj, ko velja

(Ax,x), 2 O (645.1)

za vsak xeX in xed,

Vdasih bomo za pozitiven operator A pisali A2 0. Ce je X H-Fré-

chetov prostor, dobimo Se eno karakterizacijo pozitivnih ope-

ratorjev.

6352 TRDITE Naj bo X H-Frechetov prostor in operator A

b-sebiadjungiran, potem je A pozitiven natanko tedaj, ko Je

njegov spekter 0(A) nenegativen.

Dokaz. Naj bo operator A pozitiven in A< O poljubno Stevilo.
Najprej hitro ugotovimo, da A ni lastna vrednost operatorja A,
. kajti v nasprotnem primeru bi obstajal element Xy # O z last-

nostjo Ax, = ixo. Ker je x, # 0, bi obstajal indeks “cFA’ da
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bi bilo p, (x,)>0. Tedaj bi veljala ocena
e
C)P‘}p“itxoj = A(Xo'xo)af, = (Axo,xo%% 2 ©

kar ni mogole. Ker A ni lastna vrednost, obstaja operator (A—AIji
DokaZimo, da Jje mnoZica R(A-MI) gosta v X. Ce ne bi bila, bi po
lemi 5.1% obstajal indeks ¥ed in element Xg€ J; z lastnostjo
pt(AXE‘AX‘) = 0, kar pomeni (Axx-Ax‘,x) = 0 za vsak xe€X. Se-

daj bi sledilo
0> A(xr,xr)s = (Ax,s—Axf,xf)s + (Axr,xs)‘ 20

kar zopet ni mogode in je res R(A-AL) = X. Ker je A zvezen, po
lemi 5.2 zopet sledi R(A-AI) = X. Doka¥imo Se, da je inverzni
operator (A—)I)_l tudi zvezen. V ta namen pri poljubnem wéd

naredimo oceno
po(Ax-Ax) = pa(ix) - 2A(Ax,x) + 3pu(x)22 3%p(x)°
in Ce v njej piSemo Ax-Ax = y, dobimo
PL((A-3)71y) £ 3 2. ()

Torej Jje res Ae@(4A).

Doka?imo %e obratno smer. Naj bo spekter operatorja A¢ ¥(X)
nenegativen. Po trditvi 6.4.4 je tudi spekter Ox(4) = G(4) ne-
negativen in po izreku G.4.5 je nato tudi spekter G&(Aq) v alge-

max

X
bri ;fq(x) za vsak qé Q nenegativen. To pa pomeni, da je

vsak operator Aq pozitiven, torej tudi za q = g, sledi
(A, %,x), 2 O

% *
za vsak x¢X in vsak «¢4 . Ce upoStevamo Ay = A + I,(X), dobimo

(Ax,x), = (A“x,x)u - (Gx,x)ﬁ = (Jfft.m:'c,:-c)ﬂIl 2 0
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za vsak x¢X in «ed, Pri tem je bil C*&I:(X) poljuben element.
Operator A Je toreJ res pozitiven.

Naj opomnimo, da nam zgornJji izrek pove, da so preko defini-
cije 6.5.1 vpeljani pozitivni operatorji ravno pozitivni elemen-
ti IMCY algebre ¥ (X).

Kot zanimivo posledico dobimo

6.5.3 KOROLAR Naj bo X H-Fréchetov prostor in A pozitiven

operator v njem, katerega spekter sestoji le iz tocke O,

potem Jje A nicelen operator.

Zares, ker je G (4) =G (4) = {0}, je po izreku 6.4.5 tudi

Gﬁ(Aq) = {0} za vsak qe QB

y torej tudi za qf-Q. To pomeni
T(Ax) = {0Y oziroma qu(A) = O za vsakwed . Ker je druZina pol-

norm Q zadostna, Jje A = O,

Dodajmo Se izrek o kvadratnem korenu pozitivnega operatorja,

ki velja za splofne LINC™ algebre ([18]) :

6.5.4 IZREK Naj bo X H-lokalno konveksen prostor. Potem za

vsak pozitiven operator A obstaja tak pozitiven operator B,

da velja

Pri tem je operator B enolidno doloden in komutira z vsemi

operatorji, s katerimi komutira operator A.

6.6 Omejeni elementi algeber .({C(XJ in ¥%0

V algebri ;ﬁo(x) lahko definiramo mnoZico omejenih elemen-

tov (omejeni del algebre &QD(H)) :

¥

Bx) = {Ae$ (X)) , sup g (a)<cw}

oEL
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toda hitro se lahko prepricamo, da je to Ze znana mnoZica.

£.601 TRDITEV Omejeni del lokalno m-konveksne algebre

S‘fO(X) je ravno mnoZica £ -kondnih operatorjev EEFCX).

Zares, e Jje T€ LfF(X)‘, je py(Tx) ¢ C py(x) za vsak x¢X in jJe
tedaj tudi qu(T) € C, se pravi Te B(X). Ce je obratno Te p3(X),

obstaja konstanta C >0, da velja q,(T) £ C<w za vsak xed

ali
sup ((p«(Tx)/py(x)) € C
. K&"\}1
oziroma
PL.(Tx) ¢ C py(x)

za vsak xe X\Ju, toda ker je Te¥ (X), lahko tudi za xe J,
piSemo p,(Tx) £ C p,(x). Torej je zgornja ocena izpolnjena

pri nekem C2 0 za vsak xe X, kar pomeni TE%F(X).

Ce se omejimo na mnoZico ¥*(X)n %F(X), imamo opravka z
omejenimi elementi IMC*™ algebre ¥*(X). Ta mno¥ica je z nor-
mo NT| = sup q,(T) ,kot vemo iz izreka 6.3.12, prava c* alge-
bra. "

Iz teorije splosSnih 1Mc’- algeber povzemimo sedaj naslednje

tri izreke (gl.[18]).

B.6.2 IZREK Za vsak operator TeX(X) so naslednje trdi-

tve ekvivalentne
(1) Te%{F(X)
(2) T =17 +1iT, ; Tje&"F(X)n‘}f(X), j=1,2
(3) T
(4) T= Tl + iT2

Ty + il Tjé}f(x) in G:(I‘J.) ome jena, Jj=1,2
=M £ T¢)T za neki A€R

-

~ Dalje
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6.6.%3 TZRZK (e je operator Ae‘{*(X){)&?E(X)nJ{(X), SO nas-
lednje trditve ekvivalentne '

(L) hAn = sup g.lA) £ 1

(2) G (a)e [-1,1]

(3) =-I £ A <1

Dodajmo Se nazadnje izrek o karakterizaciji omejenih operator-

jev z njegovimi reprezentacijami.

6.6.,4 TZREK Operator Te ¥*(X) je 4d-konden natanko tedaj,

ko je vsaka njegova reprezentacija ¥(T), ki smo jo omenili
v izreku 6.3.6, omejen operator v predhilbertovem prosto-

rud.



7. TOPOLOGIJE NA DUALNEM PROSTORU

Oznac¢imo z X  mnoZico zveznih linearnih funkcionalov, ki de-
lujejo na nasem H-lokalno konveksnem prostoru X. Podobno kot v
razdelku 6.1 lahko ugotovimo, da nam vsaka zadostna druZina
ome jenih mnoZic na X definira na X’ neko lokalno konveksno to-
pologijo. Vzemimo dva najbol] pogosta primera.

Ce vzamemo druZino vseh omejenih mno¥ic na X, dobimo preko

polnorm

qH(f) = sup |f(x)l, feX’
. xeM

kjer je M neka omejena mnoZica iz X, krepko topologijo in
prostor X° s to topologijo oznadimo z Xé.
Ce vzamemo na X le kondne mnoZice, dobimo s polnormami

(f) = sup lf(xi)l

ALVEM

q
X.‘ nooxn

tako imenovano Sibko topologijo in prostor X'-s to topologijo
oznacimo z Xé.

Na podoben nacdin tvorimo potem topologije tudi na drugih
dualih prostora X. Pri tem recemo, da je prostor X semirefle-
ksiven, Ce velja (Xé)' = X in Jje refleksiven, &e Je (Ké)g =
(X,?). Fri tem smo z (X,?) oznaéili nas H-lokalno konveksen
prosﬁor X s topologijo, ki Jo inducira druZina polnorm!?.

Ker Je teorija linearnih funkcionalov na H-lokalno konvek-
snem pfostoru e prece] obdelana v [15], jo kaj ved tu ne bo-

mo obravnavali. ZapiSimo iz [15] le nekaj zanimivej$ih rezul-

tatov.

7.1 TZREK Naj bo X H-lokalno konveksen prostor, potem ve-

ljajo naslednje trditve
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(1) X Jje semirefleksiven,
(2) X Jje refleksiven natanko tedaj, ko je sodlast,

(3) Kg Jje enak induktivni limiti Hilbertovih prostorov.

Kot smo ugotovili Ze v razdelku 6.3 Jje vsak Fréchetov pros-
tor sodéast, kar pomeni iz zgornjega, da Jje H-Fréchetov pros-
tor vedno refleksiven.

Kot zanimivost naj dodamo Se, da lahko tudi na prostoru X’

dobimo hilbertske polnorme.

7.2 TRDITEV Ce je M H-gladka, uravnovefena, omejena in

zaprta mnoZiza v H-lokalno konveksnem prostoru X, Jje

pM(f) = 8Sup |f(3{)|
xell

hilbertska polnorma na X°.



8, PROJEKTORJI IN SPEKTRALNA RAZCLENITEV

B8.le Projektordi

Naj bo Se naprej X H-lokalno konveksen prostor, kdaj pa
kdaj pa bomo Se zahtevali, da Jje tudi Fréchetov. V prostoru

% *(X) definirajmo projektorje

8.1.1 DEFINICIJA Operator Pe ¥* X) imenujemo projektor, de

zanj veljata relaciji

2w B

n

(1) P
2y p°

P

Zgoraj smo s P° oznadili b-ad jungirani operator operatorja F.
Identicni in nicelni operator sta oéitno projektorja, vpra-
Sanje pa Jje, Ce Jje razred projektorjev Se kaj bogatejsi. Oglej-

mo si zopet kakSen primer iz prostora Léoc(ﬁ).

8.1.2 PRIMER Operator oblike

[s]+1
Jx(t)dt , s20

(Px)(s) = [mo L
y B

kjer Jje x(t}e:Léoc(R), je projektor v smislu zgornje defi-

nicije.

Zares, preverimo zgorngja pcgoja

{11 £2J41 15141 {rlee £z)ed
(} x)(?) = f(rx)(s)ds fdsufx(t)dt Ix(t)dtjas = (Px)(7)
ey oo ) £zl

O. Izra-

za T2 0, medtem ko je za ?<0 : (P°x)(%) = (Px)(7)

dunajmo Se — - it

(Fx,5), ‘fy(s)dsj;(t)dt-z?Jy(s)dsj%(t)dt

(5] k¢ x



= J1E¥ e

m-q Erl Etd

) I :J}{(u)dt;!y(s)ds = (x,ty)n
Oglejmo si nekaj lastnosti projektorjev.

8.1.3 LEMA Za poljuben projektor P v H-lokalno konveksnem

0

prostoru X in poljubno polnormo q,&Q velja alternativa :

ali je q(P) = 0 natanko tedaj, ko je R(P)c Ju

ali je qu.(P) = 1 natanko tedaj, ko je R(P)nJS # &.

- Dokaz. Naj bo xeX poljuben element, potem velja identiteta
x = Px + (x-Px)
pri tem je za poljuben aed
(Pxyx-Px)y = (Px,x), = (Px,Px)y = (Px,x), - (ng,x)u =0

Zato Je
pd(x)2 = pﬂ(Px)2 + p,x(x-—Px)2

od koder sledi

p(Fx)° & p(x)°
oziroma

Qa(P) = sup (px(Px)/py(x)) £ 1

xeXN ) o
7e v zaletku razdelka 6.2 smo videli, da je ®R(P) ¢ Ju natanko
tedaj, ko je aqy(P) = O, zato vzemimo e tak indeks wed, da je

R(P)N IS # @, potem je qu(P) # O in v oceni

0y(P) = ax(P?) £ qu(P)ax(P)

n

lahko krajsamo s gqu(P) in imamo k zgornji Se obratno neenadbo

GutP) 2 3

‘Vzemimo,poljuben nenicelen projektor P, potem je tudi
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W Pl = sup q(P) 1
'3‘54,

toda, ker Jje sistem polnorm 7 zadosten, obstaja vsaj ena pol-
norma q €Q, da velja qu(P) # O in po prejdnji lemi sledi qu(P)=

= 1, kar pomeni NP || = 1, Zapidimo tore]

8els4 TRDITEV Vsak nenicelen projektor Jje 4-koncden z nor-

mo 1.

Do projektorjev lahko pridemo Se na drug nacdin. NajpreJj se
spomnimo definicije 2.11, v kateri smo zapisali, da ima mno-
Zica Me X lastnost H, &e obstaja posploSeno zaporedje {y | c M
z lastnostjo

lim pa(yf) = inf p.(y)
Jel yel

za vsak w¢d. Torej obstaja minimizirajole zaporedje za vse in-
dekse ® hkrati.

Vzemimo tak podprostor Xl nasega H-lokalno konveksnega pro-
stora X, da ima za vsak xe¢X mnoZica x + Xl lastnost H. Potem
po korolarju 2.13 velja enolidna razcepitev

AL
X = Xq + X5 3 xlejxl, X, € Xl
V taki situaciji lahko definiramo operator
P i3 Xr~9Xl

s predpisom Px = Xy

8.1.5 TRDITEV Zgoraj definirani operator P Jje projektor

v smislu definicije 8.1l.1.

« Dokaz. OCitno je P linearen in zvezen operator. Vzemimo polju-



« 1315 =

ben element x¢X in ga razcepimo x = X+ Koy potem velja

ng =

o

(Px) = - = B
(Px) = Px, = x) = Px
Zapisimo Se razcepa za poljubna elementa x,yeX :
: Y
X =X + Xy xleXl, xgexl y Xq = Px

4
¥ + Yo 5 Y1¢¥qy Tp€Xy 9 ¥y = FY

1]
ed
[

~potem velja
(Pxy¥ ) = <X11y)¢. = (xl,ylwg)x = (xlayl)« =

(Xgpy)cx

[}
n

(Xl‘*xg!yl)« " (x!yl)o(

Pojavi se povsem upraviceno vprasSanje : Ce imamo dan projek-
tor P, ali ima tedaj mnoZica x + R(P) za vsak xe¢X lastnost H?

DokaZimo najprej izrek :

8.1.6 IZREK Naj bo X H-lokalno konveksen prostor in Pe¥'(X)

projektor v njem, potem je tudi I-P projektor in e defini-
ramo mnoZici M, = R(P) in My = R(1-P), sta to zaprta pod-
prostora v X. Vsak element xeX se da enolic¢no pisati v ob-
liki

X =1u+V; ueMl ’ veM2

pri cemer Jje Mlﬂ-Mg.

Dokaz. Najprej velja (I-P)° = I-P-P+P° = I-P in tudi (I-P)° =

= I-F% = I-P. Linearnost in zveznost operatorja I-P Je tudi
o¢itna, potem sta mnoZici Hl in M2 res zaprta podprostora. Vze-

mimo xeMl in yeMe, potem Jje

(x,.')’)d = (PX',(I"P)y')o( = (PX',}?')O‘ = (Px’,Py')x =



—__ - 2! ,
= (Px"yy"), - (P%x",3 ) = O

za vsak «¢4 , kar pomeni Mlj_ﬁz.

Za poljuben xeX lahko zapiSemo razclenitev
x = Px + (I-P)x

kjer je u = Pxell; in v = x-Px ¢l Ce bi imeli Se eno razcepi-

tev

x=u + v 3 11%?5) v’eMe
bi to pomenilo : u’ = Px’, v° = (I-P)y  in bi veljalo
0 = P(x-x") + (I-P)(x-y")
od koder bi dobili
0 = paAP(x-x")) + Pa((I-P)(x-y°))

za vse d¢{ , kar pomeni P(x-x") = 0 in (I-P)(x-y’) = 0 ali

u =Px " =Px=u, v’ = (I-P)y’ = (I-P)x = v.

8el.”7 KOROLAR NaJj bo P projektor v H-lokalno konveksnem

prostoru X in M = R(P), potem ima za vsak x¢X mnoZica

x + M lastnost H.

Dokaz. Smemo se omejiti na primer x # O. Vzemimo torej polju-
ben nenidelen element x€X in poi%dimo najkrajfo razdaljo od
izhodiSca do mnoZice x + M. Naj bo z poljuben element iz M in

izrazimo
pﬁ(x—ZD = pg((x-PX) - (z-Px)) = pﬁ(x—Px) + p2(z-Fx)

. kjer smo upoftevali, da Jje x-Pxell, = R(I-F), z-Pxe . Naj-
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manjso vrednost dobimo ravno za z = Px in element, na katerem

je infimum doseZen, je y = x-Px, ki je neodvisen od indeksa xed.

Be2s Fozitivni operatorji

Oglejmo si Se nekaj lastnosti pozitivnih operatorjev, ki
smo Jjih definirali v razdelku 6.5. Tedaj smo imenovali poziti-

ven operator tak b-sebiadjungiran operator A, za katerega Je
(Ax,x), = © (8.2.1)

za vsak xeX in «&d. Za tak operator smo tudi uvedli zapis
A Z 0. Dodajmo Se nekaj izrekov v zvezi s pozitivnimi ope-

ratorji.

B8s2e.1 LEMA Za pozitiven operator A velja

((Ax,y)a\2§_ (Axyx), (A, ¥)y 5 X,7€X, xed (8.2.2)

Dokaz Jje prav tak kot v primeru Hilbertovega prostora. Vzame-
mo z = x + A(Ax,y), ¥ » kjer je A poljubno realno Htevilo in

izracunamo
e 71 _ \y 2 3\2’ 2
0 = (“Zaz)d I (AX,X)O‘ * EAI(AXay{J + (A}C,yl‘-_ (Ay,y)“

od koder sledi ravno zgornja neenacba.

V izreku 6.5.4 smo tudi %e spoznali, da za pozitivni ope-
rator A obstaja operator At - kvadratni koren, ki Je spet po-
zitiven 1in komutira z vsemi operatorji, s katerimi komutira
oberator A, Iz te lastnosti bomo dokazali naslednji pomoZni

izrek.
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8e.2.2 LEMA Frodukt dveh pozitivnih operatorjev, ki komuti-

rata, Jje spet pozitiven operator.

Dokaz. Naj bo torej A2 O, B2 O in velja AB = BA., Ker za ope-
rator B obstaja pozitiven kvadratni koren Bqt, ki komutira 2z

operatorjem A, velja
4 1 1 1
(4Bx,x)y = (4B™B"x,x), = (B™aB" x,x), = (48" x,3"x) 2 0

V mnoZico b-sebiadjungiranih operatorjev X(X) uvedimo nas-

lednjo relacijo
A £ B& (Ax,x) £ (Bx,x), 2za vsak xeX in wed (8.243)

Ta relacija Jje oCitno tranzitivna, refleksivna in tudi anti-
simetridna je. Ce je namred A £ B in B £ A, to pomeni
(Axyx)y = (Bx,x)y ali ((A-B)x,x), = O za vsak xeX in xé4,
kar po korolarju 4.3.2 pomeni A = B.

Dokazimo sedaj trditev :

8.2.3 TRDITEV Naj bo operator A b-sebiadjungiran, potem

za vsak indeks «€é4 velja
inf {C ¢ |(Ax,x)yl € C p3(x), xeX} = qu(A)

Dokaz. Oznadimo Dy = inflc : | (Ax,x)] & Cpg(x), xeX}. Ker

je‘Ae&%(XJ, po lemi 6.2.2 velja
[ (Ax,3),0 & pu(Ax)py(x) € qu(A) pa(x)

od koder sledi

Du £ q4(A)

Ta ocena velja seveda za polJjuben operator Aeﬁ{o(x). Za dokaz
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obratne ocens bomo upo3tevali, da je AeW(X). V ta namen vze-

mimo poljubno Stevilo A >0 in zapi&imo

I~

po(ax) = F[(Ax+Fax), hxsdan), - (Ax-34x),Ax-$Ax), ]
¢ 2b20xgax) + pEOu-tax)] = PPp3(x) + & p3(ax)]

Pri tem smo upoStevali, da za polnorme px velja paralelogram-
sko pravilo (l.2). Naj bo sedaj xeX tak element, da je px(Ax)#
#0, tedaj je tudi pw(x) # O, ker je Ae!f;(x). Zgornji oklepaj
doseZ%e najmanj$o vrednost za 8¢ = Pu(Ax)/px(x) in tedaj dobi-

mo oceno

pe(A%)° & D, p, (Ax)pw ()

oziroma

Px(AX) & Dxpy(x)

Ta ocena velja oCitno tudi za tiste xeX, za katere je pg(Ax)=0.
Ce naredimo supremum po vseh xeX, za katere je p.(x) # O, do-
bimo

qqt(A) é Do
kar smo Zeleli dokazati.

£.2, KOROLAR Za operator Ae ¥(¥X) N Y -(X) obstajata real-
X

ni konstanti m in M 2z lastnostjo

mI £ A £ MI
pri Cemer velja

max{iml,lﬂl} =Ual

Zares, ker je Aed(X) po prejsnjem izreku za vsak o«ed posebe

" obstajata konstanti my in My z lastnostjo



- 120 -

mu(Xyx), & (Axyx), & Mylx,%)a
Pri tem Je
max {!m“;,1Mm|} = g 4(A)
Toda, ker je na$ operator A tudi A-konden, obstaja

sup qu(A) = fA|| ¢ ™
ol el

~in zaradi zgornjega je tudi M = suf My<® inm = inf my ¢ 0@
774 €l

ter velja

max {lm;,!Hf} = [lAll
Oglejmo si Se eno posledico zgornjega izreka.

8.2.5 KOROLAR Za poljubna operatorja A,BeX(X), za katera

velja O £ A £ B, sledi

ax (4) £ q (B)
za vsak xe¢d.

Zares, ker je O £ (Bx,x), & H%(x,xj,, po zgornji posledici
velja HX = qu(B), torej
(Axyx), & (Bxyx); & 4 AB)(%;%),
Upostevajmo Se oceno 8.2.2 in dobimo
l2

;I<Axay)x < (Axix)d(Ay§y)ﬂ & qs(B)pS(y)Pi(X)

V teJ oceni po korenjenju in deljenju s p. (x).p.(y) naredimo

supremunm po vseh parih x,5y e X\dx in dobimo

qol(ﬂ-) é qK(B)
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Fojdimo sedaj k pomembnemu izreku o monotonem zaporedju po-

zitivnih operatorjev.

8.2.6 IZREK Naj bo X H-lokalno konveksen prostor in

{A;her posploSeno zaporedje pozitivnih operatorjev, za ka-

tere pri 87¢3” velja

AEK d_-:; A;ﬂ

Naj obstaja Se operator Ce¢}(X) z lastnostjo

Potem obstaja pozitiven operator AeX(X) h kateremu konver-
girajo operatorji Ap v "krepkem smislu"
Ax = 1lim A_x

Jer

Prav tako tudi monotono padajoce zaporedje navzdol omejenih
operatorjev "krepko" konvergira k nekemu b-sebiadjungirane-

mu operatorju.
Dokaz. Vzemimo poljuben element x¢X, indeks «¢4 in oznacimo s
2:(3{) = (ﬁ’-;r-xa:’c)wl

posploSeno zaporedje nenegativnih realnih 3tevil, ki Jje mono-

tono naraSéajoce in navzgor omejeno
p 2
(%) = (4;%,%) & (Cx,yx), € q,(Cp(x)
Torej obstaja limita
lim Q7(x) = Q*(x)
Ter

» Vzemimo sedaj dva indeksa Faiel’ = lastnostjo EﬂééJ, potem
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Je operator D = A, - AV tudi pozitiven in omejen od zgoraj

Foire ~ . 7 7 . '
(Dx,x), = (AJNX,X)m - (A x,x)u < (A X,A%K 2 (Oxyx).

5
po prejsénjem korolarju potem velja
q,(D) ¢ q,(C)
za vsak aéd. Iz neenacdbe (B.2.,2) sedaj sledi ocena
| (02,50 © £ (Dxyx), (Dy,3),
iz katere pri y = Dx dobimo
By Dx)u'g (Dx,x)ﬂ(Dgx,xl( < (Ux,xl‘qxiD)5pﬂ(x)2 Z
Z (Dx,X)ﬂqa(C)Bp,(x)g
Izpi&imo to oceno na daljsi nadin

Dl dge x—A,«X)A*g [(Ax,x), - (A;;x,xu <1¢,¢(C)'7’1>,‘(x)2

Indeks «¢4 je bil do sedaj poljuben, sedaj pa moramo lociti

dva primera. Ce je q.(C) = 0 ali je xed,, Je
Pu(-&awx = AJ;X)LF = 0

za polJjubna 5”,;@{‘. V nasprotnem primeru izberimo poljubno
majhen £>0. Ker je posploZeno zaporedje Qj(x) konvergentno,

obstaja tak indeks 55 = Jo(ﬂ,i)¢r, da velja
[(Agrxyx), = (Apexyx)| 4 5/(Q2(C)P§CX))
za poljubns indeksa §, E";(JO in dobimo
PulAyprx ~ Asux)4 = €

Torej Je zaporedje{A?x} Cauchyjevo in ker Jje prostor X poln,



je konvergentno. Fisimo

Ax = 1lim A;x
Jerl

in dokaZimo, da Jje tako definirani operator A zopet b-sebiad-
Bungiran. Vzemino poljuben £ >0, poljuben «¢4 in poljubna ele-
menta x,y ¢ ¥, potem obstaja tak indeks Eocr, da velJjata neenac-
bi

Pu(Ax - A x) <€, pu(AY - A;y) < €

za vsak 5‘2}5. Pri teh elementih lahko ocenimo

[(Ax,57), =(5,47 )| £ 1(A%,37),=(A5x, 7, +(xy A7), ~ (%, A7) | £

S pu(Ax=A:30P () + P ()P (A, 7-4Y) . € E(Doul(X)+PulF))

Ker je € >0 poljubno majhen in leva stran ni odvisna od 50,
velJja

(Ax,y), = (x,4y)

Ker je tudi indeks x¢4d &isto poljuben, je operator A res b-se-
biadjungiran.

Poseben primer b-sebiadjungiranih operatorjev so proJjektor-
ji, katerih nekaJ lastnosti smo Ze zapisali. Med drugim smo
uzotovili, da je vsak projektor d-konden (Pé?ﬁ(x)r\x%(x)) in

ima normo l. Dodajmo Se dv= pomoZna izreka.

Be2s.7 LEMA Za vsak projektor P velja

0 I

N

P

i

Zares, najprej velja

(Px,x), = (FPx,x), = (Px,Tx), = p (Fx)°  (8.2.4)
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0d tod najprej sledi

(Px,x)_ = px(PXJg 0

v

kar pomeni P 2 O. Po drugi strani pa jJe
2 2 2
(Pxyx); = Pa(PX)° 2 qu(P)pu(x)°¢ D, (x)° = (x,%),

torej velja se P £ I.

8.2.8 LEMA Naj bosta Pl in P2 poljubna projektorja. Potem

veljata trditvi

[}

(1) P1P2 P2 =D P].P2 = P2P1

(2) PPy

P2 & Pl = P2 |

Dokaz. Ce Je P1P2 = PE’ velja: P2P1 = PSPE (P1P2)° = Pg =
= Pe = PlPE‘ Iz zveze P1P2 = Pg dobimo tudi

2 B 2 _ -
(Pl—Pg) = P7-PP,-P P +F5 = P1—2P2+P2 =P, - P,

Ker je tudi (Pl—P2)° = P,-P,, Jje operator Pi—P2 projektor.
Po zadnji lemi tedaj sledi P1-P5 2 0 ali P, 2 Po.
Naj bo obratno P;-P, 2 O, potem je I-P, £ I-P,. Upostevajmo,

da sta tudi I-Py in I-P, projektorja ter relacijo (8.2.4)
Dy ((I-B)E,x)% = ((I-P1)Pyx,Pox), & ((I-P,)Pox,Pox), = O
ker to velja za vsak indeks xé4 in vsak element x ¢ X, sledi
(I—Pl)P2 = 0

ali Fy = PiP5y 8 C¢imer smo v celoti dokazali zgornjo lemo.
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8.3, Funkecija operatorja A€ R(Xn¥ (X)

Vzemimo 4-koncen in b-sebiadjungiran operator A, potem po

korolarju 8.2.4 zanj obstajata konstanti m in M z lastnostjo
m(x,x)d < (Ax,x), & M(xyx), ; xeX, «ed
Naj bo p(t) polinom z realnimi koeficienti
p(t) = a_ + a,t + a t2 + + a_t?
o} 3 2 et n
in definirajmo operator
p(A) =a I + a,A + a A2 & + a_A"
o) 1 2 et n

O&itno Jje tudi p(A) linearen operator.

8.3.1 TRDITEV (e je operator A b-sebiadjungiran in 4-kon-

¢en, Jje tak tudi operator p(A), kjer je p(t) poljuben poli-

nom z realnimi koeficienti.

m ~m
Dokaz. Izradunajmo : (p(A)xX,y)y = (éak.kkx,y)“ = gak(x,Aky),=
= (x,);ak,ﬁky)u = (x,p(A)y) » torej je p(A)eH(X). Ce e upo-

Stevamo lastnosti polnorme g4, dobimo
A k
ag(P(8)) & Zlahu(4)
od koder sledi .
; . X .
sup q,(p(4)) < Z la,lsup a (W) ¢ 2 1ayl DA™ < oo
o wed 0 axed “=0

84342 IZREK Prireditev p(t) +—> p(A), ki poljubnemu polino-

mu p(t) 2z realnimi koeficienti priredi operator p(A) iz

Y.(X)n ¥ (X), je linearna, multiplikativna in pozitivna :

cip(t) + c a(t) > cyp(A) + c5q(h)
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p(t).q(t) > p(4a).q(4)
p(t)20, mgtéeM+—>p(4) 20

Dokaz. Prvi dve lastnosti hitro preverimo s kratkim racunom,
nekoliko veé dela imamo le z zadnjo. Naj bo torej p(t) Z O
23 ta[m,ﬂ], potem se v tem intervalu ta polinom da zapisati v

obliki
< r $
p(t) = CD(t'“i)dlj((ﬁ;}'t>ﬂf(t"“k32 + 521
Fri tem je ¢>0, «;4m in (53. 2 M. Tretji produkt vsebuje x}se
morebitne dvojne realne nicle med m in M ter vse kompleksne
korene polinoma. Ustrezni operator Je

) r §
p(4) = ¢ [(A-a; 1) [T @s-2) [ [, D2 + 521]

= [ Y]

V zgornjem produktu so vsi faktorji pozitivni, na primer
((A-0;T)xy %), = (Axyx)y -5 (%,%), 2 (m-0 )(x,%), 2 O

in prav podobno se prepricamo za vse ostale. Ti faktorji odit-
no tudi med seboj komutirajo in po lemi 8.2.2 je tedaj tudi

njihov produkt pozitiven, se pravi p(4) 2 O.

8.3.3 XOROLAR Ce je operator AeX(X) n Ep(X), velja

mI € A & MI in Ce sta p(t) in q(t) taka polinoma z realni-

mi koeficienti, da zanju velja
p(t) £ q(t) , te[m,u]
potem za ustrezna operatorja p(A) in q(A) velja
p(A) £ a(a)

.

' Zares, uporabiti moramo le zgornji izrek za polinom q(t)-p(t)2 O.
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Isto kot smo naredili za polinome, lahko naredimo tudi za
$irsi razred funkecij. Vzemimo najprej funkcije, ki so defini-
rane na intervalu [m,ll], so od zgoraj polzvezne in so na tem
intervalu nenegativne. Vsako tako funkecijo u(t) lahko aproksi-
miramo s padajoéim zaporedjem polinomov pn(t), ki v intervalu
[m,M] konvergirajo k funkciji u(t). Po prejSnjem izreku je po-
tem tudi zaporedje pozitivnih operatorjev pn(A) monotono pada-
joCe in navzdol omejeno z operatorjem O. To zaporedje po koro-
.larju 8.2.5 "krepko" konvergira proti nekemu b-sebiadjungira-
nemu operatorju, ki ga oznadimo z u(4). Pri tem Je operator
u(A) enolidno dolocen 2z zaporedjem polinomov {pn(t)} s V kar
se prav tako prepricamo, kot v primeru obicajnega Hilbertove-
ga prostora (gl.[16]).

Zgornji razred funkecij nato Se razSirimo na poljubne od
zgora]j polzvezne funkeije, definirane na intervalu [m,M]. Vsa-

ko tako funkcijo lahko piSemo v obliki
u(t) = uy(t) - uy(t)

pri Cemer sta ul(t) in u2(t) spet od zgoraj polzvezni in nene-

gativni funkciji. Ustrezni operator zapisSemo
u(d) = ul(A) —ue(A)

8.3.,4 IZREK Za vsak operator Aegl(x)rigzxﬁj in za vsako

na intervalu [m,] od zgoraj polzvezno funkcijo u(t) dobi-

mo operator

u(A)e (X)) A fF(X)

Frireditev u(t)+—>u(A) je linearna, multiplikativna in

homogena
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clulit) + C ug(t) — clul(A) + cguE(A)

ul(t).ugit) — ul(ﬂ)-ug(&J

ul(t) < ug(t), telm,l] — ul(ﬂ} £ UQ(A)

Dokaz tega izreka Jje prav tak kot v primeru Hilbertovega pros-
tora in ga tu ne bomo ponavljali. Treba Jje le vzeti k funkci-
jam ui(t) dovolj dobre polinomske aproksimacije, za katere pa

~ Ze velja podoben izrek.

fe vedno imejmo operator Ae¢ M(X) n¥,(X) in vzemimo kon-

kretno funkei jo

1 y tis _

e (t) = (8+3.1)
0 sy TS

pri demer je te[m,M]. Pravzaprav imamo druZino funkeij {es(t)},

se(m,l1] , ki so vse olitno od zgoraj polzvezne in nenegativne .

Po prejsnjem izreku dobimo zanje druZino operatorjev, ki Jih

pidimo v obliki

E = es(A)

Ti operatorji so b-sebiadjungirani in 4-konéni. Pri tem pa ve-
lja se

e _ 2 _ -
ES = es(A) = eS(A) = E

5] S

zaradi zveze eg(t) = es(t). {Es} je torej druZina projektor-

jev, nekaj njihovih lastnosti bo opisal naslednji izrek.

8e3.5 LIMA Za druZino projektorjev {ESH veljajo lastnosti

EE =EE =E <
a) EsE. = E B, g Zas¢gr
b) E. =0 2za s<m
s
¢c) E =1 2za s2M
s -
d) E = E

S+0 S
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Dokaz. Ce je szr, je es(t)er(t) - es(t) in po prejsnjem iz-
reku sledi trditev a). Ce je s<m, je e (t) = O za vsak te[m,
] , torej E_ = 0. V kolikor je s2M, je e (t) = 1 za vsak
te[m,M] , tore] B, = L.

Dokazimo Se, da Je funkecija SI—»ES z desne zvezna. Vzemimo
fiksen se[m,M] in naj bo {pn(t)} zaporedje polinomov, ki kon-
vergira k funkeiji es(t) v intervalu [m,M]. Pri tem naj Se ve-
1ja

Pa(t) 2 egyq /()

Fo izreku 8.3.4 za ustrezne operatorje velja

L) 2 E
pn(h)'= Es+l/n 2 &

pri tem smo upostevali sSe lemo 8.2.8, ki nam za s+l/n»s da

E - <
JLs+l/nEs Es Lad Es+1/n = Es

Ker gre zaporedje operatorjev pn(A} proti operatorju ES, gre

tudi zaporedje operatorjev Es+1/n proti operatorju E kar

S‘l
pomeni zveznost z desne.
DruZzino operatorjev {ES}, ki ima lastnosti a) - d) bomo

imenovali tudi spektralna druZina projektorjev.

8.4 Spektralna razdlenitev operatoria A€ (X) n‘fﬁfx)

V prejdnjem razdelku smo za operator A e} (X) n?fF(X) dobili
spektralno familijo {ESH. Vzemimo neko zvezno funkecijo f(t),
definirano na intervalu [m,M] , ki ga doloda operator A. V tem

intervalu vzemimo neko razdelitev

So Z m < sl £ ovess & Sn—l < Mg Sn
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in naj bo-vke[sk_l,sk], k=1,24eee9nl 4 poljubna todka, le za
prvo in zadnjo Se zahtevajmo t¥,2m, ¥, <M. Definirajmo fun-
keiJjo

(t))
4

-

¢_(t) =‘§.f(vk><esxct> -

kjer so funkcije e (t) oblike (8.3.1). q%(t) je stopnicdasta
4
funkecija, ki je od zgoraj polzvezna. Zanjo po izreku 8.3.4

dobimo operator

(n(a) = L )(E, - B, )

TSy-q
Tudi za zvezno funkeijo f(t) dobimo ustrezni operator f(A). Ker
je f(t) zvezna funkcija, lahko na vsakem podintervalu zapisSe-

mo

m,_ £ £(t) & M

S M s S etesy

k

Ce piSemo ¢o = max (M, -m ), dobimo oceno
k

—ew £ £(8) - G (8) & @

Po izreku 8.3.4 zopet sledi, da tudi za ustrezne operatorje
velja

-@I £ f£(4A) —\-Pn(.ﬂ.) < wl
kar lahko zapiSemo tudi v obliki
| (C£Ca) - (A))x,x) | & @ (x,%)

ki velja za vsak xeX in «¢d. Ker je tudi f£(4) - ¢ (L) b-sebi-
adjunciran operator, po trditvi 8.2.3 sledi
q, (£(8) - (a) e, xed

Ce Stevilo delis& velamo tako, da gredo dolZine vseh podinter-

' valov proti nié&, zaporedje operatorjev "enakomerno" (glede na
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polnorme gy ) konvergira k operatorju f(A). Zapi8imo

M
~
f(A) = f dE_ = 1i £(y E - Selte
(0) = Jeiedasg = 11m 212030 s, ~ %5, ) (Bta1)

kjer imamo limito na desni v smislu topologije, ki jo v pro-
storu ¥ *(X) inducirajo polnorme {q,}.

Iz zgornjega sledi &e
M

(f(A)'x,y)“ -—-m:ff(s)d(ESx,y)u , aed (8.4.2)

kjer je sedaj na desni strani Stieltjesov integral v obicaj-
nem smislu.

Ugotovljene izsledke zdruzimo v izrek :

8.4.1 TZRZK Naj bo operator Aedd (X) N Ep(X), potem zanj

obstaja v intervalu [m,M] spektralna druZina projektorjev
{Eg} z lastnostmi a) do d) v lemi 8.3.5. Pri tem za vsako

zvezno funkecijo f£(t) velja
H
£(a) = Je(t)az, (8.4.3)
m-o

V posebnem za f(t) = t dobimo

M
M=o

Za vsak fiksen se[m,M] je operator E, limita v "krepkem"
smislu polinomov operatorja A.
V segmentu [m,M] obstaja le ena spektralna familija,za

katero velja zveza (8.4.4).

Dokaz. Preveriti moramo le Se zadnjo trditev. Ce bi imeli Ze
eno spektralno druéino{iFs}, za katero bi veljalo (8.4.4), bi

to pomenilo, da velja tudi
H

Al =.hjSldFS H iso,l,.--
-b



i JES

kar sledi za 1=0 direktno, za i=1,2,... DPa iz zveze

[Zlvk@ - F )P‘afv'

&
:
Sy_-{ = k=4 £ Sz_ Sk

kajti za k#J velja : (FSQ—F Y(F ks % ) = 0. 04 tod sledi,

da velja tudi za polinome

M
p(4) = Sp(t)ar,
M0

ali tudi »

(p(8)x,3), = [Jo(E)a(Fox,5), 5 x,yeX, wed
M-g
in po Weierstrassovem izreku tudi za vsako zvezno funkcijo

£(t) "

(£(A)x,7), = [ T(5)A(F x,7)y
™o

Ce dobljeno zvezo primerjamo z (8.4.2), dobimo
&__{f(t)d((Et—Ft)x,y)“

za vsak o¢d, poljubna elementa x,yeX in vsako zvezno funkeci jo
f(t). Po izreku, kdaj je Stieltjesov integral enak nié za vsa-

ko zvezno funkeijo, sledi
g(t) = ((B-FLlx,¥)y

za t = m-0, t = M in za vse tolke t, kjer je g(t) zvezna ali

vsaj z ene strani zvezna. Toda v tolki t = M Je g(M) = EH'FH=

& T -Ii = 0, torej ¢ = O. Ker sta Ft in Et zvezni z desne, Je
((E-F )%,y = O

za vsak te[m,li] in vsak indeks oed ter poljubna x,yeX, torej

velja
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8.,4,2 YOROLAR Za operator AeX(X)Nn ¥ .(X) in zvezno fun-

keijo £(t) v intervalu [m,M] je tudi
f(Aee (x)n Lp(X)
pri Cemer velja ocena
(N = max { [£(E)l, méte M }

Dokaz. e od prej vemo, da je f£(A)eM(X). Ker je f(t) zvezna

-funkcija, obstajata konstanti C13Cp 2 lastnostjo

< f(t) £ cs s te[m, ]

™ - ™
esl = © (E_ -E ) £ (¥ )(E. -E e c (E. -E ) = esT
1 1¢Z' Sy Suos E k ¢ Se-t EZ; 8y  Sis 2

oziroma

ey (x,x), & (£(A)x,x), & c5(x,x),
in po izreku 8.2.3 tedaj sledi
qu(f(A)) = max {Iclldcgt }
Enaka ocena potem velja tudi za'supremum

HeCa)ll = sup q4(f(A)) = max {lcl\,|02|} < 09
acd
s Cimer smo zsornJji korolar dokazali.

Dokazimo Se naslednji izrek :

8.4,3 TZREK Naj bo Ae¥_(X)nH(X) in {1«:5} njegova spektral-

na druZina. Fotem velja : tolka te[m,l], v kateri funkeija
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‘tké-Et ni zvezna, Je lastna vrednost operatorja A. MnoZica

6&.% E._,) Je prostor ustreznih lastnih vektorjev.

1] in najprej dokaZimo trditev

Dokaz. Vzemimo poljubna s,re[m,l

(8e4.5)

V ta namen zopet vzemimo neko delitev intervala [m,l]

L B " "L
So<& m &£ 87« &8 a1 Mg sy

in naj bodo zopet vmestne toéke'vke[;k_l,skl, k=)l,2y 000910y

poljubne, le za prvo in zadnjo naj bo : ¥,2 m, fng;ﬂ. Oznaci-

mo Stieltjesovo vsoto

aj ednosti in lja : s. &« < s, : & :
Naj za vrednosti s in r velja S; & 8 £ 85,1 sJ ¢ T£ SJ+1'

vzemimo Se neko Stevilo Te(m,M] in si oglejmo vsoto

(8 ~TI)E-E.) = Z(v -T)(Eg ESH )(E,-E)

K=

razbijmo jo na veC delov in upoStevajmo lastnosti druZine 40 }

(5-?I)(EE) = z:. (:’k—()[( B, )~ (Bg B )] +
+ (95,1-F)E, -EJ) + ZZCQ ")(” By 2
t.H K={+1 C
"+ -0, 2,.) +£1(9k B [(5-F,) - (58] =
- (ii+1—T)(E, f"E ) <¢‘ 1_:)(Er-353) *
+‘2:(? —c)(h Es )
K=gtt .

Fo limitnem prehodu dobimo

(4 -BI)(E, - EJ) = J(t-2)dz,



- 135 -

Ce v teJ relaciji piSemo € = s in nato ¢ = r, dobimo

r

o) = Sj(t—s)d.at 2 0

(A - sI)(dr - B

”

- E - E = )(t- E <
(A - TI)(E, - By) sf\t r)dE, £ 0
kar nam da ravno oceno (8.4.5).

Naj sedaj funkcija t —* E, naredi v todki to skok, se pravi

Py, =By — B, 070
Operator P, Je zopet projektor in iz ocene (8.4.5) dobimo
¢

=
(to_ﬁ)Ptn = APQD £ t,P,

od koder pri n-—»e sledi

(A - tol)Pt =0

-]

Torej za vsak xe&X velja (A - toI)Pt x = 0, oziroma e pisSemo
0

y = Py x, sledi
o

Ay = toy ’ yé&.(Pt‘)

Za operator Ae ¥ (X)n fF(X) lahko izrek 8.4.1 Se posplo-

¢imo na zvezne kompleksne funkcije, ¢e Jjih piSemo v obliki
f(t) = fl(t) + 1f2(t)

kjer sta fl(t) in fe(t) zvezni realni funkeciji. Na ta nacin
dobimd operator

M
£(A) = £1(A) + ify(8) = J1(t)aE,

Pri tem seveda operator f(A) ni vedé b-sebiadungiran, vendar

zan] obstaja adjunzgirani operator
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8.2 I7REK  Za vsak operator A iz Y (X) N¥¢,(X) in vsako

zvezno kompleksno funkeijo £(t) (te¢m,i]) dobimo operator
H
£(4) = J1(s) am,
m-g

pri Zemer je f(4) iz LX) n £.(X). Njegov b-adjungirani

operator Je
M
£(a)° = ff('ﬂ'di-:t
m-p

" Dokaz. O&itno sta operatorja fl(A) in fg(ﬂ) iz Qf(X)f\afF(K),

zato je tudi f(A) ¢ ;fF(K). Izradunajmo
(£(A)x,¥), = (fl(A)x,y)x + i(fz(A)x,y)m -
= (x,(£7(4) - if,(Ay)x = (x,£(4)%%).
To pomeni, da za operator f(A) obstaja b-adjungirani operator:
L
£(a)° = £(8) - if,(a) = JTTEY ax,

Naj opomnimo, da bi tudi za unitaren operator Ue&X£*(X)
lahko dobili spektralno dekompozicijo po podobni poti, kot
smo jo prehodili z operatorji iz mnoZice QC(X)K\giF(X).

Da se nam Jje posrecila spektralna razclenitev za sebiadjun-
girane operatorje iz mnoZice ng(X)f1%?(X), ni presenetljivo,
saj Jje ta algebra celo izomorfna von Neumannovi algebri, kar.

bomo videli v naslednjem izreku.

8.4.? IZREK Naj bo X H-lokalno konveksen prostor. Potem

je C*-alsebra ff(K)/\;QF(K) izomorfna neki von Neumanno-

vi algebri.

Dokaz. C*-algebra z enoto Jje izomorfna von Neumannovi algebri
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natanko tedaj, ko sta izpolnjena pozoja ( zl.[5]):

1. Vsako monotono naraScajoce posploSeno zaporedje hernitskih
elementov, ki so od zgora] omejeni z nekim hermitskim elementom,
ima natancno zgornjo mejo.

2. Za vsak pozitiven nenicelen element x te algebre c¢hstaja
stanje f, ki Jje na elementu x od ni¢ razlic¢no in za vsako mono-
tono naraZcajocfe posploSeno zaporedje {yf} pozitivnih elementov,

ki ima natanéno zgornjo mejo yz O, velja
£(y) = sup £(y,)
fer

Vzemimo torej monotono narascéajole zaporedje operatorjev {AGHL'C
e Hx)n fF(X) (75" = A, ¢ A;»), ki Je navzgor omejeno
(Ap ¢ B, BeX(X) n £ z(X) za vsak ielr). Po izreku 3.2.6 obstaja
"krepka" limita AeX(X). OCitno Je tudi Ae¢ ‘£F(X). Doka?imo, da
je operator A ravno natancCna zgornja me ja.

Vzemimo poljuben x¢X, o«e¢f, ¢/ in ocenimo
!(A‘-x,x)“ -(ix,x) | ¢ P, (A; x-Ax)py (x)

O0d tod sledi, da tudi zaporedje f(Arx,xJ}fcr konvergira proti
(Ax,x), . Ce na desni strani neenadbe (Apxyx)y, & (Apyxyx) 4 ki
velja za 7 £ J” , naredimo limito po vseh }%&/, za katere je ;>
>5 7y dobimo (Ay xyx) £ (A%,x), . Torej je A zgornja meja, Jje
pa tudi najmanjsa zgornja meja, kajti Ce Jje tudi operator C zgo-
;-nja meja, velja za vsak Jél: (A;x,x)ﬂ_ < (Cx,x),. Toda, ker za-

poredje {Aax} konvergira k Ax, velja
%Eg (4,x,x), = (Ax,x), ¢ (Cx,x),

kar pomeni, da Jje operator A res natanc¢na zgornja meja.
Freveriti moramo sSe drugi pogoJj. Vzemimo polJjuben pozitiven

" nenidelen operator A iz ;f*(X)r1§?F(K). Ker je A # O, obstaja



véaj en element y#0, da velja Ay#0 in zaradi zadostnosti pol-
norm p. Obstaja potem vsaj ena polnorma p,ﬁﬁ? z lastnostjo

px, (A7) # O. Ker je py,(Ay) £ C py(¥), Je tudi py, (y) # O.

Zato lahko izberemo element x =y/p(y), ki ima lastnost p, (x ) =
= 1., S pomocjo tega elementa in indeksa xoel] konstruirajmo

funkcional
'.l rl" “ = b
£0T) = (Bx ax )y, » TeL(X) N LX)
O¢itno Je f linearen in zvezen zaradi ocene

|£CD)| € 1(Tx 0% dy,) ¢ Qu (T) & WU

-

Ker je f(I) = (xo.,xo)“fo =1, velja nfil = 1. Funkcional f Je

tudi pozitiven

£(1°7) = (°1x ,x

o] o)nr"o = (Txo!Txo)u(o Z 0, ‘I‘é,ﬁ“(K)anF(:{)

Torej je funkcional f stanje. Ali Jje njegova vrednost na ope-
ratorju A enaka nid ? Recimo, da je f£(A) = (AXO,XO)gg = 0,

ker je AZ 0O, po izreku 6.5.4 obstaja pozitiven kvadratni koren

B = A” in lahko zapifemo

2 2
0 = (Axo,xo)go = (B Xo'xo)ﬁa = P«O(on)
od koder sledi
Dy (A7) = Dy (7DD, (Ax,) = Dy, (7DD (B7x,) £
£ Py, (700w, (Bdpy,(Bx, ) = O

kar je v protislovju s predpostavko p._(Ay) # O.
Imejmo seda] posplofeno monotono narascajocfe zaporedje ope-

ratorjev {A;tnr~, ki naj ima natandno zgornjo mejo C. Torej za
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operator C veljata zahtevi

(a) (A;x,x) £ (Cx,x), , =2za vse xeX, Xedin cel

(b) za vsak ¢£¢> 0 obstaja indeks foe¢/ , da za poljuben xe¢X
in x¢/ velja: (A;ﬂ:{,_\:}i > (Cx,x)g( ~ E(XyX)

Iz prveza pogoja pri X=X inci=ub sledi
ol &
(A:Xo’xo)xa = (Cxo,xo)xd
za vsak s¢l, tore] velja ta ocena tudi za supremunm

sup f(4;) = sup (A.x ,
el el ¢ 0

Xo)xa < (CXOaXO)xd = £(C)
Vzemimo poljuben €£>0, potem po lastnosti (b) obstaja indeks

coey da velja
A > > - = =
sup f(Ay) 2 (Afr}xo‘xo)xa‘: (Cxo'xo)x. £ = £(C) €

Ker je £>0 poljuben, sledi: sup f(A ) 2 f(C) in skupaj z zgor-
Fer
njo oceno dobimo enakost.
Naredili smo spektralno razdlenitev za poljuben {-konden
in b-sebiadjungiran operator. Sedaj pa bi hoteli isto narediti

za poljuben b-sebiadjungiran operator. V ta namen naredimo ne-

kaj priprav.

8,5 Komutativnost in redukcija operatorijev iz ¥ (X)

Ta dva poJjma uvedemo v H-lokalno konveksen prostor podobno
kot v polJjubnem Hilbertovem prostoru. Naj bosta A in 3 poljub-
na zvezna operatorja, definirana na vsem X (4,3 €¥ (X)), potenm

rec¢emo, da A in 3B komutirata, e velja AB = BA.
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Za komutativnost preverimo nekaj lastnosti, ki Jjih bomo

kasneje Se srecali.

8.5.1 TRDITEV Naj bodo operatorji A, B in B_ iz £ (X). Po-

tem zanje veljajo trditve:

1) e A komutira z 31 in 32, potem A komutira tudi z BlB2
in z B1+B2‘

2) de A komutira z B, obstaja operator g~1 in Jje 33(3_1)=K,
potem A komutira tudi z B’l,
3) e A komutira z vsakim operatorjem B_ in zaporedje {Bn}

"krepko" konvergira k operatorju C, potem A komutira tudi

z nJjim,

4) e obstajata operatorja A% in B° ter A komutira z 3, po-

tem A° komutira z BC.

Dokaz. Lastnost 1) je oditna. Tudi lastnost 2) preverimo kaj

hitro, kajti operatorji A, B in 371 50 definirani povsod. Ce
vzamemo poljuben xe¢X, obstaja element ye<X, da velja y = B-lx
in dobimo

ABy = ABB 1x = Ban~1x

Ax

1 1

kar pomeni B “Ax = AB " x.
Vzemimo sedaj zaporedje operatorjev {Bn}, ki krepko konver-
gira k operatorju C in z vsemi operator A komutira. Za poljuben

€ >0 in x¢4d velja ocena

py (ACx-CAx) £ pd(ACx—Aan) + Px(B Ax-CAx) £

& q“(A)px(Cx—an) + px(BnAx-CAx) ¢ q(A)E + £

¢e Jje le n dovol] velik. Ker leva stran ni odvisna od Stevila
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n, dobimo
py(ACx - CAx) = 0 , o€d

oziroma AC = CA,
Tudi zadnJo trditev hitro preverimoj ker A° in B° obstaja-

ta, po trditvi 4.3.9 sledi

A9B° = (84)? = (4B)? = B 2°

Poseben primer imamo, &e operator A€¥ (X) komutira z nekim
projektorjem P : AP = PA. Ce piSemo Q = I-P, je po izreku

8.1.,6 tudi Q projektor in tudi z nJjim operator A komutira

Iz te zveze dobimo Se relaciji

PAP = APP = AP (8.5.1)
in
QAQ = AQ {(Be5u2)
Zapisimo Se zvezo
A=(P + QA ="DPA+ QA = AP + AQ (8.5.3)

Ce pifemo Xl = R(P) in K2 = R(Q), vemo, da velja
&) X5

kjer sta podprostora Xl in X2 medsebo]j ortogonalna. Definiraj-
mo Se operatorja

-~

b S dly w Agdy

Iz lastnosti (€.5.1) in (8.5.2) potem sledi, da operator Ap

preslika podprostor Xl vase in operator AQ podprostor K? vase.
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Za vsak element x = (xl + xg}e X, kjer je xlexl in XEGKQ' ve-—
1lja

AY = .*tl—_._}{l + A-‘ng
kar sledi iz relacije (8¢5.3).

V taki situaciji, kot smo Jjo sedaj opisali, bomo rekli, da

podprostora X, in X2 reducirata operator A.

8.6. Spektralna razdlenitev operatorija A e ¥ (X)

Pri dokazovanju eksistence spektralne razclenitve operator-
ja Ae¥(X) nam bo v pomod Ze dokazana razllenitev za 4 -kondne

in b-sebiadjungirane operatorje. DokaZimo najprej izrek:

a e : R p 5
8.6,1 IZREK Naj bo X H-Frechetov prostor in operator A iz

L*(X), potem obstajata operatorja B = (I+A°A)-l in C =

= A(T+4°8)"1 ter velja
Be ¥ (XN £ (X)) , CeX*(X)n LX)
Pri tem je IBI £1, 0CH £1 in B pozitiven operator.

Dokaz. Ker je (A%Ax,x)y = (Ax,Ax), 2 0, Jje operator A°A pozi-
tiven in so tedaj vsa negativna realna Stevila po trditvi

6.5.2 17 @(AOA). Operator I+A%4 je tudi pozitiven in vsa Ste-
vila manjsa od 1 so v njegovi resolventni mnoZici, torej obs-
taja operator (I+A°A)_l = B. Ker je tudi —letQ(AOA), je po le-
mi 5.2 R(I+A°A) = X, ali (B)

zeX, potem obstaja element xeX z lastnostjo z = (I+A%A)x, ozi-

X. Vzemimo poljuben element

roma X = B3z. Dobimo

2Re (x,A%Ax), + pf(AOAK) =

+

pg(z) = p5((I+4°4)x) = p5(x)

i
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= PE(X) + EPE(AXD + pE(AOAx} 2 pi(x) (8.6.1)

Od tod sledi: p,(3z) ¢ p (z) za vsak ~¢4A, kar Ze pomeni, da

je operator B iz ¥ .(X) in

IBUW = sup q,(B) £ sup sup (p.(Bx)/pu(x)) £1
= el xeX\ Y«

Dokazimo, da za operator B obstaja b-adjungirani operator.
Naj bosta x,y€¢X poljubna, potem obstajata elementa u,veX, da
velja u = Bx in v = By, oziroma x=(I+A°A)u in y=(I+A%A)v.
Velja

(Bxy¥)o = (uy (T+A°A)V)u = (U, v)u + (u,A%AV)x =

= (u,v), + (AOAu,v)* = ((I+A°A)u,v)°< = (X,37),

kar pomeni, da obstaja operator B®° in je enak operatorju B, to-

rej je 3 iz M.(X). Operator B je celo pozitiven:

(Bx,X)o = (Bx,(I+A°A)Bx), = (Bx,Bx)_ + (Bx,A%ABx) =

p.(Bx)° + p,(ABx)2 > 0

Oglejmo si Se operator C. Ker operator B obstaja, obstaja
tudi operator C = AB in ker je L(B) = $H(A) = X, je tudi
2 (C)=X. Naj bo zeX poljuben element, potem obstajata =lementa
x,y¢X, da velja x = Bz, y = Cz = ABz = Ax in Ce prepiSemo

prvi del relacije (8.6.1), dobimo

p2(z) = pa(x) + 2pa(Ax) + p(A°Ax) =

= pg(_?.z) + 2p§_(Cz) + p%_(ﬁ.oﬁx) z PE(CZ)

0d tod zopet sledi Ce ¥.(X) inI1C/l £1. Ker za operatorja
A in 3B obstajata b-adjungirana operatorja, tudi za C obstaja

b-adjungirani operator c® z lastnost jo



forej je Ce¥*(X)nf (X), s Zimer smo zgornji izrek v celo-
ti dokazali.

Nekajkrat bomo rabili Se naslednji pomoZni izrek :

8.6.,2 LEMA Naj bo {Pn};l sistem ortogonalnih projektorjev
z vsoto I in naj bodo Xn = R(Pn) ustrezni podprostori. Naj
bo dana Se druZina operatorjev_{An}n;l_c ﬁfO(X) z lastnos-
tjo, da Jjih podprostori Xn reducirajo na b-sebiadjungirane
operatorje. Ti operatorji naj bodo glede na posamezne pol-

norme (Je enakomerno Omejeni
qd("q'n) é De( ’ ne N

Potem obstaja natanko en b-sebiadjungiran operator A, ki

ga podprostori Xn reducirajo na operatorje An in velja

(-5 ]
za vsak X = 2, x_¢€ X.
n=q n

Dokaz. Vzemimo poljuben xeX, potem velja
- 2, < 2 B B 2

<
Pu(Z A% 07 ¢ 30, (A ) pu (%) £ Do, ()

To pomeni, da je zgornJji operator A definiran na vsem X in Je

Ae %B(K).
Ker Je Akxk = Akka = PkAk;:eXi za vsak xkeXk, velja

L o)
Ea _ -
(ax,7) = Godyde = 2 (xemide = Z (adxdy = 0

kjer smo uposStevali, da so podprostori Xk med seboj ortogonal-

ni zaradi ortogonalnosti projektorjev P . Torej je operator A
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b-sebiadjunziran. Dokazati moramo le Se enolidénost. Privzemi-
mo, da bi bil Se en operator A’ z lastnostjo (A'x,yl}zfx,ﬂ'y)x
za x,ye4(A°) in bi se na vsakem podprostoru X, reduciral na
operator Ak. Ker velja

» “

P (A7%) = py(ZA"%) = P, (L Axy) & Cupy(x)

e (A7) = X in tudi A’ékgo(X) ter velja

& [

A'x =£A'xk = éﬁ‘kxk = Ax

torej je A’ = A, s Cimer Je zgornja lema potrjena.

Vzemimo sedaj poljuben operator A e (X). Po izreku 8.6.1
vemo, da obstaja operator B = (I+A2)—lé Qf(X)fing(X) ter
operator C = AB = A(I+A2)_lé F*(X)n %F(X). Fri tem je NBU &1
in ICW £1. Ker Je operator B celo pozitiven, velja 0<¢B<I,

ali na daljsi nac¢in zapisano
0 £ (Bxyx), & (x,xl; xeX, el

Po izreku 8.4.1 obstaja za operator B spektralna druzZina {Ft}

v intervalu [0,1) z lastnostjo

4
B = [tar,
o
Pri tem je funkeija te P tudi v tocki O zvezna, ¢e bi nam-
red F, pri t=0 naredila skok, bi bila todka t=0 po izreku

1 ne bi obs-

8.4.3 lastna vrednost operatorja B in operator B~
tajal. To pomeni Fo = 0O,

Definirajmo druZino projektorjev
P =Fi -F!_ ; n=1,2,....

e Ve 3 - . 2
ki ima oditno lastnost : F.P_ = 0 za n#m in Pn = Pn ter
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zanje velja

PiSimo X ={R(Pn), potem so prostori X paroma ortogonalni
in njihova direktna vsota Jje ves prostor X.

Operatorji A, B, C in (I+A2) so povsod definirani, zato
lahko relacijo A(I+A2) = (I+A2)A pomnoZimo z leve in desne

z operatorjem B :

BA(I+A%)B = B(I+A2)AB

od koder sledi
AB = BA

in prav tako velja BC = BAB = ABB = CB, oziroma
CB = BC

Torej operator B komutira z operatorjema A in C.

Ker operator C komutira z operatorjem B, komutira tudi 2z
vsemi polinomi operatorja B in s krepkimi limitami polinomov
od B. To pomeni, da operator C komutira tudi z operatorji Ft

in P, kot tudi z operatorji oblike sn(B), kjer je

L ¢l
S(t)= t’n+I(t=n
= 0 4, drugod
Funkeija t.s (t) = 1 za t€(1/(n+l),1/n] in enaka ni& drugod,
zato da po ugotovitvah razdelka 8.4 ravno projektor By in ve-
1ja
B.s (B) = s, (B).B = P

0d tod sledi



AP = _-*L..sE( ) = Cos | 3) = r:_(J)r; = snr..’;:)a_s = c':_l(_?j)?_"_ = P A
foreJ tudi operator . konutira s projektorjem 1-,1. Pisimo
I3
A= AP = C.s5. (3B
e n = Gesy(B)

Podprostori £ reducirajo operator A na operatorje Ao ki so
4 -xondni, namred, ker je C é,YF(}C) in s (B) € ¥ (X), Je tudi

An = C.sn(j)é.z:(x) in velja

il A g neh ﬂsn('ﬂ)ll < (n+1)

Operatorji An so tudi enakomerno omejeni zlede na posamezne

polnorme q,

Tudi za operatorje An obstaja spektralna razclenitev
On
_ o1
.6

pri tem sta meJi a, in bn kondéni zaradi ocene

[CA xyx)y | & a,(A )(xex) & NAN(x,x), & (n+1)(x,%)y
za vsak «€4, Xadar pifemo skalarne produkte, se zgornja obli-
ka intezrala Se malo spremeni, uposStevajmo namrec oceno

|(Anx,x)d[ < qu(An](x,x)d € g (A)(xyx)y
kar pomeni, da obstajata konstanti m’ in I, da jJe
2 Cxyst)y, < (An}:,}c)x & My (xyx), (8.6

=

ore] so vsi orveratorji An v istih mejah pri fiksnem indelksu

oed o Tzemimo torej fiksen indeks «¢4 , tak nel, da bo [m',j;]d
ol

&3

5ol

& [ar’bwl ter se[an,h;), votem za vsak element oblike y=E.X
L P il

[
N



velja
ST IlaIl _ - _
tu, _Jta_zsx Asx y
Ce je le t 2 s. To pomeni
s

[+ ftd(:rtly,y ) &5 [aEly,y), = s(2ly,y), =

A0 $ A0

s(¥ a7 )x

(4737 )«

kar je zaradi ocene (8.5.3) mogole le za element ye J,. Za vsak

sefa ,m) je torej E xe J« za poljuben x<X. Vzemimo Se se(li/,b ],
n

potem velja za vsak element oblike y = Esx-x zveza
Egy = Egng - EEX =0
Ce Je le t¢£s. 0d tod sledi
s bﬂ n
(7370 = [+ Jta(@y,3), = Jtd(Ey,y)z
d,-c J 45

bﬂ
sfd(Egy,y)w = s(7y¥
3

v

kar Jje zopet mogole zaradi ocene (8.6.3) le za ye¢ J,. Se pravi

za sé(M;,bn] velja: ng =X + Yy, kjer je ye J .
Imamo torej dva primera: Ce Jje s <m;, Je d(E x i), =0 in
tudi za s>M. je d(= x x), = d((xyx), +(7,%)) = O« Torej velja
g0 i P
(.{Lnx,:c)‘x = f "iufa jtd(d iy x) ‘j;td(:‘?gx,:c)“

Ce je Ztevilo n tako, da ne velja inkluzija [m;,l'-l;]c[an,bn],
lahko ustrezno povecamo interval na [a',b’]:)[a s b ], da bo
zgornja inkluzija izpolnjena. Torej velja zadnja zveza za vsako
stevilo n¢li, s Cimer smo dosegli, da na desni strani nimamo vec
odvisnosti od Stevila nefli,

Za. svektralne druZine {EE} veljajo po izreku S.4.1 naslednje

lastnosti:
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. - g 11
e E- & K
- e = Th
(2) “8+40 s

nv

At . —d L . w11
" e o s
(3) za s<¢ a Jje . =0, 2a s2b Jje . =

s -n ; . . ¥ : :
Pri tem so Eg projektorji, torej b-sebiadjungirani operator-

ji, ki jih podprostori Xn reducirajo. Ker velja Se
Qm(Eg) sl

so glede na posamezne polnorme enakomerno omejeni. Po lemi

8.6.,2 obstaja b-sebiadjungiran operator ES, dan s predpisom

00
7 - -1

za vsak xe€X., Vsak podprostor Xn reducira operator ES na
operator Eg. Operator Es je projektor, ker velja

80

ok
-0 e
s Z “s (::,hs‘kx)

Mt
o
de
]

|
=
b4

in tudi lastnostim (1), (2) in (3) zadoSda : za s<r Je

Lt w
n -
z = ; (5 <Y 4 = I
(Eg%,%), 2.——.:( SPrXex), =r.( ran x) = (ELXyX),
Ce gre s- -9, gredo vsi operatorji Eg~9'0 in velja Es = 0.
o
Ce gre s-» o0, gredo vsi operatorji 32_4 I in velja ES = Z:Pn =
weq
e Ty
Definirajmo proJjektorje oblike
- +
in naj bodo Y =(ﬂ(Qm) podprostori, kamor projicirajo. PisSimo

m
= tdE
o

Operatorji 5_ so spet b-sebiadjungirani ind-kon¢ni. So pa celo

m



- T =

enakomerno omejeni flede na posamezne polnorme. Velja namred

. pi(o X)= ftm(dt»c,x) -ft d[T(A % x)]= Z'l 24 Eanx,x)“ =

Moy Ny

=X Jt a(*n“ Xy Xy ,Zfb d(ELP X,%), _pr(A Pak) & E(A)pg()d
nen M

'0

Pri tem smo pisali M = [m,m-1]n[m/,l.], upoStevali neenadbo
(84642) in dejstvo, da lahko vrsto &lenoma integriramo, ker
imajo funkeije (EEan,xltenakomerno ome jene totalne variacije
zaradi ocene I(Eanx,x)m|§.p¥ Eﬁ?nx)pd(ng Px(EtXqu(x).é
p2(x).

Fo lemi 8.6.2 obstaja b-sebiadjungiran operator S, ki se

na posameznem podprostoru Ym ujema z operatorjen Sm‘

ol
S X, = 8 x
,.Z—l Z Sy,
Za vsak xeX imamo
20 aom 0 ™ e
sx = 28 x =2 Jtaz.x = 2 [taz,x = [tz x
< mm Py t"m -V, t 2 t

O

Dokazati moramo Se, da je dobljeni operator S enak nasemu

izhodnemu operatorju A. Za vsak element xni;Xn velja

™ ﬁn
E = E
s*n e o1

kjer Je {ngspektralna druzina operatorja An, zato lezi v kon-

¢nem intervalu [an,bn]. To pomeni E_x Jje konstantna funkei ja

za s<a, in za s 2b  , tako imamo
b, bm

sx_ = g;{tdstxn

Torej se b-sebiadjungirana operatorja A in 3 ujemata na vsaken
podprostoru Kn in po lemi 2.6,2 sta teda]j enaka : S = A.

Tako smo dobili spektralno razcepitev za operator A
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0Q
b= JHaE, (8.6.5)
- vd
DokazZimo Se, da Jje spektralna arﬂ?lna{ yenollcno dolodena

z operatorjem A. NajpreJ ugotovimo : vsak operator’Pé&%(X .
ki komutira z operatorjem A, komutira tudi z operatorji ES.
Res, Ce operator T komutira z operatorjem A, potem Xkomutira
tudi z operatorjem B = (I+A2)—1, xer je B(B) = X (trditev
8e5¢1). Operator T komutira tudi z vsemi polinomi od B in nji-

hovimi krepkimi limitami, tedaj T komutira tudi z operatorjem

By » B.sn(B). Se pravi, da operator T reducira vsak podprostor

.

Xn. V tem podprostoru Je operator bg limita polinomov opera-
torja A, torej T komutira tudi z Eg, iz Cesar nazadnje skle-

pamo, da operator T komutira tudi z operatorjem E Z; B n

Dokazali smo torej trditev :

AT = TA = TE_ = E.T , Tef (X) (8.6.6)

-

Operator A komutira z operatorji Egs kar razvidimo iz zveze
&
A.."_‘.SX = :. Z:_, = J:.SZ Smx = E Ax (8.6.7)

Vzemimo sedaj, da imamo Se eno spektralno druZino {E;}, za
katero tudi velja

Jtaz;

“w)

S—

pri tem tudi operatorji EZ komutirajo z operatorjemA in po

lastnosti (8.6.6) velja EéES = E_E’. Tudi projektorji Q =

s’'s
= Em it komutirajo z vsemi operatorji Eé in velja
Om
= [ tae, = f b/
Ay e An-c

lo pomeni, da operatorja Es in Eé sovpadata v podprostorih

=<Q(Qm)- Ker so Y med seboj ortogonalni in njihova direk-
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s,

tna vsota Je ves prostor X, sovpadata druZini ES in ES povsod.

Dokazali smo tako izrek :

8.6.3 IZREK Naj bo X E-Fréchetov prostor, potem za vsak

operator A€ H(X) velja

od
L = .ftdat (8.6.8)
-0

kjer Je JES} spektralna druZina projektorjev z lastnostmi

(1) zas&r Jje E

i
=

S i

w = B
B Baua &
(3) E,—> 0, e s5-9 in B == I, Ce s-» @
Druzina {ESH je z operatorjem A enolicéno dolodena in komu-

tira z vsemi operatorji, s katerimi komutira operator A.

Kadar radunamo s skalarnimi produkti, se integral (8.6.8)

v resnici ne razteza po vsej realni osi. DokaZimo izrek :

8.6.4 IZFTK Naj bo X H-Frechetov prostor in operator Ae¥(X),

potem za vsak indeks «¢4, obstajata konstanti m  in M., da
velja My

(Ax,y), = ftd(Etx,y)d
‘lud'-g
kjer Je {ES} spektralna druZina operatorja A.

Dokaz. Ker Jje A€M (X), po trditvi 8.2.3 vemo, da obstajata

konstanti m, in M 2z lastnostjo
m (xy%)y £ (Ax,x), £ M (xy%),

Sedaj za operator A naredimo prav tak sklep, kot smo ga nare-

-

dili za operator An in druZino {32}. Dobimo : za s¢ m, je B.xe&

T + oy N ™ T . iy . ™ - sy o
€J, in (;Sx,yax =0, za s> M, je Ex-xed, in (;Sx,ya —(k,f)«



kar nam da nazadnje

=0 My

(Axy¥ )y = _r

- 15% -

e J ftd(itx

'h"-o M, i
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