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ANALIZA DVOSLOIJNIH
PROSTORSKIH NOSILCEV
S PODAIJNIM STIKOM
ANALYSIS OF TWO-LAYER
SPATIAL BEAMS WITH
INTER-LAYER SLIP

Povzetek

V Clanku je predstavljen nov matematicni in numeri¢ni model za analizo dvoslojnih prostorskih nosilcev s podajnim stikom.
Novosti v predstavljenem matematicnem in numericnem modelu je vel. Prva novost je ta, da model omogoca analizo vpliva
striznih deformacij na togost dvoslojnih prostorskih nosilcev. Druga novost modela je v tem, da se sloja na stiku lahko zamakneta
v vzdolzni in pre¢ni smeri, medtem ko zamiki pravokotno na ravnino stika niso mozni. Pomembna novost modela pa je tudi ta,
da so osnovne enacbe modela konsistentno locene v dve nepovezani skupini. S tem se med reSevanjem enacb izognemo nega-
tivnim vplivom singularnosti zaradi veznih enacb. V predstavljenem numericnem modelu so enacbe resene z metodo koncnih
elementov. V ta namen je bila razvita nova druzina deformacijskih konénih elementov, pri katerih vse deformacijske koli¢ine
modela nosilca interpoliramo z Lagrangevimi polinomi poljubne stopnje. Z vpeljavo deformacijskih konénih elementov se izog-
nemo vsem vrstam blokiranj, ki so znacilne za kon¢ne elemente, zasnovane na pomikih. S konvergenc¢nimi in parametri¢nimi
Studijami, predstavljenimi v ¢lanku, je bilo ugotovljeno: (i) da so deformacijski konéni elementi zelo natanéni in zato primerni za
analizo dvoslojnih prostorskih nosilceyv, (ii) da podajnost stika med slojema nosilca bistveno vpliva na velikosti fizikalnih koli¢in
in se jo zato pri analizi dvoslojnih prostorskih nosilcev mora upostevati in (iii) da je vpliv striznih deformacij na togost dvoslojnih
prostorskih nosilcev s podajnim stikom manjsi kot pri homogenih prostorskih nosilcih.

Klju¢ne besede: kompozitni nosilec, deformacijski kon¢ni element, podajen stik, prostorska analiza, strizne deformacije
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Summary

The article presents a new mathematical and numerical model for the analysis of two-layer spatial beams with inter-layer slip.
There are several novelties in the presented mathematical and numerical model. The first novelty is that the model allows the
analysis of the influence of shear deformations on the stiffness of two-layer spatial beams. The second novelty of the model is
that the inter-layer slip can take place in both longitudinal and transverse directions, while inter-layer slip in perpendicular di-
rection is not possible. Yet another important novelty of the model is a consistent separation of the basic equations of the model
into two unrelated groups. The negative effect of singularities due to the constraint equations, which would otherwise occur
when solving the model equations, is thus avoided. The equations of the presented numerical model are solved by applying
the finite element method. Thus, a new family of deformation based finite elements has been developed, in which all the de-
formation quantities of the beam model are interpolated with Lagrange polynomials of arbitrary degree. By introducing a new
deformation based finite element we are able to avoid all types of blocking typical for displacement-based finite elements. The
convergence and parametric studies, presented in this article, show: (i) that the deformation based finite elements are very ac-
curate and therefore suitable for the analysis of two-layer spatial beams, (ii) that the inter-layer slip significantly affects the values
of physical quantities and therefore has to be considered in the analysis, and (iii) that shear deformations have smaller effect on
the stiffness of the two-layer spatial beams than on the stiffness of homogeneous spatial beams.

Key words: composite beam, deformation based finite element, inter-layer slip, spatial analysis, shear deformations
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1 UVvOD

V gradbenistvu je uporaba kompozitnih konstrukcijskih ele-
mentov pogosta. Kot elemente nosilne konstrukcije jih sreca-
mo v mostogradnji in visokogradnji, najveckrat pri montazni
in polmontazni gradnji, Se posebej pogosto pa pri sanacijah
objektov. Najpogostejsi kompozitni konstrukcijski elementi v
gradbenistvu so dvo- ali ve¢slojni nosilci, sestavljeni iz dveh ali
veC vodoravnih slojev iz razlicnih materialov. Izbira materia-
lov in njihova lega v nosilcu je pogojena z njihovimi lastnost-
mi. Tako pri sovpreznih nosilcih iz jekla in betona izkoristimo
ugodno obnasanje betona v tlaku in ugodno natezno trdnost
jekla. Seveda je kompozitno delovanje dvoslojnih oziroma
vecslojnih nosilcev odvisno od veznih sredstev med sloji nosil-
ca. Poznamo mehanska in kemicna vezna sredstva, vendar ne
glede na izbiro veznih sredstev popolne, idealno toge poveza-
ve med slojema ne moremo zagotoviti. Podajnost stika je odvi-
sna od izbire samih veznih sredstev, ki so najveckrat ze v osnovi
podajna, in od njihove razporeditve, lahko pa je tudi posledica
napak med izvedbo oziroma posledica poskodb, ki se pojavijo
v zivljenjski dobi konstrukcije.

Kot kazejo Stevilne raziskave, podajnost stika med sloji bi-
stveno vpliva na togost, duktilnost in nosilnost dvoslojnih in
vecslojnih nosilcev. V znanstveni literaturi zasledimo Stevilne
raziskave o modelih za analizo tovrstnih konstrukcij. Omeni-
mo le nekatere. Med prvimi se je z analizo dvoslojnih nosil-
cev ukvarjal Newmark [Newmark, 1951], nekoliko pozneje pa
Se Goodman in Popov [Goodman, 1969]. Z razvojem racunal-
nistva se pojavijo tudi Stevilni analiti¢ni in numeri¢ni mode-
li za analizo dvoslojnih nosilcev, kot na primer [Cas, 2004],
[Fabbrocino, 1999], [Girhammar, 1993], [Hozjan, 2013], [Krofli¢,
2012] in Stevilni drugi. Skupno vsem tem raziskavam je to, da
so dvoslojne nosilce analizirali ravninsko. Raziskav o prostor-
skem obnasanju dvoslojnih nosilcev je v znanstveni literaturi
relativno malo. Med prvimi sta bo¢no zvrnitev dvoslojnih no-
silcev analizirala Challamel in Girhammar [Challamel, 2013].
Analiti¢no resitev dvoslojnih prostorskih elasti¢nih nosilcev s
podajnim stikom v precni in vzdolzni smeri so prvi predstavili
Cas in sodelavci [Cas, 2018], analizo vpliva striznih deformacij
in vzdolznih zamikov med slojema na togost dvoslojnih pro-
storskih nosilcev pa so nedavno predstavili Udove in sodelavci
[Udove, 2021].

V tem ¢&lanku predstavljamo nov matemati¢ni in numeric-
ni model za analizo dvoslojnih prostorskih nosilcev s podaj-
nim stikom (v nadaljevanju DSP-nosilcev). Opisani model
predstavija nadgradnjo raziskav, prikazanih v delih Casa
ter Udovca s sodelavci ([Cas, 2018], [Udove, 2021]). Glede na
omenjene raziskave je prispevek novega matemati¢nega in
numeri¢nega modela naslednji: (i) model omogoca analizo
vpliva striznih deformacij na togost DSP-nosilcev, (ii) sloja na
stiku se lahko zamakneta v vzdolzni in pre¢ni smeri, ne mo-
reta pa se zamakniti pravokotno na ravnino stika in (iii) ob-
nasanje veznih sredstev na stiku med slojema je lahko tudi
nelinearno. Posplo$ene ravnotezne enacbe predstavljenega
modela izpeljemo z linearizacijo osnovnih enacb Reissner-
Simove teorije prostorskih nosilcev [Simo, 1985]. Pri tem
enacbe modela konsistentno lo¢imo v dve nepovezani sku-
pini, s Cimer se med reSevanjem izognemo negativnim sin-
gularnim vplivom veznih enacb. Za reSevanje nelinearnega
sistema posplosenih ravnoteznih enacb za analizo DSP-no-

silcev uporabimo metodo koncénih elementov. V ta namen
smo razvili novo druzino deformacijskih konénih elementov,
katerih znacilnost je v tem, da le deformacijske koli¢ine in-
terpoliramo z Lagrangeovimi polinomi poljubne stopnje. Na
ta nacin se v analizi izognemo vsem vrstam blokiranj, ki so
znacilne za konéne elemente, zasnovane na pomikih [Cas,
2004].

V nadaljevanju ¢lanka najprej podrobno prikazemo posplo-
Sene ravnotezne enacbe DSP-nosilcev, c¢emur sledi podrobna
predstavitev reSevanja posploSenih ravnoteznih enacb z de-
formacijsko metodo konénih elementov. Na dveh racunskih
primerih nato s parametri¢nimi Studijami analiziramo kon-
vergencne lastnosti deformacijskin kon¢nih elementov, vpliv
podajnosti stika med slojema in vpliv striznih deformacij na
togost DSP-nosilcev. V zaklju¢ku predstavimo ugotovitve nase
raziskave.

2 OSNOVNE ENACBE

2.1 Osnovne predpostavke in deforma-
cijska preslikava

Opazujemo prostorski kompozitni nosilec, ki ga sestavlja-
ta dva sloja, sloj a in sloj b; v nadaljevanju ga imenujemo
dvoslojni prostorski nosilec (DSP-nosilec). Osnovne predpo-
stavke, ki jih upoStevamo pri izpeljavi osnovnih enac¢b DSP-
nosilca, razdelimo v tri skupine. V prvo skupino spadajo
predpostavke, ki dolocajo obliko in velikost deformirane lege
nosilca. Predpostavke o nacinu povezave med slojema nosil-
ca uvrstimo v drugo skupino. V zadnji skupini predpostavk
pa so predpostavke o materialnih lastnostin obeh slojev
nosilca in lastnostih veznih sredstev med slojema. Osnovne
predpostavke so:
A. Geometrijske predpostavke:

* spremembe oblike in velikosti vsakega sloja obravna-
vanega nosilca zaradi zunanjih mehanskih vplivov so
'majhne’; pri izpeljavi osnovnih posplosenih ravnoteznih
enacb upostevamo linearno teorijo prostorskih nosilcev;

* referencni osi vsakega sloja nosilca sta v nedeformirani
legi ravni in med seboj vzporedni; brez izgube na splos-
nosti za referen¢ni osi obeh slojev nosilca izberemo te-
ziS¢ni osi slojev;

* oblike in velikosti pre¢nih prerezov vsakega sloja nosilca
so v nedeformirani legi poljubne, vendar so vzdolzZ osi
nosilca konstantne in se med deformiranjem nosilca ne
spreminjajo;

* precni prerezi vsakega sloja, ki so v nedeformirani legi
ravni in pravokotni na tezis¢no os sloja, po deformiranju
ostanejo ravni, toda ne ve¢ pravokotni na deformirano
tezis¢no os sloja. S tem v analizi DSP-nosilcev uposteva-
mo tudi strizne deformacije obravnavanega nosilca;

* sti¢nha ploskev med slojema nosilca je v nedeformirani
legi del ravnine, ki je vzporedna s teziS¢nima osema slo-
nosilca, je v nedeformirani legi pravokotna na sti¢no rav-
nino med slojema nosilca.

B. Predpostavke o stiku:

* na stiku se sloja lahko zamakneta v vzdolzni in precni

smeri;
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* pravokotno na sti¢no ploskev slojev nosilca je povezava
med slojema toga;

* vzdolzni in preé¢ni zamiki med slojema nosilca so
»majhni«; vezne enacbe med slojema upostevamo v li-
nearni obliki;

* zasuki precnih prerezov slojev nosilca so za oba sloja
enaki.

C. Predpostavke o materialih:

* vsak sloj nosilca se obna$a linearno elasti¢no skladno s
Hookovim zakonom:; pri tem so lahko materialni para-
metri modela vsakega sloja razli¢ni;

* za vsak sloj nosilca je materialni model lahko razlicen,
vendar v vseh delcih sloja enak;

* materialni model obnasanja veznih sredstev na stiku
nosilca je nelinearen in nehomogen ter v vzdolzni in
precni smeri nepovezan.

Skladno z geometrijskimi predpostavkami v nadaljevanju
predstavimo deformacijsko preslikavo DSP-nosilca. Kot vemo,
ta predstavlja preslikavo DSP-nosilca iz nedeformirane lege
v deformirano lego. Deformacijsko preslikavo opiSemo v toc-
kovnem evklidskem prostoru, ki ga ozna¢imo z E. Koordinate
globalnega kartezijevega koordinatnega sistema v E ozna¢imo
z X, Y, Z pripadajoCe bazne vektorje pa z E,, E, in E~ExE,. Za
koordinate opazovalis¢a izberemo 0=(0,0,0), krajevni vektor do
poljubne tocke v E pa oznac¢imo z R. Tudi lokalna koordinatna
sistema v nedeformirani legi vsakega sloja prostorskega nosil-
ca sta kartezijeva. Lokalne koordinate sloja a ozna¢imo z x?, y°
in z°, pripadajoCe bazne vektorje pa z e, el in el=eixel. Lokalne
koordinate sloja a (0,0,0) identificiramo v E s tocko 02, ki je za
h, E, oddaljena od opazovalis¢a 0. Pri tem je h, razdalja med
teziS¢ema slojev. Za koordinatno os x? izberemo tezis¢no os
sloja a, koordinatna os y? je vzporedna z ravnino stika, os z° pa je
pravokotna na ravnino stika. Koordinatni osi y® in z° lezita v rav-
nini pre¢nega prereza sloja a. Podobno izberemo tudi lokalni
koordinatni sistem sloja b. Lokalne koordinate oznac¢imo z x*, y*
in z', pripadajoCe bazne vektorje pa z e’, e’ in ej:efxey”. V nede-
formirani legi nosilca lokalne koordinate sloja b (0,0,0) identi-
ficiramo s toc¢ko 0%, ki sovpada z globalnim opazovalis¢em O.
V deformirani legi pa lokalna koordinatna sistema izberemo
tako, da so lokalne koordinate delcev v nedeformirani in defor-
mirani legi enake. Tako izbrana lokalna koordinatna sistema
sta krivocrtna, koordinatam pa pravimo konvektivne koordina-
te. Nedeformirano in deformirano lego DSP-nosilca z oznaka-
mi znacilnih geometrijskih koli¢in prikazujemo na sliki 1.

a) nedeformirana lega B

b) deformirana lega

Slika 1. Dvoslojni prostorski nosilec zoznakami znacilnih geo-
metrijskih kolic¢in v (a) nedeformirani in (b) deformirani legi.

Deformirani legi sloja a in sloja b DSP-nosilca opisemo v E s
krajevnima vektorjema R in R”:

R®* = X®Ey + Y°Ey + Z°E, = hE; + r%(x%, y% 2z%),

R? = XPEy + YPE, + ZPE, = v (x?,y?, z). 1)
Pri tem vektorja r (i=a,b) skladno z geometrijskimi predpo-
stavkami izrazimo s poljem pomikov vzdolZ tezis¢nih osi vsa-
kega sloja nosilca u' (x') in poljem zasukov pre¢nih prerezov
(pi (x).

ri(xlytz)=x'el + y'el +z'el + u'(x)+ y'p'(x)x e}, + zlp' (x) x el. (2)

Ker so bazni vektorji globalnega in lokalnih koordinatnih siste-
mov v hedeformirani legi nosilca identi¢ni, lahko lego DSP-no-
silca v deformirani ravnotezni legi zapisemo v obliki:

X4 =x%+u+2z% oy —y* @,

YA = y@ 4 pa — 24 @,

Z4 =z +wr+y* o7+ h,

XP =xP +ub + 22 pb —yP b,

Yb = yb 4 b — zb b,

ZP =20 + wh + yb k. (3)

Enacbe (1) oziroma (3) opisujejo deformacijsko preslikavo DSP-
nosilca. Kot vidimo, preslikavo doloca polje pomikov tezis¢nih
osi u' (x') in polje zasukov precnih prerezov ¢’ (x'), lo¢eno za vsak
i-ti sloj nosilca (i=a,b). Deformacijsko preslikavo pogosto izrazi-
mo tudi s poljem pomikov U oziroma v primeru DSP-nosilca s
poljema U (i=a,b). V globalni bazi ju izrazimo z enacbama

Ul = ULEx + ULEy + ULE,, (4)
oziroma, ko upostevamo enacbi (1) in (3), v obliki
U*=R*—-hE; — x%e% — y“e§ —z% % =u® + ¢ X p4,

U =RY — xPel —yPeb —zPel = u® + P x p?, (5)

kjer smo koordinatna vektorja v pre€nem prerezu za posame-
zni sloj oznacili z p' (i=a,b).

pi=y'el +zlel. (6)
Komponentna oblika deformacijske preslikave, izrazena s po-
ljiem pomikov, pa ima obliko:

U =u®+2% 95 =y 97,

Uy =v®*—z% g,

Uz =we+y® o1,

Uz =u”+2" 3 - y* o7,

Up =vb—2zb g2,

Uz =wh +y” 3. (7)

V skladu z izbiro lokalnih koordinatnih sistemov v nedeformi-
rani legi nosilca velja:

x¢=xbP =y,

Y =y'=y ®)
in posledi¢no deformacijsko preslikavo (7) lahko izrazimo v
obliki:

Ug =u®+2% 9y —y o7,

UJ‘,‘ =v?—z% g,

or3deanl O
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7 =Wty oL,
Ub ub + 2z b —y ol

b — b
Uy =v —zb b,

U2 =wbP +y b 9)

V enacbah (7) do (9) smo z u, vin w oznacili komponente pomi-
kov tezis¢nih osivsmerehx, yinzterz ¢, @,ing, zasuke prec-
nih prerezov okoli osi x, y in z. Zgornja indeksa a in b oznacujeta
posamezni sloj nosilca.

2.2 Osnovne enacbe homogenih slojev
prostorskih nosilcev

Del osnovnih ena¢b DSP-nosilcev s podajnim stikom sestav-
liajo linearizirane posplosene ravnotezne enacbe homogenih
prostorskih nosilcev. Ker so te dobro znane, jih povzamemo po
literaturi (Hjelmstad, 2005). Sestavljajo jih kinemati¢ne, ravno-
tezne in konstitucijske enacbe z ustreznimi stati¢nimi in kine-
mati¢nimi robnimi pogoji (i=a.b).

el—ut =0,

y}é—vi’-l-(p;:O,

v:—w' =y =0,

-y’ =0,
K =9y =0,
— @l =0. (10)
NI +pl=0, Ni—Ni.=0,
Ny +pl =0, Ny — Ny, =0,
NY'+pL =0, N; = N =0,
ML +mi =0, Mi-Mi =0,
M}’ —Ni+mi, =0, M, — M. =0,
M+ Ni+mi =0. an Mi—-Mi.=0 (12)

+ robni pogoji.

Deformacijske koli¢ine smo oznacili z &/, Yy vh Ky K iN K, kjer
smo z g oznatili osni deformaciji, z y; in v, strizne deformaci-
je, s k! torzijski deformaciji, s K in k! pa upogibne deformacije
vsakega sloja nosilca. Z N/, N, N, M, M] in M!smo oznacili dobro
znane notranje stati¢ne kollcme zN' N' NI M, M' inM! pa
pripadajoce konstitucijske kolicine. Te so skladno S Hookovmn
zakonom doloc¢ene z enac¢bami (i=a,b):

Ni.=E'AL €l

Ny = G'Ayyy = G'Ay vy,

Nie=G'Ayy; = G'AL v,

ML, =Gkl =Gkl

M. =E'L kb + E'L, i,

ML, =E'L,x,+E'IL kL, (13)

kjer smo z E' in G' oznacili elasti¢ni in strizni modul sloja a in
sloja b obravnavanega nosilca, z Al ploSCini precnih prerezov
slojev, z I polarna vztrajnostna momenta ter z Iy”, Iy"z in I' vztraj-
nostne momente precnih prerezov slojev nosilca. S predsta-
vljenim materialnim modelom, podobno kot pri homogenih

prostorskih nosilcih, precenimo strizno in torzijsko togost
vsakega sloja nosilca. To pomanijkljivost odpravimo z uporabo
t. i. striznih precnih prerezov vsakega sloja nosilca A in A, kot
to predlaga Cowper [Cowper, 1966], ter z zamenjavo polarnih
vztrajnostnih momentov precnih prerezov slojev s torzijskima
vztrajnostnima momentoma slojev, ki vsebujeta tudi vpliv iz-
bocitve pre¢nih prerezov slojev (I! = I') [Hjelmstad, 2005]. S p!,
p,in p;smov enacbah (13) oznacili komponente linijske obtez-
be vsakega sloja nosilca, z m/, m/ in m; pa linijske momentne
obtezbe. Poudarimo pa, da so te komponente sestavljene iz
zunanjih vplivov in sovpreznih vplivov na stiku med slojema
nosilca.

2.3 Kinematic¢ne in deformacijske vezne
enacbe DSP-nosilca

Povezano delovanje slojev DSP-nosilca zagotavljajo vezna
sredstva. Ker pa je popolnoma togo povezavo med slojema
nosilca z veznimi sredstvi prakti¢cno nemogoce zagotoviti, se
sloja nosilca med deformiranjem razslojita. Oblika razslojeva-
nja slojev med deformiranjem dvoslojnih nosilcev je v najved;ji
meri odvisna od izbire veznih sredstev in oblike zunanje ob-
tezbe in s tem obremenitve veznih sredstev. Tu bomo pred-
postavili, da je prevladujoce le razslojevanje slojev v precni in
vzdolZni smeri, razslojevanje pravokotno na ravnino stika pa je
zanemarljivo. Enacbe, s katerimi opiSemo tako razslojevanje
slojev obravnavanega nosilca, v nadaljevanju imenujemo kine-
matic¢ne vezne enacbe.

Glede na opisane predpostavke so kinemati¢ne vezne enacbe
DSP-nosilca dolo¢ene z zahtevo o soleznosti delcev slojev no-
silca na stiku v deformirani legi. Skladno s to zahtevo v defor-
mirani legi nosilca velja:

a ha b * *hb
r (x,y,—7)=r Y —h,

kjer smo z x* in y* oznacili tisti lokalni koordinati delcev sloja b
na stiku nosilca v nedeformirani legi, ki sta v deformirani legi
solezni z delci na stlku sloja a. Seveda pa delci s koordinatami

(14)

(xy — —) in (x* y* )v nedeformirani legi nosilca niso solezni.

Klnematlcne vezne enacbe (14) v komponentni obliki so:
h¢ h?
X+ut =y o - gy =x"+ul =y ol + — oy

he b
y+vt = ¢ =y*+vb*—7 b,

a hb
—7+wa+y<px :7+wb*+y* oL —hy,
kjer smo z zgornjim indeksom(-)"* oznacili vrednost koli¢ine
(-)» za delec na tezis¢ni osi sloja b z vzdolzno lokalno koordina-

to x* na primer ut*=ub (x*).

(15)

Ker v analizi DSP-nosilcev upostevamo tudi strizno deformira-
nje nosilca, zasuki pre¢nih prerezov slojev niso pogojeni z de-
formiranima tezis¢nima osema slojev obravnavanega nosilca.
Zveze med zasuki precnih prerezov slojev zato predpostavimo
kot dodatne kinemati¢ne vezne enacbe:

of =P,
oy = oy,
0 = b (16)
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Pri opisu deformirane lege DSP-nosilca smo predpostavili, da
so pomiki in zasuki precnih prerezov, ki jo dolocajo, 'majhni’,
zato so posledi¢no 'majhni' tudi zamiki med slojema. Ob teh
predpostavkah je smiselno, da nelinearne vezne enacbe (15)
in (16) nadomestimo z linearnimi, te pa dolo¢imo z lineariza-
cijo veznih enacb (15) in (16) okoli zacetne nedeformirane lege
DSP-nosilca. Po kratkem ra¢unu dobimo z uporabo smernega
odvoda linearizirane kinemati¢ne vezne enacbe:

x+u®=x"+u’ +h of,

y+vi=y +v’ —hof,

we =wb,
o =92,
o = ¢},
of = @h. a7)

Zdaj definirajmo Se vektor zamikov med slojema nosilca 4.
Tega potrebujemo v formulaciji konstitucijskin enacb na stiku
med slojema nosilca oziroma za dolocitev mehanskih lastnos-
ti veznih sredstev na stiku med slojema nosilca. Kot je dobro
znano, z vektorjem zamikov dolo¢imo zamaknjeni legi delcev
na stiku med slojema, ki sta v nedeformirani legi nosilca isto-
lezni. Tako dobimo:

a

hb
A=rb (x Y, 7) —h-71¢ (x = 7) =AyEx + AyEy + AE;

S pomocjo kinematicnih veznih enacb (17) lahko komponente
vektorja zamikov zapisemo v obliki:

(18)

A, =x—x",

4y =y -y,

4,=0, (19)
oziroma v obliki:

Ay =ub —u® + e @,

Ay =vP —v* — h g,

4,=0. (20)

S pomocjo kinematic¢nih veznih enacb (17) in kinemati¢nih
enacb DSP-nosilca (10) izpeljemo tudi t. i. deformacijske vezne
enacbe obravnavanega nosilca. Po kratkem racunu te dobijo
obliko:

1+ &2 —hxd =x*" + &2,
X tky x

vE+hekd =yt +yL, (21)
skupaj z
Y=
K = K,
K =K),
R (22)

2.4 Kinemati¢éne enacbe DSP-nosilca

S pomocjo kinemati¢nih veznih enacb (17) lahko preoblikuje-
mo tudi kinemati¢ne enac¢be DSP-nosilca (10). S preprostim
racunom dobimo zelo prepoznavne zveze:

&2 =u®,

a _ ,a’ a
Yy =V — @z,

v =we + of,

ki = @i,
Ky = @3
kg = o7,
ek =ub,
vy = v — %, (23)
we = w?,
% =9k,
»5 =0y,
o =92 (24)

V nadaljevanju enacbe (23) imenujemo kinemati¢ne enacbe
DSP-nosilca s podajno povezavo med sloji, enacbe (24) pa do-
lo¢ajo oziroma omejujejo neodvisnost kinemati¢nih robnih
pogojev. Tako velja, ce smo na robu nosilca predpisali we, smo
dejansko predpisali tudi w’. Podobna je seveda tudi relacija
glede predpisanih zasukov prec¢nih prerezov slojev nosilca.
Tako smo zaradi veznih enacb Stevilo kinemati¢nih robnih po-
gojev zmanjsali s 24 na 16.

Zadnjo skupino veznih enacb v teoriji DSP-nosilcev s podaj-
nim stikom med slojema predstavljajo t. i. konstitucijske vezne
enacbe. S temi enac¢bami opisemo podajnost oziroma togost
stika in upostevamo mehanske lastnosti veznih sredstev. Te
enacbe predstavljajo zveze med napetostnimi vektorji in vek-
torji zamikov na stiku med slojema. Zveze in pripadajoce ma-
terialne parametre dolo¢imo z meritvami. Ravnotezni pogoj
na stiku med slojema nosilca doloc¢a enacba:

qi dp® + qj dp® =0, (25)

kjer smo z q¢ oznacili napetostni vektor sloja a, z g7 hapetostni
vektor sloja b, z dp® in dp® pa smo oznacili diferenciala plos¢in
na stiku med slojema nosilca. Ker sta diferenciala plos¢ine
enaka, velja:

ai +ai =0, (26)
oziroma v komponentni obliki:

Akt A =0,

qyx + qﬁ,k =0,

qzx + qg,k =0. (27)

Konstitucijski zvezi predpostavimo le za komponenti v smeri
koordinate x in koordinate y, saj se sloja v ravnini stika lahko
zamakneta le v vzdolzni in pre¢ni smeri. Relativno sploSno ob-
liko konstitucijskih veznih enacb na stiku med slojema nosilca
lahko zapisemo v obliki:

q;cl,k = —Qf,k = qx,c(Axl Ay,x)'

q;',k = _%li,k = qy,c(AxrAy,x)' (28)

kjer smo predpostavili, da je zveza neodvisna od y. Pri linijskih
konstrukcijah brez velike izgube na sploSnosti predpostavimo
tudi, da sta konstitucijski zvezi v pre¢ni in vzdolzni smeri ne-
povezani, torej:

qg,k = _qazc,,k = Qx,c(Ax’ x)r

q;l,k = _Q;Ic = qy,c(Ayﬂx)- (29)

Ty o
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Najpreprostejsi konstitucijski zakon stika, ki pa se v analizi
DSP-nosilcev tudi najpogosteje uporablja, je linearna konsti-
tucijska zveza na stiku med slojema. V primeru, Ce se ta vzdolz
osi nosilca ne spreminja, dobi konstitucijska vezna enacba na
stiku med slojema prepoznavno preprosto obliko:

Qx,c = kx 4y,
qy,c = ky Ay:

kjer materialna parametra k_in k, predstavljata togost veznih
sredstev na stiku med slojema DSP-nosilca.

(30)

2.5 Ravnotezne enacbe DSP-nosilca

Ravnotezne enacbe in pripadajole staticne robne pogo-
je DSP-nosilca bomo izpeljali s pomocjo izreka o virtualnem
delu za linijske konstrukcije in s pomocjo kinemati¢nih veznih
enacb (17). Izhodis¢e izpeljave predstavlja izrek o virtualnem
delu. Virtualno delo DSP-nosilca je vsota virtualnega dela po-
sameznega sloja tega nosilca, torej je i=(a,b):

W, = 6W,,

SWy, = W& + SWP, SW, = SWE + SWp, (31)

kjer je:

L
swi = f (NE Sel+ N3 Sy) + NE Sy + ML S + MY 8 + ML o) dé, (32)
0

SW} :jL(pi Sul+ p; v +pt swi+m} 5<pi +mi, &p; +ml 5(/)2) dé+
Ffﬁ‘05ui(0) +F) o 5V (0)+FL o 6wi(0)+ ML 8¢L(0)+M] ,5pL(0)+
M o80L(0)+FL, sul(L)+Fy,, 6v (L) +FL, Sw (L) + ML 5k (L)+
M}, 595 (L) + M} 8L (L). (33)

S pomocjo variacij kinematic¢nih enacb DSP-nosilca (23) in (24)

el = su“, 8¢l = su?,

Y2 = v — 8¢, yp = 6v' — 52,

Syl = sw? + Sy, Swb = swe,

Sk& = S, 8p2 = 80,

ok = 6y, Sp) = 64,

Sig = 8o, Sp7 = 8¢y, (34)
in variacij dela deformacijskih veznih enacb (22)

8y? = ys,

Sl = il

8Kh = 6xd,

Skl = 8xg, (35)

najprej preoblikujemo virtualno delo notranjih sil DSP-nosilca
(32). Ko variacije (34) in (35) vstavimo v izraz za W, in ko z inte-
gracijo po delih integriramo Elene z u®, 6v*, w”, 693, 5¢;, 5¢;.,
8" in 6, dobimo:

L
5Wn=—f (NZ'8u® + Ny'6v° + N,'éw® + M,'S¢; + My’&p; +
0

M, 8¢ +N2'sub + Nb'svP + (NS + Nb) Sp¢ — N, S92 dé +
NE(L)Su®(L) — N2(0) 5u®(0) + N&(L) 5v4(L) — N(0) §v4(0) +

N,(L)sw(L) = N,(0) w(0) + My (L) Spxt (L) — M (0) 595 (0) +
M, (L)8g5(L) — My, (0) 5y (0) + M, (L) Sp7 (L) — M,(0) 5o (0) +
N2(L)suP(L) — N2(0) uP(0) + N2 (L) 6vP(L) — N2 (0) 6v°(0), (36)

kjer smo vsoto komponent stati¢nih koli¢in slojev a in b obrav-
navanega nosilca oznacili z:

N, = N¢ +NZ,
M, = Mg + M2,
M, = Mg + M2,
M, = M2 + M?. (37)

Kot smo Ze povedali, sta linijska obtezba in linijska momentna
obtezba sestavljeni iz zunanjih vplivov in sovpreznega vpliva

v obliki (i=a,b):

pL =i, + Pl

Py =D, + P

PL=pL,+ Pk

mL=mi, + m)ic,kr

m,=ml, + m;',,k,

mi =mi, +mi,. (38)

V enacbah (38) smo vplive okolice na obravnavani nosilec
oznacili zindeksom (:) , sovprezne vplive med slojema na stiku
nosilca pa z indeksom (-)'k. Ko v izrazu za virtualno delo zuna-
njih sil 6W, upoStevamo variacije kinemati¢nih enacb DSP-no-
silca (34), za 6W, dobimo izraz:

L
W, = f (p% 6u® +py §v° + ) 6u” +p) §v° + (P, +pz,)owe +
0

(m,%,z +mb, +h, p;k) Sl + (mfﬁ'z +mb, —h, pz’k) S +
(mg, +mZ,) Spg) d§ +

Fi 5u®(0) + F2o 8uP(0) + F, 6v4(0) + FJ, 6v°(0) +
(F2+FLy)sw(0) + (M2 + M20) 502 (0)+ (M2 o+ M5 ) 59% (0)+
(MZy+ME4) 802 (0) + FE, Su®(L) + FE, suP(L) + Fg, 6v*(L) +
FbLovP(L) + (F& + F2L)owa(L) + (ME, + M2, )6pi(L) +
(Mg, + M3, )55 (L) + (Mg, + M7, )52 (L). (39)

Tako preoblikovane izraze za §W, in W, upoStevamo v izreku
o virtualnih pomikih za DSP-nosilce (31). Ob upostevanju vari-
acij kot poljubnih in neodvisnih koli¢in, dobimo skladno s po-
stopki variacijskega racuna ravnotezne enacbe DSP-nosilcev in
staticne robne pogoje. Poudarimo pa, da smo na tak nacin v
izpeljavi ravnoteznih enacb konsistentno upostevali, kot pravi-
mo, kinemati¢ne vezne enacbe (17). Ravnotezne enacbe DSP-
nosilca s podajnim stikom med slojema so:

N + g, + 0 =0,

N +pg, +pg, =0,

N, +pi, +p), =0,

M, +mi, +my, +h pyy =0,

Myl - Nz + m;,z + mfrl,z - ht p;?,k = 0,
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M, + N + N2 +mg, +mb, =0,

N)?’ + p)lc),z + palg,k = 0,

N +pb, +ph =0. (40)
Pripadajoci stati¢ni robni pogoji pa so:

NE(0) = Ffo =0, NE(L) + FE, =0,

N} (0) - Fyy =0, Ny (L) + F, =0,

N,(0) — F,0 =0, N,(L) +F,, =0,

M,(0) —M,, =0, M, (L) + M, =0,

M, (0) —M,, =0, M,(L) +M,, =0,

M,(0) —M,, =0, M, (L) + M, =0,

N2(0)—Ffy=0, N2(L)+F2, =0,

N2(0) — Fy =0, NJ(L) + F2, = 0. (41)

Tudi v izrazih (41) smo vsote zunanjih tockovnih sil in mo-
mentov na robovih slojev obravnavanega nosilca izrazili z novo
oznako, na primer F, =F¢ +F’ kar je seveda skladno s pripada-
jo&imi kinemati¢nimi robnimi pogoji DSP-nosilcev.

2.6 Konstitucijske enacbe DSP-nosilca

V tem poglavju s pomocjo kinemati¢nih veznih enacb (17)
preoblikujemo tudi konstitucijske enacbe DSP-nosilca (13), pri
¢emer uporabimo del deformacijskih veznih enacb (22). Te so:
V=
k& = K2,
Ky =KD,
Kd =Kk (42)
Ko enacbe (42) vstavimo v izraze za konstitucijske kolicine (13),
dobimo:
N{. = E®A} F,
Nie = GoAS ¥y,
N7 =G Az v,

— a
MJ?,C - Galt K?:

NP = EPA} €,
Mo =643,
sz,c = GbAIzJ V2
M2 = GPIP kg,
My = E°Iy ky + E°ly, k7, Mb. = EPID k& + EP 12, K2,

Mg = E°Ly, iy + E®IY Kk, M2, = EPID, k% + EPI? k2. (43)

V ravnoteznih enac¢bah DSP-nosilca (40) nastopajo vsota prec-
ne sile slojev a in b v smeri z, N=N?+N?, vsota torzijskih momen-
tov M_in vsota upogibnih momentov M in M, Skladno s tem
preoblikujemo tudi konstitucijske zveze (43). Po kratkem ra-
¢unu dobimo:

N{. = EA% €2,
N = G243 v,
Nz,c = Nzg:c + sz,c = GaAg yza + GbAg yza =
Gb
=G* <Ag + 5/”27)72“ = GaAz,eff YZa'
My = Mg+ M2 = GOIf kg + GPIP i =

Gb
=G* (Ita +EI?> K.'g = Galt'eff K';Cl,

— b _ brb byb —
My = M.+ MB, = E®I¢ k& + ECLY, k& + EPID k§ + EPID, k& =

EP E®
=E* <I; + ﬁ@’) Ky + E¢ <1§z + ﬁ@’z)xg =
= Ealy'eff K,'; + Ealyz,eff K?,
M, = MZc+ M2 = E9IZ, k% + EVI¢ ¢ + EPIL, k% + EPIL k=
EP EP
= E¢ (lgz + 51§z> K& + E9 (13 + ﬁlf> Kd =
= EaIyZ,eff K; + Ealz,eff Kg,
NE. =EPAD £k,

NZ = GPAL yy.

(44)

Sistem enacb (44) sestavlja osem linearnih enacb, ki povezu-
jejo osem konstitucijskih kolic¢in (N¢, N¢ . N, . M . M . M, N} in
N? ) zosmimi deformacijskimi kolicinami (&, Yy Vi Kl K KL e’in
yy”v). Ko konstitucijske koli¢ine DSP-nosilca izena¢imo z ravno-
teznimi oziroma staticnimi koli€¢inami nosilca (N¢, NN, M, M,
M, N? in N?), dobimo konstitucijske enacbe DSP-nosilca

a _ na
Nz = Ny,

Ny = Ny,
Ny =Ny,
My = M,,
M, .= M,,
M, = M,,
N)Ic].c =N?,
NI = ND. (45)

Podobno, kot smo s pomocjo Hookovega zakona izpeljali kon-
stitucijske enacbe DSP-nosilcev, izpeljemo tudi vezne konsti-
tucijske enacbe obravnavanega nosilca. Izhodis¢e izpeljave
predstavljata konstitucijski zvezi med slojema nosilca na stiku
v precni in vzdolzni smeri (29).

qg,k = _qg,k =qx = Qx,c

A = =)k = 4y = Ay, (46)

Z q,in g,smo oznacili ravnotezni komponenti ploskovne obre-
menitve na stiku med slojema prostorskega nosilca, z g, in q,
pa njuna konstitucijska izraza. V nadaljevanju obremenitvi g, in
q,po znanih postopkih stati¢ho enakovredno prenesemo v te-
ziS¢no os sloja a in sloja b obravnavanega nosilca. Tako dobimo
kontaktno linijsko in kontaktno momentno linijsko obtezbo
slojev a in b DSP-nosilca.

Pix = —Pox = f qx dy,

by

Pyi = —Pyk = f qy dy,
by

Pex = —Phy = f q; dy,

by

mgy = f aq,—zqy)dy, ml, = f (zqy —yq,) dy,
by by

my, = f Z qy dy,
by

(47)

b _
mz,k -
k by

Y qx dy.

Ty o
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Izraz g, v enacbi (47) oznaCuje ravhotezno komponento
ploskovne obremenitve na stiku med slojema prostorskega
nosilca v smeri koordinate z, z y in z smo oznacili razdalji med
lego delovanja vektorja komponentne ploskovne obremenitve
in teZis¢em posameznegda sloja, z b, pa smo oznacili Sirino kon-
Y ) b o -
takta v preCnem prerezu. pi,. pyy Py P P, N by, SO linijske
kontaktne obremenitve, m?, m?, m¢,, m® , m? in m® pa mo-
o x,K’ XK’ y.,k LS 'z,k z,k'
mentne linijske kontaktne obremenitve nosilca zaradi sovpre-
znega delovanja slojev.

V ravnoteznih enaclbah DSP-nosilca (40) ne potrebujemo
vseh komponent kontaktne linijske obremenitve in kontakt-
ne momentne linijske obremenitve, saj so zaradi ravnotezja
na stiku dolocene vsote teh enake ni¢. Tako v analizi dejansko
potrebujemo le komponenti:

p;,k = _pyl(,,k = pg,k,c = f Gx,c 4y,
by

= —Dyx = Py = f Qy,c dy. (48)
by

Ker smo za konstitucijski koli¢ini g, in 4, ki sta odvisni od za-

mikov na stiku med slojema obravnavanega nosilca, izbrali ne-

linearni zvezi (29), sta tudi konstitucijski zvezi (48) nelinearni.

P?,k = Pfcl,k,c = Pfcl,k,c(Axvx)'

Pyi = Pyic = p;\t},k,c(Ay'x)' (49)
Posledi¢no so nelinearne konstitucijske zveze za vse linijske
kontaktne obremenitve in momentne linijske kontaktne obre-
menitve. Na koncu predstavimo $e najpreprostejsi linearni
zvezi, ki se tudi najveckrat uporabljata:

pg,k = bk kx 4, =K, A4,,
p;,k = bk ky Ay = Ky Ay.

2.7 Posplosene ravnotezne enacbe
DSP-nosilca

Posplosene ravnotezne enacbe DSP-nosilca smo izpeljali z
uporabo posplosenih ravnoteznih enacb za prostorski nosilec
(10) do (12) in z uporabo veznih enacb (17). Glavha znacilnost
tako izpeljanih posplosenih ravnoteznih enacb DSP-nosilca
je v tem, da ga sestavljata dva povsem nepovezana sistema
enacb. Prvi sistem enacb sestavlja 24 algebrajskih in diferen-
cialnih enacb, drugega pa 16 enacb. Enacb v obeh sistemih
skupaj je sicer ved, kot je izhodiscnih enacb (36 enacb), vendar
to povecanje Stevila enacb ni bistveno, saj je to le posledica
dodatnih koliCin. Te so N, M, M, in M, ki predstavljajo vsote
ustreznih stati¢nih koli¢in slojev nosilca, na primer N =N+N°.
Le prvo skupino enacb v nadaljevanju imenujemo posplosene
ravnoteZzne enacbe DSP-nosilca (enacbe (51) do (53)). Sestavlje-
ne so iz kinematic¢nih, ravnoteznih in konstitucijskih enacb ter
iz ustreznih kinemati¢nih in stati¢nih robnih pogojev. Zaradi
veznih enacb je tudi robnih pogojev manj, le Sestnajst. Posplo-
Sene ravhotezne enacCbe DSP-nosilca s podajnim stikom v
vzdolzni in precni smeri so:

ed =u®,
a _ ,a’ a
Yy =V — @z,

v =w + o},

kg = @3,
Ky =@y,
kg = @g,
b =ub,
vy = v — o, (51)

N +pg, +pik =0,

N}‘}' +py.+ pJ‘},k =0,

N, +p;,+p,, =0,

M, +m¢, +mi, + hepyy =0,

My' =N, +m§, + mf,_z —hepir =0,
M, +Nf+N2+ml, +mb, =0,

N)?’ + pﬁlg,z + pzlg,k = 0,

Ny + D32+ Pye =0, (52)
Ng = E°Az g7,

N§ = Gy vy,

N, = Gz err Vs

My = G%yoff K3,

My, = E%ly, o55 k5 + E®Lyy o K7,

M, = E%Ly,epp K5y + E%yopp KZ,

NP =EPAD &2,

NP =GPAL yb. (53)

PosploSene ravnotezne enacbe DSP-nosilca tako sestavlja le
24 diferencialnih in algebrajskih enacb za prav toliko neznanih
kolicin: g7, Yy ve Kl K gl vy NG N N, M, M, M, N?, N s, ve, we,
L PL @L. u’ in v*. Vse neznane koli¢ine DSP-nosilca so neodvi-
sne od koordinat y in z. V enacbah (52) so komponente linijske
kontaktne obremenitve odvisne od zamikov:

PYi = —Pri = Pric(bxX),

P;,k = —pﬁ,k = p;,k,c(Ayrx)'

Ay =uP —u® + hy @4,

4, = v —v® — b @f. (54)

Pripadajoci robni pogoji navadnih diferencialnih enacb, ki ses-
tavljajo posplosene ravnotezne enacbe DSP-nosilca, so sesta-
vljeni iz kinemati¢nih in stati¢nih. Velja pa, da tam, kjer pred-
pisemo kinemati¢ne robne pogoje, he moremo predpisati
stati¢nih. Stati¢ne robne pogoje posledi¢no lahko izberemo
le tam, kjer niso predpisani kinemati¢ni. Robni pogoji k enac-
bam (51) do (53) so:

u®(0) = uf
v2(0) = v§
w(0) = w§
9z(0) = 9o
@y (0) = 93,0
@7 (0) = 9z
u(0) = ug

v?(0) = vk

NZ(0) = Fio =0,
N;?(O) - F;‘/l,o =0,
N,(0) — F,0 =0,
Mx(O) - Mx,o =0,
M,(0) — M, =0,
M,(0) — Mo =0,
N2(0) = F2y = 0,
N2(0) — F2y =0,

ali

(55)
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u®(L) =uf
va(L) =v}
we(L) = wf
@7 (L) = 93,
oy (L) = @3,
g (L) = o7,
uP(L) = uf

v (L) = v

N2(L)+F¢, =0,
N} (L) + F}‘ZL =0,
N,(L) + F,. =0,
Mx(L) + Mx,L =0,
M, (L) +M,, =0,
Mz(L) + Mz,L =0,
N2(L) +F2, =0,
N2(L) + Fp, =0.

ali

(56)

Preostale neznane koli¢ine, ki so del napetostnega in defor-
macijskega stanja DSP-nosilca, izratunamo s t. i. postopkom
»postprocesiranja« potem, ko smo resili posplosene ravno-
tezne enacbe (51) do (53). Z zaporednim in nepovezanim re-
Sevanjem posplosenih ravnoteznih enacb (51) do (53) in doda-
tnih posplosenih ravnoteznih enacb smo se izognili vplivom
singularnosti oziroma slabe pogojenosti enacb, ki so posledica
veznih enacb (17). Dodatne posplosene ravnotezne enacbe
DSP-nosilca so:

wh =we, v =vs

o2 =08, Ky = K,

Py = 93, Ky = K5,

»7 =94, (57) Kl = kg, (58)
N = GeAZ y2,

M2 = G*Ig &,

Mg = EI¢ k@ + E4IE, kS,

Mg = E*I%, k8 + E*IZ k2, (59)
NP = N, = N¢ = GPAL g,

M2 =M, — MZ = G°If «§,

M5 = M, — Mg = E°ID k¢ + EP 15, kg,

Mp =M, — Mg = EPID, k& + EPI2 k2. (60)

Dodatni sistem posplosenih ravnoteznih enacb (57) do (60)
sestavlja 16 algebrajskih enacb za dolocitev prav toliko nezna-
nih koli€in: y, k2, i?, ict, No, M¢, M¢, M2, N2, M2, M2, M2, wP, P, P in gp?.
S pomocjo ravnoteznih enacb v fazi »postprocesiranja« izracu-
namo tudi komponenti linijske kontaktne obtezbe:

p?,k = _pg,z - Nza”

Pox = —Phz— NP = -1 (61)

po potrebi pa lahko v fazi »postprocesiranja« izracunamo tudi
koordinati sloja b DSP-nosilca, ki dolocata istolezne delce no-
silca v deformirani legi:

x*=x—A4y=x—u’+u®—h g,
y'=y—4,=y—v"+v*+h o (62)
3 DEFORMACIISKA METODA KONCNIH
ELEMENTOV

3.1 Modificiran izrek o virtualnem delu

Posplosene ravnotezne enacbe DSP-nosilca (51) do (53) so neli-
nearne in jih zato ne znamo resiti to¢no. V tem delu jih bomo

redili z deformacijsko metodo konénih elementov. To je za
analizo dvoslojnih ravninskih nosilcev v svoji doktorski nalogi
natancno predstavil Cas [Cas, 2004].

Osnovna ideja reSevanja posplosenih ravnoteznih enacb z de-
formacijsko metodo konénih elementov je v tem, da skusa-
mo relativno preprosto strukturo kinemati¢nih in ravnoteznih
enacb za analizo DSP-nosilcev izkoristiti v postopku reSevanja.
V nadaljevanju postopek reSevanja podrobno predstavimo. Ko
predpostavimo, da poznamo deformacijske koli¢ine DSP-no-
silca, postanejo kinemati¢ne in ravnotezne enacbe nepoveza-
ne. Ker so kinemati¢ne enacbe navadne diferencialne enacbe
prvega reda s konstantnimi koeficienti, je resitev teh enacb
preprosta.

w(x) = u(0) + fo “ea de,
v = v @) + | 0+ o) de,
we() = we(0) + fo S0 - o de,
0200 = o8+ [ ke,
0500 = o5+ [ g s,
o = o2 + | s d,
WP (x) = ub(0) + fo “eb e,
@ =+ [ 0f + o) d. 63)

Tudi ravnotezne enacbe DSP-nosilca so navadne diferencialne
enacbe s konstantnimi koeficienti. Ker sta komponenti kon-
taktne linijske obtezbe p?, in Py odvisni od 4x in 4y, s tem pa
tudi od pomikov in zasukov, ki so odvisni od deformacij, lahko
tudi ravnotezne enacbe reSimo neodvisno od kinemati¢nih
enach. Resitve teh enacb so:

M = N2 - (08, + pt) 8,

NE(x) = N(0) - f (s + ) €,

N,(x) = N,(0) - f (8, + L) de,

M) = ,0) = [ (s, + i+ )

M, (x) = M, (0) + fo X(NZ -mé, —mb, +h pl,) dé,
) =, - | C(Ng + NE ) d,
w200 = 20 - [ (o2, pi)

NE(x) = N2(0) — f (b2, — Pl) dE. (64)

Resitve kinemati¢nih in ravnoteznih enac¢b DSP-nosilca poz-

namo, ko dolo¢imo Sestnajst integracijskih konstant: u® (0), v*
(0), w* (0. ¢ (0). 2 (0). @ (0), u” (0), v* (0), N* (0). N¢ (0). N, (0. M, (0)

z
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M (0). M, (0). N> (0)in Nyb (0). Te dolo¢imo skladno s predpisanimi

roybnimiz pogoji pri x=0 in x=L, kjer smo z L oznacili dolZzino DSP-
nosilca. Robni pogoji pri x=0 so:

u®(0) = ug
v2(0) = v§

w®(0) = w§

NZ(0) — Fio =0,
N;/I(O) - F;‘zz,o =0,
N,(0) — F,p =0,
Mx(o) - Mx,o =0,
M, (0) —M,, =0,
Mz(o) - Mz,o =0,
N2(0) = F2y =0,
N2(0) — F)y = 0.

92(0) = 930
%‘f(o) = 40;,0
9£(0) = ¢Z,
u?(0) = uf

v?(0) = v§

ali

(65)

Da lahko zadostimo tudi robnim pogojem pri x=L, najprej s
pomocjo enacb (63) in (64) dolo¢imo pomike, zasuke, sile in
momente pri x=L. Robni pogoji pri x=L so torej:

L
ue(L) = u®(0) + f 2 dé = uf,
0

L
ve(L) = va(0) + fo 0f + 02 dE = vf,

L
wa(L) = we(0) + fo 08— g8y dE = wi,

L
02(L) = p2(0) + fo KEdE = 0%,

L
P50 = 5O + [ g = g5,
0

L
92(L) = p2(0) + fo kS dE = g2,
L
uP(L) = u(0) + f ebdé =ub,
0

L
V(L) = v + [ 0+ o) dg = b (66)
0
L
NE(L) = NE(0) — f (08, +p%) dE = F2,,
0
L
NE(L) = N(0) — j (pS, +pSy) dE = S,
0
L
N0 = N,0) = [ (o8 + p2.) d = Py,
0
L
ML) = Me(0) = [ (s, + by + e pi) d = M,
0
L
M, (L) = M,(0) + f (N, —m&%, —mb, + hyp2,)dé =M,
0
L
M,(L) = M,(0) — f (Ng + N2 +mg, +mb,)dé =M,
0
L b
NE() = N2O) - [ (pLe —pi) d = P,
0
L b
N2(L) = N2(0) — f (P2, —p8))dé =Fy . (67)
0

Se enkrat poudarimo, da tudi za robne pogoje (66) in (67) pri
x=L velja, da tam, kjer smo predpisali kinematic¢ne robne pogo-
je, ne moremo predpisati stati¢nih.

Deformacijske koli¢ine DSP-nosilca izrazimo v odvisnosti od
notranjih staticnih koli¢in s pomoc&jo konstitucijskih enacb.
Skladno z deformacijsko metodo koncénih elementov mora-
mo konstitucijske enacbe izraziti v obliki funkcionala oziroma
v obliki modificiranega izreka o virtualnem delu [Cas, 2004].
Izpeljava modificiranega izreka o virtualnem delu je preprosta.
Opazujemo izrek o virtualnem delu DSP-nosilca in pripadajo-
¢e kinemati¢ne enacbe. Slednje predstavljajo vezne enacbe k
funkcionalu. Pri izpeljavi modificiranega izreka o virtualnem
delu vezne enacbe v funkcionalu upostevamo skladno z meto-
do Lagrangeovih mnoziteljev pri vezanih nalogah variacijskega
racuna. Skladno s tem postopkom kinemati¢ne enacbe, ki smo
jih pomnozili s poljubnimi funkcijami, variramo in v variacijski
obliki pristejemo k izreku o virtualnem delu. Po kratkem ra¢unu
lahko izrek o virtualnem delu zapiSsemo v prepoznavni obliki:

L
SW* = f [(N&, — N&) el + (N, — NE) 6y + (Nyc — N,) 8y8 +
0

(Myc — M) x5 + (My . — My,) 8k + (M. — M) Sxg +

(Np, — NE) el + (N2, — NP) 6y dé = 0. (68)
V funkcionalu (68) upostevamo, da so variacije poljubne koli-
¢ine in da smo kinemati¢nim ter ravhoteznim enac¢bam DSP-
nosilca to¢no zadostili. Pri tem pa kinematic¢ni in stati¢ni robni
pogoji (65) do (67) predstavljajo vezne enacbe k funkcionalu
(68), ki ga imenujemo modificiran izrek o virtualnem delu za
DSP-nosilce s podajno povezavo med slojema.

3.2 Diskretne posplosene ravnotezne
enacbe

Modificiran izrek o virtualnem delu (68) s staticnimi in kinema-
tiénimi robnimi pogoji (65) do (67) uporabimo kot izhodisce
za izpeljavo deformacijske metode konénih elementov DSP-
nosilcev. Skladno z metodo koncénih elementov DSP-nosilec
razdelimo na n, koncnih elementov z dolzino koncnega ele-
menta L, (e=12...n,). Z n oznacimo Stevilo vozlis¢, z n_pa Stevilo
kinemati¢nih robnih pogojev. Kot vemo, s kinemati¢nimi rob-
nimi pogoji zagotovimo mirovanje obravnavanega DSP-nosil-
ca. Ob tem velja poudariti, da zaradi podajne povezave med
slojema obravnavanega nosilca ni nujno, da s kinemati¢nimi
robnimi pogoji zagotovimo mirovanje vsakega sloja posebe;j.

Za interpolacijske nastavke deformacijskih koli¢in obravnava-
nega nosilca izberemo Lagrangeove interpolacijske polinome
stopnje n-1, ki jih ozna¢imo s P, (x) (i=1,2....n). Tako deformacijske
koli¢ine zapisemo z izrazi:

n n
0 = ) P e K@= P Vi
i=1 i=1
n n
FOEDWINEN K2 = ) P K
i=1 i=1

n n
K = D P K KECO = ) PAG)
i=1 i=1

n n
() = ) PG el R =) PV (69)
i=1 i=1
Podobno interpolacijske nastavke izberemo tudi za variacije
deformacijskih kolicin:
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n n
8e5(x) = ) Pilx) B2, 800 = D P 8y
i=1 i=1

n n
BYAC0 = ) Pix) 8y BKEG) = ) i) K
i=1 i=1

n n
B§(x) = ) PiCx) B, SK8() = ) P 8,
i=1 i=1

6e2(x) = ) Pi(x) Ol S0 = Y P Sy (70)
i=1 i=1

Ko variacije (70) vstavimo v modificiran izrek o virtualnem delu
(68) in ko upostevamo, da so variacije deformacijskih koli¢in v
interpolacijskih tockah poljubne, dobimo po znanih postop-
kih variacijskega ra¢una za dolocitev deformacijskih koli¢in v
interpolacijskih to¢kah koncnega elementa naslednji sistem
enacb (i=1,2,..n):

Le
g= [ (Ng-ng)Pidg =0,
0
Le
gim= | (g~ Ng)Pidg =0,
0
LE
govn= | (o= )P g =0,
0
Le
Ji+3n = f (Mx,c - Mx) P; df =0,
0
Le
Jitan = f (My,c - My) Pi df = 0'
0
Le
Ji+sn = f (Mz,c - Mz) Pi d{ = Ov
0
Le
Jiven = f (Nb.—N2) P dE =0,
0

Le
g = | (g~ Np)Pidg = 0. (71)
0

Sistem enacb (71) predstavlja 8 n enacb za dolocitev prav to-
liko neznanih deformacijskih koli¢in v interpolacijskih tockah
vsakega koncnega elementa (i=1.2...n): &, v}, v, K¢, kI, KL, €7

x,i"

in )/}f',., Enacbe (65) do (67), ki predstavljajo kinemati¢ne in sta-
ticne robne pogoje, prilagodimo mrezi koncnih elementov. Za
vsak konéni element enacbe (66) zapisemo v obliki:

n
Le
Gonrs =L —w©@ = Y. [ “Pegde =0,
=170
n Le
Gonsz =@ = v O = Y [ PdE ~ pO) L -
=170

N Le rx
Z f f P, kg, dédE =0,
i=1 0 0

n Le
Gonss =W (L) —w© = )" [ “Riysids + O L+
=170

N L rx
Y[ piogiasas =o,
i=1°0 "0

n
Le
Gones = #EL) = 02 = ) [ Pt dg =0,
=170

n

Le
Gonss = P50 = 05 = Y [ “Pixgds =0,
0

i=1

n
Le
Gonss = 9501~ 9@ = Y [ Prxgidg =0,
0

i=1

LI
Gonsr =0 (1) —w @) = Y. [ “Pelid =0,
0

i=1

LI
Gonss = "W =0 @ = Y [ Py ds - 5O 1, -
i=1°0

N Le px
Z f f P, k8, dEdE = 0.
=1 0 0

S pomocjo enacb (72) v vsakem koncnem elementu zados-
timo predpisanim kinemati¢nim robnim pogojem oziroma
povezemo konéne elemente v konstrukcijo. Pri tem seveda ki-
nemati¢ne koli¢ine na zacetku in koncu konénega elementa
nadomestimo z ustreznimi kinemati¢nimi koli¢inami vozlis¢,
ki omejujejo konéni element, ¢e pa so v vozlis¢ih predpisani
kinemati¢ni robni pogoji, pa s predpisanimi kinemati¢nimi
vrednostmi. Teh enacb je 8 za vsak kon&ni element, oziroma
8n, za celoten obravnavan DSP-nosilec, neznanih kinematic-
nih koli€¢in pa 8n-n.

(72)

Ker stati¢ni robni pogoji omogocajo ravnotezje na robovih
koncnega elementa, to v primeru mreze koncénih elementov
pomeni zagotavljanje ravnotezja v vseh vozlis¢ih mreze konc-
nih elementov. Na robovih nosilca pa seveda ravnotezje med
notranjimi static¢nimi koli¢inami in predpisanimi zunanjimi
stati¢nimi koli¢inami. Za ponazoritev opazujmo vozlis¢e mre-
ze koncnih elementov, v katerem se stikata konc¢na elementa
z oznakama e-1 in e. Ravnotezje vozlis¢a dolo¢ajo enacbe:

—N{(Le-1) + NY(Le) + 51 =0,
~Nf(Ley) + NS (Le) + 5, =0,
_Nz(Le—l) + Nz(Le) +5;=0,
~My(Le—1) + My(Le) + S, =0,
—My(Le_1) + My (L) + S5 =0,
—M;(Le—1) + My(Le) +S6 = 0,
~NZ (Le—1) + NP (Le) + 57 =0,

—N2(Le—y) + NE(L) +Sg =0, (73)

kjer smo s S, (i=1,2....8) oznacili posplosene zunanje tockovne
sile v vozlis¢u v. Ce je vozlid&e v zunanji rob DSP-nosilca, te sile
predstavljajo sile v stati€nih robnih pogojih. Teh enacb je 8n -n,
neznanih fizikalnih koli€¢in pa 8 n. Neznane koliCine so zaCetne
vrednosti notranjih stati¢nih koli¢in konénega elementa. Sis-
tem enacb (71) do (73) imenujemo diskretni posploseni sistem
ravnoteznih enacb DSP-nosilca. Sestavlja jih (8 n)n+8 n+8n-n,
algebrajskih enacb za prav toliko neznanih koli¢in. Te so defor-
macijske koli¢ine v vseh interpolacijskih tockah koncnih ele-
mentov, posploseni pomiki in zasuki v vozlis€¢ih mreze konénih
elementov in zacetne vrednosti posplosenih notranjih static-
nih koli¢in vsakega kon¢nega elementa.

3.3 Newton-Raphsonova metoda

Diskretni posploSeni sistem ravnoteznih enac¢b DSP-nosilca s
podajnim stikom formalno zapisemo v obliki
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G(x, 1) =0,

(74)
kjer smo v vektorju x zdruzili vse neznane koliCine sistema, z A
pa smo oznacili obtezni parameter. Sistem nelinearnih enacb
(74) reSimo z Newton-Raphsonovo iteracijsko shemo. Za dani
obtezni faktor oziroma za dano obtezbo DSP-nosilca enac-
be (74) lineariziramo in linearni sistem reSujemo iterativno za
(i=0,1,2,...)

K(x;, 1) Axiq = —G(x;, A) (75)

do izbrane natanénosti, torej do takrat, dokler ni zados¢eno
enemu izmed pogojev:

A%l < 1072 ali (76)

1Gill < 107 (77)
V enacbi (75) smo s K(x,A) oznacili tangentno matriko. Doloci-
mo jo z uporabo smernega odvoda

K(x;, 4) Axyyq =

d
ah [G(x; + hAx;yq, )] (78)

h=0

Newton-Raphsonova metoda odpove, ¢e postane tangentna
matrika Ksingularna. To se lahko zgodi v primerih globalne geo-
metrijske nestabilnosti konstrukcije ali materialne nestabil-
nosti posameznega prereza. V takih primerih moramo sistem
enacb (74) reSevati z drugimi metodami.

4 RACUNSKA PRIMERA

Z dvema rac¢unskima primeroma analiziramo primernost pri-
kazane numeri¢ne metode za analizo DSP-nosilcev s podaj-
nim stikom med slojema. V prvem ra¢unskem primeru analizi-
ramo dvoslojni leseni kontinuirni prostorski nosilec. Vsebinsko
ta primer razdelimo na stiri dele. V prvem delu s krajSo kon-
vergenc¢no Studijo ocenimo natan¢nost prikazanega numeric-
nega modela, nato v drugem delu podrobno prikazemo vpliv
znacilne prostorske zunanje obtezbe na potek fizikalnih koli-
¢in v oseh slojev obravnavanega dvoslojnega kontinuiranega
nosilca. V tretjem in Cetrtem delu pa z natanéno parametri¢no
Studijo ocenimo vpliv striznih deformacij in vpliv Stevila jekle-
nih vijakov na stiku med slojema na poteke znacilnih fizikalnih
koli¢in obravnavanih nosilcev. V drugem racunskem primeru
analiziramo sovprezni prostolezeli prostorski nosilec iz jekla in
betona. V tem primeru bomo podrobno analizirali vpliv neli-
nearnega modela povezave med slojema obravnavanih nosil-
cev na poteke povesov.

4.1 Kontinuirni nosilec

Osnovni podatki. Opazujemo kontinuirni DSP-nosilec z dve-
ma poljema dolzine L/2. Dimenzije preCnega prereza slo-
ja a obravnavanega nosilca so b%/h’=20/20 cm, sloja b pa
b*/h*=20/20 cm (slika 2).

Predpostavimo, da podpore preprecCujejo le posamezne po-
mike oziroma zasuke v tezis¢ni osi sloja a. Pripadajoce robne
pogoje obravnavanega nosilca prikazujemo v preglednici 1.

V analizi predpostavimo tudi, da zunanja obtezba deluje le na
tezis¢no os sloja b obravnavanega nosilca in da jo predstavljajo
komponenti enakomerne linijske obtezbe p? in pyb ter kom-

ponenta linijske momentne obtezbe mffpy”z h_b, kot je prika-
# Pyz

bb

vy o |
e ’]F
<¥a b e e e s R h
- a //
L //////
i /y
® s %L
X L\’L/// i
Pzs T !
~ yzA?
Q/

Slika 2. Racunski model obravnavanega dvoslojnega konti-
nuirnega nosilca.

A u=0, N’=0, B w=0. C N=0, N’=0,
v =0, N’=0, v =0, NP=0,

a y a y
w=0, ¢ =0, w=0, ¢ =0,
M=0, M=0. M=0, M=0.

y z y z

Preglednica 1. Kontinuirni nosilec. Kinematicni in staticni
robni pogoji.

zano na sliki 2. Pri tem je m?, posledica prestavitve delovanja
zunanje obteZzbe p),v teZ|s<:no os sloja b. Oba sloja obravnava-
nega kontinuirnega DSP-nosilca sta iz smrekovega lesa, za sloj
a smo izbrali razred C30, za sloj b pa C24. Pripadajoce mate-
rialne parametre linearnega konstitucijskega modela za posa-
mezni sloj prikazujemo v preglednici 2.

material | E'[kN/cm?] | G'[kN/cm?] | p/[kg/m?]
sloj a les C30 1200 75 460
sloj b les C24 1100 69 420

Preglednica 2. Materialni parametri konstitucijskega mo-
dela slojev a in b.

Povezano delovanje slojev obravnavanega kontinuirnega DSP-
nosilca zagotovimo z jeklenimi vijaki premera d=24 mm. Te raz-
poredimo na enakomerni razdalji e vzdolZ sti¢ne ravnine med
slojema. Ker smo predpostavili, da je nivo zunanje obtezbe
obravnavanega kontinuirnega DSP-nosilca relativno majhen,
predpostavimo tudi linearno obnasanje veznih sredstev. Ma-
terialne parametre linearnega konstitucijskega modela stika
dolo¢imo skladno s standardom SIST EN 1995-1-1 [SIST, 2005],
kjer K in K, ki predstavljata modula pomikov veznega sredstva
za eno priklju¢no ravnino, izratunamo z enacbo

sd 1
23e

=/ - 460 420 _ 439,58
pm Pm = -3 —3 = ’ E

Brez izgube na splodnosti smo v enacbi (79) predpostavili, da
sta materialna parametra modela v vzdolzni in precni smeri
enaka.

K, =K, = m

(79)
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V preglednici 3 prikazujemo $e geometrijske karakteristike
pre¢nih prerezov obeh slojev obravnavanega kontinuirnega
DSP-nosilca.

Al [cm?] Ay" [cm?] | A! [cm?] Iy‘ [em*] | I'[cm*] | I [cm*]
sloja | 400 333,33 | 333,33 | 1333333 | 1333333 | 22560
slojb | 400 333,33 | 333,33 | 1333333 | 1333333 | 22560

Preglednica 3. Geometrijske karakteristike precnih prerezov
sloja a in sloja b.

Skladno z navodili Cowperja [Cowper, 1966] smo t. i. strizna
prec¢na prereza slojev korigirali s faktorjem 5/6. Podobno smo
po navodilin Hjelmstada [Hjelmstad, 2005] polarna vztraj-
nostna momenta nadomestili s torzijskima vztrajnostnima
momentoma i-tega sloja (i=a,b) skladno z ena¢bo [Hearn, 19971

I=0141b K", (80)
Konvergencna studija. Konvergencne lastnosti deformacij-
skih kon&nih elementov za analizo homogenih in dvoslojnih
ravninskih nosilcev s podajnim stikom med slojema so v znan-
stveni literaturi dobro dokumentirane ([Cas, 2004], [Hozjan,
2009]). S konvergencnimi Studijami so raziskovalci ugotovili,
da je za analizo homogenih in dvoslojnih ravninskih nosilcev
optimalen deformacijski konéni element, pri katerem defor-
macijske koli¢ine interpoliramo z Lagrangeovimi interpolacij-
skimi polinomi Cetrte stopnje, kot integracijsko shemo vzdolz
osi kon¢nega elementa pa izberemo pettockovno Gaussovo
integracijsko shemo. Tak deformacijski konéni element skla-
dno z prej omenjeno literaturo oznacimo z oznako E, .. Konver-
gencne studije pri DSP-nosilcih s podajnim stikom med slo-
jema so pokazale, da so konvergencne lastnosti teh konc¢nih
elementov v celoti enake konvergenc¢nim lastnostim defor-
macijskih konénih elementov za analizo dvoslojnih ravninskih
nosilcev. Tako z le nekaj deformacijskimi koncnimi elementi
tipa E, . izredno natancno izracunamo vse fizikalne kolicine
obravnavanega kontinuirnega DSP-nosilca. V potrditev tega v
preglednici 4 prikazujemo znacilne fizikalne koli¢ine obravna-

%107

o

(6]
<

u [em]

-
o

400 600 800
X [cm]

0 200

400 600
X [cm]

0 200 800

vanega kontinuirnega DSP-nosilca v odvisnosti od Stevila de-
formacijskih kon&nih elementov tipa E, .. Pri tem smo v analizi
izbrali: L=8 m, e=30 cm, p! =10 kN/m, p) A kN/m, m} =0,] kNm/m.

Stevilo KEE, W(E) [cm] N (%) kNI | M, (%) [kNm]

4
4 0,389 16,325 7.839
8 0,389 16,325 7.839
16 0,389 16,325 7.839

Preglednica 4. \elikost znacilnih fizikalnih koli¢in nosilca v
odvisnosti od stevila KEE, ..

Kot lahko vidimo v preglednici 4, lahko Ze s 4 deformacijski-
mi KE E, , izraCunamo znacilne fizikalne koli¢ine na desetinko
promila natanéno. V nadaljnjih analizah kontinuirnega DSP-
nosilca kljub temu uporabimo 16 deformacijskih KE E, ., saj
lahko na ta nacin bolj gladko graficno predstavimo rezultate
analiz, racunski Cas pa se pri tem bistveno ne poveca.

Prostorski odziv nosilca. V znanstveni literaturi je vecina ra-
ziskav o numeri¢nih modelih za analizo dvoslojnih nosilcev s
podajnim stikom omejena na ravninske primere. Zato v tem
delu racunskega primera predstavimo tudi potek fizikalnih
koli¢in pri prostorskem odzivu dvoslojnih nosilcev s podaj-
nim stikom. Poleg osnovnih racunskih podatkov, ki smo jih
predstavili na zacetku tega raCunskega primera, v analizi do-
datno upostevamo Se obtezbo, dolzino kontinuirnega nosilca
in razmak med jeklenimi vijaki na stiku med slojema v ena-
kih vrednostih kot pri konvergencni studiji.

Na sliki 3 vidimo, da so poteki komponent vzdolznih pomi-
kov sloja a in sloja b kot tudi komponent pre¢nega pomika
in zasuka okoli osi pri¢akovani in podobni kot pri ravninski
analizi. Zaradi prostorskega odziva obravnavanega dvosloj-
nega kontinuirnega nosilca na sliki 3 prikazujemo tudi po-
teke komponent pomikov v, in v, ter poteke komponent
zasukov @ in ¢,

0
va
0,51 y
S
L 1t
S
151
2 n n n
0 200 400 600 800
X [cm]
x10°
3 L
T2
A,
8
S 17
0 1 L 1
0 200 400 600 800
x [em]

Gradbe
vestn

Gradbeni vestnik
letnik 71
avgust 2022

215



Gregor Udovg, prof. dr. Tomaz Hozjan, prof. dr. Igor Planinc, asist. dr. Anita Ogrin
ANALIZA DVOSLOINIH PROSTORSKIH NOSILCEV S PODAINIM STIKOM

%107

¢y [rad]

600

400
X [em]

0 200 800

%107

¢, [rad]

400 600

0 200

Slika 3. Potek komponent pomikov in zasukov v oseh slojev (u¢, u?, ve, v, w, @, 0, Q).
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Slika 4. Potek zamikov med slojema v vzdolzni in precni smeri A in 4,

Potek zamikov med slojema v vzdolzni in pre¢ni smeri, 4,
in 4, prikazujemo na sliki 4, kjer opazimo znacilen potek
vzdolznih zamikov 4 za kontinuirne nosilce. Tudi potek prec-
nih zamikov ije znacilen za izbrane kinemati¢ne robne po-
goje. Ker sta komponenti pomikov v* pri x=0 in x=L enaki nic¢,
pomiki v’ pa tu niso prepreceni, so najvecji zamiki 4, opaze-
ni ravno ob krajnih podporah obravnavanega kontinuirnega
DSP-nosilca.

Na sliki 5 prikazujemo potek notranjih stati¢nih koli¢in v osi
slojev obravnavanega kontinuirnega DSP-nosilca. Potek osnih
sil N%, N’ ter precne sile N, in upogibnega momenta Myje prica-
kovan in skladen s »kontinuirnim« obnasanjem obravnavane-
ga nosilca. Pricakovana sta tudi poteka torzijskega momenta
M_in upogibnega momenta M, saj je obravhavani nosilec v
precni smeri dejansko prostoleze¢. Zanimiv pa je potek prec¢-
nih sil Ny in Nyb. Na sliki 5 vidimo, kako se zunanja prec¢na linij-
ska obtezba preko sloja b na robovih nosilca, kjer ta pre¢no ni
podprt, preko veznih sredstev prenese v podprt sloj a obrav-
navanega nosilca.

Vpliv podajnosti stika. V tem delu racunskega primera anali-
ziramo vpliv podajnosti stika med slojema na potek fizikalnih
koli¢in obravnavanega kontinuirnega DSP-nosilca. Podajnost
stika med slojema nosilca med posameznimi primeri spremi-
njamo s spreminjanjem razdalje med jeklenimi vijaki, s kate-

20

rimi sta sloja obravnavanega nosilca povezana. Obravhavamo
tri primere, v katerih nosilce oznac¢imo z V1, V2 in V3. Razdalje
med jeklenimi vijaki na stiku med slojema obravnavanih no-
silcev in pripadajoce togosti veznih sredstev so podane v pre-
glednici 5.

Na sliki 6 za vse tri analizirane kontinuirne DSP-nosilce prika-
zujemo poteke komponent vzdolznih in pre¢nih pomikov v osi
sloja a in v osi sloja b. Pricakovano se s povecanjem razdalje
med jeklenimi vijaki na stiku med slojema povecujejo tudi ve-
likosti komponent pomikov u¢, u?, v® in v’

Pricakovano so tudi poteki zamikov 4 _in 4 najvecji pri najbolj
podajnem stiku kontinuirnega DSP-nosilca (slika 7). Najved;ji

Oznaka nosilca e [cm] K=K, Ll%]
Vi 50 1923
V2 30 3205
V3 10 9,616

Preglednica 5. Oznake nosilcev s pripadajocimi razdaljami
med jeklenimi vijaki na stiku med slojema in upostevano to-
gostjo veznih sredstev.

/'\ 2,5 N
. 10r NE z
=z X =
< NP > Z 5 Ny
= > 25
10} i
O L
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Slika 5. Potek notranjih stati¢nih koli¢in v oseh slojev (N¢, NP, N;, Nj, N, M, My M).

vzdolznizamik 4, prix=L, znasa 0,0646 cm za primer V1,0,0548 cm
za primer V2 in 0,0318 za primer V3.

Na sliki 8 prikazujemo potek povesov w ter potek zasukov ¢,
p,ing, obravnavanega nosilca v odvisnosti od podajnosti stika
med slojema. Tudi tu opazimo, da so vrednosti koliin w, ¢,
in ®, pri nosilcih z bolj podajnim stikom vecje kot pri nosilcih
Zz manj podajnim stikom. Izpostaviti velja opazanje, da podaj-
nost stika med slojema nima nobenega vpliva na potek zasu-

0,025 T : -
- V1-u® V2-u® Vv3-u? -
0,02 V1-u® v2-ub v3-u® [ ]
= 0,015 J
L,
s 0,01t ]
0,005 | .
0 . . . 3
0 200 400 600 800
X [cm]
2 . . .
1,5¢ i
e
St 1
~
0,5+ V1-v? v2-v@ V3-v@ | A
V1-vP v2-vP v3-vP
0 1 1 1
0 200 400 600 800
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Slika 6. Potek pomikov u¢, u®, v* in v’ v odvisnosti od razdalje
med jeklenimi vijaki na stiku.

ka ¢, kar je posledica tega, da v predstavljeni teoriji podajnost
stika med slojema nima vpliva na upogibno togost nosilca
okoli osi z.

Tudi potek osnih sil, Ny in N7, ter pre¢nih sil v smeriy, N¢ in N,
vzdolz obravnavanih nosilcev je glede na izbrane razdalje med
jeklenimi vijaki pricakovan (slika 9).

Na sliki 10 prikazujemo $e potek preostalih notranjih static-
nih koli¢in obravnavanih nosilcev v odvisnosti od podajnosti
stika med sloji. Dodatno na sliki 10 prikazujemo upogibni
moment M +N{ h, ki predstavlja upogibni moment obravna-
vanih nosilcev v teziS¢ni osi homogenih nosilcev. Torej gre za
upogibni moment, ki bi ga izracunali pri enoslojnem homo-
genem nosilcu, izpostavljenem enaki obtezbi in enakim rob-
nim pogojem.

0,05 V1 [
— V2 4
5 0.020 /\ V3
._.>< O \ V4 4
T 0,025 v
-0,05
0 200 400 600 800
X [cm]
0,04 VA1
V2
e 0,03 V3
L
~ 0,02+
<
0,01
0 .
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Slika 7. Potek zamikov A in a,v odvisnosti od podajnosti sti-
ka med slojema.
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Slika 8. Potek komponentw, ¢, ®, in @, v odvisnosti od podaj-
nosti stika med slojema.

Na sliki 10 lahko opazimo, da se notranje stati¢ne koli¢ine
spreminjajo glede na razmake med jeklenimi vijaki med slo-
jema obravnavanih nosilcev. Praviloma se vrednosti notranjih
staticnih kolic¢in s podajnostjo stika povecujejo, izjema je le po-

20 A VA
— 10} V2| |
< V3
[ 0 L N
2N

-10 1 N\

-20

0 200 400 600 800

X [cm]

60

40

N’ [kN]

V1-N2
X
V1-NP
X

Vv2-N?
x

V3-N2 [
X

V2-NP
X

V3-N? |
X

0 200 400 600 800
x [ecm]
5 .
V1-N? V2-N°
y y
b a
25 VI-N) V3-N?
— V2-N? V3-NP
Z y
.f. 0 N
—
=2
251
-5 L 1 L
0 200 400 600 800
X [cm]

Slika 9. Potek komponent N¢ N, Ng in N;’ v odvisnosti od po-
dajnosti stika med slojema.

tek upogibnega momenta M, saj podajnost stika med slojema
nanj nima vpliva.

Vpliv striznih deformacij. V zadnjem delu prvega racunskega
primera analiziramo vpliv striznih deformacij na potek zna-
¢ilnih fizikalnih koli¢in obravnavanih kontinuirnin DSP-no-
silcev. Podrobno bomo ta vpliv prikazali na velikosti povesov
na cCetrtini razpona obravnavanih kontinuirnih DSP-nosilcev
w (L/4).V parametri¢ni Studiji bomo primerjali velikosti povesov
w (L/4) med Sestnajstimi razli¢nimikontinuirnimi DSP-nosilci, ki
se med seboj razlikujejo glede na: (i) dolzino L, (ii) razdaljo med
jeklenimivijaki na stiku med slojema ein (iii) upoStevano strizno
togostjo. Za primer strizno podajnih slojev nosilca se uposteva
G°=75 [kN/cm?] in G’=69 [kN/cm?], za primer strizno togih slojev
pa se vrednosti G* in G* poenostavljeno poveca za faktor 1000,
s ¢imer zanemarimo strizno podajnost slojev nosilca. Ozna-
ke obravnavanih kontinuirnin DSP-nosilcev s pripadajo¢imi
materialnimi in geometrijskimi parametri prikazujemo v pre-
glednici 6.
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Slika 10. Potek N, M, M, M, N; h.in M +N®h v odvisnosti od podajnosti stika med sloji.
X y x 't

Rezultate parametri¢ne studije prikazujemo v preglednici 7.

S pomocjo preglednice 7 ugotovimo, da imata dolzina no-
silca L in strizna togost slojev nosilca opazen vpliv na veli-
kost pomika w (-], medtem ko je vpliv rastra striznih vijakov
e manj izrazit. To potrjuje tudi slika 11, na kateri prikazujemo

potek povesov za vseh Sestnajst obravnavanih kontinuirnih
DSP-nosilcev.

Prikazani rezultati potrjujejo, da je vpliv strizne podajnosti
slojev nosilca na komponento w (-] velik pri kratkih nosilcih
oziroma pri nosilcih z nizkim razmerjem L/h. Bolj kot je toga
povezava med slojema, vedji je vpliv strizne podajnosti, a je ta

Preglednica 6. Oznake nosilcev s pripadajocimi parametri.

) N ) . vpliv vseeno manjsi, kot je ta vpliv pri homogenih prostorskih
Primer L [cm] e [cm] | Strizno podajna slojaainb g s . . . )
nosilcih. Na sliki 12 prikazujemo razmerje med w, , in w, v
S1-1/30 400 30 DA odvisnosti od dolZine nosilca L, pri razlicnem rastru striznih
vijakov e. Pri tem smo z w, , oznacili maksimalne povese na
S1-2/30 400 30 NE sredini polja nosilca z upostevanjem strizne podajnosti slojev,
$2.1/30 800 30 DA z w,, pa maksimalne povese na sredini polja nosilca s strizno
) togimi sloji.
S2-2/30 800 30 NE
$3-1/30 1200 30 DA Primer w(%) [cm] Primer w(%) [cm]
$3-2/30 | 1200 30 NE S1-1/30 0,0370 S1-1/15 0,0353
$4-1/30 1600 30 DA S1-2/30 0,0258 S1-2/15 0,0242
S4-2/30 1600 30 NE S2-1/30 0,3913 S2-115 0,3391
S1-1/15 400 15 DA S2-2/30 0,3470 S2-2/15 0,2949
s1-2/15 400 15 NE $3-1/30 15444 S3-1/15 12670
$2-1/15 800 15 DA S3-2/30 1,4446 S3-2/15 11668
s2-2/15 800 15 NE S4-1/30 4,0083 S4-1/15 3,2475
S4-2/30 3,8301 S4-2/15 3,0681
S3-1/15 1200 15 DA
S3-2/15 1200 15 NE Preglednica 7. Povesi WG) obravnavanih nosilcev.
S4-115 1600 15 DA
S4-2/15 1600 15 NE
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Slika 11. Potek povesov w v odvisnostiod L, G, G* in e.
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Slika 12. Vpliv strizne podajnosti slojev na pomik w (5) v od-
visnostiod L in e. 4
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4.2 Prostolezedi nosilec

Osnovni podatki. V tem racunskem primeru analiziramo so-
vprezni prostolezeci prostorski nosilec dolzine L=600 cm. No-
silec sestavljata dva sloja. Za spodniji sloj a izberemo jeklen
nosilec IPE 200, za zgornji sloj b pa armiranobetonsko plos¢o
debeline 14 cm. Jekleni nosilec in armiranobetonska plosc¢a sta
na stiku povezana s 16 enakomerno razporejenimi striznimi
Cepi tipa Nelson M19, visSine 100 mm. Znacilno pozicijo sovpre-
znega nosilca v konstrukcijskem sklopu objekta z geometrij-
skimi podatki prikazujemo na sliki 13.

Efektivno Sirino armiranobetonske plos¢e dolo¢imo skladno s
standardom Evrokod z enacbo

Le 600 cm
beff=b0+2bei=2§=z =

=150 cm < 200 cm. (81)
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Obravnavani nosilec.

Nelson ¢ep.

Slika 13. PoloZaj sovpreZznega nosilca v konstrukcijskem sklo-
pu objekta in geometrijski podatki.

Tudi obteZbo obravnavanega dvoslojnega nosilca iz jekla in
betona dolo¢imo skladno s standardom SIST EN 1990 [SIST,
2004]. Obtezbo, ki jo sestavljajo lastna teza ter stalna in ko-
ristna obtezba, v analizi upostevamo kot enakomerno linijsko
obtezbo v teziS¢ni osi armiranobetonske plos¢e. Racunski mo-
del z geometrijskimi podatki obravnavanega sovpreznega no-
silca skupaj s podatki o obtezbi prikazujemo na sliki 14.

14 cm

20cm_

10cm

g = Gst. + gpi. + GipEz00,
b gsr. =5 kN/m, gy =7 kN/m,
gipe200 = 0,22 kKN/m, q = 7,6 kN/m.

wZ 2% 7
Slika 14. Geometrijski podatki ter podatki o obteZbi.

V nadaljnjih analizah tega racunskega primera upostevamo

vpliv stalne in koristne obteZbe na obnasanje sovpreznega no-

silca s karakteristi¢no obtezno kombinacijo
kN

Gea =9 +q=1982 —. (82)

Robne pogoje obravnavanega sovpreznega prostorskega no-
silca prikazujemo v preglednici 8.

A: u =0, N'=0, B: N?=0, NP=0,
v =0, N'=0, v =0, N'=0,
a y a y
w=0, ¢ =0, w=0, ¢ =0,
M =0, M =0. M =0, M =0.
Y Z y z

Preglednica 8. Kinematicni in stati¢ni robni pogoji.

Kot smo Ze omenili, je sloj b armiranobetonska plosca. Izbra-
ni trdnostni razred betona je C25/30, armatura pa je kakovosti
B-500B. Kot sloj a obravnavanega sovpreznega nosilca pa izbe-
remo jekleni nosilec IPE 200 trdnostnega razreda S235. Skla-
dno z izbranimi materiali obravnavanega sovpreznega nosilca
smo v analizi upostevali karakteristi¢no tlacno trdnost betona
£,=25 MPa in karakteristicno natezno trdnost jekla f,7235 MPa.
Materialne parametre privzetega linearno elasti¢cnega modela
slojev a in b sovpreznega nosilca prikazujemo v preglednici 9.

material E' [kN/cm?] 4 G' [kN/cm?]
sloja | jekloS235 21000 ~ 0,296 8100
slojb | beton C25/30 3100 = 0,165 1330

Preglednica 9. Materialni parametri linearno elasticnega
modela slojev ain b.

Jekleni nosilec in armiranobetonska plos¢a sta na stiku po-
vezana s striznimi ¢epi tipa Nelson. Za ta tip povezave med
slojema sovpreznega nosilca praviloma upostevamo konstitu-
cijski zakon stika skladno s priporocili Huanga [Huang, 1999],
ki predlaga nelinearno enacbo oblike

p;k,c = A Pmax (1 —el? A))'

Pra

- (83)

Pmax =1

V analizi sovpreznega nosilca smo za ParametreA in Bv enac-
bi (83) izbrali vrednosti 1 in 12,789 ., za Stevilo Cepov tipa

Nelson pa n=16. Nosilnost enega striznega cepa tipa Nelson
smo v enacbi (83) oznacili z P,,. Dolocimo jo z enacbo

0,8 fu,(: d?
4y

0,29 @ d? \/fa Eem

W

Prq = min = 73,73 kN, (84)

kjer smo za delni varnostni faktor izbrali vrednost y,=125, za
premer Cepa d=19 mm, za karakteristi¢no tlacno trdnost beto-
na f, =25 MPa, za elasti¢ni modul betona E_=31000 MPa, za na-
tezno trdnost jeklenega Cepa f =420 MPa, za viSino striznega
trna h =100 mm in za a=1, saj velja h_/d=526>4.

Glede na to, da smo armiranobetonsko plos¢o in jekleni no-

silec na polovici razpona sovpreznega nosilca povezali z 8
striznimi ¢epi tipa Nelson, za celotno nosilnost stika dobimo
Py aup=8 Ppi=589.84 kN. Ker pa je natezna nosilnost jeklenega
nosilca IPE 200 enaka Py, ,..,,=A! f,=669,75 kN in torej vecja od
nosilnosti stika (PRd’IPE200>PRd’5kup), lahko z osmimi striznimi cepi
tipa Nelson dosezemo le delno povezavo med armiranobe-
tonsko plosco in jeklenim nosilcem obravnavanega sovprezne-
ga prostolezecega nosilca. Nelinearni konstitucijski zakon stika
skladno s priporocili Huanga (enacba (83)) glede na predsta-
vljene materialne parametre na stiku med slojema sovprezne-
ga nosilca prikazujemo na sliki 15.

Na koncu predstavitve racunskih parametrov v preglednici 10
predstavimo $Se geometrijske karakteristike sloja a in sloja b
obravnavanega sovpreznega nosilca. Tudi tu smo, enako kot
v primeru 4.1, skladno s priporocili Cowperja [Cowper, 1966] in
Hjelmstada [Hjelmstad, 2005] prilagodili strizne in torzijske
geometrijske karakteristike precnih prerezov sloja a in sloja b.
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Slika 15. Nelinearni konstitucijski zakon stika med armira-
nobetonsko plosco in jeklenim nosilcem skladno s priporocili
Huanga (16 striznih cepov tipa Nelson M19, visine 100 mm).

Alfem?] | Al [em?] | Al[em?] | I'[em'] | Il [em'] | [ [cm‘]
sloja | 285 17 14 1940 142 6.98
slojb | 2100 2100 2100 | 34300 | 3937500 | 3971800

Preglednica 10. Geometrijske karakteristike sloja a in sloja b.

Vpliv konstitucijskega zakona stika. V nadaljevanju s pred-
stavljenimi racunskimi podatki analiziramo vpliv nelinearnega
konstitucijskega zakona stika med armiranobetonsko plos¢o
in jeklenim nosilcem na togost sovpreznega prostolezecega
nosilca.

Ker projektanti pri dokazovanju varnosti sovpreznih nosilcev
iz jekla in betona najpogosteje predpostavijo, da je povezava
med slojema sovpreznih nosilcev popolnoma toga, najprej s
predstavljenim numeri¢nim modelom analiziramo pravilnost
te predpostavke. To bomo ocenili s primerjavo potekov pove-
sov med sovpreznima nosilcema s togo povezavo med sloje-
ma in podajno povezavo, ki jo dolo¢a Sestnajst striznih ¢epov
tipa Nelson (slika 16)

0
16 ¢epov Nelson
Toga povezava
—05 gap
€
2
S 11
1,5

0 100 200 300 400 500 600
x [cm]

Slika 16. Primerjava poteka komponent prec¢nih pomikov w
med nosilcema s togo in podajno povezavo med slojema.

Kot lahko vidimo na sliki 16, ima podajnost stika med slojema
sovpreznega nosilca izrazit vpliv na njegovo togost. Za nosilec s
togo povezavo med slojema je najvedji poves na sredini razpo-
naw,_ . .=1098 cm, za nosilec s podajno povezavo med sloje-
mMa pa w,_ copano™ 1423 M. Razlika med najvecjima povesoma
je kar 30 %.

Na koncu racunskega primera podrobno analiziramo Se
vpliv Stevila striznih ¢epov tipa Nelson na togost sovpreznih

nosilcev. Analizirali bomo sedem sovpreznih nosilcev. Ti se
bodo razlikovali izklju¢no glede na Stevilo izvedenih striz-
nih Cepov tipa Nelson na stiku med slojema. V preglednici
11 prikazujemo oznake obravnavanih sovpreznih nosilcev s
pripadajo¢imi razmaki med ¢epi tipa Nelson, e in Stevilom
cepov n.

oznaka e [cm] n
R1 popolnoma podajen stik
R2 50 12
R3 40 15
R4 30 20
R5 20 30
R6 10 60
R7 tog stik

Preglednica 11. Oznake analiziranih sovpreZnih nosilcev s
pripadajocimi razmaki med cepi tipa Nelson, e in Stevilom
striznih cepov tipa Nelson n.

oznaka W, o [CT] Wimax,Ri
Wmax,R7
R1 2277 2,07
R2 1515 138
R3 1442 131
R4 1,362 1,24
R5 1,276 116
R6 1187 1,08
R7 1,098 1,00

Preglednica 12. Odvisnost najvecjih povesov od Stevila striz-
nih cepov tipa Nelson ter odstopanja teh glede na najvedji
poves sovpreznega nosilca s togo povezavo.

Rezultate parametri¢ne Studije prikazujemo v preglednici 12.
Tu poleg najvecjih povesov obravnavanih sovpreznih nosilcev
prikazujemo tudi odstopanja teh glede na najvedji poves so-
vpreznega nosilca s togo povezavo med slojema.

Rezultati v preglednici 12 dokazujejo, da s striznimi Cepi tipa
Nelson zelo teZzko zagotovimo togo povezavo med slojema
sovpreznega nosilca, saj je razlika med najvecjima povesoma
nosilca s togo povezavo in nosilca s kar Sestdesetimi strizni-
mi Cepi tipa Nelson (e=10 cm) Se vedno 8 %. S primerjanjem
najvecjin povesov obravnavanih sovpreznih nosilcev R1 in R2
v preglednici 12 pa opazimo 3e, da ze z dvanajstimi striznimi
Cepi tipa Nelson (e=50 cm) zagotovimo dobro povezano delo-
vanje armiranobetonske plosce in jeklenega nosilca. To nazor-
no dokazuje tudi slika 17, na kateri prikazujemo poteke pove-
sov vseh sedmih obravnavanih sovpreznih nosilcev.
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Slika 17. Poteki komponent povesov za obravnavane sovpre-
Zne nosilce.

5 ZAKLIJUCEK

V ¢lanku smo predstavili nov matematic¢ni in numeric¢ni mo-
del za analizo DSP-nosilcev s podajnim stikom. Pri izpeljavi
osnovnih enacb modela smo upostevali, da se sloja na stiku
lahko zamakneta v vzdolzni in pre¢ni smeri, ne moreta pa se
zamakaniti pravokotno na ravnino stika. V modelu smo tudi
upostevali, da strizne deformacije vplivajo na togost DSP-no-
silcev. Vizogib negativnim vplivom singularnosti zaradi veznih
enacb med reSevanjem, smo osnovne enacbe konsistentno
locili na dva nepovezana sistema. Osnovne enacbe mate-
mati¢nega modela smo resili z metodo konénih elementov.
S tem namenom smo razvili novo druzino deformacijskih
kon&nih elementov, pri kateri smo za interpolacijske nastavke
deformacijskih kolicin izbrali Lagrangeve polinome poljubne
stopnje.

S konvergenénimi in parametri¢nimi Studijami smo ugotovili:
* da so deformacijski konéni elementi zelo natanéni, saj v
obravhavanem primeru Ze s Stirimi konénimi elementi
tipa E, . (pri katerih deformacijske kolicine interpoliramo
z Lagrangeovimi polinomi Cetrte stopnje, kot integracijsko
shemo vzdolz osi konénega elementa pa izberemo pettoc-
kovno Gaussovo shemo) izracunamo fizikalne koli¢ine kon-
tinuirnih DSP-nosilcev na stotinko promila natanéno, in so
tako primerni za analizo DSP-nosilcev;
da podajnost stika med slojema DSP-nosilcev bistveno
vpliva na njihovo togost in jo zato moramo v analizi DSP-
nosilcev upostevati;
da je vpliv striznih deformacij na togost DSP-nosilcev naj-
manjsi pri nosilcih s podajnimi stiki; posledi¢no je vpliv
striznih deformacij na togost DSP-nosilcev s podajnim sti-
kom manjsi kot pri homogenih prostorskih nosilcih.

V nadaljnjih raziskavah bomo linearno elasti¢na modela slojev
nosilca nadgradili z nelinearnima modeloma ter predstavljeni
in razsirjeni model nadgradili tudi za analizo DSP-nosilcev, ki
so izpostavljeni pozaru.
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