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Uvod

To so zapiski vaj pri predmetu Matematika 1 za fizike, ki jih vodim od leta 2010 dalje. Vsebina se
navezuje na zapiske predavanj profesorja Mrcuna, ki je bil ves ta ¢as predavatelj pri tem predmetu.

Ljubljana 2016
Jure Kalisnik
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1 Mnozice

V matematiki mnozice pogosto locujemo glede na njihovo mo¢ oziroma velikost. Za mnozici A in
B recemo, da sta ekvipolentni oziroma enako moc¢ni, ¢e obstaja bijekcija med njima. V fiziki so
pomembne predvsem:

- konéne mnozice,
- §tevno neskonéne mnozice (te so ekvipolentne mnozici naravnih stevil N),

- mnozice z mo¢jo kontinuuma (te so ekvipolentne mnozici realnih stevil R).
(1) Poisci bijekcije:

(a) f:N—= NuU{0},
(b) f:N = 5N,
(¢) f:N=Z.

Regitev: Pri tej nalogi bomo pokazali, da so mnozice NU {0}, 5N in Z §tevno neskonéne.

Ce je A stevno neskonéna mnozica, nam bijekcija f : N — A omogoca, da elemente mnozice A
razvrstimo po vrsti. Ce na primer definiramo a, := f(n) € A, dobimo razpored

ai, az,as, ...

Ce zelimo pokazati, da je dana mnozica Stevno neskoncna, je na intuitivni ravni zato dovolj,
da elemente mnozice razvrstimo po vrsti, formalno pa lahko nato iz tega razporeda razberemo
predpis za iskano bijekcijo.

(a) Najprej se spomnimo definiciji obeh mnozic:
N={1,2,3,4,...},
Nu{0} ={0,1,2,3,...}.
Od tod dobimo idejo, kako bi elemente obeh mnozic povezali v pare:
1 2 3 4 5 6
01 2 3 4 5
Sedaj definirajmo funkciji f : N — NU{0} in g : NU {0} — N s predpisoma:
f(n)=n-1, n €N,
g(k) =k +1, ke NU{0}.
Potem velja go f =idy in f o g = idyy{o}, kar pomeni, da je f bijekcija.
(b) Mnozica 5N je mnozica petkratnikov naravnih stevil
5N = {5,10, 15,20, ...}.

Naravno se nam ponudi naslednje nastetje veckratnikov Stevila 5:

1 2 3 4 5 6
5 10 15 20 25 30



od koder preberemo, da sta iskani bijekciji f : N — 5N in g : 5N — N dani s predpisoma:
f(n) = b5n, neN,

) k € 5N.

(c) Bijekeij med mnozicama celih in pa naravnih stevil je veliko, ni pa kaksne posebej odlikovane.
Uporabimo lahko na primer naslednjo postavitev celih stevil po vrsti

1 2 3 4 5 6
o1 -1 2 -2 3

Ustrezni bijekciji f : N — Z in g : Z — N sta dani s predpisoma:

n
3 ; n sod,
ﬂ@—{ nl o lih,

2k 3 k>0,
“m_{2m+1;k§0

Pokazi, da je mnozica racionalnih stevil Q stevno neskonéna.

Resitev: Pri dokazu, da je mnozica racionalnih stevil Q Stevno neskonéna, bomo upostevali de-
jstvo, da lahko racionalna stevila identificiramo z okrajsanimi ulomki. Zaporedje vseh racionalnih
Stevil bomo definirali tako, da bodo vsote Stevcev in imenovalcev ulomkov narascale, predznaki
stevil pa bodo alternirali. Poglejmo si nekaj prvih ¢lenov.

Q_{Ol_12_21_1§_§l_l }
- » 10 1°>1°> 12 2°1° 1°3° 3»---
——
vsota=2 vsota=3 vsota=4

Z uporabo tega postopka lahko definiramo bijekcijo med naravnimi in racionalnimi Stevili kljub
temu, da ne znamo napisati eksplicitne formule. O

Poiséi bijekcije:

(a) f:(0,1) = (1,5),

(b) f:(0,1) = R,

(¢) f:(=5,00) =R,

(d) f:[-5,00) = [-1,1).

Resitev: Pri tej nalogi bomo pokazali, da imajo kon¢ni in polneskonéni intervali v bistvu vsi
enako Stevilo elementov, kot jih ima mnozica realnih stevil. Moznih bijekcij je seveda veliko,
poskusali pa bomo najti kaksne razmeroma preproste.

(a) Za bijekcijo f: (0,1) — (1,5) lahko vzamemo kar linearno funkcijo, za katero velja f(0) =1
in f(1) = 5. Ta funkcija ima predpis

f(x) =4z +1,

njen inverz pa je
z—1

@ =1




Poglejmo se graf funkcije f.

(b) V tem primeru is¢emo bijekcijo med konénim odprtim intervalom (0, 1) in pa mnozico realnih
stevil R. Lahko bi nasli racionalno funkcijo, ki bi imela pola v robnih toc¢kah intervala (0, 1),
lahko pa vzamemo tudi funkcijo f : (0,1) — R s predpisom

f(z) =tg (7‘(.%’ — g) .

Preslikava f je potem bijekcija z inverzom

oL

(c) Sedaj is¢emo bijekcijo med polneskonénim intervalom (—5,00) in pa realnimi $tevili. En
primer bijekcije je logaritemska funkcija f : (—5,00) — R, dana s predpisom

f(z) =In(x 4+ 5)

in z inverzom

flz) =e" —5.
y ;‘;f‘l
\" f




(d) Tokrat is¢emo bijekcijo med polneskon¢nim intervalom [—5, 0o) in konénim intervalom [—1,1).
Vzamemo lahko na primer racionalno funkcijo f : [—5,00) — [—1,1) s predpisom

2
fw) = z+6 +
Njen inverz ima predpis
2
-1
= -6
@)=

Opomba: Preslikave, ki smo jih konstruirali pri tej nalogi so vse zvezne. Lahko pa bi konstruirali
tudi kaksne nezvezne bijekcije. O

(4) Poiséi bijekciji f: [0,1) — (0,1) in f: [0,1] — (0,1).

Regitev: V tem primeru ne bomo mogli najti zvezne bijekcije f : [0,1) — (0,1), ker taksne
preslikave sploh ni. Zato se bomo morali malo bolj potruditi.

Najprej oznac¢imo z A C [0,1) in A’ C (0, 1) podmnozici:
11
A=40,=,-,...
{ 2? 37 } )
11
A = R
{ b 3’ 47 }

Po eni strani sta mnozici A in A’ ekvipolentni (eksplicitna bijekcija je F': A — A’ s predpisom
F(0) = § ter F(£) = -1 za n > 2), po drugi strani pa je [0,1) \ A = (0,1) \ 4". Bijekcijo

n+1
f:10,1) — (0,1) bomo konstruirali tako, da bomo tocke izven A pustili pri miru, tocke v A pa

preslikali s funkcijo F":
_J= ;@ ¢ A,

N

; x € A
Tako definirana funkcija je bijekcija.

Na podoben nacin lahko konstruiramo tudi bijekcijo f : [0,1] — (0,1). Tokrat oznacimo z
AC[0,1] in A’ C (0,1) podmnozici



Bijekcija F': A — A’ je sedaj podana s predpisom F(0) = % ter F(%) = 1 zan > 1, funkcija

n—+2
f pa s predpisom:
_] ;o ¢ A,
f(ac)—{ F(z) ; z€ A

Opomba: Na podoben nacin lahko pokazemo, da so mnozice [0,1], (0,1), [0,1) in (0,1] vse

paroma ekvipolentne. Ce to kombiniramo s prej$njo nalogo, vidimo, da so vsi intervali realnih
Stevil enako mocni. O

Poisci bijekcijo f:]0,1) x [0,1) — [0, 1).
Regitev: Vsako realno stevilo = € [0,1) lahko enoli¢no zapisemo v obliki
0,r1x023 ...,

kjer se cifra 9 ne ponavlja od nekod dalje. To pomeni, da npr. Stevilo 0, 123 zapiSemo v decimalni
obliki 0,123000. .. in ne v obliki 0,122999.. ..
Bijekeijo f:[0,1) x [0,1) — [0,1) lahko sedaj konstruiramo na naslednji nacin.

Decimalke stevila a € [0,1) razdelimo v bloke oblike 99.. .9k, kjer je k # 9, ter z a; ozna¢imo i-ti
blok. Za a = 0,929941 je npr. a; = 92, as = 994, ag = 1 ter a; = 0 za i > 4. Sedaj definiramo
f:[0,1) x [0,1) — [0,1) s predpisom

f(O, aijasasg. .., 0, blebg e ) = 0, alblagbgag e

Potem je f bijekcija z inverzom f=1(0,cieaes...) = (0,cre3es...,0,¢2¢4¢6 - - ).

Opomba: Ce bi stevila razdelili na bloke velikosti ena in uporabili isto preslikavo, bi dobili

injekcijo, ne pa surjekcije, saj npr. stevilo 0,292929292929 ... ne bi lezalo v sliki. Bi pa od tod
lahko s pomocjo Cantor-Bernstein-Schroederjevega izreka sklepali, da sta [0,1) in [0,1) x [0,1)
ekvipolentni, ne da bi konstruirali bijekcijo. O

Pokazi, da sta mnozici (0,1) x (0,1) in (0, 1) ekvipolentni.
Resitev: Ekvipolenca mnozic ima podobne lastnosti kot relacija enakosti. Velja namrec:
Ceje A~Bin B~ C,je A~ C.
Ceje A~nA'in B~B',je Ax A ~BxB.
7 uporabo prejsnjih nalog lahko od tod izpeljemo
(0,1) x (0,1) ~[0,1) x [0,1) ~ [0,1) ~ (0, 1),
kar smo zeleli dokazati. O

Pokazi, da sta mnozici R in R™ ekvipolentni za vsako naravno Stevilo n.

Resitev: Nalogo bomo dokazali z indukcijo na n. Za n = 1 ni kaj dokazovati.

Privzemimo sedaj, da velja R™ ~ R. Potem je

LP.

R =R"xR ~ R x R.



1z prejsnjih nalog pa sledi, da je
RxR~(0,1) x (0,1) ~ (0,1) ~ R,

kar smo zeleli dokazati.

Opomba: V okviru teorije mnozic torej ne moremo lo¢iti med sabo mnozic R™ pri razli¢nih

n-jih. Razlog ti¢i v tem, da smo preprosto spregledali del strukture teh mnozic. Ce si elemente
R™ (recimo za n = 1,2, 3) predstavljamo kot tocke v prostoru, lahko smiselno definiramo pojem
razdalje med dvema elementoma. Tako postane R™ topoloski prostor. V okviru teorije topoloskih
prostorov so vsi prostori R"™ med sabo paroma razli¢ni. Korektno lahko tudi definiramo pojem
dimenzije topoloskega prostora, tako da je npr. dimenzija R™ enaka n. O

Najbo f: X - Y ing:Y — Z. Dokazi:

(a) Ce sta f in g injektivni, je go f injektivna.
(b) Ce sta f in g surjektivni, je g o f surjektivna.
(c) Ceje go f injektivna, je f injektivna.

(d) Ce je go f surjektivna, je g surjektivna.

Resitev: (a) Vzemimo z,y € X, z # y. Potem je f(x) # f(y) (ker je f injektivna), od koder
sledi g(f(x)) # g(f(y)) (ker je g injektivna).

(b) Vzemimo poljuben z € Z. Ker je g surjektivna, obstaja y € Y, da je g(y) = z. Ker pa je f
surjektivna, obstaja tudi z € X, da je f(x) =y. Sledi z = g(f(x)).

(¢) Vzemimo z,y € X, x # y. Ker je go f injektivna, je g(f(z)) # g(f(y)). Sledi f(x) # f(y).
(d) Vzemimo poljuben z € Z. Ker je go f surjektivna, je z = g(f(x)) za nek x € X. Sedaj velja
2 = g(y), Kier je y = f(z) € Y 0

10



2 Stevila

(1) Dokazi s pomoc¢jo matematiéne indukceije, da za vsak n € N velja:

1)(2n +1
() 124224 . 4n2= "7 )6(n+ ),

(b) 133|117 4 12201
n+1\"
I < :

Resitev: Pri dokazovanju lastnosti naravnih Stevil si pogosto pomagamo s principom popolne
indukcije. Ce hotemo dokazati, da neka lastnost L velja za vsa naravna Stevila, je dovolj, da
pokazemo:

- veljavnost lastnosti L za n =1,

- da iz veljavnosti lastnosti L za poljuben n € N sledi veljavnost lastnosti L za n + 1.

(a) n=1:

1
12:6'1'2'3’

n—n-+1:

Privzemimo sedaj, da za nek n € N velja
1
124224 +n?= 6n(n+1)(2n+1).
Pokazati zelimo, da potem velja tudi

1
12—1—22—1—...—|—n2—|—(n—|—1)2:6(n+1)(n—|—2)(2n—|—3)

Racunajmo:
124224+ 4024 (n+1)2E én(n+1)(2n+1)+(n+1)2,

=(n+1) (én(Qn—i—l)—l—n—l—l),
= é(n +1)(2n% + n + 6n + 6),
= é(n+1)(n+2)(2n—|—3).

(b) n=1:

117+ 41220t = 112 4 12! = 133,
n—n+1:

Privzemimo sedaj, da 133 |11""! + 12271 za nek n € N. To pomeni, da obstaja tak k € N, da
je 1171 4 1227~1 = 133k, od koder sledi

110D 99201 — 17 117 4 q4g 12207 = 11(117 T 4+ 122771 4133 - 1220
Z uporabo indukcijske predpostavke od tod sledi

11(n+1)+1 + 122(7’L+1)—1 — 133(k + 12271—1),

11



oziroma 133 | 11 FD+1 4 12200+ D=1 "lear smo zeleli dokazati.

(c) n=1: 1
we (1) o

Recimo, da za nek n velja n! < ()" in pokazimo, da od tod sledi (n + 1)! < (2Z£2)"+1. Po
indukcijski predpostavki je

n—n-+1:

n + 1>n _ (n4 1)t

(n+1)!:(n+1)n!§(n+1)< 5 on

Zelimo pokazati, da velja neenakost

(n+ 1"t (n—+2>n+1
o~ \ 2 ’

ki pa je ekvivalentna neenakosti

1 n+1
n+ 1) '
Zadnjo neenakost lahko dokazemo s pomoc¢jo binomskega razvoja

(1+ 1 )N+1_1+ n+1 1 n n+1 1 T 1
n+1 N 1 Jn+1 2 J(n+1)2 7 (n+4 1)t

Vsota prvih dveh ¢lenov je enaka 2, vsi ostali ¢leni pa so pozitivni. O

2§(1+

Resi neenacbi:
(a) [z +1|<z+3,

3—=x
(b) o >3 - 2z.

Resitev: Neenacbe resujemo racunsko ali pa graficno. Ce se lotimo resevanja neenacbe ra¢unsko,
moramo paziti, da ne naredimo kaksne operacije, ki bi morebiti obrnila smer neenakosti. Tako
lahko na obeh straneh neenacbe pristejemo poljubno realno stevilo. Neena¢bo smemo mnoziti
samo s pozitivnimi realnimi Stevili, kvadriramo pa jo lahko, ¢e sta obe strani pozitivni. Pri
grafiéni obravnavi neenacbe pa preprosto narisemo grafa obeh strani in ju primerjamo. Ce je
neenacha komplicirana, je to lahko netrivialno opravilo.

(a) Preden zactnemo z obravnavo neenacbe |x + 1| < x + 3, se spomnimo na definicijo absolutne
vrednosti. Izraz na levi strani je po definiciji enak

z+1 ;x> —1,
‘$+1‘_{ —r—1 ;z<-1

Torej imamo opravka z dvema neenacbama: eno na intervalu (—oo, —1), drugo pa na intervalu
[—1,00).

Na intervalu (—oo, —1) imamo neenacbo
—r—1<ax+4 3,

ki se prevede v neenacbo x > —2. Za reSitev tu tako dobimo interval (—2,—1). Na intervalu
[—1,00) pa imamo po drugi strani neenac¢bo

r+1<z+3

12



ki je izpolnjena povsod na tem intervalu. Skupna resitev prvotne neenacbe je torej interval
R =(-2,00).

Poglejmo si resitev se grafi¢no.

<Y

(b) Sedaj obravnavamo neenacbo
3—w

r+1

>3 —2x.

Ce hocemo, da bo neenacba sploh definirana, mora biti z # —1 in 3 — 2z > 0. Z drugimi
besedami to pomeni, da mora biti z € (—oo, —1) U (-1, 3].

Ce je z € (=00, —1) je leva stran neenacbe negativna, desna pa pozitivna, od koder sledi, da na
tem intervalu neenacba nima resitve.

Predpostavimo sedaj, da je z € (—1, %] Izraz = + 1 je potem pozitiven, zato lahko neenac¢bo

preoblikujemo v
3—z> (z+1)vV3—2z.

Ker sta obe strani pozitivni, lahko neenacbo sedaj kvadriramo, da dobimo:

22 —6x+9> (x+1)%(3 - 22),
z? — 6z +9 > 322 — 22 + 62 — 42% + 3 — 22,
223 + 227 — 102 + 6 > 0,
(x —1)%*(xz +3) > 0.
Zadnja neenacba ima resitev (—3,1) U (1,00). Ker pa mora biti € (—1, %], je reSitev prvotne

neenacbe
R=(-1,1)uU(1,3].

Poglejmo si Se grafa.

13



(3) Izracunaj s pomocjo de Moivrove formule naslednji kompleksni Stevili:

(a) z=(1+1iV3)"%,
1

w)zz(1+®&

Resitev: Poleg kartezi¢nega zapisa kompleksnega Stevila z = a + ¢b nam pri ra¢unanju pogosto
prideta prav polarni zapis
z = |z|(cos ¢ + isin @)
in pa Eulerjev zapis ‘
z = |z|e®,

kjer je |z| = va? 4+ b? absolutna vrednost, ¢ pa argument (polarni kot) stevila z.

Im
Z| co! — ati
ib k7|7|7737¢77‘2—a+lb
|
|
|
& | |z| sing
[ l
|
|
¢ V.
-1 0 1 a Re
—i

Za nas bo Eulerjev zapis zaenkrat le primeren pripomocek za ra¢unanje, ko se bomo naucili
potencirati na kompleksne eksponente, pa bomo dokazali, da velja Eulerjeva formula

€' = cos ¢ + isin ¢.

S pomocjo de Moivrove formule lahko ra¢unamo potence kompleksnih stevil. Ce je namre
z = |z|(cos ¢ + isin ¢) = |z|e'®, potem za vsak n € N velja

2" = |2["(cos ng + i sinng) = |z|"e™?.

(a) Pisimo w = 1 + i/3. Potem je |w| =2 in ¢ = Z. Po de Moivrovi formuli sledi

42 42
2 = w'? = 2% (cosg7r + ¢sin 37r> = 242,

(b) Naj bo sedaj w = 1 + 4. Potem je |w| = /2, ¢ = 7in
1 1 1

Zz=—F5 = = —.
wd 16 (cos%r + isin %’r) 16

Predstavi v polarnem zapisu naslednji kompleksni Stevili:
(a) z=1—cosa+isina, kjer je a € (0,27),
_1+itg§

b) z = .
(b) 1—itg§

14



Regitev: (a) Izra¢unajmo najprej absolutno vrednost stevila z:

a
12> = (1 — cos)? + sin? @ = 2 — 2cos a = 4sin? 5

Ker je a € (0,27), od tod sledi |z| = 2sin §.

Izrac¢unajmo sedaj Se ¢ = arg(z). Velja

b ¢ sin « 2sin § cos § o <7r a)
= = = C —_— = —_— — .
80T 1 —cosa  2sin?@ S T ®\2 7 2
Ker je Re(z) > 0 in a € (0,2n), imamo ¢,5 — $ € (—5,%). Od tod pa iz injektivnosti funkcije
tangens na intervalu (—g, g) sledi ¢ = § — 5. Torej je
T o« . «
z = 2sin — (cos (7 — —) + 2 sin <7 — —)) .
2 2 2 2
(b) Najprej opazimo, da velja
o l4itg? 1-itgd
|z|* = 2z = — - ¢:17
IT—itgs l4+itgs

oziroma |z| = 1.
Za polarni razcep zapiSimo najprej z kot vsoto realnega in imaginarnega dela:
Cl+itgd  l+itgy 1+itgd

L _ :(1+itg§)2:1+2itg§—tg2%
1—itg? 1—itgd 14+itg?

1+tg2% 1

2 ¢
COS b

7 uporabo formul za sinus oziroma kosinus dvojnega kota dobimo

zZ = cos ¢ + isin ¢.

Skiciraj mnozice tock v C, ki zados¢ajo danim pogojem in jih geometrijsko interpretiraj:
a) 2 < |z| <3in arg(z) € [%,g),

b) |[z—i]<1lin |z+1] <1,

c) |z[ +Re(z) <2,

(
(
(
(d) |z =1+ |z + 1] = 5.

Regitev: (a) Dana mnozica je presek kolobarja in kroznega izseka:

Im A
3.0

251 /
20k ———__ N (

151
10t

! \
o5/ \

L L L L
05 10 15 20 25

15



(b) Dana mnozica je presek dveh krogov:

(c) Pisimo z = x + iy. Iz neenacbe |z| + Re(z) < 2 potem sledi, da je < 2. Ce dano neenacbo

kvadriramo, pridemo do neenache

Vi +y2+x <2,
2P < (2 a)?,
y? < 4(1—=z).
Dana mnozica je torej obmocje znotraj parabole y? = 4(1 — x):

4

s = = / 2 P s R'e

(d) Resitev enacbe |z — 1| + |z + 1| = 5 so vsa kompleksna Stevila, ki imajo konstantno vsoto
oddaljenosti od stevil 1 in —1. Ce se spomnimo na geometrijsko definicijo elipse, lahko od tod
sklepamo, da bomo dobili elipso z goriS¢ema v tockah 1 oziroma —1. Velika polos je enaka a = %,

mala pa b = @ Sredisce elipse je v koordinatnem izhodis¢u, njena enacba pa je

2 2

z Y
% T = 1.
4 4
Do te enacbe lahko pridemo tudi po ra¢unski poti.
Im
- Re
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(6)

Resi v obsegu kompleksnih Stevil enacbi:

z
(@) | =7
(b) |z] +2=2+1.

=1,

'zlin

ISR\

Resitev: (a) Naj bo z = x + iy. Sledi:

=1,

=1z,

x4y =i(zr —iy),

T +1y =19y +1ix.
Torej je 2 = y. Ce vstavimo to v enacbo |- = 1, dobimo
2] = [z + 1],
Va2 +ax?2=/(z+1)%+ 22,
1
r=——.
2
Resitev enacbe je torej stevilo z = —% — 14

(b) Pisimo z = x + iy. Potem resujemo enacbo

Vri+yi+ao+iy=2+1.
Od tod takoj sledi ¥y = 1 in po krajsem racunu iz enacbe Va2 +1+2 =2 §e x = %. Resitev

enacbe je torej z = % + 1. O

Resi v obsegu kompleksnih §tevil dani enacbi in nato skiciraj mnozici njunih resitev:

(a) 23 =1,
(b) 2* =i.
Resitev: V realnem ima enacba z™ = a za poljuben a > 0 ali eno resitev, ¢e je n lih, ali pa dve

resitvi, ¢e je n sod. V kompleksnem pa ima enacba 2™ = a za poljubno nenic¢elno kompleksno
Stevilo a natanko n razliénih resitev. Posebej pomembne so resitve enacbe

ki jim recemo tudi n-ti koreni enote.

(a) Is¢emo resitve enacbe 22 = 1. Pigimo z = |z[e®. Sledi
’Z’3ei3¢> =1 eiQkﬂ"

Vidimo, da je:

2 =1,
2km
0="5
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Ker nas zanimajo polarni koti ¢ € [0, 27), pridejo v postev samo k € {0,1,2}. Resitve enacbe

SO
2kmi

zp=¢e3 , ke{0,1,2}.

Eksplicitno so to Stevila:

zo =1,
V3
A=yt
1 V3
g = —= —1—.
2 2

Geometrijsko so reitve enacbe z3 = 1 ogliséa enakostrani¢nega trikotnika, lezijo pa na enotski
kroznici.

e

Re

ol

Opomba: Za sploSen n tvorijo n-ti koreni enote oglis¢a enakostrani¢nega n-kotnika. Eno izmed
oglis¢ je zmeraj zg = 1. Ce je n lih, je to hkrati tudi edini realni koren enacbe 2™ = 1. Ce je n
sod, pa je realen Se zn = —1.

(b) Resimo Se enacbo z* = i. Ce pisemo z = |z|e’®, dobimo

’4e¢4¢> —1. ei(g+2k7r)‘

|z

Od tod dobimo:

|Z‘ =1,
Tk
°=5t2
za k € {0,1,2,3}. Resitve enacbe so torej
= GHS), ke{0,1,2,3).

Resitve enacbe tokrat tvorijo ogliséa kvadrata in lezijo na enotski kroznici. Kvadrat je zavrten
za kot g glede na koordinatne osi.
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0\

ol

Opomba: n-te korene kompleksnega stevila a lahko dobimo tudi na naslednji nac¢in. Ce pisemo

a = |ale’?, je 2o = We% eden izmed n-tih korenov Stevila a. Preostale n-te korene do-
bimo, ¢e zgp pomnozimo z n-timi koreni enote. Vidimo, da n-ti koreni Stevila a dolo¢ajo oglisca
enakostrani¢nega n-kotnika, ki lezi na kroznici s srediS¢em v 0 in s polmerom W . Glede na
standardni n-kotnik korenov enote je ta n-kotnik zavrten za kot % O

Resi v obsegu kompleksnih stevil enacbi:

(a) (z+i)*+(z—i)* =0,
(b) 2" =Zzan>2.

Resitev: (a) S pomocjo binomske formule lahko enaébo (z +i)* + (2 — i)* = 0 preoblikujemo v
obliko
2t =622 +1=0.

Pisimo sedaj w = z2. Potem je w? — 6w 4 1 = 0, od koder dobimo

6+ 36 —4
— =3 £ 2Vv2
2 V2

w12 =

Sedaj lahko z nekaj spretnosti opazimo, da je
3+2v2=(vV2+1)%

Od tod dobimo vsega skupaj stiri resitve

ze{\/§+1,f2—1,—ﬁ+1,—f2—1}.

(b) Naj bo n > 2. Ena resitev je z = 0, zato v nadaljevanju privzemimo, da je z # 0. Ce enacbo
z" = Z pomnozimo z z, dobimo:

Zn+1 — ’2‘2’

|z’n+1ei(n+1)¢) — ’Z‘2ei2kﬂ.

Od tod dobimo, da je |z| =1in ¢ = ;%”1 za k € {0,1,...,n}. Resitve enacbe so torej

27i 4mi 2nmi
z € {O,l,en+1,en+1,...,en+l}.

Opomba: Enacba (a) je enacba Cetrte stopnje, zato ima po osnovnem izreku algebre stiri kom-

pleksne nicle (ki so v nasem primeru vse realne). Iz primera (b) za n = 1 pa vidimo, da ima
lahko ze zelo preprosta enacba, ki vsebuje poleg z Se Z, neskonéno resitev. ]
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3 Vektorski prostor R3
(1) Dan je paralelogram z ogliséi A(—3,—2,0), B(3,-3,1), C(5,0,2) in D(—1,1,1).

(a) Izracunaj dolzino stranic paralelograma in kot med njegovima diagonalama.

(b) Izra¢unaj plos¢ino paralelograma ABCD.

Resitev: (a) Dolzine stranic paralelograma lahko izracunamo tako, da najprej izra¢unamo us-
trezne vektorje, nato pa Se njihovo dolzino (slika je simbolna).

Stranici paralelograma sta dolo¢eni z vektorjema ﬁ =(6,—1,1) in ﬁ = (2,3,1), zato je

\ﬁ\:\/ﬁ.ﬁzm:m,
\zﬁ\:\/ﬁ.zﬁ:m:m

Kot med premicama je po definiciji ostri kot med njunima smernima vektorjema. Smeri obeh
diagonal sta doloceni z vektorjema @ = (8,2,2) in Eﬁ = (—4,4,0), od koder s pomocjo
skalarnega produkta lahko izra¢unamo, da velja

|AC'-BD| | — 32+ 8] 24 1

cos ¢ = = — ——
’ IAC|BD| V64+4+4-V/16+16 7232 2

To pomeni, da je ¢ = 60°.
(b) Izrac¢unajmo najprej vektorski produkt

— —

(A
EXE: 6 —1

2 3

= —i4 2] + 18k — (30 + 6] — 2k) = (—4, —4,20).

— =

Plos¢ino paralelograma ABCD lahko potem izra¢unamo s pomocjo vektorskega produkta na
naslednji nac¢in. Vektorski produkt vektorjev 1@ in 1@ kaze v smer normale na ravnino par-
alelograma, njegova dolzina pa je enaka plos¢ini paralelograma, ki ga napenjata ta dva vektorja.

C

Bx
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Od tod dobimo
S = )Eﬁ x ﬂi’ = |(~4, —4,20)| = /16 + 16 + 400 = 12V/3.

(2) Dane so tocke A(1,1,2), B(1,4,—-1), C(3,3,2) in D(4,—1,4).

(a) Izracunaj prostornino paralelepipeda, ki je napet na vektorje /ﬁ , m in E
(b) Izracunaj prostornino piramide ABCD.

Resitev: (a) Paralelepiped je Stiristrana poSevna prizma, katere osnovna ploskev ima obliko
paralelograma.

Najprej izracunajmo stranice paralelepipeda:

AB = (0,3, -3),
AC = (2,2,0),
AD = (3,-2,2).

Prostornina danega paralelepipeda je potem enaka meSanemu produktu

0 3 -3
V:’(A_éxﬁ)-ﬁ‘: 29 2 0 |=040+12— (~18+0+12) =18
3 2 2

(b) Prostornina piramide je enaka Sestini prostornine paralepipeda, torej je Vapcp = 3.

-2 -3
(a) premic p: 7= (1,2,0)+¢(1,1,1) inq:mT:yTzl—z,

(b) ravnin IT: 22 +3y —2z+1=0inX:z—y+2—-8=0.
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Regitev: (a) Premica p v prostoru je podana s tocko 7y na njej in z neni¢elnim smernim vektorjem
5 € R3, ali pa z dvema tockama na njej. Premico lahko parametriziramo s predpisom

7 =19 + 5,
pri ¢emer je t parameter, ki doloca, kje na premici smo, lahko pa jo podamo tudi v obliki sistema

enachb
T—%o _Y—Y _ 22— %0

o g v
¢e uporabimo oznake 7 = (z,y, z), 7o = (0, Y0, 20) in §= (a, B,7).

9

Iz podatkov preberemo, da lezi na premici p tocka 7, = (1,2,0) in da ima premica p smer
5p = (1,1,1), medtem, ko lezi na premici ¢ tocka 7, = (2,3, 1), njena smer pa je 5, = (2,3, —1).

Enacbi obeh premic lahko zapiSemo po komponentah kot

x:1+t7 $:2+25,
y:2+t7 y:3+357
z =1, z=1-—s.

Ce komponente paroma izenac¢imo, dobimo sistem treh ena¢b za dve neznanki

1+t=2+2s,
24+t=3+43s,
t=1-—s,

ki ima resitev s = 0, t = 1. Presecis¢e premic p in ¢ je torej tocka 7'(2,3,1).

(b) Ravnina IT v prostoru je dolo¢ena s tocko na njej in z normalnim vektorjem, s premico in
tocko, ki ne lezi na premici, ali pa s tremi nekolinearnimi tockami. Ce ima ravnina za normalo
vektor 77 # 0, na njej pa lezi tocka s krajevnim vektorjem 7, lahko zapiSemo ena¢bo ravnine v
obliki

(7F—17p) -1 =0.

Ce ozna¢imo 7 = (z,y,2), 7o = (%o, %0,20) in @ = (a,b,c), lahko enac¢bo ravnine napisemo v
standardni oziroma normalni obliki

axr + by +cz =d,

kjer je d = axg + byg + c2p.
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T—To
To T
o/
Ravnini imata normalna vektorja i = (2,3,—1) in fiy = (1,—1,1), kar pomeni, da nista

vzporedni. V tak$nem primeru je njun presek premica s smerjo § = 7y X 7iy, za izhodis¢no
tocko pa lahko izberemo poljubno tocko, ki lezi na obeh ravninah. Sledi:

§= ﬁH X ﬁz = (2,3,—1) X (1,—1, 1) = (2, —3, —5).

Za tocko na premici pa lahko na primer izberemo tocko 7y = (1,2,9). Torej je presek obeh
ravnin premica

7=(1,2,9) 4+ #(2,—3,-5).

(4) Dani sta totka A(7,1,3) in premica p: 7= (3,—1,0) + ¢(1,1,2).

(a) Poiséi pravokotno projekcijo tocke A na premico p.

(b) Poiséi zrcalno sliko tocke A glede na premico p.

Resitev: (a) Poglejmo si najprej skico.

Pravokotno projekcijo tocke A na premico p lahko izra¢unamo po formuli

s

|51

7p =70+ ((Fa —70) - §)

23



V nagem primeru je §= (1,1,2) in |3]?> = 6. Od tod dobimo

-

@:cx4£ﬂwuﬂ3yuﬂgng:@JAy

(b) Zrcalna slika tocke A glede na premico p pa je
FZ = FA + 2(7?13 - FA) - 2771:' - FA = (107 27 8) - (7a 17 3) - (37 17 5)
[

Naj bo p premica z enacbo 7= (4,5,1) 4+ ¢(3,3,0), premica ¢ pa naj bo dolo¢ena kot presecisce
ravnin:

II: 2z 4 3y — 5z =3,
Y3z —4y+z2=—4.

Izracunaj enacbo premice, ki jo dobimo, ¢e premico p prezrcalimo preko premice ¢ v ravnini, ki
jo dolocata premici p in q.

Resitev: Najprej izraCunajmo enacbo premice q. Smerni vektor kaze v smeri vektorskega pro-
dukta normal ravnin II in X

fiy X e = (2,3,-5) x (3,—4,1) = (=17, -17,—17).
Zaradi enostavnosti vzemimo vzporedni vektor § = (1,1,1). Najti moramo Se to¢ko na premici
q. Ce fiksiramo z = 1, dobimo sistem enacb 3y — 5z = 1 in —4y + 2z = —7, ki ima resitev y = 2
in z = 1. Enacba premice ¢ je torej

7=(1,2,1)+s(1,1,1).

Presecisce premic p in ¢ je dolo¢eno s sistemom enacb:

44 3t=1+s,
543t=24s,
1=1+s.
Ta sistem ima resitev s = 0 in t = —1, kar pomeni, da se premici p in ¢ sekata v tocki 7'(1,2,1).

Zrcalno sliko premice p glede na premico g dobimo tako, da najprej prezrcalimo neko tocko A na
premici p preko premice g v tocko A’ in nato potegnemo premico skozi tocki T in A’. Izberimo
tocko A(4,5,1). Pravokotna projekcija tocke A na premico ¢ je

. - - 2. o S

7p =77+ ((Fa — 71) - §) ’51—2 =(1,2,1)+ ((3,3,0) - (1,1,1))

Zrcalna slika tocke A glede na premico ¢ pa je

= (3,4,3).

[SCARVAY]

Tar =74+ 2(Fp —T4) =2rp — T4 = (2,3,5).
Enacba zrcalne slike premice p je tako enaka
7= (1,2,1) +u(1,1,4).

Poglejmo Se sliko.
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(6)

\ /A/

L3 q
=

O]

Dane so tocke A(3,4,1), B(—1,0,5) in C(6,5,—4). Med tockami, ki so enako oddaljene od A in
B, poisci tisto, ki je najblizje C.

Resitev: Tocke, ki so enako oddaljene od tock A in B, tvorijo simetralno ravnino. Ta ravnina
vsebuje tocko 7 = (1,2, 3), ki je razpolovisce daljice AB, njena normala pa ima smer 7 = AB =
(—4,—4,4).

simetralnaravnina

B
Normalna oblika enacbe te ravnine je:

(7" —7p) -1 =0,
(x—1,y—2,2—3)-(—4,-4,4) =0,
—dr+4—-4y+8+42—-12=0,
—z—y+2=0.

Tocka na simetralni ravnini, ki je najblize C, je kar projekcija tocke C' na simetralno ravnino.
Le-to lahko poiséemo kot presek simetralne ravnine in pa premice skozi C, ki je pravokotna na
ravnino. Ta premica ima parametri¢no enacbo

7= (6,5,—4) + t(—4,—4,4),

oziroma x = 6 — 4t, y = 5 — 4t in z = —4 + 4t. Ce to vstavimo v enacbo simetralne ravnine,
dobimo:
—zrz—y+z2=0,
—(6—4t) — (b —4t) + (-4 +4t) =0,
L5
=7
Iskana tocka je torej P(1,0,1). O

Dani sta premici p in ¢ z enacbama 7= (—1,2,1) +¢(-2,2, 1) ter § =y — 1 = 2:26. Izracunaj
normalno enacbo ravnine 7, ki je enako oddaljena od premic p in ¢ in nobene izmed njiju ne

seka.
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Resitev: Ce hotemo, da ravnina 7 ne seka premic p in ¢, mora biti vzporedna obema premicama.
Zato kaze njen normalni vektor v smeri vektorskega produkta smeri obeh premic

§ x5 =(-2,2,-1) x (2,1,-2) = (—3,—6, —6).

Zaradi preprostosti vzemimo normalni vektor 77 = (1, 2,2). Za zapis enacbe ravnine potrebujemo
Se tocko na ravnini, ki jo lahko najdemo na naslednji na¢in. Razdalja ravnine 7 od premic p in ¢
je enaka kot razdalja ravnine 7 od njej vzporednih ravnin, ki vsebujeta premici p oziroma g. Ce
torej vzamemo dve tocki iz teh dveh vzporednih ravnin, bo njuno razpolovisée lezalo v ravnini
.

/H

T2 3 q

.
N

Vzemimo na primer tocki 71 (—1,2, 1) in T5(0, 1, 6). Njuno razpolovisce je potem tocka S(—1/2,3/2,7/2),

od koder dobimo:

(’F_FS)ﬁ:O)
(x—|—1/2,y—3/2,z—7/2)(1,2,2)20,
r+1/24+2y—3+22—-7=0.

Normalna enacba ravnine 7 je torej

2z + 4y + 4z = 19.

Ravnina II je dolo¢ena s premico p : 7(t) = (2,3,1) + ¢(1,1,1) in tocko T'(5,5, 3).

(a) Dolo¢i ena¢bo ravnine II in nato izra¢unaj razdaljo med ravnino II in izhodis¢em.

(b) Dolo¢i ena¢bo premice ¢, ki lezi v ravnini II, gre skozi tocko T in je pravokotna na premico
p.

Regitev: (a) Ravnina II vsebuje tocko T'(5,5,3) in tocko A(2,3,1) s premice p. Njena normala
je torej pravokotna na smer §= (1,1, 1) premice p in vektor AT = (3,2,2), zato lahko vzamemo

=% AT = (1,1,1) x (3,2,3) = (0,1, —1).
Ce upostevamo se, da na ravnini IT lezi to¢ka T, dobimo njeno normalno enaébo
y—z=2.

Razdalja med ravnino II in izhodis¢em je enaka razdalji med izhodiséem in pravokotno projekcijo
izhodis¢a na ravnino II. To projekcijo dobimo kot presek normalne premice s parametrizacijo

(s) = s(0,1,-1)
in ravnine. Ko komponente normalne premice vstavimo v enacbo ravnine II, dobimo enacbo

s—(—s)=2,
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ki ima resitev s = 1. Projekcija izhodis¢a na ravnino II je torej tocka P(0, 1, —1). Razdalja tocke
od ravnine je torej enaka

= 0P| = |(0,1,-1)| = V2.

(b) Premica g vsebuje tocko T', njena smer pa je pravokotna tako na § kot na 7, kar pomeni, da
je

§,=8xi=(1,1,1)x (0,1,-1) = (—=2,1,1).
Od tod sledi, da je parametrizacija premice g enaka

(u) = (5,5,3) + u(—2,1,1).

Poglejmo Se sliko.

Opomba: Za izrac¢un razdalje tocke T'(xo, yo,20) od ravnine z enacbo ax + by + cz = d lahko
uporabimo tudi formulo
lazo + byo + czo — d|

Va2 +b%+c2

d(T,TI) =

Ugotovi, kam se preslika tocka T'(z,y, 2), Ce jo zavrtimo okoli navpicne osi za kot ¢ = 7. Nato
izpelji formulo za rotacijo za kot ¢ = 7 okoli poljubne osi v prostoru.

Resitev: Najprej bomo izpeljali formulo za rotiranje okoli navpi¢ne osi nato pa Se splosno formulo.

cA

<> o
P

i |

Oznac¢imo s P(0,0, z) projekcijo tocke T' na navpicno os in s 7" tocko, ki jo dobimo, ¢e tocko T'
zavrtimo za 90° okoli navpi¢ne osi. Potem velja

- = 7
T =1p+ PT".

- —
Vektor PT" je pravokoten na vektor ﬁ in na navpicno os, za njegovo dolzino pa velja |[PT'| =
IPT|. Od tod sledi, da je

PT = (0,0,1) x PT = (0,0,1) x (2,1,0) = (—y,,0)
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in

T = (—y,x,2).
Ce se omejimo na vrtenje v vodoravni ravnini, se pri vrtenju za kot ¢ = 5 okoli izhodisca tocka
(x,y) preslika v tocko (—y,x).

yA

xy)
(=y:X)

LV

Denimo sedaj, da hotemo tocke vrteti okoli neke poljubne osi v prostoru, ki kaze v smeri
enotskega vektorja €. Pravokotna projekcija tocke T na os vrtenja je potem enaka

Fp = (& 1),
H .
vektor PT’ pa je enak
—
PT =&x PT' = &x (fr — (8- 7)) = & x 71

Tako dobimo
7 = (€-7Fr)e+ € X 7.

Opomba: Za vrtenje okrog osi € za poljuben kot ¢ lahko uporabimo Rodriguesovo formulo

R(€,¢) - Tp =cosprp + (€-7p)(1 — cos @))€+ sing € X 7p.

28



4 Zaporedja

(1) Izracunaj limito zaporedja s splosnim ¢lenom:

TLQ n
(@) 0, =tog, (1LY,
(b) an =

142+ +n
n2
g
() an = oz
() a _Vn+ —/n
n \/»7 /n—]_’

2n+2
<n+1> ’

n(logy(2n — 1) —logyn — 1).

)

Resitev: Pri rac¢unanju limit lahko uporabljamo osnovna rac¢unska pravila:

(1) lim (ap £by) = lim (a,) £+ lim (by,),

n—o0 n—o0 n—oo

(2) lim (ap -by) = nh_}ngo(an) 'nlgrolo(bn),

n—oo
lim (ay)
(3) lim (n) =noe °
n—oo \ by, lim (by,)
n—o0
(4) nli}ngo(c cap) =c- nh_{r;o(an) za vsak c € R.
ter znane limite:
1
(1) lim — =0 za vsak o > 0,
n—oo N
(2) lim (1 + £>n =e¢" zavsak r € R,
n—00 n
(3) lim ¢" =0 za vsak |g| < 1.
n—oo

Pogosto prideta prav tudi naslednji formuli, ki ju bomo dokazali v poglavju o zveznosti:

(1) Jim flan) = f(nli_{go(an))’
(2) Tim (ab) = enTlon Db,

n—oo

Prva formula velja za poljubno zvezno funkcijo in nam pove, da je limita vrednosti zvezne funkcije

na nekem zaporedju enaka vrednosti funkcije v limiti zaporedja. V praksi to pomeni, da lahko

zamenjamo vrstni red limite in funkcije. Druga formula pa velja v primeru, ko je lim a, =1 in
n—oo

lim b,, = +oo0.
n—oo

(a) lim 1 2n% +n+1 | i 2n? +n+1 , iy 2+14 3
a 1m 1o —_— = 10, m ——————7— = 10, 1m7
n—00 82 (n—|—1)2 82 n—oo n2 4+ 2n + 1 82 1_|_ _|_

=logy2 =1.

Pri tej limiti smo uporabili formulo (1) za zvezno funkcijo f(z) = log, .
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14+2+4--- 1 1
(b) lim I+2+---+n_ lim M:

1
n—00 n2 n—00 n2 2n—c0 n 2 n—oo

2" + 3" O+l 1
(© tim 23"y G 1

n—oo 2n+1 4 3n+l n—00 2(%)” +3 - 3

() lim vn+ —\/ﬁ: lim vntl—yn (Vntl+4+yn)(yn+vn-1)
noo\/n—yn—1 n=ccn—yn—1 (Vn+l+yn)(yn+vn—1)
g YREVR T
n—oo \/n+1+4/n’

Vit /1-1
= lim ——t ",
TR+ s 4V

=1.

2
_9 2n+2 2n+2 n+1
(e) lim (n ) = lim (1 _ 3 ) = lim (1 _ 3 ) =(e3)2=¢e",
n—oo \ n + 1 n—00 n-+1 n—00 n+1

Pri tej limiti smo uporabili formulo (1) za zvezno funkcijo f(x) = z2. Lahko pa bi jo izracunali
tudi z uporabo formule (2):

(n - 2>2"+2 lim (272-1)(2n+2) lim —6n=6

lim — en—oorntl — en—oo ntl  — 676_
n—oo \ n 4+ 1

; 1) _ 1) — T n—1\y _ 1 In—1\"
(f) Jggon(logg@n 1) —logyn — 1) Jgglon(logg( o )) nlgrolologZ( o ) .

Ker je logaritemska funkcija zvezna, lahko po formuli (1) zamenjamo vrstni red limite in logar-
itma. Tako pridemo do limite

i (521)" = O o)
n—oo

Rezultat pa je

1
nh_)rglo n(logy(2n — 1) — logyn — 1) = log, ( lim (275;1)”> =logye 2 = —1logye.

n—oo

30



(2) Zaporedje je podano z rekurzivnim predpisom a,4+1 = ¥/a,. Dokazi, da je zaporedje konver-
gentno ne glede na izbiro zacetnega Clena a; € R. Limito tudi izra¢unaj.

Regitev: Pri tej nalogi je zaporedje (a,) podano z rekurzivnim predpisom. To pomeni, da

obi¢ajno ne moremo direktno izracunati n-tega ¢lena zaporedja, ampak moramo najprej izracunati
vse Clene pred njim, enega za drugim. Temu primerno je tudi rac¢unanje limit taksnih zaporedij

nekoliko tezje.

Recimo najprej, da je zaporedje (a,) konvergentno z limito a. Potem je:

anp+1 = %/ lim
n—oo
a=va

a® = a.

Resitve zgornje kubi¢ne enacbe so a € {—1,0,1}. Ker ima zaporedje realnih stevil lahko na-

jve¢ eno limito, smo tako prisli do potencialnega problema, saj ni jasno, katero izmed teh treh

vrednosti bi vzeli za limito. Izkazalo se bo, da je dejanska vrednost limite odvisna od zacetnega

¢lena ay. Pri razli¢nih izbirah zacetnega ¢lena namre¢ dobimo razli¢na zaporedja. Iz rekurzivne

formule sledi, da so pri zacetnih vrednostih a; € {—1,0,1} zaporedja (a,) konstantno enaka a;.
Torej so vse tri resitve kubi¢ne enacbe mozne limite.

Da dobimo ob¢utek, kaj se dogaja s ¢leni zaporedja pri poljubni za¢etni vrednosti, si pomagajmo
s cik-cak diagramom (narisan je primer a; = %):

a a a'

Oznacimo funkciji f(z) = x in g(x) = ¢/z. Zaénemo s tocko na abscisni osi, ki ustreza zacetni
vrednosti a1 in poisé¢emo pripadajoco toc¢ko na grafu funkcije g. Nato izmeni¢no vlecemo vodor-
avno ¢rto do grafa funkcije f ali pa navpic¢no do grafa funkcije g. Projekcije oglis¢ te lomljene
¢rte na abscisno os so vrednosti zaporedja (ay).

Risanje cik-cak ¢rt je v bistvu graficna predstavitev rac¢unanja zaporednih ¢lenov. Tocka na
premici y = x nam predstavlja vrednost ¢lena a,. Ko se dvignemo ali spustimo na ustrezno
tocko na grafu funkcije g, smo prisli v tocko (ay, ani1). Ce Zelimo najti tocko z absciso a1, se
moramo torej premakniti levo (desno) do premice y = x.

7 grafa sklepamo, da bo pri zacetni vrednosti a1 = % zaporedje konvergiralo k limiti 1. V
splosnem pa nam grafi¢na predstavitev omogoca, da postavimo naslednjo hipotezo:

-Ce je a1 € (—o0,0), bo le (an) = —1.
-Ce je a; =0, bo li_)m (an) = 0.
-Ce je a1 € (0,00), bo ILm (an) = 1.

Pri dokazu nase domneve se bomo oprli na rezultat s predavanj, ki pravi, da je vsako narascajoce
in navzgor omejeno zaporedje konvergentno. Analogna trditev velja tudi za padajoca navzdol
omejena zaporedja.
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Vsakega izmed moznih primerov je potrebno obravnavati posebej, a so ideje v vseh primerih
podobne, zato si bomo podrobneje pogledali primer, ko je a; € (1,00). Radi bi pokazali, da je
v tem primeru zaporedje (a,) padajoce in navzdol omejeno z 1.

Pri tem si bomo pomagali s principom popolne indukcije. Predpostavimo torej, da je a,, € (1, 00).
Nas cilj je potem pokazati, da je:

an+1 < Qnp,

An+1 > 1.
Ker je po indukcijski predpostavki a,, > 1, iz dejstva, da je g(x) = &z narascajoca funkcija,

sledi
On+1 = an > V1=1.
Ker pa za z > 1 velja x > J/x, je
Gnt+1 = Van < Qp.

Dokazali smo torej, da je zaporedje (a,) padajoée in navzdol omejeno z 1, od koder sledi, da je
konvergentno. Izmed kandidatov a € {—1,0,1}, je mozna limita le a = 1.

Na podoben nacin lahko dokazemo tudi naslednje trditve:

-Ce je a; € (—o0, —1), je zaporedje (a,) narascajoce in lim (a,) = —1.
n—oo
-Ce je aj € (—1,0), je zaporedje (a,) padajoce in li_>m (an) = —1.
n—oo

-Ce je a € (0,1), je zaporedje (a,,) narascajoce in lim (a,,) = 1.
n—oo

Opomba: V tem primeru bi lahko zaporedje (a,,) izracunali eksplicitno, saj je

_1
—1
an = ai"

Dobesedno lahko ta predpis uporabimo za a; > 0, pri negativnih zacetnih vrednostih pa moramo

biti pazljivi. O
Naj bo a, = \/2 + /24 +V2zan > 1. Izracunaj limito zaporedja (ay).
n korenov

Regitev: Pri tej nalogi imamo zaporedje (ay) sicer podano eksplicitno, a na tezko izracunljiv
nacin. Ce izra¢unamo prvih nekaj ¢lenov, bi dobili vrednosti (zaokrozene na tri decimalke):

a1 = 1.414,
as = 1.848,
az = 1.962,
a4 = 1.990,
as = 1.998.

Zacetni ¢leni nam dajejo slutiti, da zaporedje (a,,) narasca, vendar Se ne vemo toc¢no, ali kam kon-
vergira, ali pa raste v nedogled. Ko racunamo ¢lene, lahko opazimo, da jih pravzaprav racunamo
rekurzivno enega za drugim. To pomeni, da lahko zaporedje (a,) podamo z rekurzivnim pred-
pisom a,4+1 = /2 + a,, in z zaéetnim ¢lenom a; = v/2.
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Recimo najprej, da je zaporedje (a,,) konvergentno z limito a. Ce na rekurzivni zvezi uporabimo
limito, dobimo:
an+1 = V2 +ap/ lim
n—oo
a=vV2+a
a2 =2+a.
Resitvi te enacbe sta a € {—1,2}. Ker so ¢leni zaporedja (ay) pozitivni, je lim (a,) = 2, ¢e
n—oo

seveda ta limita obstaja. Da dobimo obcutek, kaj se dogaja s ¢leni zaporedja, si pomagajmo s
cik-cak diagramom:

20

10+

05

|
! Lo
ay agag
. . Ju A e
05 10 15 20

Oznac¢imo funkeciji f(z) = = in g(z) = v2+ 2. Slika nam da slutiti, da je zaporedje (ay)
narascajocCe in navzgor omejeno z 2. Formalno bomo to domnevo dokazali s pomocjo indukcije.
Najprej opazimo, da za z € (0,2) velja

T<V2+x<2.

Pokazimo najprej, da je zaporedje navzgor omejeno z 2. Po definiciji je a; = v/2 < 2. Denimo
sedaj, da je a, < 2 za nek n € N. Ce v neenakost v/2+x < 2 vstavimo = = a,, dobimo
Ap+1 = \/2+an < 2.

Pokazati moramo Se, da je zaporedje naraséajoce. Ker vsi ¢leni zaporedja (a,) lezijo na intervalu
(0,2), iz enakosti z < v/2 + z sledi a, < V2 + ap = ap1.

Zaporedje (ay) je torej narascajoCe in navzgor omejeno z 2, torej je konvergentno, na zacetku
pa smo ze pokazali, da od tod sledi

lim \/2+\/2+---+\f2:2.

n—00

n korenov

O
Fibonaccijevo zaporedje je podano z zacetnima ¢lenoma ag = 0 in a; = 1 ter rekurzivno zvezo
Ap4+2 = Apt1 + Ap
za n € Ny. Dolo¢i splosni ¢len zaporedja.

Resitev: Pri Fibonaccijevemu zaporedju je vsak ¢len vsota prejsnjih dveh ¢lenov. Prvih nekaj
¢lenov je tako

ap=0,a1=1,a2=1,a3=2,a4 =3, a5 =5,a5 =8, ay =13, ag = 21,. ..

V nadaljevanju bomo izracunali eksplicitno formulo za splosni ¢len zaporedja.
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Rekurzivni zvezi oblike
(n42 = AGpy1 + bay,

kjer sta a in b realni Stevili, re¢emo linearna diferencéna enacba drugega reda s konstantnimi
koeficienti. Zaporedja, ki zadoS¢ajo taksni enachi, lahko izrazimo v eksplicitni obliki. Za zacetek
poskusimo z nastavkom a, = A" in ga vstavimo v rekurzivno zvezo

A2 = gAML 4 AT,
Po krajsanju z A" tako pridemo do karakteristi¢ne enacbe
A2 =aA+b,

ki ima dve resitvi A\; 2. Rekurzivni zvezi tako zadoscata zaporedji a,, = A} in a, = A3, ker je
zveza linearna, pa tudi vsaka linearna kombinacija teh dveh zaporedij. Izkaze se, da je poljubno
zaporedje, ki zados¢a dani rekurzivni zvezi, oblike:

(1) Ay = Cl)\? + CQAS, ce je A1 7'é Aa,
(2) Ay = (Cl + an))\n, ceje dp =X = A

Vrednosti konstant C in Cy izra¢unamo z upostevanjem zacetnih ¢lenov zaporedja.

V primeru Fibonaccijevega zaporedja je karakteristicna enacba enaka

M =A+1
in ima resitvi:
_ 1+V5
)‘1 — 2
_ 1-5
Ay = 5

Splosni ¢len Fibonaccijevega zaporedja je tako oblike
n n
an = C1 (712\/5) + Cs (71_2‘/5) :
7 upostevanjem zacetnih vrednosti ag = 0 in a; = 1 dobimo sistem enacb:

Ci+Cy =0,
o (5) v () -2

ki ima resitev Cp = % in Oy, = ——L. Od tod dobimo eksplicitno formulo za ¢lene Fibonacci-

=5 (59 - ()

E

jevega zaporedja

(5) Izracunaj limito zaporedja s splosnim ¢lenom

1 1 1
= + + ...+ —.
Vn2+1 Vn2+2 vVn?24+n

an

34



Resitev: Poglejmo prvih nekaj ¢lenov:

1
al_ﬁ’
_ 1 1
a27\/5+\/€7

_1 1,1
=5ty v

Spet imamo opravka s ¢edalje ve¢jimi vsotami cedalje manjSih Clenov. V primerih, ko imamo
opravka z zaporedji, katerih ¢leni so komplicirani izrazi, se pogosto splaca te ¢lene poenostaviti
s pomocjo kaksnih ocen.

Vsak ¢len v vsoti
1 1 1

= + +oit —
"Vn2+1 VnZ+2 vVn?2+n
1 n
\/n2fr1 vn2+1
vsoti vecji od T kar pomeni, da je ﬁ < ay. Oboje skupaj nam da oceni

a

je manjsi od . Torej je a, < za vsak n. Po drugi strani pa je vsak ¢len v zgornji

n n
<a

- < -
VnZin © T 2+l

Leva in desna stran zgornje neenakosti konvergirata k 1, zato bo tudi zaporedje (a,,) konvergiralo
k 1. Formalno to dokazemo z uporabo izreka o sendvicu, ki pravi naslednje:

Izrek (Izrek o sendvicu). Ce sta zaporedji (b,) in (c,) konvergentni in imata enaki limiti ter
velja Se by, < ap < ¢, za vsak n € N od nekod dalje, je tudi zaporedje (a,) konvergentno in velja

o) = 03, (0n) = 5 en)-

Ce definiramo:

n

by =

" Vn2tn

n

Cp = ——,

" n?+1
za vsak n € N velja b, < a,, < ¢, in lim (b,) = lim (¢,) = 1. Z uporabo izreka o sendvi¢u torej

n—oo n—oo
dobimo
lim (ay,) = 1.
n—oo

Poglejmo Se skico.

. 10 20 30 40
0.90r . .

0.85[ *

0.80+
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(6)

Izrac¢unaj limite zaporedij z danimi sploSnimi ¢leni:

(b) a, = Vn?+1,
(©) an =

n!’

Resitev: Za izracun limit zaporedij v katerih nastopajo m-ti koreni lahko vcéasih uporabimo
naslednjo trditev.
Naj bo (b,) zaporedje s pozitivnimi éleni. Potem velja: Ce je konvergentno zaporedje (b’g%), je

konvergentno tudi zaporedje (/by) in je

lim %: lim bn“.

n—00 n—oo by,

(a) Poglejmo si najprej limito nh_)rglo /n. Izberimo b, = n. Potem je b’gf = ntl gy

n—i—l_

lim {/n = lim L.
n—oo n—o0 n
(b) Izberimo sedaj b, = n? + 1. Potem je bZ:1 = (n:zlflﬂ in
. 1)?+1
lim /2 4 1= fim PP
n—00 n— o0 n+1

(c) Izberimo b, = ;. Potem velja

ntl

. 1\"

Opomba 1: Na podoben nacin lahko izra¢unamo tudi:

lim Vnk =1,

n—oo
Jim {/p(n) =1,

kjer je k poljubno naravno Stevilo in p poljuben polinom s pozitivnimi koeficienti.

Opomba 2: Podobna zaporedja bomo srecali pri uporabi kvocientnega in pa korenskega kriterija
za konvergenco vrst. Ta trditev pove, da nam da korenski kriterij isto limito kot kvocientni
kriterij. O

Izra¢unaj limito zaporedja s sploSnim ¢lenom

sinl sin2 sinn

Ay = 5 + 1 + ...+ on

Regitev: Priizra¢unu danih vsot si bomo na zvit na¢in pomagali z de Moivrovo formulo. Defini-
rajmo:
cosl cos2 cosn
B + 1 + ...+ on
_sinl  sin2 sinn
Yy = 5 + 1 + ...+ on

=1+
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Potem velja
n n

eik n ei k
x+iy:22ik(cosk+isink): oF = <2> _
k=0 k=0 k=0

%

Imamo torej vsoto geometrijskega zaporedja z zacetnim clenom 1 in s koliénikom . Po znani
formuli je ta vsota enaka
(2 - et
- 1 _ :
prd 2 set —1

Vrednost ¢lena a,, je potem enaka imaginarni komponenti kompleksnega Stevila na desni. Iz
enakosti

2n1+1 ettt —q _ (2n1+1 ettt 1)(%6_i - 1) _ 2n1+2 e — 2n1+1 6i(n+1) B %e_i +1
sei—1 (et —1)(Rei-1) 1€l —lemit1

tako dobimo
ﬁsinn — 2n%sin(n+ 1)+ %sinl

Qp =
5
1 cos 1

Limita zaporedja (ay) je torej

lim (a,) = lim ﬁsinn—ﬁsin(n—i—l)—i—%sinl _ $sinl _ 2sinl
n—oo' "/ n—oo 3 —cos1 5 —cosl 5—4cosl’
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5 Vrste

(1)

Izrac¢unaj obseg in plos¢ino Kochove snezinke.

Resitev: Kochova snezinka je ravninska mnozica, ki jo dobimo po naslednjem postopku:

- zacnemo z enakostrani¢nim trikotnikom,

- v vsakem koraku na srednjo tretjino vsake stranice dodamo enakostrani¢ni trikotnik.

Prvih nekaj iteracij tega postopka je narisanih na spodnji sliki.

/NLIEEESES

Pokazali bomo, da v limiti dobimo lik z neskonénim obsegom in s konéno ploséino.

Oznac¢imo z a; dolzino stranice prvotnega enakostrani¢nega trikotnika. Lik, ki ga dobimo v n-ti
iteraciji, ima potem dolzino stranice enako a, = gLy, vseh stranic pa je 3 - 4"=1. Obseg tega

lika je potem enak
a1 4 n—1
on=3-4""1. =3m (> :

3n—1 3
Dobimo geometrijsko zaporedje, ki naras¢a ¢ez vse meje.

Poglejmo si se plos¢ino Kochove snezinke. Oznac¢imo z S plos¢ino zacetnega trikotnika. Trikot-

niki, ki jih dodamo v n-ti iteraciji, imajo potem plos¢ino enako 9;?11 in jih je 3-4"72. V n-tem
S1

koraku se torej plos¢ina poveca za S, = 3-4"72. gnt1, ploscina Kochove snezinke pa je enaka

1 8

— 59,
4 5
l—3

S:ZSnzsl+%<1+%+(%)2+...):Sl‘i‘%‘
n=1

Opomba: Za izra¢un vsote poljubne geometrijske vrste lahko uporabimo formulo

a+aq+aq2+aq3+-~=%_q,

ki velja za vse |q| < 1. O

Razis¢i konvergenco vrst:

=1
(a) ZnQ—I—n’

n=1

|
b _—
O 2
Resitev: Stevilska vrsta je zaporedje stevil (a,), ki ga zapisemo kot formalno vsoto
Zan:a1+a2+a3+...

Za poljubno vrsto lahko definiramo zaporedje delnih vsot

Spi=a;t+ax+---+ay
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in re¢emo, da vrsta Y a,, konvergira, ¢e konvergira zaporedje njenih delnih vsot. Vsota vrste je
definirana s predpisom

(o]
Z ap = nh_)rglo(sn)
n=1

1
(a)zrﬂ—l—n:

n=1

Za vsak n € N velja enakost

IS R
nn+1) n n+1l
Torej je
1 1 1 1 1 1 1
s=ata ot \gos g og o g T
Sledi

[e.9]

1
(b)) - :
712—:1 n+1

Potreben pogoj za konvergenco vrste je, da konvergirajo njeni ¢leni proti 0. Ker je

m )
n—oco /n + 1

od tod sklepamo, da vrsta ) divergira. O

_1
Vn+1

Razisci konvergenco vrst z uporabo primerjalnega kriterija:

> 1
(a) ——,
r; nyvn+ 1

o0
an? +3n+1
b A Bt Ml
YR

o
(c) Z 2" sin 3.
n=1

Resitev: Pri tej nalogi bomo uporabili:

Primerjalni kriterij: Naj bosta Y a, in > b, vrsti s pozitivnimi ¢leni in naj velja a,, < b, za vse
n od nekod dalje.

. Ce je vrsta Z b, konvergentna, je tudi vrsta Z a, konvergentna.

. Ce je vrsta Z an divergentna, je tudi vrsta Z b, divergentna.
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Tipi¢no bomo vrste primerjali z vrstami oblike ) n% ali pa z geometrijskimi vrstami. Pri tem
bomo uporabili dejstvo, da vrsta > n% konvergira natanko tedaj, ko je o > 1.

Z n\/n—&—

Uporabimo oceno

1 1 1
< = .
nvn+1 nyn  /n3
Torej je
1 =1
=<2
n:ln TL—|—1 n=1 n2
3

Ker je 5 > 1, vrsta —L_ konvergira, zato po primerjalnem kriteriju sledi, da tudi vrsta
J ) V3 g J

> \/7 konvergira.

> 4n? +3n+1
b _—
()Z nt +2n

Tokrat lahko ocenimo

4n2+3n+1<4n2—|—3n+1_ 4 3 1
nt +2n nt T n?2 o3

nt’

4n?43n+1

Vrste Y- 2%, > =% in Y - konvergirajo, zato konvergira tudi vrsta s

n=1

Uporabili bomo neenakost sinx < «x, ki velja za vse © > 0. Sledi
on 1 < 2" 2\"
sin — < —= (=] .
3n 3n 3

o0 o0
Velja torej »_ 2™sin 3% < > (%)n Geometrijska vrsta na desni konvergira, zato je tudi vrsta
1

> 2" sin 3% konvergentna. O]

(4) Razisci konvergenco vrst z uporabo kvocientnega kriterija:

= (2n—-N_, .
(&) Z( (2n)!!) 2,

. (2n)™(2n)!
o) Y e
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Resitev: Pri tej nalogi bomo uporabili:

Kvocientni kriterij: Naj bo > a, vrsta s pozitivnimi ¢leni in naj obstaja D = lim

. Ce je D < 1, je vrsta konvergentna.
.Ce je D > 1, je vrsta divergentna.

-Ce je D =1, je vrsta ali konvergentna ali divergentna.

o0

An41

n—oo 9n

L, 24l 1

(2n—1)!_,_
@2 g 2
—  (2n)!
Racunajmo
2n+D)!1 5
Do gy Gl _p @t Tl L (@n 1i2n)!
Cnsoo @,  neoo (2(7;—)1'?”21—71 ~ 2n00 (2n 4 2)11(2n — 1)!
mn)..
(2n—1)I!

21=" konvergira.

Ker je D < 1, vrsta ) @t

Pri racunanju limite smo uporabili naslednji enakosti:

= — 1m =
' 2n5002n+2 2

@Cn+1"  2n+1)2n—-1)2n—3)---7-5-3-1 —on 41
(2n—1)I' (2n—1)(2n —3)---7-5-3-1 B ’
2n+2)'  (2n+2)2n(2n—2)---8-6-4-2 42
(2n)!! 2n(2n —2)---8-6-4-2 B '
L (2n)™(2n)!
b —
( )r; (3n)!
Tokrat imamo
2n+2)" 1 (2n+2)! n
D G B @n42)(1+1)"@n+2)@nt1) s
B n—00 (U, B n—o0 (271()371()2'71)' n—o00 (3n —+ 3)(3n + 2)(3n + 1) - 27
kar pomeni, da vrsta » % konvergira.
=l
(c) ; s
Tokrat imamo a,, = (a’#)n. Sledi
(n+1)! S
D= lim &L = gy COFDTT g (A Dt 0 1 1
n—0o0  Ap n—o0 (an!)” n—o00 n!a”+1(n + 1)TL+1 n—o00 a(l + %)TL ae

Velja torej naslednje:

L. 1 .
- Ce je a > ¢, vrsta konvergira,

-cejea< %, vrsta divergira.
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Posebej moramo obravnavati Se primer, ko je a = é Tedaj je

el
n = —
Ce primerjamo dva zaporedna ¢lena, dobimo
ant1 €T n+1)In" e

an  emnl(n+1)" T (14 1yn’
Za zaporedje (1+ %)” vemo, da je narasc¢ajoce in da ima limito e. Ker so vsi ¢leni tega zaporedja

strogo manjsi od e, je
Apit1 > Qp,

kar pomeni, da ¢leni vrste narasc¢ajo. Vrsta torej divergira, saj je potreben pogoj za konvergenco
vrste, da ¢leni limitirajo proti nic. O

Razis¢i konvergenco vrst z uporabo korenskega kriterija:
00 n(n+1)
n—2
w3(m)
n=1
a\”"
(—) ,a >0,
n
n
o0

9 2

=1

M8

(b)

—_

3

Resitev: Pri tej nalogi bomo uporabili:

Korenski kriterij: Naj bo > a, vrsta s pozitivnimi ¢leni in naj obstaja C' = lim a,.
n—oo

. Ce je C' < 1, je vrsta konvergentna.
- Ce je C' > 1, je vrsta divergentna.

. Ce je C' =1, je vrsta ali konvergentna ali divergentna.

oE (e

n=1
Racunajmo
. . A/n—29 n(n+1) . n—?2 n+1 . 4 n+1 »
€= g Ve =0 \/<n+2) —JLI&(”H) ~ % (1 n+2> e
. 4 _2 TL(TL+1) .
Ker je e7* < 1, vrsta » (%) konvergira.

w3 (4"

n=1
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Sedaj velja
C = lim a, = lim {/(2)" = lm & =0,

n—00 n—00 n n—oo N

Vrsta > (%)n torej konvergira za vsak a > 0.

(C)Z@Zl)n:

n=1 n

Tokrat je

C = lim {fa, = lim ¥ U ST
T VO T B e D T abea g I 2

Vrsta > ﬁ torej konvergira. Pri tem smo upostevali, da velja

lim Vn2=1.

n—oo
O
S |
(6) Razisci konvergenco vrste ngl (GH)(GJ:S)._.(GJF”) za a > 0.
Resitev: Z uporabo kvocientnega ali pa korenskega kriterija bi dobili
. an4+1 .. n N
o e V=1
kar nam ni¢ ne pove o konvergenci vrste. V taksnih primerih nam vé¢asih pomaga:
Raabejev kriterij: Naj bo > a, vrsta s pozitivnimi ¢leni in naj obstaja
R = lim n< an —1>.
n—oo a,n+1
. Ce je R > 1, je vrsta konvergentna.
.Ce je R < 1, je vrsta divergentna.
.Ce je R =1, je vrsta ali konvergentna ali divergentna.
Racunajmo
n! 1
lm 7z (-2 1) = lim n w—l = lim n M—l — lim 2 — g,
n—00 An+1 n—00 (n+1)! n—00 n-4+1 n—oo @ +n

(a+1)--(a+n+1)

Po Raabejevem kriteriju sledi, da je vrsta ) (a+1)(af2!)m(a+n)

gentna za a < 1. Pri ¢ = 1 dobimo harmoni¢no vrsto

konvergentna za a > 1 in diver-

o0

1
=yt

n=2

[e.e] I o0
Z (I+1)( 1—|—2) -(14+n) nzz:l

n:l

ki divergira.
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Opomba 1: Pri a = 2 dobimo konvergentno vrsto

oo ’I’L' o0
ZZ:Q+1)(2+2) (2+mn) Z n+2)

n:l

S primerjalnim kriterijem lahko potem dokazemo, da vrsta ) (a+1)(af2!)-~(a+n) konvergira za

a > 2, divergira pa za a < 1. Za 1 < a < 2 pa je konvergenco vrste tezko dokazati brez uporabe
Raabejevega kriterija.

Opomba 2: S pomocjo Raabejevega kriterija lahko dokazemo, da vrsta ) n% konvergira natanko

tedaj, ko je a > 1.

Opomba 3: Ce izraéunamo lim %2t = 1, avtomati¢no sledi lim /a, = 1. O
— n—oo an n—00

Ugotovi, ali naslednje vrste konvergirajo absolutno oziroma pogojno:

(a) Z (_1)n7 za o > 0,

n=1 ne
n=1
1 1 1 1

© A1 vEri A Bt

Regitev: Za vrsto Y a, z ne nujno pozitivnimi ¢leni recemo, da:
- konvergira absolutno, ¢e konvergira vrsta E lan],

- konvergira pogojno, ¢e konvergira, a ne konvergira absolutno.

Alternirajoca vrsta je vrsta oblike Y (—1)""1a, ali pa Y (—1)"ay, kjer je a, > 0 za vsak n € N.
Za alternirajoce vrste lahko pogosto uporabimo:

Leibnizev kriterij: Ce absolutne vrednosti

ay >az >ag > ---

¢lenov alternirajoCe vrste monotono padajo proti ni¢, je vrsta konvergentna.

3

oo (7
2) )
n=1
Vrsta je alternirajoca, zaporedje absolutnih vrednosti ¢lenov vrste

1 1 1
7270[7370‘747&7"'

pa monotono pada proti ni¢, saj je funkcija f(x) = % za o > 0 narasc¢ajoca, zvezna na [0, c0)

in f(0) = 0. Sklepamo, da je vrsta ) - CD” Yonvergentna za vsak a > 0.

Vemo ze, da je vrsta ) (G 1 absolutno konvergentna natanko tedaj, kojea > 1. Za0 < a <1
je vrsta pogojno konvergentna
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() > (1)t

n=1
Vrsta je alternirajoca. Zaporedje absolutnih vrednosti ¢lenov vrste

1

tgl,t 1t 1t
g7g27g37g47"-

monotono pada proti ni¢, saj je funkcija tg naraséajoca in zvezna na [0, 1] ter tg(0) = 0. Torej
je vrsta > (—1)"tg L konvergentna.

Pokazimo sedaj, da vrsta ne konvergira absolutno. Za z € [0, 1] velja ocena tgz > x, od koder

sledi - -
1 1
tg — — = Q.
dotg>D =00
n=1 n=1

Vrsta Y (—1)" tg% je torej pogojno konvergentna.

1 1 1 1
— + — + ...
V2—-1 V241 V3-1 V3+1

Vrsta je alternirajoca, vendar pa absolutne vrednosti njenih ¢lenov ne padajo monotono proti
nic, zato Leibnizevega kriterija ne moremo uporabiti. Pokazali bomo celo, da vrsta divergira.

()

Razdelimo vrsto tako, da vzamemo skupaj po dva zaporedna ¢lena. Za vsak n > 1 tako dobimo

1 1 Va+l-(n-1) 2
Vi1 Vatl (oDl a1

Od tod sledi, da za vsak n € N velja

1 1 1 1 ot

P
Sop = — + ...+ — = .
TR -1 V241 Jntl-1 Vntitil ,;gnl

Vemo, da harmoni¢na vrsta divergira, zato sode delne vsote naras¢ajo proti neskonc¢nosti. To
pa pomeni, da je dana vrsta divergentna. O
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6 Funkcije ene realne spremenljivke
(1) Narisi grafe funkcij:

(a) sin(arcsinz) in arcsin(sinx).

(b) tg(arctgx) in arctg(tgx).

Regitev: (a) Poglejmo najprej grafa funkcij sinx in arcsin x.

Funkcija sinx je liha in periodi¢na s periodo 2w. Ce hocemo definirati njen inverz, jo moramo

najprej zoziti na interval, kjer je injektivna. Ponavadi vzamemo interval [-7, 7]. Tako zoZena
funkcija definira bijekcijo

sin: [-F,5] = [-1,1].
Njen inverz je potem funkcija arkus sinus, ki je bijekcija
arcsin : [~1,1] — [-F, 5]

Oznac¢imo sedaj f(x) = sin(arcsinz) in g(z) = arcsin(sinz).

Funkcija f je definirana na Dy = [—1,1]. Za vsak « € D¢ pa velja
sin(arcsinz) = x.

Graf funkcije f je torej kar zozitev identitete na interval [—1,1].

sin(arcsin x)

<Y

Funkcija g je po drugi strani definirana na D, = R, vendar pa enakost
arcsin(sinz) = x

velja le za x € [-7, §]. Graf funkcije g ima obliko trikotnega vala.

N

arcsin(sin x)
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(b) Poglejmo sedaj se grafa funkcij tgz in arctg .

V) Y] e
TR 5

Funkcija tgx je liha in periodi¢na s periodo 7, v tockah oblike § + k7 pa ima pole. Injektivna
s

je na intervalu (-7, §). Tako zozena funkcija definira bijekcijo

tg: (—5,5) > R
Njen inverz je funkcija arkus tangens, ki je bijekcija
arctg : R — (=3, §).

Oznacimo sedaj f(z) = tg(arctgx) in g(z) = arctg(tgx).

Funkcija tg(arctg z) je definirana na celem R, kjer velja
tg(arctgx) = .

Graf funkcije tg(arctgx) je torej simetrala lihih kvadrantov

tg(arctg x)

. . . . .
-6 —4 -2 2 4

<Y

-1
-2

Funkcija arctg(tg z) pa je definirana povsod, kjer je definiran tangens, enakost
arctg(tgr) =

s

pa velja le za x € (-3, 5). Graf funkcije arctg(tgz) ima obliko zagastega vala.

2 arctg(tg x)

/ 1
. . . . . >
>
-6 -4 -2 2 4 /
-1
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(2) Dokazi enakost
AL COS 4 — arcsin /1 — 2 ; x € 10,1],
- | m—arcsinV1—22 ; x€[-1,0].

Resitev: Tokrat poglejmo grafa funkcij cosx in arccos .

arccos X

1
: v \/ x & g : T :
-1 -1

-2 -2

<Y

Funkcija cosz je soda in periodi¢na s periodo 2w, injektivna pa je na intervalu [0,7]. Tako
zozena funkcija definira bijekcijo
cos : [0, 7] — [—1,1].

Njen inverz je funkcija arkus kosinus
arccos : [—1,1] — [0, 7].
To pomeni, da za vsak ¢ € [0, 7] velja
arc cos(cos ¢) = ¢.
Vzemimo sedaj poljuben z € [0,1]. Potem ga lahko zapisemo v obliki x = cos¢ za enolicen

¢ € [0,%]. Torej velja
arccosz = arccos(cos ) = ¢.

Po drugi strani pa z uporabo forumule cos? ¢ + sin® ¢ = 1 dobimo

sing = 1 — z2.

Ker je ¢ € [0, 5], pa od tod sledi, da je ¢ = arcsinv/1 — z2. Za x € [0,1] torej velja
arccosx = arcsin /1 — z2.

Poglejmo sedaj e primer, ko je x € [~1,0]. Potem je 2 = cos ¢ za enolicen ¢ € [F, 7] in velja
arccosz = arccos(cos ) = ¢.

Podobno kot prej velja tudi
sing = 1 — 22.

Do razlike pa pride, ko na obeh straneh zgornje enacbe izracunamo arkus sinus. Pri prejsnji
nalogi smo namrec spoznali, da za ¢ € [T, 7| velja

arcsin(sin¢g) = ™ — ¢.
Torej je m — ¢ = arcsin /1 — 22 oziroma

arccosx = 7w — arcsin v/ 1 — x2.
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et —e— T

er+e~ "

(3) Hiperboli¢ni tangens je definiran s predpisom thz =

(a) Doloci definicijsko obmogje, zalogo vrednosti in nato skiciraj graf funkcije th.

Regitev: (a) Hiperboli¢ni sinus in kosinus sta definirana s predpisoma:

x —X

et —e
2 )
et +e”

shx =
chx =
Podobno kot lahko s sinusom in kosinusom parametriziramo kroznico z? 4+ y? = 1, lahko s pred-
pisom #(t) = (cht,sht) parametriziramo desni krak hiperbole 2 — y? = 1. Parameter ¢ pri tem

ustreza dvakratniku predznacene ploscéine lika, ki ga opiSejo zveznice hiperbole s koordinatnim
izhodis¢em pri parametrih med 0 in .

(chtsht)

2 X

/2

szrz:z je definiran kot kvocient funkcij sh in ch. Ker je funkcija ch

povsod pozitivna, je th definiran na celi realni osi, v tocki x = 0 pa ima ni¢lo. Ima vodoravni

Hiperboli¢ni tangens thx =

asimptoti:
T —x —2z
. e —e . l—e
lim thz = lim ——— = lim —— =1,
Z—00 t500 €T 4+ =T z—oo 14 e 2%
T —x 2z
. ._eT—e .ooet—1
lim thrxr= lim — = im ——— =—1.
T——00 z——o0 eT 4+ =7 z——oc0 2% 4 1

S pomocjo odvoda se da pokazati, da povsod narasc¢a. Poglejmo Se skico njegovega grafa.

(b) Izrac¢unajmo sedaj inverz funkcije th. ReGemo mu area hiperboli¢ni tangens in ga ozna¢imo
z arth. Funkcija arth je definirana na intervalu (—1,1), njen predpis pa dobimo s pomodjo
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naslednjega racuna:

eV tey’
ez —1)=—-eY(x+1),
1+ 2
2y:
€ 1—2a’
11 1+
=_In .
L R
Od tod dobimo 14+
arthz = - In $.
2 —x

Poglejmo Se grafa funkcij th in arth v istem koordinatnem sistemu.

yA

Opomba: Za hiperboli¢ne funkcije veljajo podobne formule kot za trigonometricne funkcije.
Najpomembnejse med njimi so:
ch?z —sh®z =1,
sh(z +y) = shzchy + chazshy,

ch(z +y) = chachy + shashy,

_ tha+4thy
th(z +¥) = TFnrihg

Adicijski izrek za funkcijo th je pravzaprav matemati¢éna preobleka formule za seStevanje hitrosti
v posebni teoriji relativnosti. Denimo, da imamo tocke A, B in C ter privzemimo, da se tocka
B giblje s hitrostjo v glede na totko A, tocka C pa s hitrostjo ve glede na tocko B.

V nerelativisticni mehaniki se potem tocka C' premika glede na tocko A s hitrostjo, ki je enaka
v = vy + v2.

V posebni teoriji relativnosti se ne seSteva hitrosti, ampak parameter w, ki je definiran s pred-
pisom
v v
thw = — < w =arth—.
c c

50



Iz enakosti w = wy + w9 dobimo

thwy + thws
thw =th(w +we) = —————.
( ! 2) 1+ thwithws
Ce sedaj upostevamo definicijo parametra w in dobljeno enakost pomnozimo s ¢, dobimo rela-
tivisticno formulo za seStevanje hitrosti

o — V1 + U2
1+ 22

Formula v = v 4+ vy je priblizek te formule, ki je veljaven pri majhnih hitrostih. O

Izrac¢unaj limite funkcij:

(a) lim (V22 —5x+6— 1),

Tr—r0o0
(b) lim T +sinx

#5500 x —sinx’
2
¢ —1
Ilm ——m——
(c) i o
1 3

@) i:%(l_m‘l_xs)

Regitev: Limite funkcij raéunamo podobno kot limite zaporedij, upoStevamo pa naslednji splosni
navodili:

- ¢e je funkcija f zvezna v tocki a, je lim f(x) = f(a),
r—a

- ¢e predpis za funkcijo f ni definiran v tocki a, poskusamo najti tak predpis g, ki je

definiran v @, in da za x blizu a (z # a) velja f(x) = g(z).

Va2 -5z +6— V2 —52+6
(a) Tim ( %x2—5x+6—x)— lim (Va? -5z +6—x)(Vx 53:—1—6—1—33),
T—00 T—00 Vil -5z +6+x

x~>oo,/x2_5x+6+x T—00 1_§+%+1—_§.
\/ T T

. sin x
. x+sinz . 14 ==
(b) lim ———— = lim —*- =1
r—oo r —sSinx  x—oo ] — ST
T

) 2 —1 . (z=1)(z+1 . ox—1
(¢) im ———— = lim ———~* = lim
=122 4+3x4+2 -1 (x—l—?)(:ﬂ—l—l) z——1x+ 2

. 1 3 . l4+z+22-3 (x+2)(x—1)
1 - :1 —_—
(d)xl—>ml<1—m 1—x3> ] 1—2a3 il—%(l—x)(l—l-x-i-:ﬁ)’
T+ 2

im ——— = —
o114+ x + 22
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(5) Naj bo g poljubna zvezna funkcija, za katero je g(0) = 0.

8=

(a) Dokazi, da velja lim (1 + z)= = e.
z—0

1
(b) Dokazi, da velja lim (1 + g(x))9@) =e.
z—0
Regitev: (a) Predpis f(z) = (1+ x)% je definiran za vsak z € (—1,00) \ {0}, kjer definira zvezno

funkcijo. Pri tej nalogi bomo1 pokazali, da lahko funkcijo f zvezno razsirimo skozi x = 0, ce
definiramo f(0) = lir%(l +z)z =e.
T—

L L L
-10 -05 05 X

Limita lir% (1+ m)% = e je pomembna predvsem zato, ker jo potrebujemo za izrac¢un odvoda
—
naravnega logaritma.

Vzemimo poljuben € > 0. Najti zelimo tak 6 > 0, da bo za vsak x € (—4,9) \ {0} veljalo
|f(z) —e] <e.

Pri tem si bomo pomagali z naslednjima znanima limitama zaporedij
1 1\"
lim f () = lim (1 + ) =e,
n—00 n n—00 n
1 1\ "
lim f <—> = lim (1 — ) =e.
n— 00 n n—00 n

Ti limiti povesta, da se priblizujemo k e, ko gremo proti ni¢ po sStevilih oblike x = % zan € Z.
Nas cilj bo, da pokazemo, da podobno velja tudi za ostale x blizu Stevila ni¢.

1
nz+1 S

Izberimo sedaj poljuben x € (0,1). Potem obstaja enoli¢no dolocen n, € N, da velja
T < % oziroma n, < % < ng + 1. Iz prve neenakosti dobimo neenakost

1
<l4z<l4 —.
Ny + Ny

1+

Vsa tri Stevila v tej neenakosti so ve¢ja od ena, zato pridemo s potenciranjem do ocene

n 1 1 ng+1
1+ ! z< 1+ ! z<(1+)l< 1+1 f < 1+1 ’
ng + 1 ngy + 1 - v Ny - Ny '
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Zaporedji na levi in na desni strani verige neenakosti konvergirata proti e, zato lahko najdemo
tak V € N, da za vse n > N velja

1 n 1 n+1
e—e<(1+) <<1+> <e+e
n+1 n

Vzemimo § = % Za 0 <z < § je potem n, > N, od koder sledi

Ny L 1 Ng+1
) §(1+:U)w<<1+> <e-te
Ty

e—e< <1+
ng + 1

Torej je

1
lim (1+2)r =e.
z—0+

Za —1 < x < 0 je dokaz podoben. Za vsak tak x obstaja enolicno dolo¢en n, € N, da velja
_n% <z < —ﬁ. Levo limito lahko nato dokazemo s pomocjo neenakosti

1\ ™ 1 1\ et
1— < (1 < [1—— .
( nr+1> <(+o) < nm)

(b) Pri nalogi (a) smo pokazali, da bo f zvezna funkcija na intervalu (—1,00), ¢e definiramo
f(0) = e. Od tod sledi, da je tudi funkcija f o g zvezna, kar pa v posebnem pomeni, da je

lim f(g(z)) = f(9(0)).

Po predpostavki je f(g(0)) = f(0) = e, zato je

1

lim (1 + g(z))*@ = lim f(g(z)) = f(g(0)) = e.

z—0 z—0

1
Opomba: Izraz (1 + g(x))¢@ ni dobro definiran, ¢e je g(x) = 0. Zato je treba pri zapisu limite

1

tim (1 4 () 77 = ¢

1
po tihem predpostavljati, da je (14 g(x))9@ = e, ée je g(x) = 0. V primerih, ki so zanimivi, je
ponavadi x = 0 izolirana nicla funkcije g, zato ni problemov z nedefiniranostjo tega predpisa v
okolici tocke = = 0. O

Izrac¢unaj limite funkcij:

(a) lim (1 + sinz)Y?,
z—0

(b) lim(cosz)/ s’
z—0

(c) lim (sinz + cosz)/ 82,
z—0

Resitev: Pri racunanju teh limit si bomo pomagali z limito

1

lim (14 g(z)) 9@ =e,
z—0
ki velja za poljubno zvezno funkcijo g, za katero je g(0) = 0. S pomocjo te limite lahko
izrac¢unamo limite oblike
lim (1 + g())"),

z—0
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kjer je hH(l) g(x) =01in lim h(x) = +o00. Velja namreé¢
T—

x—0
1 i B
lim (1 + g(z ))h(x) = lim ™((F9@)") _ iy (9@A(@) In((1+9(2) 9)) _ 2% 5(@) (I).
x—0 z—0 z—0
Ekvivalentno pa velja tudi
. lim (f(z)—1)h(z)
1 h(l‘) — ex—0
lim f(2) e ,
kjer je lim f(z) =1 in lim h(z) = +oc.
z—0 z—0
lim sinz
lim (1 i Uz _ ezho = — .
(a) Ilg})( +sinx) e e
2 lim Sosz—1 lim ~—cosz—1 — lim — Lt — 1
(b) hm(cosx)l/sul T __ GI‘mm — ez—0 (1—cosz)(1+cosz) __ —e =0 T+cosz _ e 2.
x—0

(€) lim(sin + cos )"/ &% = lim (1 + 52 008 2)"/ 8 — e lim (cos )1/ 52,
z—0 z—0

1, lim (coszsinx
=elim (COS .ZU) sin2 (Coszsmz) =e- (e_i)z—m( )

)
z—0

=e- (67%)0 = e.

O
Naj bo funkcija f definirana s predpisom f(z) = 1+c+/z Doloéi definicijsko obmocje funkcije f
in izracunaj njene limite na robu definicijskega obmocja.

Resitev: Funkcija f(x) = 1%%/1 je definirana na R\ {0} = (—o00,0) U (0, 0), zato nas zanimajo
limite pri x — 400 in pa pri x — 0.
Ker je lim e'/* =1, je

r—*+0o0o

1 1
lim — = .
x—):tool—{—el/x 2

Limite funkcije f(z) = W#l/z pri £ — 0 pa ne moremo izracunati s prevedbo na kaksno znano
limito. V takem primeru ponavadi posku$amo limito uganiti in nato naso domnevo dokazati. V
primeru funkcije f bi tako lahko ugotovili, da sta leva in desna limita pri z = 0 razli¢ni in da
velja

1
lim ——— =0,
z—0+ 1 + el/=

1

acl—1>r(l)1 1 —|— 61/5’3

Pokazimo npr. po definiciji, da velja hm =0.

1+el/”

Izberimo € > 0. Brez skode se lahko omejimo na primer, ko je € < 1. Sedaj zelimo najti tak

0 >0, da bo za vsak 0 < z < § veljalo |f(z) — 0] < € oziroma He%/z < e. Racunajmo:



Ker je € < 1, od tod sledi
1

m(-1) "

Ce torej izberemo § = ﬁ, bo za vsak 0 < z < ¢ veljalo |f(z)] <e.

Da je hm =1, lahko dokazemo na podoben nacin.

~ 1+e l/z

Ker leva in desna limita nista enaki, limita hm ne obstaja.

1+ 1/z

Grafi¢no to pomeni, da grafa funkcije f ne moremo zvezno razsiriti preko x = 0.

Opomba: Limita funkcije f v dani tocki obstaja natanko takrat, ko obstajata leva in desna
limita funkcije f v dani tocki in sta enaki. O

Naj bo f(z) = (z+ 1) arctg 1 . Dolo¢i obmocje zveznosti funkcije f. Ali je mozno funkcijo f
zvezno razsiriti na R?

Resitev: Dani predpis definira zvezno funkcijo na mnozici R\ {—1,1}. Kot bomo videli v nadal-

jevanju, lahko funkcijo f zvezno razsirimo Se na toc¢ko x = —1, v tocki x = 1 pa ima funkcija f
skok.

x = —1: Pisimo g(z) = # + 1 in h(z) = arctg ~—. Potem je g(—1) = 0 in |h(z)| < F, kar
pomeni, da je funkcija f v okolici tocke x = —1 produkt omejene funkcije in pa funkcije, ki ima
v tocki x = —1 nic¢lo. Pokazali bomo, da od tod sledi

lim f(z) = lim g(z)h(z) =0.

r——1 r——1

Izberimo torej poljuben ¢ > 0. Ker je limlg(a:) = 0, obstaja tak § > 0, da za vsak =z €
T——
(=1 =0, -1+ \{-1} velja |z + 1| < %. Zaxz € (-1 —6,—-1+0) \ {—1} potem velja
2

(r+1)arctg <

1— 22

IVETING)
|

Pri poljubnem € je torej |g(z)h(x)| < €, ¢e je le x dovolj blizu —1. Sledi lim g(x)h(x) = 0.

r——1

= 5, od koder sledi

x =1: Velja lim arctg-—— 1 = —5 in lim arctg

z—14 r—1— 1

i ) = -

lim f(z) =

rz—1—
Funkcije f torej ne moremo zvezno razsiriti na R.

Poglejmo se graf funkcije f.
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Opomba: Na podoben naéin lahko pokazemo tudi naslednjo trditev. Ce je lim f () =01inje g

Tr—a
omejena funkcija v okolici tocke a, je

lim f(z)g(z) = 0.

T—ra

S pomocjo metode bisekcije poisc¢i na eno decimalko natanéno reSitev enacbe cosz = x.

Resitev: Poznamo metode, s pomocjo katerih lahko reSujemo polinomske, trigonometri¢ne, ek-
sponentne in druge enacbe. V kolikor te metode delujejo, lahko najdemo natancéne resitve enacb.
Ce tocne resitve ne znamo najti, pa lahko priblizno resitev poiséemo s kakéno numeriéno metodo.
Metoda bisekcije je ena izmed njih.

Pri metodi bisekcije uporabljamo naslednji algoritem:

- izberemo zeljeno natanc¢nost,

- enacbo zapisemo v obliki f(z) =0,

-izberemo zacetni interval, ki vsebuje niclo,

- na vsakem koraku razdelimo interval na dva dela in izberemo tistega, ki vsebuje niclo,

- postopek ponavljamo, dokler ne dosezemo zeljene natancnosti.

Delovanje metode temelji na dejstvu, da je graf zvezne funkcije neprekinjen. Ce ima torej funkcija
v enem krajis¢u intervala negativno vrednost, v drugem pa pozitivno vrednost, mora imeti nekje
na intervalu niclo.

Poskusimo sedaj resiti enacbo cosx = x. Z grafa je razvidno, da bo reSitev nekje na intervalu
[0,1].

Da bi lahko uporabili metodo bisekcije, enac¢bo najprej prepis§imo v obliko x — cosxz = 0 in
definirajmo funkcijo f(x) = x — cosz. Velja f(0) = —1 in f(1) = 0.46, zato bomo zaceli z
intervalom [0, 1].

- £(0.5) = —0.38, zato bo nicla na intervalu [0.5, 1],

- £(0.8) = 0.10, zato bo ni¢la na intervalu [0.5,0.8],

- £(0.7) = —0.06, zato bo ni¢la na intervalu [0.7,0.8].

Ker je f(0.75) = 0.02, bomo za priblizek vzeli stevilo 2z = 0.7.
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Bolj natancen priblizek za resitev enacbe je x = 0.739085.
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7 Odvod

(1) Izracunaj njihove odvode, nato pa narisi v isti diagram grafe funkcij:

f(x) =arctgx, g(x)= %arc tg 139;2, h(z) = —arctg —fgﬂ
Resitev: Izracunajmo najprej odvode:
1
() —
f (.T) - 1 +.%'2,
, 1 1 2(1 — 22) — 22(—2x) 1 — 22 + 222 1+ 22 1
g (x> =35 : = = = ,
2 14 (:%;)? (1—a?)? (1—22)2+422 (1+22)2 1422
W () 1 (r—1)—(z+1) 2 1
xr) = — . = = .
1+ (£41)2 (z—1)2 (=124 (z+1)2 1422

Vidimo, da imajo vse tri funkcije iste odvode. Od tod lahko sklepamo, da se te tri funkcije na
vsakem intervalu, na katerem so vse tri definirane, paroma razlikujejo za konstantne vrednosti.
Te konstante so lahko naceloma odvisne od izbire intervala.

Poglejmo si najprej funkciji f in g. Velja Dy = Rin Dy = (—o0, —1)U(—1,1)U(1, 00). Sklepamo,
da se funkciji f in g na vsakemu izmed intervalov (—oo,—1), (=1,1) in (1,00) razlikujeta za
konstanto. To konstanto lahko dolo¢imo s primerjavo vrednosti v neki konkretni tocki, ali pa z
izratunom asimptote v neskoné¢nosti, ¢e je le-ta vodoravna.

™

(o0, 1) : dim f@)= -1 o lm () =0,
(-1,1): F0)=0 i g(0)=0,
(1,00) : xlgr;o f(z) = g in wlgglog(:v) =0.

Od tod dobimo
arctgr + 5 ;o < —1,
g(z) = arctgz  —l<ax <1,
arctgr — 5 ;x> 1.

Primerjajmo Se funkciji f in h. Velja Dy, = (—o00,1) U (1,00) in

(—00,1) : FO) =0 in h(0)= 7.
(1,00) : xlglolo f(z) = g in xlirglo h(z) = —%.

Sledi

3

s .
h(z) = arctgr + 7 5 x <l
arctger — < ;x> 1.

Poglejmo si Se grafe vseh treh funkcij:

yA
P
il
> y
g
,‘3 ,_2_ _______ - J;_ 1 2 i
.
o
f - h
Sl




(2) Naj bo
z2sint ; x #£0,
f(x)_{o ;=0

Dokazi, da je funkcija f zvezna, povsod odvedljiva in ni zvezno odvedljiva v tocki x = 0.

Regitev: 1z definicije sledi, da je funkcija f zvezna na R\ {0}. Posebej moramo preveriti e, da
velja

lim f(z) =

x—0

V okolici tocke x = 0 lahko zapisemo f(z) = g(z)h(z), kjer je g(z) = 22 in h(z) = sini.
Funkcija g ima v tocki = 0 ni¢lo, medtem ko je funkcija h omejena z 1 v okolici tocke z = 0.
Od tod sledi hn% f(x) =0, kar pomeni, da je funkcija f zvezna tudi v tocki z = 0.

—

Izracunajmo sedaj odvod funkcije f. V tocki x = 0 ga moramo izracunati po definiciji

o e J(W) = f(0) . hPsing
f1(0) = Jimy = = i == = Jim hsing =0,

Pri zadnjem enacaju lahko uporabimo isti postopek kot pri dokazu zveznosti funkcije f.

Za tocke z € R\ {0} pa lahko odvod izra¢unamo kar s pomocjo pravil za odvajanje.

f(x) :233‘8111%4-.%2608% . (;—21) =2zsin2 — cos 1.

Torej je funkcija f odvedljiva povsod in velja

inl _ 1 .
f,(x):{hcsm27 cosy ;x#0,

0 ; x=0.

Funkcija f pa NI zvezno odvedljiva v tocki x = 0, saj ne obstaja limita lir% f(x). Izraz 2x sin%
T—

gre sicer proti 0 pri x — 0, vendar pa izraz cos% zavzame vse vrednosti med —1 in 1 poljubno

blizu tocke z = 0.

Poglejmo si sedaj graf funkcije f:

0.010+

0.005 -
/\v/\/\/\ s " A‘/\V/\\/\\/bAvA
70 10 5 0.1
\/ —0.005 -

-0.010+

Graf funkcije f si lahko predstavljamo kot sinusoido, katere amplituda se priblizuje 0, ko gre
x — 0, perioda pa prav tako postaja poljubno majhna. Ce pogledamo graf v zelo majhnih
okolicah tocke 0, je v principu graf funkcije Se vedno krivulja, ki pa je s pisalom fiksne Sirine ne
moremo narisati, ker so periode ’valov’ premajhne. Zato bi graf, ¢e bi ga poskusSali narisati, v
okolice tocke z = 0 izgledal kot na spodnji sliki.
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Na grafu lahko opazimo, da ima funkcija vodoravno tangento v tocki x = 0. Dejstvo, da funkcija
f ni zvezno odvedljiva, pa sledi iz opazke, da imajo tangente na graf funkcije f poljubno blizu
tocke 0 naklone med —1 in 1.

Poglejmo Se graf funkcije f’:

)
Wil iy

-15

Vidimo, da limita linz) f/(z) ni enaka vrednosti 0, ampak je v nekem smislu ta limita kar cel
Tr—r

interval [—1,1]. O

S pomocjo Lagrangeevega izreka dokazi, da za 0 < a < b < § velja

1 <tgb—tga 1
cos? a b—a cos2b’

Resitev: Spomnimo se najprej:

Lagrangeev izrek: Naj bo f : [a,b] — R zvezna funkcija, ki je na intervalu (a,b) odvedljiva.

Potem obstaja ¢ € (a,b), za katerega velja

Definirajmo sedaj f(x) = tgz. Sledi f/'(z) = ﬁ, zato lahko z uporabo Lagrangeevega izreka
najdemo c € (a,b), za katerega velja

tgb—tga 1

b—a cos? ¢
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1
cos? ¢

Funkcija g(z) = je na intervalu (a,b) naraséajoca, zato je

1 < 1 < 1
cos2a  cos?c  cos?b’

oziroma

1 < tgb —tga 1
cos?a b—a cos?b’
Opomba: Zgornjo neenakost lahko geometriéno interpretiramo na naslednji nacin: Naklon

sekante grafa funkcije tg med tockama (a,tga) in (b,tgb) je vecji od naklona tangente v tocki a
in manjsi od naklona tangente v tocki b.

YA
15 (b,tg b)

10 s

05 Y

(atga)

L L L L
-15 -1.0 -05 05 10

<Y

S pomocjo L’Hospitalovega pravila izracunaj limite funkcij:

e’ —1
lim ——
(2) 250 In(x +1)’
(b) lim z"lnz, n €N,
z—0+
(

c¢) lim z"e ¥, neN,
Tr—r00

(

e) lim z%,

) r—0+
ANt 2z l/m.
(f) lim(e* + )
Resitev: S pomocjo odvoda lahko na preprost na¢in izracunamo kaksne limite, ki se sicer izkazejo
za trd oreh. To nam pride prav pri studiju asimptotskega obnasanja funkcij.

L’Hospitalovo pravilo: Naj bosta funkciji f in g odvedljivi na neki okolici tocke x( (razen morda

v xo) in naj gresta obe hkrati proti 0 ali pa obe hkrati proti +oo pri z — xg. Ce obstaja limita
lim £ (x), obstaja tudi limita lim H@) 10 obe limiti sta enaki.
z—zo 9 (%) 5wy 9(T)

Pravilo velja tudi za enostranske limite in limite v neskonc¢nosti.

T _ 1 T
(a) lim R 61 =1.
z—0 ln(x + 1) =0 —

1
. . Inx . z .
(b) lim 2"lnz = lim — = lim —*—— = —— lim 2" =0.
z—0+ z—=0+ ™" 20+ —nxrT " n z—0+
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" nz" 1 n(n — 1)z 2 . nl

(¢) lim z"e ® = lim — = lim = lim == lim —=0
T—00 r—o00 e¥ r—oo0 el T—00 el r—00 e¥
) x . o m—z i -1 . .9
(d) lim (7 — z) tg = = lim 7 = lim ——— =2 lim sin” = =2
T T Ctg = ToT —— .= T
2 sin? 3
. = . slne lim zlnzx . L.
(e) 11151 ¥ = h%l e = ev—0+ =1 (Zadnja enakost sledi iz limite (b)).
rz—0+ z—0+
2 In(e?®+2) 222;1 3
X . In(e“® +x) lim =2le T) lim &&=tz
(f) lim (e?® + 2)Y/* = lime™ =  =es>0 ¢  =eas0 1 =¢3
z—0 z—0

(5) Izracunaj polinomske asimptote danih funkcij:

(a) f(z)=Va*+uz,
(b) f(x) = aes.
Regitev: Polinom p je polinomska asimptota funkcije f pri o — oo, ¢e je

lim (f(z) — p(z)) = 0.

T—00

Analogno definiramo tudi polinomske asimptote pri x — —oo.

Tipi¢ni primeri funkcij s polinomskimi asimptotami so racionalne funkcije, primera funkcij, ki
nimata polinomskih asimptot, pa sta logaritemska in eksponentna funkcija.

Ce je polinom p(z) = apx™ + -+ + a1z + ap polinomska asimptota funkcije f, lahko njegove
koeficiente izracunamo v naslednjem zaporedju:

an, = lim f(a:)7
x—oo "
o n
4,y = lim 1) =@
T—00 zn—1

ag = lim (f(z) — (apz™ + - -+ + a12)).

T—00

Stevilo n poskusamo uganiti. Ce izberemo prevelik n, dobimo prvo limito enako ni¢, v primeru
premajhnega n pa je ta limita neskoncna.
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(@) f(@) = Va” T

Po obc¢utku sklepamo, da ima funkcija f linearno asimptoto. Poskusimo najprej izra¢unati
asimptoto, ko gre x — oo:
72
ky = lim YT g (J1e Lo,

T—00 T T—00 T

VIZ 7 — ) (22 1
ny = lim (V2?2 + 2 —2) = lim (Vai+e—a)Valtota) lim " =

T—00 r—00 (‘/$2+w+x) =00 Vg2 + o+ o 2°

Od tod sledi, da ima funkcija f linearno asimptoto

1
y+(z) =2+ 5

Ko gre © — —o0, pa dobimo:

Va? 1
o= tim YT g 144 =
T——00 x T—r—00 T

. . (V2o +a)(Va?+z—a) : z 1
n_= lim (Va?+z+2z)= lim lim ——— ==,
z=00 =00 (Va2 +z —x) r——00 \/22 4 1 — 1 2

kar pomeni, da je asimptota pri x — —oo premica

1
() =—z— =.
y-(z) 5
Vidimo, da ima funkcija f dve razli¢ni linearni asimptoti.
yA yA
15F 7 sl
10 20l
05
ol
‘1 7 101
,0\‘5,
10 —40 -20 20 40 X

(b) f(z) = a?ex:

V tem primeru bo imela funkcija f kvadratno asimptoto. Racunajmo:

. ez .
as = lim 7 = lim e> =1,
r—00 I T—00
1 1 1,1
. x?ew —a? . ez —1 . pod .
a1 = lim —— = lim — = lim — = lim ez =1,
x x
1 1 1
1 1L 1 1
. 1 .oer —Ll—2 . T gEert 3 . —ez +1
ap = lim (z%ex — 2% — z) = lim ——% = lim —*%——% = lim 5>
Tr—r00 T—00 - T—r 00 ——3 T—>00 —_=
x X €T
1 1
. p@x 1
= lim #5— =
T—o0 5 2

Isti racun pokaze, da je kvadratna funkcija
2 1
p(r) =2*+x+ 3

asimptota funkcije f tudi, ko gre x — —o0.
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-40 -20 L 20 40

(6) Skiciraj grafe funkeij:

(a) f(z) =z’
(b) f(x)=arctg (1 + %) )

3

(©) f(2) =5

Resitev: Pri skiciranju grafov funkcij so nam v pomoc¢ naslednji podatki, ki jih lahko predhodno
izracunamo:

- definicijsko obmocje, nicle, poli, limite na robu definicijskega obmocja, asimptote,
- stacionarne tocke, intervali naras¢anja in padanja, tangente na robu definicijskega obmocja,

- prevoji, intervali konveksnosti in konkavnosti.

(a) f(z) = zIn?2.

e Funkcija f je definirana na Dy = (0,00) in ima niclo v tocki = 1. Limiti na robovih
definicijskega obmocja pa sta:

1 2
) . In®z . 2lnz-= . 2lnzx = .
lim f(r)= lim —— = lim ——=—* = lim — = lim = lim 2z =0,
z—0+ z—0+ = z—0+ -2 z—0+ - z—0+ ol z—0+

lim f(z) = lim zIn®z = co.

Funkcija f pri x — oo nima polinomske asimptote.
e Odvod funkcije f je enak

fl(x) =’z +z-2Inz- — =Inz(nz + 2).

ISER

Torej je funkcija f naragéajoca na (0,e 2)U(1, c0) in padajoca na (e=2,1). V tocki x = e~2
ima funkcija f lokalni maksimum, v to¢ki x = 1 pa lokalni minimum. Velja

li () = lim Inz(l 2) =
Jip, £'@) = Jigg Inalina +2) = o,

od koder sklepamo, da ima graf funkcije f v tocki x = 0 navpi¢no tangento.

e Drugi odvod funkcije f je enak

1 2 2
f"(z) =2nz- - + _ = E(lnx—i— 1).

1

Od tod sledi, da je funkcija f konveksna na (e~!,00) in konkavna na (0,e~!), v tocki

x = e~ ! pa ima prevoj.
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Py L
10 15

,Oi lokalni minimum
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(b) f(z) =arctg (1+2).

e Funkcija f je definirana na Dy = R\ {0}. V tocki x = —1 ima niclo, premica y = § pa je
njena vodoravna asimptota. Leva in desna limita funkcije f v tocki z = 0 sta:

. s
x1—1>r(l)l+f(x) - 57

. T
Jm f(@) = =5

Graf funkcije f se v okolici x = z desne priblizuje tocki (0, g), z leve pa (0, —g)
e Odvod funkcije f je enak
1 (-1) 1 1

TIt(412 22T 2@+ 1)? 242t

f'(x)

Za vsak x € Dy velja f'(z) < 0, torej je funkcija f padajoca na vsakem izmed intervalov
(—00,0) in (0,00). Stacionarnih toc¢k nima. V toc¢ki z = 0 ima odvod limito

lim f'(x) = —1,

z—0

kar pomeni, da se graf funkcije f priblizuje tockama (0, g) in (0, —%) pod kotom ¢ = —45°.

e Drugi odvod funkcije f je enak

202z + 1)

(@) = (222 4 2x + 1)2°

Od tod sledi, da je funkcija f konveksna na (—%, 0) U (0,00) in konkavna na (—oo, —

), v

N |—

tocki x = —% pa ima prevoj.

(©) fl@) = /5.
e Funkcija f je definirana na Dy = (—o0,0] U (2,00). Niclo ima v tocki = 0, pol pa v

tocki x = 2. Funkcija f sicer ni racionalna funkcija, vseeno pa ima dve razli¢ni linearni
asimptoti. Ra¢unajmo:

@3
by = tim 28 o V2 oy [T
T—00 T T—00 T z—oo \| x — 2



N4 :xlgngo(f(w) —x) :xlgn;o ( xsc_32 —x) :man;ox (‘f_ M) 7

=)

—1m1x<W@_‘M_QKV§+Vx_m>—-mn 2z 9
i Vi 2z +Vz_2) ivcog 24 a2 2z
@3
o= tim T8 o VR, Ty
r——00 I T—r—00 x T—r—00 T — 2
= lim (f(z) +x)= Ili z +x|= 1l S
- _m—1>r—noo (@ v _3:—1>r—noo T —2 v _:E—1>r—noox T — 2 ’
(—y/z52 +D(/z5 +1) 2
= lim =z ? ’ = lim —2%*2  — 1.
r—r—00 T—r—00
T 1 5 1
Pri racunanju limit smo upostevali dejstvi, da za pozitivna Stevila velja x = Va2, za

negativna Stevila pa r = —v 2.
Linearni asimptoti funkcije f sta torej y4(z) =z +1iny_(z) = —z — 1.

e Odvod funkcije f je enak

, 1 Jz—2 322(x—2)—2% 1 Jz—2 22226 z
Py =g\ = ((x—z))Q =3V = <i_2>2)‘<$‘3> CETIER

Torej je funkcija f narascajoca na (3,00) in padajo¢a na (—oo,0) U (2,3). Tocki z; = 0 in
xo = 3 sta stacionarni tocki funkcije f, obe sta lokalna minimuma. Toc¢ka x = 0 je sicer na
robu definicijskega obmocja, ima pa graf funkcije f v tej tocki vodoravno levo tangento.

e Drugi odvod funkcije f je enak:
, 1 — 23 (z—2)3 —3z(z — 2)2
71w) = [+ e f\/(:” =
\/(x _x\/ (x —2)° (z+1),

\/xz 24+ (3+ 22— 2?)

x(x —2)° (x —2)5

Vidimo, da je funkcija f konveksna povsod, kjer je definirana. Poglejmo Se njen graf.

s el
Iol@[m minimum

<Y

, , , .
15 ~10 5 D \t ! 5 10

66



(7)

Skiciraj graf Gaussove funkcije

1 (=)
f(w) = (&} 202 y
V2mo?
kjer je 4 € R in ¢ > 0. Kaksen je pomen parametrov y in o7
.- . 1 7% . . . . Ce
Resitev: Gaussova funkcija f(x) = Ner=A I definirana na celi realni osi in je povsod

pozitivna. Ko gre x — t00, se graf funkcije f priblizuje abscisni osi. Njen odvod je

1 _ew? T—p
/ = a2 . —
f) 2770'26 : < o? > ‘

Od tod sklepamo, da funkcija f naraséa na intervalu (—oo, 1), pada pa na intervalu (u,o0). V
tocki z = p ima (globalni) maksimum.

Drugi odvod funkcije f je enak

#(z) = 1 e—%. (@—p? 1 ‘
V2mwo? ot o?

Funkcija f je konveksna na (—oo, u — o) U (i + 0, 00), konkavna pa na (u — o, + o). V tockah
r = £ o ima prevoja.

lokalni maksimum

prevoj prevoj

=0 p pto

x

7 dano Gaussovo funkcijo opiS§emo normalno porazdelitev s povpreéno vrednostjo p in s stan-
dardnim odklonom o. Sprememba parametra p povzroc¢i, da se graf prestavi levo ali desno.
Tako dobljen graf je simetricen glede na os x = u. Parameter o doloca, kako razprsena je nor-
malna porazdelitev. Ce o povecamo, se graf raztegne, njegov vrh pa se zniza. V kolikor pa o

zmanjSamo, se vrh dvigne, graf pa se zozi. Konstanta \/;7 je izbrana tako, da je plos¢ina lika

pod krivuljo enaka 1.

Najpogosteje uporabljamo standardno normalno porazdelitev
1 22

fz) = N

ki ustreza parametroma =0 in o = 1. O

Skiciraj krivulji, ki sta podani v parametri¢ni obliki:
(a) z(t) =4cost, y(t) = 3sint za t € [0, 27],

a at?
(b) z(t) 3at 3at

:mvy(t):1+t3 za t € R in nek a > 0.
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Resitev: Vektorska funkcija oziroma parametriéno podana krivulja je funkcija
7 [to,tl] — RQ,

kjer je [to,t1] C R nek interval. Predstavljamo si lahko, da opisuje gibanje tocke po ravnini.
Parameter t € [tg, t1] si predstavljamo kot ¢as, vrednost 7(t) = (x(t), y(t)) pa kot polozaj tocke
ob ¢asu t. Pomemben je tudi vektor

. . F(t+s) =7t . .

) = im DT G ),

s—0 S
ki ga fizikalno interpretiramo kot hitrost tocke, geometriéno pa ponazarja smerni vektor tangente
na krivuljo v danem polozaju.

Pri skiciranju tira vektorske funkcije si pomagamo z naslednjimi podatki:

- skiciramo grafa in poiS¢emo stacionarne tocke obeh komponent,
- oznacimo polozaje, ki ustrezajo stacionarnim tockam,

- analiziramo limitno in asimptoti¢no obnaSanje obeh komponent.

7 upoStevanjem teh podatkov lahko sedaj poskusimo skicirati graf. Na intervalih, kjer funkcija
x(t) narasca, se tocka premika v desno, kjer pa pada, pa v levo. Podobno nam narascanje
funkcije y(t) pove, da se tocka premika navzgor, padanje pa pomeni, da se premika navzdol.
V stacionarnih tockah funkcije = je tangenta na tir funkcije navpi¢na, v stacionarnih tockah
funkcije y pa vodoravna. Ce imata ob nekem ¢asu obe funkeiji  in y odvod enak ni¢, se lahko
zgodi, da dobimo na tiru ost.

(a) Poskusimo najprej skicirati graf krivulje, ki je podana s predpisom:

x(t) = 4 cost,
y(t) = 3sint.
Grafa komponent sta na spodnji sliki.
X4 y
1 B B p 5 X 1 : 3\5/7
Odvoda komponent sta @(t) = —4sint in y(t) = 3cost. Zanimajo nas tocke, kjer je vsaj eden
izmed odvodov enak ni¢. To so tocke {0, §, 7, 2 T 27}. Polozaji tocke pri teh parametrih so:
7(0) = ( ,0),
r(m) = ( 4, )
() = (0,-3),
7(27) = (4,0).

Z obeh grafov lahko razberemo, da se na intervalu (0, §) tocka premika levo in gor, na (3, )
levo in dol, na (m, %) desno in dol ter na (25, 27) desno in gor. Z upostevanjem teh podatkov
lahko skiciramo krivuljo.
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Vidimo, da po obliki krivulja spominja na elipso. Da je to res elipsa, lahko dokazemo, ¢e krivuljo
zapiSemo v implicitni obliki. Velja namre¢

LQ LQ _ 16cos?t 9sin?t __
16 + 9 16 + 9 =L

Gre torej za elipso s polosema a = 4 in b = 3.

(b) Izrac¢unajmo najprej odvoda obeh komponent:

~ 3a(l+¢%) —3at-3t2  3a(l—2t3)

(1+13)2 o (1413)2
. Gat(1+t3) — 3at? - 3t2  3at(2— %)
- (1+13)2 (1432

Funkcija x ima stacionarno tocko t = %2, medtem ko ima y stacionarni tocki t = 0 in t = /2.

Ce upostevamo e pole in asimptote obeh koordinat, dobimo naslednja grafa.
Pox iy

|
2+ | 2t
I

s b4l

Sedaj bomo poskusili skicirati Descartov list. Odvodi komponent nam povedo, da lezijo tocke:
7(0) = (0,0),
"(45) = (aV4,a¥2),
F(V2) = (aV2,aV/4)

na krivulji in da so tangente na krivuljo v teh toc¢kah vodoravne oziroma navpi¢ne. Zac¢nimo z
risanjem krivulje na primer pri parametru ¢ = 0. Tedaj je polozaj tocke enak (0,0), tangenta
na krivuljo pa je vodoravna. Na intervalu (0, 3%/5) se tocka premika desno in navzgor, dokler ne

pride do polozaja (av/4,av/2), kjer je tangenta na krivuljo navpicna. Nato se za t € (%, \3@)
tocka premika levo in navzgor in pride do polozaja (a+/2,a+/4), kjer je tangenta na krivuljo
vodoravna. Na intervalu (\3@, 00) se tocka premika levo in navzdol ter se asimptoti¢no priblizuje
koordinatnemu izhodis¢u. Da bi izracunali, pod kaksnim kotom pride v koordinatno izhodisce,
moramo najprej izracunati, kaj se dogaja z naklonom tangente na krivuljo. Naklon tangente na

krivuljo v polozaju, ki ustreza parametru ¢, je enak

k(t) = 4.
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V nasem primeru je torej
3at(2—t3) 3
) = 72—t
(t) = 3a(1-2t3) — 1 93’
C(143)2

Vidimo, da v limiti velja
. t(2—13)
R T
kar pomeni, da pride krivulja v koordinatno izhodiS¢e v navpi¢ni smeri.

Zaenkrat smo obravnavali del krivulje, ki ustreza parametrom na intervalu [0, c0), in ugotovili, da
je ta del krivulje omejen. Sedaj bomo analizirali Se obnasanje krivulje pri negativnih parametrih.
Ko se parameter priblizuje vrednosti ¢ = —1, gresta tako x kot y v neskoné¢nost. Bolj natanc¢no:
ko t pada proti —1, gre £ — —oo in y — oco. To pomeni, da tocka potuje v neskon¢nost v smeri
levo in navzgor. Podobno lahko ugotovimo, da gre v primeru, ko ¢ naraSca proti —1, tocka v
neskoncénost v smeri desno in navzdol. Izkaze se, da se krivulja v obeh primerih priblizuje neki
posevni asimptoti. Koeficient te asimptote je enak

, . t(2—13)
k= tim k() = lim 9—F =1
zacetna vrednost pa je enaka
3at? 3at 3at(t +1)
=1l — = 1li ——t——= ) =1l = —
n = Jlim, ((t) = ke(t)) = lim, (Htg " 1+t3> AT =t + )

Descartov list ima torej asimptoto
Yy=—T—a.

Za konec omenimo Se, da se pri t — —oo tocka ponovno priblizuje koordinatnemu izhodiscu,
tokrat v navpicni smeri.

—1<t<0 50

Izraéunaj enacbo tangente na krivuljo 522 — 6xy + 5y? = 16 v tocki (2,2).

Resitev: Véasih imamo zvezo med odvisno in neodvisno spremenljivko podano z implicitno
enacbo. Ker je eksplicitno izrazavo naceloma tezko poiskati, lahko odvod izra¢unamo posredno
z odvajanjem enacbe.

V nagem primeru z odvajanjem enacbe 522 — 6zy + 532 = 16 po = dobimo:
102 — 6(y + 2v') + 10yy’ = 0,
y'(10y — 62) = 6y — 10z,
J = 3y — 5z
5y — 3z’
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V tocki (2,2) je torej y' = —1, enacba tangente pa je
y=—x+4.

Pri Matematiki 2 bomo spoznali, da enacba 5z2 — 62y + 53> = 16 doloca elipso s polosema /2
in 24/2 v smeri simetral kvadrantov. Tocka (2,2) je eno izmed temen elipse.

yh

O]

(10) Z uporabo Newtonove metode poiséi stacionarno tocko funkcije f(x) = 2%+sin x na tri decimalke
natancno.

Resitev: Funkcija f je definirana na celi realni osi. Njen graf oscilira okoli grafa kvadratne

parabole y = x2.

lokalni minimum

b

Lokalni minimum je v tocki, ki zados¢a enacbi f/(x) = 2z + cosz = 0. Te enacbe ne znamo
natancno resiti, zato bomo priblizek resitve poiskali z Newtonovo metodo.

Newtonova metoda:

Ce resujemo enacbo g(x) = 0, kjer je g odvedljiva funkcija, lahko priblizek resitve poiséemo z
naslednjim algoritmom:

- izberemo zacetni priblizek x,

9(y)
"(2n)’

- postopek ponavljamo, dokler ne dosezemo zeljene natancnosti.

-induktivno ra¢unamo z,41 = x, —

Q
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V naSem primeru je g(z) = f'(x) = 2z + coszx in ¢'(x) = 2 — sinz. Vzemimo zacetni priblizek

zo = 0 in racunajmo:

£ = 20 — g,(xo) — —0.500,
9'(z0)
=y~ A _ g5,
g'(z1)
£3 = g — g,(”) — —0.450,
g (z2)
21 = w5 — ) _ g 450
9'(x3)
Vidimo, da se za¢nejo vrednosti ponavljati, zato je x = —0.450 priblizek za stacionarno tocko.

Opomba: Newtonova metoda praviloma konvergira hitreje kot bisekcija, a vcasih ne deluje.
Problem se namreé¢ pojavi, kadar je za neki priblizek zj vrednost f’(zy) blizu 0. V takSnem
primeru je naslednji priblizek x; lahko zelo slab.

Ce funkcija f ni odvedljiva, ali pa je odvod tezko ra¢unati, lahko uporabimo sorodno sekantno
metodo. Postopek je isti, le da uporabljamo rekurzivni korak

Tp — Tn—1

O (O ()

ki je odvisen od predhodnih dveh ¢lenov. O

(11) Tockasto telo se giblje po ravnini z enakomerno hitrostjo v, ¢e je v zgornji polravnini, in s
hitrostjo va, ¢e je v spodnji polravnini. Po kateri poti bo najhitreje prislo iz tocke A(0,y;) do
B(xa,y2), ¢e je y1,x2 > 0 in yo < 07

Regitev: Pri tej nalogi is¢emo najhitrejSo pot od tocke A do totke B. Vseh moznih poti je
neskonc¢no (rabili bi celo neskonéno parametrov, da bi jih lahko opisali). Zato bomo najprej
zozili nabor morebitnih kandidatov.

Pri iskanju najhitrejse poti se lahko omejimo na poti, ki so sestavljene iz dveh ravnih poti.
Taksne poti lahko parametriziramo s parametrom d, ki pove, kje dana pot seka abscisno os.

Y

X2—d

d § X
§*YZ
s B

Cas, ki ga tocka potrebuje, da pride po dani poti od A do B je

_ Vgt VAP gy

t(d
(d) o -
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Matematic¢na formulacija nasega problema je sedaj sledeca: Poi§¢i minimum funkcije
t: [0, .’172] — R.

Pois¢imo najprej stacionarne tocke.

1 2d 1 —2(zs—d)
tl(d) — 5 : 5 + 5 5 5
vy d® + Yy vay/ (22 — d)? + y3
Sledi J J
xro —
t'(d) =0 < = :
vV +y; va/(z2 — d)? + 3

Ce uporabimo oznake s spodnje slike, lahko zapisemo tudi

Pld) = 0 = SBOL_ SO
U1 V2

Vi<Vo

Stacionarna tocka dy je torej implicitno dolo¢ena s kotoma ¢ in ¢o. Z analizo predznaka odvoda
vidimo, da funkcija t pada levo od dy in narasca desno od dy. Od tod sledi, da je v dg globalni

minimum funkcije t.

Najhitrejsa pot med A in B je torej pot, za katero velja
sing; v
sin ¢ Ty

Hodnik Sirine a se nadaljuje pravokotno v hodnik Sirine b. Kako dolga sme biti lestev, da jo

bomo Se lahko prenesli vodoravno okrog kolena?

Resitev: Poglejmo si tloris hodnika.
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Lestev zelimo zavrteti iz navpi¢ne v vodoravno lego. Da bi jo lahko zavrteli do kota ¢, bo morala
biti lestev krajSa kot najdaljSa daljica, ki jo Se lahko pod kotom ¢ vértamo v hodnik. Dolzina
te najdaljSe daljice je enaka

dg) =2 40

" cos¢  sing’

Lestev bomo lahko prenesli okrog kolena, ¢e bo njena dolzina krajsa od vseh moznih vrednosti
d(¢) za ¢ € (0, 3). Iscemo torej minimum funkcije

d: (o,g)—n&

Poiséimo stacionarne tocke. ]
asing bcos¢

cos?¢  sin?¢

, _ sin3gz5_b _i/ﬁ

Funkcija d ima torej eno stacionarno tocko ¢y = arctg '\S’/g . 7 analizo predznaka odvoda ugo-

d'(¢) =
Sledi

tovimo, da funkcija d pada na (0, ¢o) in narasca na (¢o, 5). Od tod sledi, da doseze d v tocki ¢g
globalni minimum. Poleg tega velja e lim d(¢) = oo in lim d(¢) = co.
¢—0+ p—=5—

Izracunajmo sedaj Se vrednosti d(¢o). Najprej velja

1
=V1+tg2do=\/1+bsa5.

cos ¢g

Od tod dobimo:
a b

cosgy  singg’

d(¢o) =

w a)

= a s
oS ¢ tg o
=\1+ bia~s (a + b%a%>,
=\1+ bgcf%a(l + bgcf%),
3

:a(l—l—b%a_%)é,

2 2
= (a3 +b3)

3
2

Njw

Okrog kolena lahko torej prenesemo lestve, ki so krajse od (a% + b%) . O
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8 Nedoloceni integral

(1) Izracunaj integrale s pomocjo substitucije:

1 . 1
(a) /M dzx <SplOSHO /aw de, a, b > 0> s

(CL>O>7

1
b / - d
(c) /sin3ajcosa:d:n,

2x
(d) / 2+ 25 dz,

(e) /\/I—T—de.

Resitev:

1 . 1
(a)/xz_'_gd:zi <Splosn0 /Md.l’) .

Vzemimo novo spremenljivko ¢t = 3. Potem je dt = %x in

1 1 1 1 1 1
/ d:c:/de:/dt:arctgx+C.
2 +9 9/ (2)° +1 3) 241 3 3

V splosnem primeru vzemimo ¢ = %7, kar nam da dt = %. Sledi

1 1 1 b 1 1 ax
———dr == | ——dr =+ | ——dt=— tg— +C.
/a2x2+62 o 62/(‘?’)2+1 o b2a/t2+1 ab i

1
b /dx, a>0):
b) | Ja—md (@>0)
Vzemimo novo spremenljivko ¢t = % Potem je dt = %x in

dr = =arcsint + C = arcsin 7 + C.

1 1 1 dt
/dﬂ?:/ /
7 _ .2 - — 2
va T a /1_(75 V31—t
C sin® z cos z du
(c)

Vzemimo novo spremenljivko ¢t = sinz. Potem je dt = cosx dx in

/singmcosmdm:/t?’dt:'f—i—C:}lsinA‘a:—i—C.

2x
(d)/x2+25dx.
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Uvedimo novo spremenljivko ¢t = 22 + 25. Sledi dt = 2z dz in

2z dt 2

Opomba: Vc¢asih integriramo funkcije oblike f(z) = g () kjer je g neka funkcija.

g9(x)”
primerih uvedemo novo spremenljivko u = g(z) (sledi du = ¢'(z)dx), da dobimo

/ﬂ@m:/ggwma/?:mw+ozmmm+a

(@/¢¥;%m:

LIS — 2 : _ _e*dx : dt dz ;.
Definirajmo t = v/1 + 2%, Potem je dt = JiTers OZiroma g = e Sledi:

/]d—/ilﬁ—l/ S
Vit "= )" 2 \i—1 1) "
1

:fln(\/m—l)—%ln<m+l)+0.

2

Opomba: Alternativno bi lahko uporabili, da velja

1 g — arctht+C ; |t| > 1,
1—¢2 | artht+C ;|| <1,

kar nam da

/\/%dx:—arcthb/l—i-e%) +C
eI

Funkciji arcth in arth sta area kotangens in area tangens.
(2) Izracunaj integrale s pomocjo integracije po delih:

(a) / arctg x dz,

(b) /arc sinz dz,

(c) /e“m sinbrdx, (a,beR).

Regitev: Pri integraciji po delih si pomagamo s formulo

/udvzuv—/vdu.

Ponavadi se pri izbiri u in dv ravnamo po nacelu:

-u ... funkcija, ki se pri odvajanju poenostavi,

~dv...izraz, ki ga znamo integrirati.
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(a)/arctgwdm:

dx

20T In v =x ter

Vzemimo u = arctgz in dv = dzx. Sledi du =

1
/arctgxdx:xarctgx—/ﬂildx:a:arctgac—21n(x2+1)+0.

(b) / arcsinz dz :

Najprej integriramo po delih u = arcsinz, dv = dx, nato pa uvedimo t = 1 — 2.

T 1
arcsinx dor = x arcsinx — dx:xarcsin$+/t_1/2 dt,
/ /\/1—m2 2
= zarcsinz + vVt + C = zarcsinz + /1 — 22 + C.

(c)/e‘” sinbrdr, (a,b€R):

Pri tem integralu bomo eksponentno funkcijo dvakrat integrirali, trigonometri¢ni funkciji pa
dvakrat odvajali.

1 b
/eaw sinbx dx = —e** sinbr — — /e‘” cos br dx,
a a

1 1
= —e"sinbx — b (e‘”” cos bx — b/eax(—sin bx) da:) ,
a\a a

a

. b b? .
= —esinbr — —e* cosbr — — | e sinbx dx.
a a? a?

Iz te implicitne oblike lahko izrazimo

/e‘” sinba do — e (asin bz — bcos bx) Lc
a? +b?
Na podoben nagin lahko izracunamo tudi
/e‘m cosbe de — € (bsin bz + a cos bx) ‘e
a? + b?

Opomba: Poleg integriranja realnih funkcij poznamo tudi integriranje kompleksnih funkcij.
Poglejmo si, kako bi lahko na ta nacin izraCunali zgornja dva integrala. Naj bo A = a + ib
kompleksno Stevilo. Potem velja

Ar _ e(a—l—ib)az _

e e (cos bz 4 isinbx).

Ce oznaéimo

I, = /e“’” cosbrdx in Iy = /e“‘” sin bx dzx,
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je torej
/em de = 1.+ il.

Po drugi strani pa je:

1
/em dx = Xem + C,

1
= —e(cosbx + isinbx) + C,
a+1b

= ﬁ(a —ib)(cosbx + isinbx) + C,

a
= ﬁefw((bsm bx + acos bx) + i(asinbx — beosbz)) + C,
_ e®(bsinbr +acosbx)  e*(asinbzr — bcosbx)

Vidimo, da smo izracunali oba integrala hkrati, ne da bi uporabili metodo integriranja po delih.
Cena, ki smo jo placali, pa je, da operiramo s kompleksnimi namesto z realnimi funkcijami. [

(3) Izracunaj integrale racionalnih funkcij:
2+ z+1
———d
(a) /x3+2x2+x “
—25 +2 422 + a3
(b) / O+ 25z + 4z +=x d
2522 + x4

2
(c) /de

Regitev: Za integracijo racionalnih funkcij imamo na razpolago algoritem, ki nas vedno (z vec ali
manj truda) pripelje do rezultata. Praviloma integriramo racionalne funkcije s pomocjo razcepa
na parcialne ulomke:

Zz,

- S pomocjo deljenja zapiSemo racionalno funkcijo v obliki R(x) = p(x)+ M, kjer je polinom

oo . . q(x)
r nizje stopnje kot polinom gq.
- Polinom ¢ razcepimo na produkt linearnih faktorjev in pa nerazcepnih kvadratnih faktorjev.

- Funkcijo % zapiSemo kot vsoto parcialnih ulomkov s pomocjo nastavkov:

e e T Gt T G
- Integriramo vsak parcialni ulomek posebe;j.
(a) / atdadl
3 4+ 222 +
Razcep na parcialne ulomke se glasi:
22 +r+1 _:B2+£1?+1_A B C

w34+222+x x(r+1)2 _E+a:+1+(33—|—1)2’
Az +1)2+ Bx(z + 1) + Cx
B x(z+1)2
22(A+B)+22A+B+C)+ A
B z(r+1)2 ’

)
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Od tod dobimo sistem treh enac¢b za tri neznanke:

A+ B=1,
2A+ B+ C =1,
A=1,

ki ima reSitev A =1, B=0in C = —1. Sledi
P+ z+1 1 1 1
——————dx = ————— ) dz=1 —— +C.
/x3+2x2+x v /(x (:c+1)2> v=lfel+ g+

(b) / —25 + 25x + 422 + 23
2522 + x4

dx

Razcepimo najprej integrand na parcialne ulomke:

—25 + 25z + 4a® +2°  —254 25z + 4a? 4 23
2522 + 24 B z2(x? + 25) ’
A B Czx+D

RS
_A(2® + 25z) + B(a? + 25) + Ca® + Da?
N z2(z? + 25) ’
_ 25B+25Az +2*(B+ D) + 2*(A+ C)
B z2(x? + 25)

Tako pridemo do sistema enach:

A+C=1,

B+ D =4,
254 = 25,
258 = —25,

ki ima resitev A =1, B= -1, C =0, D = 5. Rezultat je torej

/—25+%x+¢ﬂ+x3d !/ 1 1+ 5 J 1\\+1+- S
€r = - — —= —_— T = 1IN |Tr — arc — .
2522 + x4 x x2 x2+425 x & 5

2
(C)/dei

Integracija s pomocjo razcepa racionalne funkcije na parcialne ulomke dobro deluje, ¢e so vsi
kvadratni faktorji v njenem Stevcu kvecjemu na prvo potenco. V primeru visjih potenc pa si
pomagamo z nastavkom.

- Zapisemo R(z) = p(x) + ggg in faktoriziramo q.

- Uporabimo nastavek:

. ﬁWAlnbsfa\,

: mwBln(ﬁ%—bm%—c)—i—Carctgj%,
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. %, kjer polinom ¢ dobimo iz polinoma ¢ z znizanjem potence vsakega faktorja za ena,
polinom 7 pa ima stopnjo za eno nizjo kot q.

- Odvajamo obe strani in izracunamo koeficiente.

Vzemimo nastavek

2 9 C+ Dz
/de = Aln(z*+ 1)+ Barctgz + o
7 odvajanjem dobimo:
2  24z+B  D(2?+1)— (C+ Dzx)2
(z2+1)2  22+1 (22 +1)2 ’
_ 24(2% +2)+ B(2® +1) — 2Cz + D(—2* + 1)
- ($2 + 1)2 ’
_ 242° 4+ 2*(B—-D)+z(2A-2C)+ B+ D
- ($2 + 1)2 :

Dobimo sistem petih ena¢h za pet neznank:

24 =0,
B-D=0,
94 —20 =0,
B+D=2

ki ima resitev A =0, B=1,C =0, D = 1. Sledi

2 T
/(x2+1)2 dm:arctgx—i—iﬂ_kl +C.

Izracunaj integrale trigonometri¢nih funkcij:

1
—d
@) /5+4cos:c v
1
b da,
(b) /sin2x+20082x o

@)/mﬂ'@.
24+sinx

Regitev: Pri integralih tipa [ R(cosx,sinz)dz, kjer je R racionalna funkcija, si pomagamo z
univerzalno trigonometri¢no substitucijo

tg T =t
g5 =t
7 uporabo trigonometricnih enakosti lahko izrazimo:
2dt
der = ——,
T e
1— 2
CcosST = ——
1+1t2’
. 2t
sing = ——
1+t
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kar nam problem prevede na integriranje racionalnih funkcij.

1
(a)/5—|—4cosxdx

/ 1 J / 1 2dt / 2 dt
xr = . =
5+4cosz 5+4i§§ 142 5(1+t2)+4(1 —¢t2)’

2 2 1 =z

1
b dz :
( )/sin2:r—|—2c052x v

Univerzalna trigonometri¢na substitucija nas sicer vedno pripelje do rezultata, vendar pa v
primeru, ko nastopata sin in cos v integrandu v visjih potencah, hitro pridemo do kompliciranih
racionalnih funkcij. Zato se nam splaca na zacetku s pomocjo adicijskih izrekov ¢imbolj znizati

potence v integrandu.

1 1 1 2
— 5 dr = — dr = s T der = | ——— dzx.
sin“x + 2cos* x 1+ cos*x 1+ =254 cos2x + 3

Sedaj uvedimo novo spremenljivko 2z = u in nato Se tg 5 = t. Sledi

1 2 du 1 2dt
i 02 dx = — dx = —_— = — . 5
sin®z + 2 cos? x cos2x + 3 cosu + 3 %+§2+3 1+t

dt V2 V2
_/t2+2_2arctg <2tgﬂv>+0.

Ccos T
—d
(C)/Q—i-sinx v

Ta integral lahko izra¢unamo brez uporabe univerzalne trigonometri¢ne substitucije, ¢e poskusimo
z novo spremenljivko ¢ = 2 4 sinx. Potem je dt = cosx dx in

dt
/COS_:de:/:lnt]+C:ln]2—|—sina:|—|—C.
24 sinzx t

(5) Izracunaj integrale iracionalnih funkcij:

T+ 3

(c) N dx
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p(z) dz

Resitev: Integrale tipa [ VT rheTe

integriramo na naslednji nacin:

1) Ce je polinom p konstanten, integral prevedemo na enega izmed integralov:
J

—arcsm< >+C’ a > 0,

zln}x—l—\/mz—aQ’—l—C, a>0,

:ln<a:—|— x2+a2>+0, a> 0.

/ dx
Va2 — z?
/ dx
V2 — a2
/ dx
VZta
(2) Ce je p poljuben polinom, uporabimo nastavek
dx = p(x)Vazx® +bx + ¢

N == [ v
S T
ax?+bxr+c ax?+bxr+c

kjer je C konstanta, polinom p pa ima stopnjo eno manjso kot p.

) [
a) [ ————=dzx
Vi + x?
Med racunanjem bomo uvedli novo spremenljivko ¢t = x + %, kar nam da dx = dt in

dx dx dt 1

5 = 5 = =1In t + t2 — Z
v+ 1 1 2 _ 1
e VE+3) -1 VE 1

1
x+§+\/aﬁ+x2 +C.

+C,

=1In

b)/\/ﬁd@a

Pri tem primeru bomo uvedli novo spremenljivko ¢ = x — 1, kar nam spet da dx = dt. Sledi

= arcsint + C' = arcsin (x — 1) + C.

T+ 3
\/x2+4a:

V tem primeru bomo uporabili nastavek

()

z+3 =A :L’2—|—4a:+/
\/x2+4x \/x2+4x

7 odvajanjem te enakosti dobimo

r+3  Alr+2) B _Az+2)+B

= +
Va2 +dr  Val+4r Va2 +4x Va? + 4x
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S primerjavo koeficientov polinomov v Stevcu pridemo do sistema dveh enacb za dve neznanki:

A=1,

2A+ B =3,

ki ima resitev A = B = 1. Tako dobimo:
T+ 3

dx dx
——dx = a;2—|—4a:+/: x2—|—4x—|—/,
Va2 + 4dx Va? + 4z Vi(r+2)2—4
:\/x2+4:c+ln’x+2+\/a:2+4$‘+C'.

Zadnji integral lahko izra¢unamo z uvedbo nove spremenljivke ¢t = x + 2. O
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9 Doloceni integral

(1) Izracunaj doloCena integrala s pomoc¢jo Newton-Leibnizeve formule:

27
(a) / cos® z dz,

0
™ /1 2
(b) JLtcoser
0 2

Resitev: Doloceni integral je s pomoc¢jo Riemannovih vsot praviloma zelo tezko izra¢unati, zato
ga obicajno ra¢unamo s pomocjo Leibnizove formule. Naj bosta f in F' zvezni funkciji na [a, b],
za kateri velja F'(x) = f(z) za x € (a,b). Potem velja

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).

2w 2m
1 2 1
(a)/o coszxda:—/o —l_c;sxda:—<;6+4$in2a;> .

Opomba: Na ta integral pogosto naletimo, zato se splaca zapomniti naslednjo lastnost. Velja
b b b—a
/ sin? kx dx = / cos® kx dr = ,

a a 2

¢e je dolzina intervala [a,b] veckratnik periode funkcij sin kz oziroma cos kz. To pomeni, da je

b—a=n- 2% za neko naravno Stevilo n.

(b) Za izracun tega integrala najprej opomnimo, da velja

. s
/1+cos2x:m: cos T ,xE[S)T,Q],
2 —cosz ; x € [F,m.

Tako dobimo

T /14 cos2zx bl 4 . .
——dx = coszdr — cosrdr =sinz|” —sinx
0 2 0 z 0 3

VB

Il
—

|

|
=

Il
1N

S trapezno metodo za n = 4 in Simpsonovo metodo za n = 2 priblizno izra¢unaj integral

s

sin x
dr.
T

0

Resitev: Pri tej nalogi bomo spoznali dve numeri¢ni metodi za priblizni izra¢un dolocenega
integrala, ne da bi dejansko poznali nedolo¢eni integral. To je Se posebej uporabno, ko imamo
opravka s funkcijami, katerih nedoloceni integrali niso elementarne funkcije.

Kot primer si bomo pogledali funkcijo f(x) = S22 Re¢emo ji tudi sinc funkcija, uporablja pa

o
se pri filtriranju signalov.
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TN s s Yo

xY

Pri trapezni metodi lik, ki ga dolo¢a funkcija f na [a,b], aproksimiramo z unijo trapezov. Pri
tem uporabljamo naslednji algoritem:

- Razdeli [a,b] s tockami z; = a + i - ,za 0 <i<mn, nan delov in pisi y; = f(x;).

(b—a)

b—a
'/f(l“)dl":Qn(y0+2y1+2y2+"'+2yn1+yn)+Rn-

Izraz R, je napaka aproksimacije, ki jo lahko ocenimo navzgor s formulo

(b_a)g "
R, <-—m .
Bl < 12n?2 xE[%?l()]|f (@)

Vsak izmed dobljenih n trapezov ima visino enako bfT“, izraz v oklepaju pa predstavlja dvakratnik
vsote njihovih srednjic. V nasem primeru bomo lik, ki je pod grafom funkcije f(z) = *2% na

intervalu [0, 7], aproksimirali s Stirimi trapezi.

Vidimo, da se na$ priblizek le malo razlikuje od dejanskega lika.

Najprej napisimo tabelo vrednosti:

s s 3
i 0 1 2 Y U

y; 1.000 0.900 0.636 0.300 0.000

Od tod dobimo aproksimacijo

™

/ ST g~ g (1 +2(0.900 + 0.636 + 0.300) + 0) = 1.835.
" 1.835

0

Pri Simpsonovi metodi lik, ki ga dolo¢a funkcija f na [a, b], aproksimiramo z unijo n likov, ki so
od zgoraj omejeni s kvadratno parabolo, ki interpolira po tri zaporedne tocke. V tem primeru
vzamemo 2n delilnih tock. Doloceni integral je potem enak

b

b—a
/f(:v)dx: on (yo+4y1 +2y2 + - - + 4yon—1 + yo2n) + Ry,

a
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kjer lahko napako aproksimacije ocenimo s formulo

5
Ry < (b—a)

(b—ap @
T A AN G

V tem primeru bomo lik, ki je pod grafom funkcije f(z) = % na intervalu [0, 7], aproksimirali z

dvema likoma, ki sta omejena z grafoma parabol, ki interpolirata tocke {(zo, f(x0)), (z1, f(x1)), (z2, f(x2))}
oziroma {(x2, f(z2)), (x3, f(23)), (x4, f(z4))}. Sledi

™

/ MY e~ 112 (14 4(0.900 + 0.300) + 2 - 0.636 + 0) = 1.851.

x

0

Natancna vrednost tega integrala, zaokrozenega na tri decimalke, je enaka

™

/ ST Je = 1.852.

X
0

Vidimo, da je aproksimacija s Simpsonovo metodo precej dobra.

Si(z) = / L
0 t

sin x
T

Opomba: Funkcija

je nedolocen integral funkcije f(x) = . Imenujemo jo integralski sinus. Je omejena, s pomocjo
metod kompleksne integracije pa lahko pokazemo, da velja

lim Si(x):/ Sl—ntdt:z.
ot 2

T—r00

Poglejmo Se njen graf.

<Y

(3) Izracunaj izlimitirane integrale:

a 1
a ——dz, a>0,
W [ ==

1
(b) / Inxdx,
0

> dx
(C)/e rlnz’
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Regitev: Doloceni integral je v osnovni verziji definiran za zvezne funkcije na konénem zaprtem
intervalu. Njegovim posploSitvam na funkcije, ki imajo pole, ali pa na neomejena obmocja
recemo izlimitirani integrali.

Ce zelimo izra¢unati takSen integral, integracijsko obmocje najprej razkosamo na intervale, tako
da bomo na vsakem intervalu imeli singularnost v najve¢ enem krajis¢u ali pa da bo interval
neomejen le v eno smer.

Naj bo f zvezna funkcija na intervalu [a, b), ki je neomejena v okolici tocke b. V taksnih primerih
lahko definiramo izlimitirani integral

b b—e
/ f(z)dz = lim f(x) dx,

e—0+ J,

¢e limita na desni obstaja. Geometri¢no to pomeni, da lahko plos¢ino lika, ki je sicer neomejen,
poljubno dobro aproksimiramo s plos¢inami omejenih likov.

Ce je f zvezna funkcija na intervalu [a, o), definiramo izlimitirani integral s predpisom

/OO f(z)dz = lim Cf(a?) dx,

¢e limita na desni obstaja. Analogno definiramo tudi izlimitirane integrale v primeru, ko je
integracijski interval odprt na levi strani.

S |
(a)/ -
o Va2 — 22

Funkcija, ki jo integriramo, je neomejena v okolici desnega krajisca.

Najprej se spomnimo, da velja
1
/\/md.%' = arCSing +C
Od tod dobimo:

a—e
a 1 a—e 1 T
———dzr = lim ———dzr = lim (arc sin 7> ,
0 a2 — 2 e—=0+ Jo a2 — 12 e—0+ a 0
= lim (arcsin(l — €) — arcsin0
e—0+ ( ( a) ) ’
T
é.

(b)/olln:cdzzr:
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Racunajmo:

1 1 1
/ Inzdr = lim Inzdr = lim (zlnz—2z)| = lim (-1 — (elne—¢)) = —1.
0

e—0+ € e—0+ € e—0+ —
Integral smo izra¢unali s pomocjo integracije po delih, pri limiti pa smo upostevali, da velja

lirél+ €lne = 0, kar lahko pokazemo s pomocjo L’Hospitalovega pravila.
[ d

> dx
(C)/E rxlnx

V tem primeru integriramo zvezno funkcijo po intervalu, ki je neomejen. Pri ra¢unanju bomo
uvedli novo spremenljivko ¢t = Inz.

© g c d Inc Ine
/ T~ lim = lim — = lim In[¢|| = lim In(lnc) = oco.
e xlnx cooof, xlnx c—=oo ) t c—00 1 c—00
Vidimo, da ta integral ne konvergira. O

Povprecéna hitrost molekul kisika pri temperaturi 7' je enaka

m 3 o m_,2
7= (go7) 47T/o v

kjer je k = 1.38-10723 % in m = 5.31- 10720 kg. Izracunaj povprecno hitrost molekul kisika pri
temperaturi T' = 300K.

Resitev: Maxwell-Boltzmannova porazdelitev hitrosti molekul kisika je podana z gostoto

3
p(v) = <27:Z:T) * drv2emr?”

za v > 0. S k ozna¢imo Boltzmannovo konstanto, z m maso molekule kisika, s T pa temperaturo
kisika. Pri tej nalogi si bomo pogledali, kako se izracuna povpre¢na hitrost molekul plina z

uporabo izlimitiranega integrala.

0.0020‘!

0.0010

0.0005 [

L L L L T L L
200 400 600 800 1000 1200 1400

7 grafa gostote lahko preberemo, da ima vec¢ina molekul kisika hitrost nekje med 100 in 1000
metri na sekundo. Nekatere molekule imajo tudi viSjo hitrost, a jih je relativno malo.

Hitrost molekul lahko zavzame le nenegativne vrednosti, zato bomo integrirali po intervalu
[0, 00), povpre¢no hitrost pa bomo oznacili z v. Le ta je enaka

o0 3 00
_ m 2 o m 2
— d :< ) 4 / 3 v dv.
v /0 vp(v) dv ST T ; v’e” 2TV du
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o . y L a2 =
Pisimo a = 5;7m. Potem v bistvu racunamo nedoloceni integral i v3e™%" dv. Ce uvedemo novo
spremenljivko t = —av?, je dt = —2av dv in

3 —av? _ 1 ¢ 1 t t _ 1 t t
/’U@av dv—ﬁ t@dt—M<t€—/€dt>—2a2(te—€)+C

Zadnji integral smo izra¢unali z integracijo po delih z izbiro u = t in ef dt = dv. Ce upostevamo
zvezo med v in ¢, od tod dobimo

2
3 —aw? 5, 1 9 _av? Can? - 1 av®+1
/ve‘“’ dv—Tcﬂ(—ave wr _ e ‘“’)—J—C——Tﬂ'eaT%-C.

Sedaj dobimo

00 1 2 1 &
av
U36_22LTUQ dv = ——— - 74— = = —,
0 2a2

= 0, ki sledi z uporabo L’Hospitalovega

. . C o - 2
Pri x — oo smo upostevali dejstvo, da je lim L‘El
v—o0 e

pravila. Povprecna hitrost molekul kisika je tako enaka

U_<m>§4 1_<m>§2 2kT 2_ [8kT
- \27kT T 92 = \onkT T m NV omr

Ce upostevamo podatke k = 1.38-1023 %, m =5.31-10"26 kg in T = 300K, dobimo povpreéno
hitrost

7= 4452
S

Ugotovi, ali izlimitirani integrali konvergirajo:

1 1
(a) /0 ——
00 72
(b) /1 vita®
( o0

34+ 1 s

c)/ e da.

Resitev: Izlimitiranih integralov praviloma ne znamo vedno izra¢unati. Vcasih pa je koristna ze
zgolj informacija, ali dani integral sploh konvergira. Le-to lahko dobimo s pomocjo naslednjih
kriterijev:

(1) Naj bo g zvezna funkcija na [a, b].

b
. / (bg(w))s dx konvergira, ce je s < 1.
-
a
b

' /(z)g_(a;)?)s dx divergira, ce je s > 1 in g(b) # 0.
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(2) Naj bo g zvezna in omejena funkcija na [b, 00).

. / g<f) dx konvergira, ce je s > 1.
T
a
o

. /g(f) dx divergira, ¢e je s < 1in |g(z)| > m > 0 za vse z od nekje dalje.
x

a

Pri dolo¢anju konvergence izlimitiranih integralov tako ponavadi najprej uganemo, katera izmed
zgornjih moznosti nastopi, nato pa poskusamo integrand zapisati v ustrezni obliki.

L |
(a)/ ——dz:
0 1— g4

Pri tem integralu imamo singularnost pri x = 1. Najprej zapiSimo

-1
1 1 (1+z)(1+=x2)

Vi—at JI-o(+a)lied)  (1-2)}

Ce definiramo g(x) = , je g zvezna funkcija na intervalu [0, 1]. Ker jese s = 1/2 < 1,

1
(I4z)(1+22)
ta integral konvergira.

V1 4+ 22
b —d
()/1 B+l

Integrand je zvezna funkcija na neomejenem integracijskem intervalu [1,00). Zato moramo
ugotoviti ali dani integral konvergira v neskonénosti. Zapisimo

5 z2V/1+22
1 + $2 o .Z‘3+1

2+1 22
in definirajmo g(z) = ergﬁ:rle. Tako definirana funkcija g je zvezna na intervalu [1,00), njena

limita pri x — oo pa je

221 + 22 B

lim g(z) = lim =1.

T—00 =00 3 +1

Iz obstoja limite v neskoncnosti in pa zveznosti sklepamo, da je funkcija g omejena na intervalu
[1,00). Poleg tega je s = 2, zato dani integral konvergira.

(C)/—Z e " da :

Sedaj nas zanima konvergenca integrala Gaussove funkcije. Ker je Gaussova funkcija soda
funkcija, je dovolj obravnavati samo konvergenco integrala

o0 2
/ e 7 dx.
0
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Obravnavali bomo torej obnasanje integranda v neskonc¢nosti. Pisimo

Funkcija g(z) = :TQQ je zvezna na intervalu [0, 00). Da bi pokazali, da je omejena, bomo pokazali,

da je li_>m g(z) = 0. Pomagali si bomo z L.’Hospitalovim pravilom in z uvedbo nove spremenljivke
€T [e.9]
t = a2

' . . a? .t .1
lim g(z) = lim — = lim — = lim — =0
T—00 r—00 ¥ t—o0 et t—oo e

Ker je s =2 > 1, integral ffooo e dx konvergira.

91



10 Uporaba integrala
(1) Izra¢unaj ploséino lika, ki ga omejujeta krivulji y? = 2z + 1 in y =z — 1.

Dokaz. Nalogo bomo resili na dva nacina.

1. nagin:

Pri tem nacinu bomo integrirali po spremenljivki y na intervalu y € [—1,3]. Leva in desna robna
krivulja nasega lika imata v tem primeru enacbi z(y) = % oziroma z(y) =y + 1.

Sledi:

2. nac¢in: Pri tem nacinu bomo integrirali po spremenljivki . Spodnji rob lika je v nasem
primeru sestavljen iz krivulje ¥ = —+/2x + 1 na intervalu [—%, 0] in pa iz krivulje y = z — 1 na
intervalu [0,4]. Zgornji del roba sestoji iz krivulje y = /2x + 1 na intervalu [—%,4]. Plos¢ino
lika bomo izracunali, tako da bomo lik razdelili na dva kosa (en del bo levo od ordinatne osi,
drugi del pa desno od ordinatne osi). S tem dosezemo, da imata oba lika zgornji in spodnji rob
definiran s po enim samim predpisom.
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Racunajmo:

S:/O (V22 +1— (—V2z+1)) dm+/4(\/2x+1—(m—1)) dx,
0

1
2

0 4
=2 \/2:1;—|—1dx+/ (V2z+1-2+1)) dz,
_1 0
2
2 3 |0 1 s z? 4
= (2z+1)2 S (2r4+1)2 —
Jeee i+ (G- Fea)
2 1
=>+((9-8+4) -

Jes| =

Opomba: Pri tej nalogi smo videli, da integracija po z ni vedno najboljsa in najlazja pot. Ce
smo integrirali po y, smo lahko plos¢ino izracunali v enem kosu, pa Se integrand je bil bolj

O]

enostaven.
(2) Izracunaj ploséino lika, ki ga omejuje astroida. Astroida je podana v parametriéni obliki:

z(t) = acos’t,

y(t) = asin®t
za t € [0,27] in nek a > 0.

Resitev: Astroida je krivulja, ki po obliki spominja na zvezdo.

Podamo jo lahko v parametri¢ni obliki z vektorsko funkcijo 7(t) = (x(t),y(t)), kjer je:

z(t) = acos’t,

y(t) = asin®t,

za parametre t € [0, 27]. Lahko pa jo podamo tudi v implicitni obliki z enacbo

2
3

win

2
Qj3+y =

Ce imamo krivuljo v parametri¢éni obliki podano s predpisom 7 : [t1,t2] — R2, potem druzina
zveznic med krivuljo in pa koordinatnim izhodisé¢em opise lik, katerega ploscina je enaka

1 [*
S:/ (xy — zy) dt.
2 t1
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Pri tem je treba biti pozoren na predznak. Ce se po krivulji premikamo v ’pozitivni’ smeri
glede na izhodis¢e, dobimo obicajno ploséino, pri premikanju v 'negativni’ smeri pa negativno
predznaceno ploséino. Ce se del poti premikamo v pozitivni smeri del poti pa v negativni smeri,
je treba obravnavati vsak kos posebej. Ce je krivulja sklenjena (to je 7(t1) = 7(t2)), pa lahko
uporabimo katerokoli izmed formul

1 to to to
S:—/ (a:y—:by)dt:/ :Uydt:—/ Ty dt.
2 t1 t1 t1

Za izra¢un ploscine astroide moramo najprej izrac¢unati odvoda koordinat x in y:

& = —3acos® tsin t,

) = 3asin’®t cost.
Od tod dobimo zy — &y = 3a® cos® tsin®t in

1 27 3 2
S = 3 / 3a? cos® tsin®tdt = Ta
0

3 2 27
24 sin’ 2t dt =

0 _

Opomba: Astroida spada v druzino krivulj oblike |z|P+|y|P = a za p € (0, 00). Prip = 2 dobimo
kroznico s polmerom a, pri p = % pa astroido. Te krivulje imajo naravno parametrizacijo
2
x(t) = +a| cost|r,
2
y(t) = *alsint|»,
za t € [0,27]. Predznaki so doloceni s predznaki funkcij cos oziroma sin.

Pri velikih p dobimo like, ki ¢edalje bolj aproksimirajo kvadrat, pri majhnih p pa like s plos¢ino,
ki se priblizuje 0.

O]

(3) Izracunaj plosc¢ino lika, ki ga omejuje kardioida, ki je podana v polarnih koordinatah z enacbo
r(¢) = a(1 + cos @), kjer je a > 0.

Resitev: Racunamo ploscino lika, ki spominja na srce.
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1 (%2
S:/ r? de.

1

Sledi:

a*(1 4 cos ¢)? do,

2w
(14 2cos ¢ + cos® ¢) do,

2w
<1 4+ 2cos¢ + 1+C082¢> do,

2
$n2¢>

n

Il
N | —
c\
¥

S
[

S— o

NI EEN)

0

= <2¢—|—2sin¢—|—
2n

N

2

9

)

b2 |

4

(8

a

X

Opomba: Kardioido lahko opisemo kot krivuljo, ki jo opiSe tocka na obodu kroznice, ki se kotali
po zunanji strani neke druge kroznice z enakim polmerom.

(4) Izracunaj obseg astroide 25 + y% — a5 zaa>0.
Regitev: Spomnimo se, da lahko astroido parametriziramo s predpisom:

z(t) = acos’t,

y(t) = asin®t
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za t € [0,2mx]. Sledi:

& = —3acos® tsin t,

) = 3asin’®t cost.

Dolzino parametri¢cno podane krivulje izracunamo po formuli

t2
l:/ Va2 + g2 dt.
t1

Tako dobimo:

2
l= \/9a2 cost tsin® t 4+ 9a? sin? t cos? t dt,
0

21
=3a V cos? tsin® t dt,
0

Jus

2
= 12a/ costsintdt,
0

= Ga/2 sin 2t dt,
0

s
2
)

= —3acos 2t

= 6a.

Opomba: Astroida spada tudi v druzino hipocikloid. To so krivulje, ki jih dobimo s kotaljenjem
kroznice s polmerom r po notranjem obodu vecje kroznice s polmerom R. Ce velja R = 4r,
dobimo ravno astroido.

Ce je razmerje R = nr, kjer je n € N, dobimo krivuljo z n ostmi, ¢e pa je R = %r, pa dobimo
krivuljo s p ostmi, ki g-krat ’obkrozi’ izhodisce preden se spet sklene.

Yy y y
R=3.5r R=4.25r




O]

(5) S pomocjo trapezne metode izra¢unaj dolzino sinusoide f(z) = sinz na intervalu [O, 2] tako da
bo napaka manjsa od 0.01.

Resitev: Ra¢unamo dolzino loka sinusoide na intervalu [0, g}

yA

Ker je f/(x) = cosz, nas torej zanima dolo¢eni integral

l—/2 v/ 1+ cos? zdzx.
0

Pri racunanju dolzin krivulj praviloma naletimo na integrale iracionalnih funkcij, ki jih je tezko
integrirati, zato nam prav pridejo metode numeri¢ne integracije. Oznac¢imo

g(z) = V' 1+ cos?z.

Spomnimo se, da je napaka aproksimacije pri trapezni metodi enaka

Bal < O i 17(@)] = 2 max 9" ()]
12n2 z€|a,b| g 96n2 [ ]g

Stevilo n bomo izbrali tako, da bo iz zgornje ocene sledilo |R,| < 0.01. V ta namen moramo
najprej oceniti velikost |¢”(z)|. Odvoda funkcije g sta:

, sin 2z
g (.CL') = - 5
2v1+cos?x
2 . sin® 2z
2cos2xv1 + cosx Vitcos™s
2(1 + cos? x) ’

g"(x) = —

Maksimum funkcije ¢” sicer lahko pois¢emo natancno, a je s tem lahko kar nekaj dela, zato je
dovolj, ¢e ga navzgor ocenimo. Velja

sin? 2z
iy < ATV T o ed SR 2 1VEky g 1 T
2(1 + cos? x) - 2-1 4 4
Od tod sledi, da je
3 " 77‘(’3
<

Ker zelimo, da bo |R,| < 0.01, je dovolj najti n, ki zadosca
73 9
—— < n
0.01-4-96 —

Dobri so n > 8. Torej bomo integrirali funkcijo g(z) = v/1 + cos? z na intervalu [O, g] S trapezno
metodo pri n = 8. Poglejmo si tabelo vrednosti v delilnih tockah:
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k 16 16 16 16 16 16 16 2
yr 1414 1401 1.361 1.301 1.225 1.144 1.071 1.019 1

Sledi

/Og V1 + cos2xdr =~ % (3o + 2y1 + 2y2 + 2u3 + 2ya + 2u5 + 2u6 + 2y7 + ys) = 1.9101.
Dejanska dolzina tega loka sinusoide je priblizno 1.910098895. Vidimo, da je napaka precej
manjsa od nasSe ocene. O
Graf funkcije f, kjer je f(z) = %, zavrtimo na intervalu [1, 00) okoli osi z.

(a) Izracunaj volumen dobljenega telesa.

(b) Pokazi, da je povrsina dobljenega telesa neskonéna.

Resitev: Telo, ki ga Studiramo pri tej nalogi, vcasih imenujemo tudi Torricellijeva trobenta. To
je bil eden prvih znanih primerov teles, ki imajo konéen volumen in neskonéno povrsino.

>
.

. ‘ ‘ ; ‘ ‘
1 i 2 P S ———

\
\

\
x|

(a) Volumen rotacijskega telesa, ki ga dobimo, ¢e zavrtimo graf funkcije f okoli osi z na intervalu
[21, 2], je enak

V= w/m ()2 da.

r1

Volumen Torricellijeve trobente je tako enak

<1 1|
V:ﬂ'/ —de:—w—‘ =T
1z zli =

(b) Povrsina rotacijskega telesa, ki ga dobimo, ¢e zavrtimo graf funkcije f okoli osi z na intervalu

[x1,x2], pa je enaka
x2
P:27r/ fx)/1+ f'(x)? da.
z1

Ker je f'(x) = —x%, moramo torej pokazati, da integral

*1 1
1 X i

divergira. To bi lahko pokazali s pomocjo kriterija, ki smo ga spoznali pri obravnavi izlimitiranih
integralov. Lahko pa naredimo preprosto oceno

*1 1 *d
/ \/1+4d37>/ 2 _ .
1 T xT 1 e

Ker integral na desni divergira, divergira tudi integral na levi. O
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(7) Izracunaj volumen vrtenine, ki jo dobimo, ¢e krivuljo y = arcsinz, x € [0, 1], zavrtimo okoli osi
x=1.
Resitev: Pri vrtenju krivulje y = arcsinx okoli osi £ = 1 dobimo telo naslednje oblike.
A
yi

15

-05 B 0.5 10 15 20

~10F

Ker tokrat krivuljo vrtimo okoli navpi¢ne osi, bomo integrirali po spremenljivki y na intervalu
[0, g] Razdalja tocke na krivulji y = arcsinz, ki je na visini y, od osi x = 1 je enaka d(y) =
1 —siny. Od tod sledi:

V—yr/Qd(y)2dy—7r/2(l—2siny+sin2y)dy,
0 0

5w
— 2 ’2 -,
w((y+ Cosy)o +4>

(8) Dan je krozni lok
K={(z,y) eR?|2? +y* =R’ 0< 2 <R0<y<R}

kjer je R pozitivnho realno stevilo. Koliksna je povrSine vrtenine, ki jo dobimo, ¢e dani lok
zavrtimo okoli premice y = R — z7

Resitev: Naso vrtenino dobimo tako, da krozni lok zavrtimo okrog tetive.
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Da bomo lahko direktno uporabili formulo za racunanje volumna vrtenin, bomo najprej krozni
lok in tetivo zavrteli za 45°.

A

Isto telo dobimo, ¢e graf funkcije f(z) = vV R? — 22— @R zavrtimo okoli abscisne osi na intervalu
[— \fR WR] Ker je f/(z) = —\/ﬁ, je povrsina vrtenine torej enaka

\/ER f 3

"3 2 x
=2 VR? — g2 - == 14+ ——dzx.
P W/_\f ( R x 2R> 5 x2d$

Racunajmo:

\S

P =2

¥ T
/ (R v2 R;_ﬂ) e

\f T
2T <R 2 arcsin (§>

R

(Wﬂ ) 14—

ok

ol
e

2T

%
e

I
w

&

ok

— o (\/§R2 - \/5322) ,
= 2V2rR? (1 _ %)

Opomba: Povrsino plas¢a vrtenine lahko izra¢unamo tudi s pomocjo Guldinovega pravila.

Guldinovo pravilo: Povrsina plas¢a vrtenine, ki ga dobimo pri vrtenju loka okoli neke osi, je enaka
produktu dolzine loka in pa dolzine poti, ki jo pri enem vrtljaju opiSe geometrijsko sredisce loka.

Y

=y
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Koordinati geometrijskega sredisca loka y = f(x) na intervalu [a, b] sta:

B f:x\/l + f!(z)? dz
- l 7
(x)\/1+ f'(x)? dz
i )

*

kjer je [ dolzina loka.

V naSem primeru sta zaradi simetrije obe koordinati srediS¢a enaki, zato potrebujemo samo
z-koordinato srediséa kroznega loka f(z) = v R? — 22 na z € [0, R]. Dobimo jo po formuli

f0R$\/1+R2$7jz2d$

Ty = ;
Dolzina kroznega loka je | = ™ integral v stevcu pa je enak:
/ /1 + —a:de_/ x4/ —a?2
:R/ 7d:v; R? — 2% =1,
0o VR?2—z?
R ([° dt
2 Jp2 Vt
__r.0|
R2’
= R%

Od tod sledi, da za sredisce kroznega loka velja x, = %, iz Guldinovega pravila pa sledi

—27([m—fR> ”QR—zf R2<1—Z)

O

Izrac¢unaj volumen telesa, ki ga dobimo kot presek dveh sredis¢no in pravokotno sekajocih se
valjev enakih polmerov.

Resitev: Poglejmo si primer, ko imata oba valja polmer R in ko ima eden izmed njiju os v smeri
osi y, drugi pa v smeri osi z.

T v
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V tem primeru nase telo ni dobljeno z vrtenjem nekega lika, zato moramo za izracun volumna
ubrati drugacno pot. Telo lahko predstavimo kot mnozico tock

{(z,y,2) e R¥|a? + 4> < R%, 2% + 2> < R® .
Ce presekamo telo z ravnino & = xo, dobimo kot presek kvadrat
{(y,2) e R?|y?* < R* — 2}, 2* < R? — 2},

katerega plos¢ina je enaka S(zo) = 4(R? — 23).

Volumen bomo sedaj izracunali tako, da bomo telo najprej razdelili na kvadre, ki jih dobimo z
odebelitvijo taksnih presekov, in nato sesteli vsote njihovih volumnov s pomoc¢jo Riemannovega
integrala. Velja

dV = 4(R? — 2?)dx

R R 3 R 1
Vz/ dV:4/ (RQ—xQ)da::zl(R%—x)‘ _ L0ps
R R -R

n
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11 Taylorjeva vrsta
(1) Izracunaj Taylorjeve polinome:
(a) reda 2 funkcije f(x) = xIn?z okoli tocke a = 1,
(b) reda 3 funkcije f(z) = ze~*" okoli totke a = 0,
(¢) reda 2 funkcije E(v) = me® _ okoli tocke a = 0.

1-22

Q
|

Resitev: Pogosto znamo natanc¢no izracunati vrednosti funkcije f in njenih odvodov v neki tocki
x = a, v tockah blizu a pa ne. Za priblizen izra¢un vrednosti funkcije v okolici tocke a si
pomagamo s Taylorjevimi polinomi. Poljubno n-krat odvedljivo funkcijo f lahko v okolici tocke
x = a aproksimiramo s Taylorjevim polinomom reda n

f"(a)

(") (q

(x—a)?+-+ o

T f(x;a) = f(a) + f'(a)(z — a) +

Red Taylorjevega polinoma izberemo tako, da dobimo zZeljeno natancénost aproksimacije. Pri
visanju reda dobimo ¢edalje boljse aproksimacije f(z) ~ T, f(x;a) za x blizu a. V posebnem
primeru, ko je f polinom stopnje n, Taylorjev polinom 7;, f sovpada z f.

(a) Za funkcijo f(z) = z1n?z velja:

f'(z) =1n®z + 2Inz,
21 2
fla) = 2 4 2

X X

Od tod dobimo f(1) = f/(1) =0 in f”(1) = 2, kar nam da

Ty f(x;1) = (z = 1)°.

Kot vidimo na sliki, Taylorjev polinom 75 f precej dobro aproksimira funkcijo f v okolici sta-
cionarne tocke x = 1.

zracunajmo seda aylorjev polinom reda unkclje ) = xe v okolici tocke a = 0.
(b) I j daj Taylorj li da 3 funkcije f(z) * v okolici tock 0

Odvodi funkcije f so:

@)= (1—22%)e™,
f"(z) = (—6x + 4w3)e*x2,
() = (=6 + 242% — 8374)67‘762.

Torej je f(0) =0, f/(0) =1, f”(0) =0 in f”(0) = —6, kar nam da
T3 f(2;0) = x — 2.

Poglejmo se skico. Vidimo, da je aproksimacija dobra za |z| < %, nato pa cedalje slabsa.
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(c) Izraz E(v) = me? = predstavlja polno energijo relativisticnega delca z maso m in s hitrostjo
1_ v

2
v. Odvoda funkcije F sta:

Sledi E(0) = me?, E'(0) = 0 in E”(0) = m, od koder dobimo aproksimacijo

E(v) = mc® + mv®.

Pri majhnih hitrostih je torej polna energija delca priblizno enaka vsoti mirovne energije mc? in

pa nerelativisticne kineti¢ne energije %va.

Opomba: Taylorjev polinom T, f, ki ga dobimo pri aproksimaciji funkcije f v okolici tocke
T = a, ima lastnost, da je

(T /)P (a) = f*(a) zavse 0 <k <n.

V posebnem primeru je T} f linearna funkcija, katere graf je tangenta na graf funkcije f v tocki
x = a. Polinomi T, f so torej posplositev pojma tangente. Opomniti velja, da Taylorjev polinoma
reda n nima nujno stopnje n, ampak najve¢ n. O

7 uporabo Taylorjevega izreka oceni napaki naslednjih aproksimacij:

(a) arctge ~ z za |z| < 3,

22

(b) cosz~1— % za |z| < 3.

Resitev: Poljubno n-krat odvedljivo funkcijo f lahko zapiSemo kot vsoto
f(x) =T, f(ﬂ?, a) + Rn(x)

Pri tem smo z R, oznacili ostanek oziroma napako pri aproksimaciji funkcije f v okolici tocke
x = a s Taylorjevim polinomom reda n. Taylorjev izrek nam pove, da lahko ostanek R, (x)
zapiSemo v obliki

f("+1)(t)
(n+1)!

za nek t na intervalu med a in xz. Na intervalu |z — a| < § lahko torej velikost napake pri
aproksimaciji f(z) = T, f(x; a) ocenimo z izrazom

R () = (& —a)"*,

n-+1
Ro < max [f00 (@)
= |t—a|<s (n+1)!
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(a) Definirajmo f(x) = arctgx. Potem je T} f(x;0) = x, zato nas zanima ocena velikosti napake
aproksimacije
arctgz ~ T} f(x;0).

Velja:
1
Ty —
f (SU) - 1 +x27
2x
1 e
P =~ ee
Po Taylorjevem izreku imamo oceno
2t | (3)°
|R1| < max |— 2 L
1+¢2)2] 2 8
tI<3 (1 +¢)

Dejanska napaka je Se precej manjsa kot nasa ocena. Izkaze se, da je ta napaka manjsa od
0.05. Boljso oceno bi dobili, ¢e bi upostevali, da je v bistvu tudi Taylorjev polinom reda 2 enak
Tof(x;0) = x.

Rezultat te naloge lahko uporabimo na naslednji nac¢in. Funkcija arctg nam pretvarja naklon
klanca v radiane. To pomeni, da na primer 1-odstotni klanec ustreza kotu 0.01 radiana, kar je
priblizno 0.57°. Podobno ima 10-odstotni klanec kot, ki je priblizno 5.7°. Po tej aproksimaciji
bi 50-odstotni klanec ustrezal kotu 28.5°, dejansko pa ustreza kotu 26.5°. Vidimo, da napaka Se
ni prevelika.

(b) Vzemimo sedaj f(x) = cosz. Potem je

2
T3f(z;0)=1— %
Velja se f'(x) = —sinz, f’(z) = —cosz, f"(z) = sinz in f®(z) = cosz, zato lahko na

intervalu (—%, %) napako aproksimacije ocenimo z izrazom

()"
|R3| < max |cost|- ~27— < 0.0026.
1 4
lt<3

Pri tem smo uporabili oceno | cost| < 1.

Poglejmo se skico, kjer je poleg T3 f Se polinom Ty f. Vidimo, da funkcij cos, T3 f in Ty f prakti¢no
ne moremo razlociti na intervalu (—%, %) Sta pa ti aproksimaciji pri ve¢jih vrednostih ¢edalje
slabgi, saj sta polinoma neomejena, kosinus pa omejen.
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(3) Izracunaj limite s pomocjo razvoja v Taylorjevo vrsto:

T
—1
(a) lim 67,
z—01 — cosx

asinz — sin(az)

(b) lim

5 ,a€R.
=0 x?sinz

Resitev: Limite kvocienta nac¢eloma racunamo z uporabo L’Hospitalovega pravila, vendar pa
vcasih pridemo do rezultata hitreje z uporabo razvoja v Taylorjevo vrsto. Se posebej to pride do
izraza, ko imamo opravka s kompliciranimi funkcijami, katerih odvodi imajo ¢edalje ve¢ ¢lenov.

Pri metodi razvoja v Taylorjevo vrsto vsak ¢len nadomestimo s prvimi dvemi ali tremi ¢leni v
razvoju in pogledamo, kaj vse se pokrajsa. Ce se slucajno pokrajsa vse, moramo pogledati Se
nadaljnje ¢lene.

(a) Pri tej limiti bomo uporabili Taylorjevi aproksimaciji e =142+ %4 + ...in cosx =
1-— ”‘2—2 + ﬁ—? + .... Ra¢unajmo:
et o1 (a1
lim —— = lim P R— )
z—0 1 — cosx x—)Ol_(l_7+I_n_)
2 T
Tt 45+
= lim — 9624 )
rz—0 = __ ar +
1+2 +
= lim < 2 ,
z—0 5= % + ...

i asinz — sin(azx) ) a(m—%?—i—%-!— ) — (aw — %5f +w;y+ )
im 5 = lim 3 = )
z—0 Tr“smx z—0 .%'2(1'—%4-%4-)
3
o F@ @) (e —a?) £
T 2=0 os S LA L ’
3! 5!
3
a’—a
6

(4) Izracunaj konvergenéni polmer in obmocje konvergence naslednjih potenénih vrst:

M8

(a) p_(n+1)a",

Il
=)

n

3

(b)

WE
|8

3
Il
—

(c)

WE
*’é\%
S

3
Il
—
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Resitev: Funkcijska vrsta oblike

[e.e]

Z an(z —a)”

n=0
se imenuje potencna vrsta s sredis¢em v a. Za vsako potencéno vrsto obstaja Stevilo R > 0, ki
mu reCemo konvergencni polmer vrste, da velja:

(a) Vrsta konvergira za x € (a — R,a + R), divergira za |z — a| > R, v tockah |z —a| = R pa
lahko ali konvergira ali pa divergira.
(b) Vrsta konvergira absolutno in enakomerno na [a — r,a + 7] za vsak r € R.

(c) Vsota vrste je analiticna funkcija na (a — R,a + R). Ce vrsta konvergira v kaksnem izmed
krajis¢, je tudi tam zvezna po Abelovem izreku.

Konvergenéni polmer potencne vrste lahko izra¢unamo s pomocjo naslednjih formul:

R= lim |2 |,
1 o
Rl Vienl

1
— = limsup V/|an|.
R n—00

[ee]

(@) (n+1)a"

n=0

V tem primeru imamo potencéno vrsto s sredis¢em v tocki a = 0 in s koeficienti a,, = n+ 1. Sledi

R = lim

n—oo

an+41

Vrsta torej konvergira na intervalu I = (—1,1). Poglejmo Se robni tocki:

=—1~ Z (n+ 1) = vrsta divergira pri x = —1,
=1~ Z (n+1) = co = vrsta divergira pri z = 1.
n=1

Opomba: Od tod sklepamo, da vsota vrste dolo¢a zvezno funkcijo na intervalu (—1,1). Da se
pokazati, da vrsta na intervalu (—1,1) konvergira k funkciji f(z) = ﬁ V tem smislu je

funkcija f(z) =
pa predstavlja razvoj te funkcije v Taylorjevo vrsto okoli tocke a = 0.

ﬁ razsiritev vsote poten¢ne vrste na interval (—1, 1), dana potencna vrsta




x
b)) —:
n=1 n®
Sedaj imamo potencéno vrsto s sredis¢em v koordinatnem izhodis¢u in s koeficienti a,, = n%
Sledi
1
= 1 = i = lim — =0.
i ¥foal = Jim {5 = Jim =0

V tem primeru je konvergencnl polmer vrste enak R = oo, kar pomeni, da vrsta konvergira za
vsa realna Stevila. Funkcijam, ki so enake vsoti kakSne potencne vrste na celi realni osi, re¢emo
cele funkcije. Najbolj znani primeri taksnih funkcij so polinomi, eksponentne funkcije in pa sinus
ter kosinus.

& x2n
(C)nzl m '
V tem primeru imamo opravka s potencno vrsto, ki ima neskonéno nicelnih koeficientov. Velja
namrec ag, = 4n in agpy1 = 0. V taksnih primerih moramo ponavadi za izracun konvergencnega

polmera uporabiti bolj splogno formulo

1 5 1 1 1
— = limsup ¥/|a,| = limsup \/ — = = limsu = _.
R n~>oop lan n~>oop 4 2 n%oop x/n 2

Vidimo, da vrsta konvergira na intervalu I = (—2,2). V robnih to¢kah pa velja:

(22 X1
T =22~ E T g — = 0o = vrsta divergira pri x = £2.
n n
n=1 n=1

Doloé¢i obmocje konvergence danih potenénih vrst, nato pa Se izracunaj njuni vsoti:

[o.¢]
(z —1)"
(2) :
n

n=1

o0

b D T e

— (n+1)!
Resitev: Pri izra¢unu vsote potencne vrste lahko uporabimo izrek, ki pravi, da lahko potencne

vrste ¢lenoma odvajamo in integriramo:
o0

Naj bo R konvergené¢ni polmer potencne vrste Y ap(z —a)” in
n=0

= Z an(z —a)"
n=0

njena vsota na (¢ — R,a + R). Potem za x € (a — R,a + R) velja:

[ee)

= Z nan(z — a)"
n=1
oo

/wf(t) dt=3" n‘f’;l(:c —a)™HL,

n=0
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o0
- 1" . vy . . .
(a) Potencna vrsta % ima sredisce v a = 1 in koeficiente a,, = % Konvergené¢ni polmer
n=1
vrste je enak
1

= lim %:1.
n—o00 —_

n+1

R = lim

n—oo

an+1

Vrsta torej konvergira na intervalu I = (0,2). Poglejmo Se robni tocki:

o (="
cx =0~ Z < 00 = vrsta konvergira pri x = 0,
n=1 n

o
Cx =2~ Z— = 0o = vrsta divergira pri x = 2.
n

n=1
Od tod sledi, da vsota vrste dolo¢a zvezno funkcijo na intervalu [0, 2), ki je analiti¢na v njegovi
notranjosti.
Definirajmo sedaj funkcijo f : [0,2) — R s predpisom
o
(z —1)"
fla)=) .

n
n=1

7 odvajanjem zgornje vrste dobimo

@)=Y =1 =Y =1 = e =
n=1 n=0

Pri tem smo uporabili formulo za vsoto geometrijske vrste. Z integriranjem sedaj dobimo
f(z)=—In(2—z)+C.

Vrednost konstante C' lahko dobimo z izra¢unom funkcije f v kaksni tocki. Najlazje je vzeti kar
sredisce potencne vrste. Pri x = 1 tako dobimo f(1) = 0 = C, od koder sledi

f(x)=—=In(2 — z).

Na levi sliki so narisani grafi vsote vrste, njene razsiritve in pa aproksimacij vsote vrste s kon¢nimi
vsotami za k € {1,2,5,10}.

T

1 ),
Interval konvergence vrste /.

L
05 1.0 15

e
-
-
-

E)
Y
Y

Zanimivo je pogledati, kaj se zgodi s kon¢nimi aproksimacijami, ¢e pogledamo vrednosti, ki
so malce manjSe od ni¢. Na desni sliki so prikazane aproksimacije za k € {20,50,100,500}.
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Opazimo lahko, da na intervalu [0, 2) aproksimacije konvergirajo k funkciji f. Kakor hitro pa je
x < 0, pa se aproksimacije precej oddaljijo od funkcije.

& n—1

(b) Konvergenéni polmer vrste 21 % je enak
n=
n+1
1 ! 1 3
R= Jim 2 iy 1T i. ~ tim SRS o
(n+3)! ‘

kar pomeni, da vrsta konvergira za vsak € R. Ce definiramo funkcijo f : R — R kot vsoto

potencne vrste
1

nzl (n+1)!
je torej f cela funkcija. Ce naso vrsto ¢lenoma integriramo, dobimo
T > n e n+1 x ..n
T 1 T 1 T 1
dt=Y ——— =3 =" = (" —x—1).
/0 1) — (n+1)! =z ‘ n+1)! = ! n! :c(e z-1)

7 uporabo osnovnega izreka analize sedaj sledi

f(x):(/Oxf(t)dt),:(ex—l)x—(Qem—x—l):erx_gx_i_l.

Dolo¢i obmocje konvergence in izracunaj vsoto potencéne vrste

i (_1)n x2n+17

o 2n +1

nato pa se vsoto vrste

Resitev: Naj bo

oo
(_1)n 1:3 x5 $7
f(l‘)zz2n+1x2n+1:gj—§+€_7+'”

n=0

1 1
P 1 2n+1 — 1
R e’ Von+i

sklepamo, da je konvergenc¢ni polmer vrste enak R = 1. Vrsta konvergira tudi pri z = +1, od

Iz formule

koder sledi, da je f : [-1,1] — R zvezna funkcija. Ker lahko potenéne vrste ¢lenoma odvajamo,
je
1
/ — 1 _ 2 4 _ 6 . — .
f(z) +at —x+ a2

7 integriranjem dobimo

1
flx) = /szd:v =arctgx + C.
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Konstanto C dolo¢imo z izracunom v neki tocki, ki je ponavadi kar srediS¢e potencne vrste.
Dobimo 0 = f(0) = arctg0 + C, kar nam da C' = 0. Posredno smo tako izracunali Taylorjevo
vrsto funkcije arctg v okolici tocke z = 0

¢ Ty
arctgr =0 — —+— — — +...
& 35 7
ki konvergira za |z| < 1. Ce izberemo x = 1, pa dobimo
[e.9]
(—1)" 1 1 1 -
=l--+-—=+...= tgl = —.
2 i 3Ty g Tz

n=0

Poglejmo Se graf funkcije arctg in pa nekaj konénih aproksimacij s Taylorjevimi polinomi.

Opomba: Teorija potencnih vrst nam med drugim pomaga izracunati tudi vsote nekaterih zan-
imivih stevilskih vrst. Glavno idejo lahko strnemo v naslednjih nekaj korakov:

- Pois¢i potencno vrsto, katere izracun v neki tocki sovpada z dano stevilsko vrsto.
- Izracunaj vsoto potencne vrste v poljubni tocki.

- Vstavi v izraz za vsoto potencne vrste ustrezno vrednost.

(7) Razvij dane funkcije v Taylorjeve vrste okoli tocke a = 0:

(@) J@) = 53—,
() f() =D,

1
(€) f) = =gy kEN

Resitev: Naj bo f gladka funkcija na neki okolici (a —d,a+6) tocke a. Taylorjeva vrsta funkcije
f glede na tocko a je potentna vrsta

(@) = 3 1@ @)+ (@) - )+ L
n=0

(@ —a)

n!

Ce Taylorjeva vrsta konvergira k funkciji f na (a — 6, a + §), recemo, da je f analiticna funkcija
na (a — d,a + ¢). Omeniti velja, da se lahko zgodi, da Taylorjeva vrsta dane funkcije konvergira
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k neki drugi funkciji. Osnovni primeri Taylorjevih vrst so:

sinxzx—%—k%—%—%'”, z € R,
cosle—jjtﬁ—g—l---', r € R,
ele—i-x—i-:;:?—i-zj—i-ﬁ—i-“-, zr € R,
1n(1+x):xzz+a§f+---, lz| < 1,

(1—1—3:)"‘:1—1-(?)x—l—(g)ﬂ—%(g)x?’—k---, lz] <1, a € R.

Za poljubno realno stevilo « je posploSeni binomski simbol definiran s predpisom

<a> ala—1(@=2)(a=n+1)

n n!

Pri o« = —1 tako dobimo:

1
1+

4

=1-az+a? a3+t —2% ...

17=1+:r+x2+x3+m4+x5+--~
-
(a) Za razvoj funkcije v Taylorjevo vrsto v okolici dane tocke moramo izracunati vrednosti vseh
odvodov funkcije v tej tocki. V splosnem je rac¢unanje odvodov tezko in zamudno, vcasih pa
si lahko delo olajsamo, ¢e znamo dano funkcijo zapisati kot produkt funkcij, katerih Taylorjeve
vrste Ze poznamo. V naSem primeru je:

1 1 1
@) = T T G0 20-D)i-a)

—_

NI

1 r 22 2 2 3

o
= E anx”.
n=0

Stevila a,, dobimo s konvolucijskim produktom obeh vrst:

1
ag = 5
1 1
1+ =
a =g < + 2)
11+1+
“2=5 271
1 1+1+1+1
=5 2 47"8)
za splosni ¢len pa velja
LS S S S _11—27}?1_1 1
R R R R T T A A T S T
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Taylorjeva vrsta funkcije f glede na tocko x = 0 je torej
0.)
1 1 3 7 5 15 4
F0) =3 (1= g )a = g+ St a2

(b) V tem primeru je:

In(1+ z)
f(x)_l—}-ix7
$2 333 1'4 2 3
= <x—2+3—4+"'>(1—$+l‘ -z +---),

o
= g anx”.
n=0

Stevila a,, dobimo s konvolucijskim produktom obeh vrst:

ag = 0,
ar =1,
1
az = — 1+§7
1
a3—1+*+§,
za splosni ¢len pa velja
1 1 1
= (-1 1+ 4+ 4.2,
an = (=1) <+2+3+ +n>
Torej je
S 11 1 3, 11 4
— +1 n _
f(x)—Z(—l)" <1+2+3+---+n)x =z- gt —i-ga: + -

n=0

(¢) Pri razvoju funkcije f v Taylorjevo vrsto si bomo pomagali z binomsko formulo:

o= =m0 =3 (e

n=0

g hlh o) Chont ),

o n!
o kk+ 1) (k+n-1)
_E:O n! v

:§<k+2_1>xn.

V primeru k£ = 2 tako na primer dobimo

o0

1 =~ (n+1
(1—a:>2_z< n )xn—ZWH)x”—1+2x+3x2+---

n=0
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(8) Razvij funkcijo
®(z) =

v Taylorjevo vrsto okoli tocke a = 0.

Resitev: V verjetnosti, statistiki, fiziki, ra¢unalnistvu in drugod je pomembna standardna nor-
malna porazdelitev z verjetnostno gostoto

Je ena izmed funkcij, katere nedoloceni integral ni elementarna funkcija. Njen nedoloceni integral
ponavadi oznac¢imo s ¢, omogoca pa nam, da ra¢unamo verjetnosti, da normalno porazdeljena
sluc¢ajna spremenljivka zavzame vrednosti na doloCenem intervalu.

Funkcijo ® lahko razvijemo v Taylorjevo vrsto, ki konvergira na celi realni osi. Pri tem bomo
uporabili dejstvo, da lahko potenéne vrste ¢lenoma integriramo. Uporabili bomo formulo

nth

oo
= Z anpl
n=0

od koder sledi
nt2n o ( 1)nt2n+1

1 T2 1
| e vdt=—— -
w/gﬂ/o © \/zw/ Z 2l T V2n nZ:) (2n + 1)2mn!

O(z) =

Ce izrac¢unamo prvih nekaj ¢lenov, dobimo

<I>()— 1 x3+az5 :£7+
V= \" T 6 T a0 336

Funkcija @ je liha, omejena in ima vodoravni asimptoti y = 40.5. Njen graf po obliki spominja
na graf funkcije arctg, njene vrednosti pa se zelo hitro pribliZujejo asimptoti.

V praksi se pogosto uporabljajo tabele z vrednostmi funkcije ®, za majhne vrednosti x pa lahko
solidno aproksimacijo dobimo z uporabo Taylorjeve vrste. O

(9) Dano je zaporedje funkcij f, : [0, 1] — R, kjer je f,(x) =n(1l — z)z".
(a) Dolo¢i limitno funkcijo f(z) = li_)rn fn(z).

(b) Ali zaporedje funkcij (f,,) konvergira enakomerno na [0, 1] k funkciji f?
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Resitev: Pri studiju zaporedij realnih oziroma kompleksnih stevil imamo na razpolago bolj ali
manj eno samo smiselno definicijo pojma konvergence zaporedja. Pri funkcijah pa lahko, odvisno
od uporabe, definiramo ve¢ med sabo neekvivalentnih na¢inov konvergence. Tukaj bomo spoznali
dva izmed njih. Naj bodo funkcije (f,) in f definirane na nekem intervalu I C R. Potem:

(a) Zaporedje (f,) konvergira k f po tockah na I, ce je li_)rn fn(x) = f(x) za vsak x € 1.
n o

(b) Zaporedje (f,) konvergira k f enakomerno na I, ¢e za vsak € > 0 obstaja tak N, da za
vsak n > N in za vsak x € I velja |f(z) — fu(z)| <.

Konvergenca po to¢kah pomeni, da v izbrani tocki x¢p € I in pri dani natancnosti € funkcijo f
dovolj dobro aproksimirajo vsi f,, od nekega N dalje.

Enakomerna konvergenca pa pomeni, da pri izbrani natanc¢nosti e funkcijo f dovolj dobro
aproksimirajo vse funkcije f,, od nekod dalje na celem intervalu I. To pomeni, da lahko izberemo
tak N, ki je hkrati dober za vse x € I. Enakomerna konvergenca torej implicira konvergenco po
tockah, obratno pa ni vedno res.

f

=<y

a X b X 3 b
Pri racunanju si pomagamo z naslednjo ekvivalentno definicijo enakomerne konvergence. Ekvi-
valentno je namre¢ zahtevati, da zaporedje ¢, = sup,¢y | f(x) — fn(z)| konvergira k 0.
(a) Izberimo z € [0, 1].
-2 €40,1} = fu(x) =0za vsak n = f(z) =0,
-2z €(0,1) = f(zx) = lim fy(z) = lim n(l —z)z" = (1 —z) lim na" = 0.

n—o0 n—oo

n—o0

Zaporedje (fy,) torej po tockah konvergira k funkciji
f(a)=o0.

(b) Poglejmo sedaj razliko med posameznimi funkcijami in pa limitno funkcijo. Upostevali bomo,
da nas zanimajo samo z € [0, 1].

|f(x) = fu(@)| = |fu(z)] = |n(1 — 2)2"| = n(1 — z)z".

Ker so vse funkcije zvezne, interval pa je koncen in zaprt, lahko supremum zamenjamo z maksi-
mumom. Sledi

cn = sup |f(z) — fo(2)] = max f,(x).

z€0,1] z€[0,1]
Is¢emo torej maksimume funkcij f,, na intervalu [0, 1]. Ra¢unajmo
fi(x) = —na" +n*(1 —2)2" P =na" t(n(1l —x) —2) =n2z"t (n— (n+1)z).

n

Nicle odvodov so v g = 0, kjer imajo funkcije minimume, in pa v tockah x, = 1 kjer imajo

funkcije maksimume. Sledi

n 1 n n+1
cn=folzy)=n|1-— n " =n- n = i .
n—+1 n—+1 n+1\n+1 n—+1
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Limita zaporedja (cy) je enaka

n+1 n+1
1 1
lim (¢,) = lim ( n ) = lim <1— > =-.

n—00 n—oo \ n+ 1

Pri majhnih e-ih bo torej za dovolj velike n veljalo

n\T) > €,
Y ) > €

kar pomeni, da konvergenca ni enakomerna.

Na sliki vidimo, da gredo za vsak = € [0, 1] vrednosti f,(z) proti 0 pri n — oo, vendar pa se
grafi funkcij f,, po obliki bistveno razlikujejo od grafa funkcije f.
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12 Funkcije vecih spremenljivk

(1) Skiciraj naravni definicijski obmodji, nivojnice in grafa danih funkcij:

(a) f(x,y) = arcsin %,
() flz,y) = \fsin(r/a? 4 12).

Resitev: (a) Funkcija f(x,y) = arcsin £ bo definirana, ¢e bo:

~x #0,
1< ¥ <.
X

Iz drugega pogoja dobimo, da za x > 0 velja —x <y < z,za x <0 pa —x >y > z. Sledi
Diy={(z,y) eR?*|(z>0N—2<y<z)V(r<0Az<y<-2)}

Definicijsko obmocje funkcije f sestoji iz dveh kvadrantov, ki sta zarotirana za kot 7 glede na
standardne koordinatne kvadrante.

Nivojnice funkcije f so mnozice oblike

f(wvy) =C,

pri razliénih izbirah konstante C'. Nivojnice funkcije dveh spremenljivk ve¢inoma sestojijo iz
krivulj, lahko pa vsebujejo tudi kaksno izolirano tocko.

V naSem primeru so nivojnice krivulje, ki zadoS¢ajo enacbi:

arcsin y_ C,
x
Y _ sin C,
x
y = (sinC)z.

Mozne vrednosti konstante C' lezijo na intervalu [—g, %] Za vsak tak C je ustrezna nivojnica

premica s smernim koeficientom sin C', vendar brez tocke (0, 0).
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Graf funkcije f skiciramo tako, da vsako izmed teh premic dvignemo na ustrezno visino.

(b) Funkcija f(z,y) = \/sin(7r\/:t2 + y?) bo definirana, ¢e bo sin(my/z? + y?) > 0. To bo res za

o
r=+va2+y?€[0,1]U[2,3]U[4,5]U... = | J[2k, 2k +1].
k=0
Definicijsko obmocje je torej unija kolobarjev z notranjim polmerom rp = 2k in z zunanjim

polmerom Ry =2k + 1 za k> 1. Pri k = 0 dobimo krog s polmerom R = 1.

JE— B — <O




V tem primeru je graf funkcije f rotacijska ploskev, ki jo lahko narisemo takole:

- Nad abscisno osjo narisemo graf funkcije z — Vsinwz.

- Graf zavrtimo okoli navpi¢ne osi.

Poglejmo si e skico.

(2) Izracunaj nivojnice in gradientno vektorsko polje potenciala
mMG
/22 + 2

Resitev: Nivojnice potenciala V' so kroznice s sredis¢i v koordinatnem izhodis¢u, njegov graf pa
ima naslednjo obliko.

V(x’y) = -

2
2

@

Gradientno vektorsko polje funkcije dveh spremenljivk f je vektorsko polje

_[(of Of
vi= (ax’ay>'
V primeru funkecije V(z,y) = — \7% je:
@24y
W () = MG
ox Ty = \/m,
ov mMGy

WY A

od koder dobimo

B mMGx mMGy
VvV = (\/@2 T y2)3’ \/(mz T+ y2)3>

Gradientno vektorsko polje je pravokotno na nivojnice in kaze v smeri najhitrejSega narascanja
potenciala.
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Potencial V' predstavlja potencialno energijo telesa z maso m v gravitacijskem polju telesa z
maso M. Gravitacijska sila kaze v nasprotni smeri gradienta potenciala

F=_-VV.

Ponavadi gravitacijsko silo predstavimo v polarnih koordinatah, kjer je r = /22 + y? in €, =
ﬁ = (cos ¢, sin ¢) enotsko vektorsko polje v radialni smeri. Tedaj je

(3) Aproksimiraj funkcijo
f(z,y) = (2® + 2+ 1)siny +€°

s Taylorjevim polinomom reda 3 v okolici tocke a = (0, 0).

Resitev: Gladko funkcijo f = f(z,y) lahko v okolici tocke a = (zg, y9) aproksimiramo s Taylor-
jevim polinomom stopnje n:

To(e,) = 1)+ 5@ (o= a0) + F(0) (0= )
2 2 2
# 51 (oa @) o= a4 25 @) (o= 20)y = )+ G (o) (= w)?)
1 & n o"f n—
+mk:0 <n_k>w(a)'($—l‘o) "y —wo)*.

Izracunajmo najprej vse parcialne odvode do reda tri:

af of

= 3 T i 2

5 (2x + 1)siny + €”, By (z®+x+1)cosy,

0 f : . Of 0*f 2 :

ke 2siny + €, 920y = (2z 4+ 1) cosy, 92 = —(2>+ 2+ 1)siny,

Pf_ . Of 0% f oy )

D3 =€, 9220y = 2cosy, 8?33/2 = —(27 + 1)siny, 87;3 =—(z"4+ 2+ 1)cosy.

Ce izracunamo vrednosti teh parcialnih odvodov v tocki a = (0,0) in uporabimo formulo za
Taylorjev razvoj, dobimo
L3

1 1
Tg(x,y):1+$+y+§x2—l—azy+6x3+x2y—6y )
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Opomba: Graf Taylorjevega polinoma stopnje ena

Ti(2.9) = fa) + (@) - (&~ 20) + 5(a) - (0~ o)
je ravno tangentna ravnina na graf funkcije v tocki (xo, yo, f(zo, y0))- O

Van der Waalsova enacba stanja

nRT = (V — B) <p+;/42)

povezuje temperaturo, tlak in volumen plina. S totalnim diferencialom oceni, za koliko se spre-
meni tlak plina, ¢e se temperatura in volumen plina spremenita za d1" oziroma dV.

Resitev: Van der Waalsova enacba stanja

nRT = (V — B) <p+;/42)

implicitno doloca tlak plina kot funkcijo temperature in volumna plina p = p(T, V). V termodi-
namiki je pomemben podatek, kako se spremeni tlak plina pri majhnih spremembah temperature
in volumna. To spremembo lahko aproksimiramo s totalnim diferencialom

P ar+ P v

=57 v

Matematicno je ta formula aproksimacija funkcije p s Taylorjevim polinomom reda 1. Za izra¢un
parcialnih odvodov bi lahko najprej iz Van der Waalsove enacbe eksplicitno izrazili p in ga
nato parcialno odvajali. Za vajo pa bomo raje parcialna odvoda izracunali kar z implicitnim
odvajanjem Van der Waalsove enacbe po spremenljivkah 7" in V. Tako dobimo:

0

nR=(V - B)a%,

o:(p+§2>+(V—B)(;€_2V§).

Od tod lahko eksplicitno izrazimo parcialna odvoda:

Op nR

or  V-B

9 24 p+ix 24 aRT
oV V3 V-B V3 (V-B)?

nR 2A nRT

kar nam da formulo
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(5) Poisci vse lokalne ekstreme danih funkcij in jih klasificiraj:

(a) f(z,y) =2+ 3zy® — 152 — 12y,
8

b) fwy) =+ +v

Resitev: Ekstreme funkcij dveh spremenljivk iS¢emo v dveh korakih. Najprej poiséemo sta-
cionarne tocke funkcije f. V stacionarnih to¢kah je tangentna ravnina na graf funkcije vodor-
avna, dobimo pa jih kot resitve sistema enacb:

of
ZJ =0
5 &Y =0,
of
- =0.
3y (2,y)
Tip stacionarne tocke lahko dolo¢imo s pomocjo matrike drugih odvodov funkcije f:
92 f 92 f
o a2(x7y) OxO (337y)
Hgy) = B%f 6$2fy :

Naj bo (z¢,%0) stacionarna tocka funkcije f. Ce je det Hzoyo) > 0, ima f v (z0,y0) lokalni
ekstrem, in sicer:
82
- &e je W(xo, yo) > 0, zavzame f v (xg,yo) lokalni minimum,
x
62
- ¢e je W(:po, yo) < 0, zavzame f v (xg,yp) lokalni maksimum.
x

Ce je det Hzo o) < 0, f v (z0,90) nima ekstrema (ima sedlo). Ce pa je det Hzoy0) = 0, P2
moramo pogledati visje odvode.

(a) f(x,y) = 2% + 3zy? — 152 — 12y
Velja % =322+ 3y> - 15 in % = 6zy — 12. Od tod dobimo sistem enacb:

2 +y? =5,
Ty = 2.

2

Ce iz druge enacbe izrazimo y = 7 in vstavimo v prvo enacbo, dobimo:

2t =522 +4 =0,
(2® —1)(2® —4) = 0.

Funkcija f ima §tiri stacionarne tocke T7(1,2), T5(2,1), T3(—1,—2) in Ty(—2,—1). Izracunajmo
sedaj druge odvode:

0% f

o2z O
0% f
Oxdy 0y,
o2 f
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Sledi
6 12 12 6 -6 —12 ~12 -6
Haz = [12 6] Hen = [6 12] Hg = [—12 —6} » Hieoony = {—6 —12] '

Od tod sklepamo, da ima f v tocki T5(2,1) lokalni minimum, v toc¢ki 74(—2, —1) lokalni maksi-
mum, v tockah T7(1,2) in T3(—1, —2) pa sedlo.

Poglejmo si graf funkcije v okolici stacionarnih tock.

L
-1 0

V tocki Ts je torej dno doline, v katero vodi prehod skozi sedlo v tocki T7. Podobno je v tocki
Ty vrh hriba, s katerega se lahko spustimo do sedla v tocki T5.

Tukaj je % = —x% + % in %5 = —y% + 1. Dobimo sistem enacb:
22 =&y,
v’ =
Sledi:
y' =8y,
y(y* —8)=0

123



Funkcija f ni definirana v tockah, kjer je y = 0, zato ima eno samo stacionarno tocko T'(4,2).
Drugi odvodi f so:

O*f 16
f T o

’?r 1
COxoy gy

0% f 2z

o2y
Imamo

1
tan =5 7

od koder sledi, da ima f v tocki T" lokalni minimum. Poglejmo e graf funkcije f.

(c) f(z,y) = e" ¥ (x® — 2¢°):

Velja % = e* Y (2? 4+ 22 — 2y?) in % = e*7¥(—2? + 2y? — 4y). Tako dobimo sistem enach:

2?42z — 2% =0,
—2% + 2% — 4y = 0.

Ce enacbi sestejemo, dobimo z = 2y. Ko to vstavimo v prvo enaébo, dobimo:

2y° +4y =0,
y(y +2) = 0.

Funkcija f ima dve stacionarni tocki 77(0,0) in To(—4, —2). Izra¢unajmo $e druge odvode:

82

. 87;(;‘]2(. = €x_y(l'2 +4$ — 2y2 + 2),
0% f .

: =" Y(—x? +2y* — 22 — 4
920y eV (—x* + 2y x Y),
O’ f —y(2 2

G = = 8y 4,

Tako dobimo
2 0

o [-6 8
H<07°>:[0 —4]’H<—4v—2>:6 [8 —12]'

Vidimo, da ima f v tocki T1(0,0) sedlo, v tocki T5(—4, —2) pa lokalni maksimum.
Poglejmo Se graf funkcije f.
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(6) Pravokoten karton s stranicama dolzine a in b prepognemo na razdalji x vzdolz obeh daljsih
stranic za kot ¢. Doloc¢i z in ¢ tako, da bo volumen dobljenega telesa maksimalen.

Resitev: Ko prepognemo karton, dobimo telo v obliki zleba, ki v prerezu izgleda kot unija pra-
vokotnika in dveh trikotnikov.

X a X

X a X
Volumen telesa v odvisnosti od spremenljivk = in ¢ je enak

V(z,¢) = (a — 2x)zsingb + x%sin ¢ cos ¢ b.
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Parcialna odvoda funkcije V sta:

Ve = (a —4z)sing b+ 2z sinpcos ¢ b,
Vi = (a — 2z)z cos ¢ b+ x2b(cos® ¢ — sin® ¢),

kar pomeni, da stacionarne tocke funkcije V' zadoScajo sistemu enacb:

sin pb(a — 4x + 22 cos ) = 0,
xb((a — 2x) cos ¢ + z(cos? ¢ — sin? ¢)) = 0.
Ker je b # 0, bo prvi enacbi zados¢eno, ¢e velja sin ¢ = 0 ali a —4x + 2x cos ¢ = 0. V primeru, ko
jesing =0, je V =0, zato gre za minimum. Zato nas zanima primer, ko je a —4x + 2x cos ¢ = 0.
Podobno dobimo minimum tudi, ko velja = 0 v drugi enacbi. Za izra¢un maksimuma funkcije
V' moramo torej resiti sistem enacb:
a—4x +2xcos¢p =0,
(a — 2z) cos ¢ + x(cos? ¢ — sin® ¢) = 0.

Iz prve enacbe lahko izpeljemo, da je

a
=2—-—.
cos ¢ 7

Ko to vstavimo v drugo enac¢bo, dobimo:

(a—2x)(2—26;)+x<2(2—26;)2—1>—O,

2 2
a 4a a
2a4m2x+a+x<7$+2$2) =0,

3r—a=0,
a

r=—.

3

Prix = § je ¢ = §. Volumen dobljenega telesa bo torej maksimalen, ko bo:
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