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KOMPLEKSNA CELA STEVILA

Ogledali si bomo eno od moZnosti posploZitve pojma celega Etevila. Z
imenom cela 3tevila mislimo mnoZico Z = {...,—2,-1,0,1,2,...}. Cela
$tevila si lahko predstavljamo kot ogrlico na tevilski osi.

= =1 0 1 2 3

Osnovo za uvedbo pojma kompleksnega 3tevila predstavlja enatba x2 =
= —1. Ta ena&ba nima reditve v celih Stevilih, pa tudi v realnih Ztevilih
ne. Da bi to in podobne ena¥be lahko redevali, so matematiki uvedli pojem
imaginarne enote. To je Ztevilo i, ki redi zgornjo enatho, torej iZ = —1.
Besedo imaginaren navadno slovenimo kot izmiljen ali navidezen. Stevilo i
naj bi torej ne obstajao v resnici, ampak naj bi bilo izmi&ljotina matematikov.
Toda razvoj matematike in tehnike v zadnjem stoletju je pokazal, da je Stevilo i
zelo uporabno pri &isto praktinih problemih in torej ni tako za lase privleéeno,
kot bi se komu zdelo.

Zdaj definirajmo kompleksna

cela Btevila. Vzemimo dve celi Stevili . I . ]
a, b, zapi§imo z = a + bi in ta =521 2 w22
formalni zapis imenujmo komplek-

sno celo $tevilo. Zapisa aj + bji in -1%i 0.*' i 2;-,"

ap + byi predstavljata isto komplek-
sno ¥tevilo natanko takrat, kadar je

. -1 0 1 2

ay = ap in by = by. -0 o—o0 —0 B

Seftevanje in mnoZenje kom- : . : _
pleksnih celih Ztevil definiramo tako- wi=) =i i
le: naj bodo a, b, c, d cela %tevila. T
Potem je

(a+bi)+(c+di)y=(a+c)+(b+d)i
(a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (bc + ad)i
Zgled:

1+2)+(B-51)=(1+3)+(2-5)i=4-3i
(142i)(3-5i))=1-342-3.i—-1:5.i—2.5.i%=
=346i—5i—10-(-1) =13 +i
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Zaradi poenostavitve, zapiSemo Stevilo a -+ 0i kar a, Stevilo 0 + ai pa ai.

Vsakemu kompleksnemu cele- k
mu $tevilu z = a+ bi bomo priredi- {
li %e pozitivno 3tevilo N(z) = a2 + bil a+bi
+b2, ki ga imenujemo norma %tevila
z. Ce kompleksna cela 3tevila pred-
stavimo kot mrefo, potem je zara-
di Pitagorovega izreka N(z) ravno
kvadrat dolZine hipotenuze v spod- 0 p
njem trikotniku.

NajpomembnejSa lastnost norme je izraZena v naslednji trditvi:

Y

Trditev 1. Naj bosta z; = a + bi ter z = c + di dve kompleksni celi
Stevili. Potem velja N(z1zp) = N(z1)N(z2).

Dokaz nam da naslednji ra&un:

N(z122) = N((ac — bd) + (ad + be)i) = (ac — bd)? + (ad + bc)? =
= a%c? + b2d? — 2achd + a?d? + b?c? 4 2adbe =
= 32(22 + b2d2 -+ azdz -+ b?C2 =
= (a4 b?)(c? + d%) = N(z1)N(z2)

Poglejmo si nekoliko poblize deljivost kompleksnih celih Ztevil. Defini-
ramo jo enako kot pri celih Stevilih, torej z; deli zp, &e obstaja tako komplek-
sno celo $tevilo w, da je wz; = z5.

Najprej si oglejmo zgled:

l-i=i
i(-)=-if=-(-1)=1
Torej 1 deli i in tudi i deli 1. Pri naravnih Stevilih je takino medsebojno
deljenje nemogo&e, zato si moramo ta fenomen poblize ogledati.

Trditev 2. Naj bosta z; in z3 dve neni&elni kompleksni celi Stevili in naj
zy deli zp ter z9 deli zy. Tedaj imamo Stiri moZnosti:

z1 =20, z1 =—2p, z1 =1z9, ali z1 = —izp

Dokaz: |z danih pogojev za Etevili z; ter zp sledi, da obstajata dve taki
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kompleksni celi Stevili x, y da velja:
Z1=X2o in Za=yz1
Z uporabo trditve 1 dobimo

N(z1) = N(x)N(z2)
N(z2) = N(y)N(z1) = N(y)N(x)N(z2)

Ker je z1 # 0,22 # 0, so norme pozitivne in zato mora biti N(x) = N(y) =
= 1. Pi%emo x = a + bi in dobimo a2 + b? = 1. Od tod oitno sledi, da je
a=0in b2 =1alipaa?=1inb=0, torej je x eno od 3tevil 1, —1, i in -i.

To pomeni, da ima vsako kompleksno celo 3tevilo z vsaj osem deliteljev.
Toso1,—1,1i, -i, z, —z, iz, —iz. Stevilo, ki ima samo teh osem deljiteljev,
bomo imenovali kompleksno pratevilo. Naj bo p naravno Stevilo. Kdaj je
p kompleksno prastevilo? O¢itno je, da mora biti p pradtevilo v obi€ajnem
smislu. Da to $e ne zado%¢a, kaZe naslednji zgled:

A+d1-i)=1+i-i-i¥=2

tevilo 1 + i deli 2, zato 2 ni kompleksno prastevilo.Delni odgovor na naZe
vpradanje daje:

Trditev 3. Naj bo p prastevilo. ki ima pri deljenju s 4 ostanek 3. Tedaj
je p tudi kompleksno prastevilo.

Dokaz: Denimo, da je p mogofe zapisati kot produkt
p = (a+ bi)(c + di)

in da sta Stevili a3 + bi, ¢ + di razliéni od Stevil 1, -1, i, -i, p, —p, ip, -ip.
Tedaj dobimo N(p) = p? = N(a+ bi)N(c + di).

Ker Stevilo p? nima drugih naravnih deliteljev kot 1, pin p2 in ker N(a+
+ bi), N(c + di) # 1, dobimo N(a+ bi) = p = a + b2. Stevilo p je liho,
zato mora biti eno izmed 3tevil a, b sodo, eno pa liho. Kvadrat sodega 3tevila
je deljiv s 4, kvadrat lihega Stevila pa pri deljenju s 4 da ostanek 1 (DokaZi!).
Zato vsota p = a2+ b? pri deljenju s 4 da ostanek 1, kar pa po predpostavki
ni res. Torej je p kompleksno pragtevilo.

Pripomnimo %e, da tista prastevila, ki pri deljenju s 4 dajo ostanek 1,
niso kompleksna pradtevila, vendar to ni tako enostavno dokazati.

Za konec pa nekaj nalog:
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1. Dokazi, da enatba N(z) = 3 nima reSitev v kompleksnih celih Ztevilih.

2. Pois&i vse reditve enatbe N(z) = 5 v kompleksnih celih 3tevilih.
(Resitve: 2-+i, 2—i, —2+i, —2—i)

3. Dokazi, da je 3tevilo 1+i kompleksno prastevilo.

4. DokaZi, da 3tevili 5 in 13 nista kompleksni pra3tevili. (Nasvet: razcepi
obe Ztevili na produkt dveh kompleksnih celih 3tevil.)

5. Resi enatbo x + y + z = xyz = 1 v kompleksnih celih Stevilih.
(Resitev: 1, i, -i)

6. Razcepi Stevilo 19 + 17i na produkt kompleksnih pradtevil. (Resitev:
(14i)(2+4i)%(2 - 3i))

7. Dokazi, da je vsako kompleksno 3tevilo, &igar norma je prastevilo,
kompleksno prastevilo.

Borut Zalar





