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Evklidov algoritem

Euclidean Algorithm

Y Povzetek

V prispevku je na kratko opisana zgodovina Evklidovega algorit-
ma. Navedene so nekatere njegove klasi¢ne uporabe v teoriji Ste-
vil: Bezoutova identiteta, reSevanje linearnih diofantskih enacb,
uporaba pri kitajskem izreku o ostankih, aproksimacija korenov
naravnih $tevil z veriznimi ulomki in reSevanje Pellove enacbe.
Prispevek se konca s posplositvijo na evklidske kolobarje, kjer so
omenjeni kolobarji polinomov v eni spremenljivki s koeficienti iz

obsega, Gaussova Stevila in Eisensteinova Stevila.
Klju¢ne besede: zgodovina matematike, Evklidov algoritem,

Bezoutova identiteta, linearne diofantske enacbe, kitajski izrek
o ostankih, verizni ulomki, Pellova enacba, evklidski kolobar

2 Abstract

The article briefly describes the history of Euclidean algorithm. Descri-
bed within are some classical methods of its use in the theory of numbers:
Bézout's identity, solving linear Diophantine equations, its application
on the Chinese remainder theorem, approximation of the roots of natu-
ral numbers with help of continued fractions, and solving Pell's equation.
The article concludes with a generalization based on Euclidean doma-
ins, mentioning the domains of polynomials in one variable with coef-
ficients from a division ring, Gaussian integers and Eisenstein integers.

Keywords: history of mathematics, Euclidean algorithm, Bézout's iden-
tity, linear Diophantine equations, Chinese remainder theorem, conti-
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O Uvod

Evklidov algoritem je prvi¢ omenjen v Ev-
klidovih Elementih', vendar so ga poznali ze
dosti prej. Pitagorejci® so verjetno z njegovo
pomo¢jo racunali zelo natan¢ne priblizke
korenov naravnih $tevil. V sedmi knjigi Ele-
mentov je zelo strnjeno zapisana razlicica
algoritma za cela Stevila, ki nam izracuna
najvedji skupni delitelj dveh naravnih $tevil:

Zaporedoma odstevaj manjse Stevilo od
vecjega, dokler manjse Stevilo ne postane deli-
telj veéjega. Takrat je manjse od stevil najvecji
skupni delitelj zacetnih Stevil.

V deseti knjigi Elementov je opisana ge-
ometrijska razli¢ica Evklidovega algoritma,
s pomocjo katere lahko Evklidov algoritem
do neke mere posplosimo na realna Stevila.
Za dani daljici pravimo, da sta soizmerljivi,
¢e obstaja taksna (krajsa) daljica, imenovana
skupna mera daljic, da je vsaka od danih da-
ljic enaka celemu Stevilu kopij krajse daljice.
Tudi v geometrijskem primeru poteka Evkli-
dov algoritem skoraj enako kot prej:

Zaporedoma odstevaj kraj$o daljico od vec-
je. Ce po nekaj korakih dobis enaki daljici, si s
tem dobil najvecjo skupno mero zacetnih dal-
jic. Ce se postopek v koncnem stevilu korakov
ne konca z enakima daljicama, zaletni daljici
nista soizmerljivi.

V modernem matemati¢nem jeziku bi
lahko rekli, da sta realni $tevili soizmerljivi,
¢e je njun kvocient racionalno $tevilo.

V srednji $oli obicajno povemo Evklidov
algoritem za naravni $tevili kot eno od moz-

1 Evklidovi Elementi so zbirka 13 knjig iz tretjega stole-
tia pr. Kr., ki povzemajo najpomembnejse starogrsko
znanje matematike.

2 Pitagora (570-500 pr. Kr.). Na jugu Italije, ki je bil
tedaj del anticne Grcije, je ustanovil versko-filozofsko
bratovscino, ki se je ukvarjala s teoreticno matemati-
ko, glasbo in astronomijo.

nosti za iskanje najvecjega skupnega delitel-
ja teh dveh $tevil. V nadaljevanju prispevka
bodo opisane $e nekatere druge pomembne
uporabe algoritma, ki so zaradi elementarno-
sti velikokrat dostopne tudi srednjeSolcem, ki
zelijo poglobiti svoje znanje matematike.

[ Bezoutova identiteta

Naj bosta m in n naravni $tevili z najvec-
jim skupnim deliteljem D in n > m. Evklidov
algoritem poteka takole:

n=km+r;0<r<m

m=k,r; +1,;,0 <1, <n

=k, +15;0 <13 <1y

Too1 = KopaTs + 753150 <7gyy <75
Ts = KsyaTs41 +D;0 <D <7544
Ts+1 = ksy3D

Preberimo Evklidov algoritem v obrat-
nem vrstnem redu:

Iz predzadnje enac¢be lahko izrazimo D kot
D =15 — kgyalsen,

Na enak nacin preberemo
Ts41 = Ts—1 — ks+1rs,

zato velja tudi
D =15 —kgyp(rs—1 — Ks4a75),

V vsakem naslednjem koraku s pomoc-
jo visje lezec¢ih vrstic v Evklidovem algorit-
mu vsak ostanek zamenjamo s celostevilsko
kombinacijo ostankov r,, in r, . Skupni deli-
telj D tako vsaki¢ napiSemo kot celostevilsko
kombinacijo ostankov z nizjima indeksoma.

Prva vrstica nam pove Bezoutovo identi-
teto’

3 Etienne Bézout (1730-1783), francoski matematik
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D =mx + ny
za primerni celi Stevili x in y.

Poglejmo si jo za par naravnih $tevil 67 in
120.

Najprej izvedimo Evklidov algoritem:
120=1-67+53

67=1-53+14
53=3-14+11
14=1-11+3
11=3-3+2
3=2-1+1

Najvedji skupni delitelj 1 lahko sedaj na-
pisemo kot celostevilsko kombinacijo $tevil
67 in 120:

1=3-2=3-(11-3-3)=4-3-11=

=4.(14-11)-11=4-14-5-11=

=4-14-5-(53-3-14)=19-14-5-53 =
=19-(67-53)-5-53=19-67-24-53=
=19-67-24-(120-67)=43-67-24-120

Razcep ni enoli¢en. Na primer, velja tudi:
1=(43+120)-67 - (24 +67) - 120

O Linearne diofantske enacbe

Naj bosta m in n naravni $tevili z najve¢-
jim skupnim deliteljem D. Ce je regljiva line-
arna diofantska enacba

mx +ny=c,

je jasno, da mora D deliti tudi ¢, c = D¢'.
Bezoutova identiteta nam pove, da velja
tudi obratno. Ce D deli ¢, lahko najdemo celi
Stevili x"in y', za kateri velja
D =mx"+ny’

in tako dobimo eno od resitev diofantske
enacbe:
c=Dc'=m(x'c) +n(y'c).

Ce je m = Dm'in n = Dn', lahko D v dio-
fantski enacbi pokrajsamo. S tem dosezemo,
da sta $tevili m'in n'tuji. Lahko je videti*, da
so vse resitve enacbe

mx+ny=1
oblikex =x"+kn',y = y'— km'. Resitve enacbe
mx+ny=c

pa so le ustrezno pomnozene, x = ¢x' + kn’,
y=cy'—km'

Resimo na primer diofantsko enacbo
67x + 120y = 3.

V prejsnjem razdelku smo dobili razcep
1=43-67-24-120
Zato so vse resitve enacbe 67x+120y=1 oblike
x =43 + 120k, y = -24 - 67k
re$itve enacbe 67x + 120y = 3 pa oblike
x=3-43+ 120k, y=-3-24 - 67k,
x=9+120L, y=-5-67I
V teoriji kodiranja je zelo pomembno
iskanje multiplikativnih inverzov iz obsega
ostankov po prastevilskem modulu Z, Kjer
je p prastevilo. Ce je m € Z,\{0}, dobimo
mle Zp\{O} kot resitev diofantske enacbe
mx =1+ py

Ker je p prastevilo, sta si $tevili m in p
tuji in enacba je regljiva s samo eno resitvijo
x€{l,2,..p-1}.

Tako recimo inverz elementa 14 v obsegu
Z, dobimo z resevanjem diofantske enacbe
14x - 23k =1

4 Toje verjetno prvi uvidel indijski matematik Brahma-
gupta (598-670).

Evklidov algoritem



Iz Evklidovega algoritma za 14 in 23
23=14+9

12=9+5

9=5+4

5=4+1

dobimo:
1=5-4=5-(9-5)=2-5-9=2-(14-9)-9=
=2-14-3.9=2.14-3-(23-14)=5-14-3-23

Zato je 5 multiplikativni inverz elementa
14 vobseguZ, . Resje5-14=70=1.

€ Kitajski izrek o ostankih

V slavni klasi¢ni kitajski matemati¢ni
knjigi Devet poglavij matematicnih spretnosti
iz drugega stoletja, v kateri je zbrano kitajsko
znanje matematike od 10. stoletja pr. Kr. na-
prej, je zapisana naslednja naloga:

Skupina prijateljev prispeva za skupen na-
kup. Ce vsak placa po 8 kovancev, zberejo tri
kovance prevec. Ce pa vsak da po 7 kovan-

cev, zmanjkajo $tirje. Pois¢i Stevilo prijateljev
in znesek nakupa.

Z vidika stroge moderne matematike
manjka Se dodatna zahteva, da i$¢emo naj-
manj$e mozno §tevilo prijateljev v skupini.
Resitev sicer ni enoli¢na.

I$¢emo torej najmanjse naravno $tevilo, ki
da pri delitvi z 8 ostanek 3, pri delitvi s 7 pa
ostanek -4.

V knjigi je $e ve¢ podobnih nalog, vse pa
lahko posplosimo na re$evanje sistema kon-
gruenc:

x=a, (modm)

x = a, (mod m,)

x=a, (mod m,)

Kitajski izrek o ostankih pove, da je ta sis-
tem zagotovo resljiv, ¢e so moduli paroma
tuji. Prvi algoritem za reSevanje sistema je
zapisal indijski matematik Aryabhata®. Zvito
je ugotovil, da je treba resitev x iskati v obliki
X=X, MM em + X m mm, + m, e
+x, mm,m .

Vsak od seStevancev je deljiv z vsemi mo-
duli, razen z enim, zato lahko problem pre-
vedemo na re$evanje ve¢ lazjih in manjsih
problemov oblike
xm -om m c-m =a(modm, ), 1<t<k,

vsak od njih pa je ekvivalenten resevanju
ustrezne linearne diofantske enacbe, ki jo
lahko resimo s pomod¢jo Evklidovega algo-
ritma.

Pri nasi kitajski nalogi torej reSujemo sis-
tem kongruenc
X = -3 (mod 8),
X =4 (mod 7).

Modula 8 in 7 sta si tuja, zato je sistem res-
ljiv. Resitev iS¢emo z nastavkom
x=8x,+7x,

pri cemer morata x, in x, ustrezati dio-
fantskima ena¢bama
8x, =7k +4
7x,=8l-3.

Na enak nacin kot prej lahko najdemo re-
$itve teh diofantskih enacb:
x,=4+7m,k=4+8m,
x2=3+8n,l=3+7n,

zato je
x=8(4+7m) +7(3+8n) =53+ 56(m +n).

5 Aryabhata (476-550), indijski matematik
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Najmanj$e naravno Stevilo, ki ustreza
zgornji zahtevi, je x = 53. Ce 7 prijateljev pri-
speva po 8 kovancey, je zbranih 56 kovancev
za 3 prevec, e pa prispevajo po 7 kovancey,
je zbranih 49 za 4 premalo.

Y Verizni ulomki

Evklidov algoritem za realna Stevila je na
prvi pogled zelo nenavaden, je pa Ze Pitago-
rejcem sluzil za iskanje izjemno dobrih pri-
blizkov korenov naravnih stevil.

Poglejmo si, kako lahko najdemo zapored-
ne priblizke za 2.

Evklidov algoritem za \2 in 1 se sicer za-
radi iracionalnosti §tevila V2 nikoli ne konéa,
a med racunanjem opazimo zelo jasen vzorec:

V2=1-1+(2-1)

1=2-(2-1)+(3-2\2)

V2-1=2-3-22)+(5\2-7)

3-2V2=2-(5\2-7) + (17 - 122)

Sorazmernostne dvojke se v vseh nasled-
njih korakih ponavljajo. Posamezne korake
algoritma bi lahko zapisali tudi drugace:

1 1
VZ=l4—=14— =
2+3—2\/§
V2-1 V21
1 1
=1+ —=1+ T =
24+ —5%> 24—
e =

Obicajno na kratko napisemo, da stevilu V2
ustreza periodic¢en neskonéni veriZni ulomek
V2 =[(1;2,2,2,...]1=[1;2].

Ker se ostanki z vsakim korakom Evklido-
vega algoritma manjsajo, dobivamo ¢edalje
boljée priblizke za V2:

" 3717
305

2
V2 o

IR

Izkaze se, da se da vsak koren naravnega
Stevila, ki ni popoln kvadrat, zapisati s peri-
odi¢nim veriznim ulomkom, ki pa je lahko
veliko bolj zapleten, recimo

Vo1=[7;1,4,3,1,2,2, 1, 3,4, 1, 14].

Priblizki za korene z veriznimi ulomki so
v vseh primerih zelo dobri. Zaporedna raci-
onalna aproksimacija % se od prave vrednosti
korena razlikuje za manj kot biz. Na primer:
17 1
2-—|<—
|\/_ 12| 122
Z neskonénimi veriznimi ulomki se da na-
pisati celo transcendentna $tevila, na primer
n=[3;7,151,292,1,1,1,2,1,3,1,14,2,1,1,2,2.2,2,...],

ki pa seveda nimajo periode. Presenetljivo
lahko najdemo vzorec v veriznem ulomku za
osnovo naravnega logaritma e:
e=1[2;1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,1,1,12,1,1,... ].

Naj bo n naravno $tevilo, ki ni popoln
kvadrat. Diofantski enac¢bi

xX*-ny=1

pravimo Pellova enacba.®

Enacbo lahko resimo tako, da najprej z
Evklidovim algoritmom pois¢emo verizni
ulomek za \n. Prvi od okrajsanih pribliz-
kov i, ki jih dobimo z ra¢unanjem veriznega
ulomka in ustreza Pellovi enacbi, je osnov-
na resitev (x,, ,) enacbe. Vse druge resitve
(x,» y,) 50 z osnovno povezane z enacbo

6 Enacbo je Euler pomotoma poimenoval po angleskem
matematiku Johnu Pellu (1611-1685). Natancno je
njene resitve opisal William Brouncker (1620-1684),
poznali pa so jih Ze indijski matematiki v 12. stoletju.
V posebnih primerih so jo znali resiti Ze Pitagorejci.

Evklidov algoritem



X, +yk\/; =(x, + yl\/ﬁ)".

Na primer, pri reSevanju enacbe
=7y =1

si pomagamo z veriznim ulomkom
V7=102;1,1,1,4].

. . a1 1:v1.+ 2 3 5 8 .
Med zaporednimi priblizki 7, 7, =, 3, ... naj-

demo osnovno reSitev x, = 8, y, = 3. Ostale
resitve dobimo iz enakosti
x, +yk\/§ = (8 + 3\7)~.

w

T Posplositve Evklidovega algoritma

Evklidov algoritem za naravni $tevili se
vedno konca v kon¢no korakih zato, ker se
ostanki v vsakem naslednjem koraku algo-
ritma strogo manjsajo. S to idejo lahko Ev-
klidov algoritem izvajamo tudi v veliko bolj
splosnih algebrskih strukturah.

Naj bo N mnozica naravnih $tevil in K
komutativen kolobar. Kolobar K je evklidski
kolobar, ¢e obstaja funkcija

¢: K\{0} > N U {0}

z naslednjima lastnostma:

1. Cezaa, be Kveljaab+0,je ¢ (a) < ¢ (ab).

2. Zaa, beK, b#0, obstajata elementa g,

r € K, tako da je a = gb + r. Pri tem je
bodisi r = 0 bodisi  # 0 in ¢(r) < @(b).

Druga lastnost nam zagotavlja, da lahko v
kolobarju K izvajamo Evklidov algoritem, ki
se kon¢a po kon¢no korakih.

Poglejmo si nekaj najpomembnejsih pri-
merov evklidskih kolobarjev.

Obic¢ajni Evklidov algoritem dobimo v
primeru K = Z in ¢(x) = |«].

Zelo pomemben primer so polinomi v eni
spremenljivki s koeficienti iz komutativnega
obsega, na primer R[x]. Za ¢(p) vzamemo
stopnjo polinoma p.

Za ilustracijo z Evklidovim algoritmom
poisc¢imo najvedji skupni delitelj polinomov
X+ +2x-linx®+x - 1:

x4+ 27— 1= (2 +3)(x? +x— 1)+ (-3x +2)
1 1 11
2 _ R — _ _ I
x*+x—-1 ( 3x+9>( 3x +2) 5
Sx 42 = 27 18 11
A TR TSy

Njun najvecji skupni delitelj je konstanta,
zato sta si polinoma tuja.

Na enak nacin kot v celih $tevilih lahko
s pomocjo Evklidovega algoritma re$ujemo
tudi polinomske linearne diofantske enacbe
in si z njim pomagamo pri uporabi kitajske-
ga izreka o ostankih. Algoritem nam poma-
ga tudi pri tvorbi Sturmovega zaporedja’, ki
nam pre$teje realne nicle polinoma na da-
nem intervalu.

Podmnozici kompleksnih $tevil Z[i] =
{a + bi; a, b € Z\}, opremljeni z obic¢ajnima
operacijama, pravimo Gaussova Stevila®. Za
funkcijo ¢ vzamemo obicajno razdaljo kom-
pleksnega stevila od izhodi$¢a:

¢ (a+bi)=a*+b*.

Zanimivo je, da se da s pomocjo obrav-
nave kolobarja Z[i] dobiti nekaj pomembnih
lastnosti obicajnih celih $tevil, ki bi jih bilo
tezko dokazati neposredno. Z Gaussovimi
Stevili se da recimo zelo elegantno poiskati
Pitagorejske trojice. Prav tako se da pokazati,
da je mozno prastevila, ki dajejo pri deljenju
s 4 ostanek 1, napisati kot vsoto dveh celoste-
vilskih kvadratov.

7 Jacques Charles Frangois Sturm (1803-1855), franco-
ski matematik
8 Carl Friedrich Gauss (1777-1855), nemski matema-

tik, astronom in fizik
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V teoriji $tevil so pomembna tudi podob-
no skonstruirana Eisensteinova stevila® oblike

1
z=a+bw,a,beZ w =E(—1+i\/§)

z ustrezno funkcijo ¢ (a + bw) = a* - ab + b~

Vsako naravno $tevilo se da na le en nacin
napisati kot produkt potenc prastevil (pravi-
mo, da je K kolobar kolobar z enoli¢no fak-
torizacijo). Prav tako drzi zanimivo dejstvo,
da za naravni $tevili in z najvecjim skupnim
deliteljem D velja

{am +bn;a, be Z} ={cD; ce Z}

(re¢emo, da je kolobar Z glavni). V bolj splo-
$nih algebrskih strukturah veljajo le inkluzije:
vsak evklidski kolobar je glavni, vsak glavni
kolobar pa je kolobar z enoli¢no faktorizacijo.

¢ Casovna zahtevnost Evklidovega
algoritma

Zaradi Siroke uporabnosti Evklidovega
algoritma v racunalnistvu je zelo pomembna
tudi njegova ¢asovna zahtevnost. Algoritem

9 Ferdinand Gotthold Max Eisenstein (18231852),
nemski matematik
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za naravni $tevili n > m se konca prej kot v
5d korakih, kjer je d $tevilo Stevk Stevila m."
Zanimivo je, da algoritem poteka najpocas-
neje v primeru dveh zaporednih elementov
Fibonaccijevega'' zaporedja. Povpre¢no Ste-
vilo korakov Evklidovih algoritmov za vse
pare (m, n), m < n, je priblizno 0,843 - In n.

A Zakljucek

Evklidov algoritem je lep primer, kako po-
gosto za na videz standardno, rutinsko in ne
preve¢ impresivno temo iz srednjeSolskega
kurikuluma stoji navdusujo¢a zgodovina iz-
jemnih idej, ki so jih skoraj istocasno zaradi
prakti¢nih potreb neodvisno odkrivale razli¢ne
civilizacije. Osnovne ideje ljudstev, ki abstrak-
cije niti niso znali zapisati v simboli¢nem zapi-
su, so postale temelji moderne matematike.

Zato upam, da bo pricujoci prispevek slu-
zil tudi kot ena od idej, kako matematiko na
zanimiv nacin priblizati srednjesolcem.

10 Gabriel Leon Jean Baptiste Lamé (1795-1870), fran-
coski matematik

11 Leonardo Pisano Bigollo-Fibonacci (1170-1250),
italijanski ~ matematik. ~ Fibonaccijevo  zapored-
je lahko definiramo z dvocleno rekurzivno zvezo
F _,=F, _, +F inzacetnima clenomaF =F, =1.
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