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 Izvleček 

Kompleksni hidrološki pojavi, kot so poplave, se vedno pojavljajo kot posledica več med seboj odvisnih 
slučajnih spremenljivk (npr. konica, volumen, trajanje poplavnega vala). Z verjetnostno analizo le ene 
spremenljivke lahko zato le približno ocenimo verjetnost pojava določenega dogodka. Za popolno 
razumevanje vseh treh spremenljivk in njihovo medsebojno povezanost je nujen multivariaten statistični 
pristop. Predpogoj za to je obsežna analiza posameznih spremenljivk. V raziskavi smo obravnavali 58 
visokovodnih valov z vodomerne postaje Litija na reki Savi. Verjetnostno analizo smo izvedli za vse tri 
spremenljivke, ki določajo visokovodni val. S statističnimi in grafičnimi testi smo primerjali v praksi 
najpogosteje uporabljene porazdelitvene funkcije in načine ocenjevanja parametrov porazdelitev. Ugotovili 
smo, da je konice in trajanja valov najbolje opisala logaritemsko Pearsonova III porazdelitev, volumne pa 
Pearsonova III porazdelitev. Pri večini porazdelitev je najboljše ocene parametrov izkazala metoda 
momentov L, ki se v slovenski hidrološki praksi do sedaj še ne uporablja. 

Ključne besede: verjetnostna analiza, metoda momentov, metoda momentov L, metoda največjega verjetja, 
robne porazdelitve, statistični testi. 

Abstract 

Complex hydrological events such as floods always appear as a consequence of several correlated random 
variables (peak, volume, duration). Therefore single-variable frequency analysis can only provide limited 
assessment of these events. To fully understand all three variables and their relationship, a multivariate 
statistical approach is necessary. A precondition for such an approach is a complete analysis of all individual 
variables. 58 years of data from gauging station Litija on the Sava River were analyzed. Peaks, volumes and 
durations of flood waves were considered in the flood frequency analysis. Statistical and graphical tests were 
used to assess performance of the most commonly used distribution functions and parameter estimation 
techniques. Log-Pearson III distribution gave the best results in case of peaks and durations of flood waves 
and Pearson III distribution in case of volumes. Method of L-moments, which has not yet been used in 
Slovenian hydrological practice, gave the best estimation of parameters for most distributions. 
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1. Uvod 

Upravljanje z vodami, načrtovanje, preventivno 
obvladovanje tveganja zaradi poplav, določanje 
poplavnih območij in projektnih pretokov, 
dimenzioniranje objektov na vodi ipd. – vse to 
zahteva temeljito poznavanje značilnosti 
visokovodnih dogodkov (Brilly in Polič, 2005; 
Đurović in Mikoš, 2004; Kobold et al., 2005; 
Mikoš et al., 2004; Šraj et al., 2010). V hidrološki 
praksi se za opis verjetnosti pojava visoke vode 
oziroma poplave uporablja pojem povratna doba. 
Povratna doba nekega dogodka je navadno 
definirana kot povprečen čas, ki preteče med 
pojavom dveh enakovrednih in zaporednih 
dogodkov (Salvadori in De Michele, 2007). 
Povratna doba je enostaven način določanja 
tveganja oziroma verjetnosti pojava nekega 
dogodka. Trenutno se povratna doba ekstremnih 
dogodkov v Sloveniji računa na podlagi 
verjetnostne analize maksimalnih visokovodnih 
konic, torej na podlagi le ene spremenljivke. To 
lahko pripelje do podcenjevanja tveganja pojava 
določenega dogodka (Favre et al., 2004). Večina 
hidroloških pojavov je v resnici odvisna od 
hkratnega vpliva več naključnih spremenljivk (npr. 
konica, volumen, trajanje itd.), ki so v večini 
primerov medsebojno odvisne. Dogodek s 100-
letno povratno dobo konice vala lahko na primer 
povzroči manj škode kot dogodek z 10-letno 
povratno dobo konice in volumna vala (Renard in 
Lang, 2007). Kompleksni hidrološki pojavi kot so 
poplave, se vedno pojavljajo kot posledica več med 
seboj odvisnih slučajnih spremenljivk. Torej lahko 
z verjetnostno analizo le ene spremenljivke le 
približno ocenimo možnost pojava določenega 
dogodka. Za popolno razumevanje vseh treh 
spremenljivk in njihove medsebojne povezanosti je 
nujen multivariaten statistični pristop. V zadnjih 
nekaj letih se je pojavilo kar nekaj multivariatnih 
pristopov v hidroloških in okoljskih študijah po 
svetu. Večina teh študij temelji na vsaj eni od 
naslednjih predpostavk: spremenljivke so 
medsebojno neodvisne, vse spremenljivke sledijo 

normalni porazdelitvi ali (in) vse spremenljivke 
pripadajo istemu tipu porazdelitvene funkcije 
(Zhang in Singh, 2007). V resnici so v naravi 
spremenljivke, ki opisujejo poplavni val, med 
seboj odvisne, v splošnem ne sledijo normalni 
porazdelitvi in vseh spremenljivk ne moremo 
opisati z istim tipom robne porazdelitvene funkcije 
(Zhang in Singh, 2007). Glede na vsa ta spoznanja 
so znanstveniki po svetu v zadnjem času za 
verjetnostno analizo poplav poskušali uporabiti 
funkcijo kopula (Favre et al., 2004; Grimaldi in 
Serinaldi, 2006; Renard in Lang, 2007; Salvadori 
in De Michele, 2004; Salvadori in De Michele, 
2007). Funkcija kopula je bila do sedaj uspešno 
uporabljana predvsem v ekonomiji na področju 
financ. S funkcijo kopula lahko modeliramo 
odvisnost več spremenljivk, neodvisno od tipa 
porazdelitve, ki mu sledijo posamezne 
spremenljivke. Poleg tega je določitev robnih 
porazdelitvenih funkcij ločena od izbire 
najustreznejše funkcije kopula. Razvoj in uporaba 
novega pristopa je v polnem zamahu. Modeli z 
uporabo funkcije kopula se pravzaprav v svetovni 
hidrološki praksi šele uveljavljajo. Cela vrsta 
vprašanj pri izbiri vzorcev, metodologiji in analizi 
rezultatov je še odprta. Seveda pa tako 
kompleksna, multivariatna verjetnostna analiza 
zahteva predhodno natančno analizo lastnosti in 
odvisnosti posameznih spremenljivk ter 
verjetnostno analizo vsake posamezne 
spremenljivke, kar je prikazano v tem članku. 

Cilji raziskave so bili: (i) določiti najprimernejšo 
natančnost podatkov za multivariatne verjetnostne 
analize, (ii) narediti pregled v svetovni hidrološki 
praksi najpogosteje uporabljenih porazdelitev in 
enačb za oceno parametrov porazdelitev, (iii) 
pripraviti pregled testov, ki se največkrat 
uporabljajo pri izbiri najprimernejše porazdelitve, 
(iv) posameznim spremenljivkam visokovodnih 
valov (konica, volumen, trajanje) izbrane 
vodomerne postaje poiskati najbolje prilegajočo se 
robno porazdelitveno funkcijo, ne nujno iz iste 
družine porazdelitev, (v) ugotoviti vpliv izbire 
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Gumbelovo porazdelitev, normalno porazdelitev, 
generalizirano porazdelitev ekstremnih vrednosti 
(GEV) in generalizirano logistično porazdelitev 
(GL). Merjene podatke smo umestili v verjetnostne 
mreže s pomočjo empirične Weibullove 
porazdelitve (Haan, 2002), ki se najpogosteje 

uporablja v te namene. Za vsako porazdelitev smo 
izračunali tudi intervale zaupanja. Poleg tega smo 
oceno parametrov posameznih porazdelitev izvedli 
po treh različnih metodah: metodi momentov, 
metodi momentov L in metodi največjega verjetja.  

 

Preglednica 1: Porazdelitvene funkcije in enačbe za oceno parametrov porazdelitev. 

Table 1: Distribution functions and equations for distribution parameters estimation. 

Porazdelitev/Distribution Porazdelitvena funkcija; enačbe za oceno parametrov z metodo momentov; 
metodo momentov L in logaritmirana funkcija verjetja/ 

Distribution function; equations for method of moments; L-moments and 
logarithm of likelihood function 

Normalna ܨ௑ሺݔሻ ൌ ଵ஢౔√ଶ஠ ׬ ݁ିሺ௫ିఓ೉ሻమ ଶఙ೉మൗ dݔ୶ି
∞ ௑ߤ ; ൌ ,ݔ̅ ௑ߪ ൌ ܵ௫; ߤ௑ ൌ ݈ଵ, ߪ௑ ൌ ଶ; ln݈ߨ√ ,௑ߤሺܮ ௑ሻߪ ൌ െ݊ lnሺ2πሻ െ ݊ ln ௑ߪ െ ଵଶఙ೉మ ∑ ሺݔ௜ െ ௑ሻଶ௡௜ୀଵߤ . 

Logaritemsko normalna ܨ௑ሺݔሻ ൌ ׬ ଵ୶஢ౕ√ଶ஠ ݁ିሺ௟௡௫ିఓೊሻమ ଶఙೊమൗ dݔ୶଴ ௒ߪ , ൌ ൤ln ቀ1 ൅ ఙ೉మఓ೉మ ቁ൨ଵ ଶ⁄
௒ߤ , ൌ lnߤ௑ െ ఙೊమଶ ௒ߤ ; ൌ ௒ߪ ,തݕ ൌ ܵ௬; ߤ௒ ൌ ݈ଵ, ߪ௒ ൌ ଶ;  ln݈ߨ√ ,௒ߤሺܮ ௒ሻߪ ൌ െ݊ lnሺ2πሻ െ ݊ ln ௒ߪ െ ∑ ln ௜௡௜ୀଵݔ െ ଵଶఙೊమ ∑ ሺln ௜ݔ െ ௒ሻଶ௡௜ୀଵߤ . 

Pearsonova III ܨ௑ሺݔሻ ൌ ׬ ଵఉ୻ሺఈሻ ቀ௫ି௖ఉ ቁఈିଵ ݁ିሺ௫ି௖ሻ ఉ⁄ dݔ୶ୡ ߙ ; ൌ ସ௖ೞమೣ ߚ , ൌ ఙೣ ௖ೞೣଶ , ܿ ൌ ௫ߤ െ   ;ߚߙ

Za: 0 <|t3|<1/3: ݖ ൌ ߙ ,ଷଶݐߨ3 ൌ ଵା଴,ଶଽ଴଺௭௭ା଴,ଵ଼଼ଶ௭మା଴,଴ସସଶ௭య,  

Za: 1/3<|t3|<1: ݖ ൌ 1 െ ߙ  ,ଷݐ ൌ ଴,ଷ଺଴଺଻௭ି଴,ହଽହ଺଻௭మା଴,ଶହଷ଺ଵ௭యଵିଶ,଻଼଼଺ଵ௭ାଶ,ହ଺଴ଽ଺௭మି଴,଻଻଴ସହ௭య, 

Za vse t3: ߚ ൌ ଶ݈ߨ√ଷሻݐሺ݊݃݅ݏ Γሺ௔ሻ
Γሺ௔ା଴,ହሻ, ܿ ൌ ݈ଵ െ ln  ;ߚߙ ,ߙሺܮ ,ߚ ܿሻ ൌ െ݊ lnሺߚሻ െ݊ ln൫Γሺߙሻ൯ െ nሺߙ െ 1ሻ lnሺߚሻ ൅ ሺߙ െ 1ሻ ∑ lnሺݔ௜ െ ܿሻ௡௜ୀଵ െଵఉ ∑ ሺݔ௜ െ ܿሻ௡௜ୀଵ . 

Logaritemsko Pearsonova III 
 
 

ሻݕ௒ሺܨ ൌ ׬ ଵ୻ሺఈሻ ቀ௬ି௖ఉ ቁఈିଵ ݁ିሺ௬ି௖ሻ ఉ⁄ dݕ୷଴ ݕ , ൌ log ߙ ;ݔ ൌ ସ௖ೞ೤మ ߚ , ൌ ఙ೤ ௖ೞ೤ଶ , ܿ ൌ ௬ߤ െ  Enake ;ߚߙ

enačbe kot pri Pearsonovi III porazdelitvi;  ln ,ߙሺܮ ,ߚ ܿሻ ൌ െ݊ߙ lnሺߚሻ െ݊ ln൫Γሺߙሻ൯ െ ∑ ௜௡௜ୀଵݕ ൅ ሺߙ െ 1ሻ ∑ lnሺݕ௜ െ ܿሻ௡௜ୀଵ െଵఉ ∑ ሺݕ௜ െ ܿሻ௡௜ୀଵ . 
Gumbelova 

 
ሻݔ௑ሺܨ ൌ ݁ି௘షሺೣషೠሻ ഀ⁄ ߙ ; ൌ √଺ఙೣగ ݑ , ൌ ௫ߤ െ α ;ߙ0,5772 ൌ ௟మ୪୬ ଶ, ݑ ൌ ݈ଵ െ ln ;ߙ0,5772157 ,ݑሺܮ ሻߙ ൌ െ݊ lnሺߙሻ െ ଵఈ ∑ ሺݔ௜ െ ሻ௡௜ୀଵݑ െ ∑ eିሺ௫೔ି௨ሻ ఈ⁄௡௜ୀଵ . 

GEV 
 

ሻݔ௑ሺܨ ൌ exp ൬െ ቄ1 െ ݇ ቂ௫ିకఈ ቃቅଵ ௞⁄ ൰; cୱ ൌ ௞|௞| ିΓሺଵାଷ௞ሻାଷΓሺଵା௞ሻΓሺଵାଶ௞ሻିଶΓయሺଵା௞ሻൣΓሺଵାଶ௞ሻିΓమሺଵା௞ሻ൧య మ⁄ , α ൌට ௞మఙ೉మ
Γሺଵାଶ௞ሻିΓమሺଵା௞ሻ, ߦ ൌ ௑ߤ െ ఈ௞ ሾ1 െ Γሺ1 ൅ ݇ሻሿ; ܿ ൌ ଶଷା௧య െ ୪୬ଶ୪୬ଷ, ݇ ൌ 7,8590ܿ ൅ 2,9554ܿଶ, ߙ ൌ ௞௟మ୻ሺଵା௞ሻሺଵିଶషೖሻ, ߦ ൌ ݈ଵ ൅ ఈሺ୻ሺଵା௞ሻିଵሻ௞ ; ln ,ሺ݇ܮ ,ߙ ሻߦ ൌ െ ݊ lnሺߙሻ െሺ1 െ ݇ሻ ∑ ௜௡௜ୀଵݕ െ∑ eି௬౟௡௜ୀଵ ݕ , ൌ െ ଵ௞ ln ൬1 െ ݇ ቀ௫೔ିకఈ ቁ൰. 

GL 
 

ሻݔ௑ሺܨ ൌ ቀ1 ൅ ቄ1 െ ௞ఈ ሾݔ െ ሿଵߦ ௞⁄ ቅቁିଵ
; ݇ ൌ ଶଷగ tanିଵሺെ0,59484ܿ௦ሻ, 

α ൌ signሺkሻ ௞ఙ೉ൣΓሺଵାଶ௞ሻΓሺଵିଶ௞ሻିΓమሺଵା௞ሻΓమሺଵି௞ሻ൧భ మ⁄ ൌߦ   , ௑ߤ െ ఈ௞ ሾ1 െ Γሺ1 ൅ ݇ሻΓሺ1 െ ݇ሻሿ; ݇ ൌ െݐଷ, ߙ ൌ ௟మ
Γሺଵା௞ሻΓሺଵି௞ሻ, ߦ ൌ ݈ଵ ൅ ௟మିఈ௞ ;  ln ,ሺ݇ܮ ,ߙ ሻߦ ൌ െ݊ lnሺߙሻ ൅ ቀଵ௞ െ 1ቁ ∑ ln ቀ1 െ ݇ ௫೔ିకఈ ቁ௡௜ୀଵ െ 2 ∑ ln ቆ1 ൅ ቀ1 െ ݇ ௫೔ିకఈ ቁଵ ௞ൗ ቇ௡௜ୀଵ .
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Vse uporabljene porazdelitvene funkcije in enačbe 
za oceno parametrov porazdelitev so prikazane v 
preglednici 1 (Bezak, 2012). Z uporabo enačb iz 
preglednice 1 lahko določimo parametre normalne 
porazdelitve (ߤ௑,  ௑), logaritemsko normalneߪ
porazdelitve (ߤ௒,  ௒), Pearsonove III porazdelitveߪ
,ߙ) ,ߚ ܿ), logaritemsko Pearsonove III porazdelitve 
,ߙ) ,ߚ ܿ), Gumbelove porazdelitve (ݑ,  ,(ߙ
generalizirane porazdelitve ekstremnih vrednosti 
(݇, ,ߙ  in generalizirane logistične porazdelitve (ߦ
(݇, ,ߙ  Ostale neznanke v preglednici 1 .(ߦ
označujejo momente in momente L, ki jih 
izračunamo iz vzorca. 

Trenutno se v slovenski hidrološki praksi uporablja 
le prvih pet omenjenih teoretičnih porazdelitev in 
ocenjevanje parametrov po metodi navadnih 
momentov, ki je najpreprostejša. Velikokrat pa se 
verjetnostno analizo izvede celo le z eno 
porazdelitveno funkcijo. V praksi se pogosto 
uporablja logaritemsko Pearsonova porazdelitev 
tipa III. Bolj smiselno je uporabiti več 
porazdelitvenih funkcij in nato primerjati rezultate 
analiz. 

Različni avtorji so pokazali, da lahko izbira 
porazdelitve in metode ocenjevanja parametrov 
bistveno vpliva na rezultate verjetnostne analize. 
Metoda momentov (MOM) da npr. dobre ocene 
vrednosti parametrov le v primeru simetričnih 
podatkov (Hosking in Wallis, 1997). V primeru, ko 
imamo na razpolago manj let podatkov, so lahko 
vzorčni momenti precej različni od teoretičnih 
momentov porazdelitvene funkcije. V tem primeru 
je bolj primerno uporabiti momente L, ki izhajajo 
iz verjetnostno obteženih momentov (angl. 
probability weighted moments) in so manj 
občutljivi na osamelce, ki se lahko nahajajo v 
vzorcu. Tudi Hosking (1990) je ugotovil, da je 
metoda momentov L (LM) v primeru majhnih in 
srednje velikih vzorcev bolj učinkovita kot metoda 
največjega verjetja (MLE). 
 

3.2 Testi 
Za izbiro najustreznejše porazdelitve smo izvedli 
različne grafične teste: grafična primerjava 
empirične in teoretične porazdelitvene funkcije, 
diagrami P-P (črka P označuje verjetnost oziroma 
angl. probability), histogrami z gostoto verjetnosti 

porazdelitve ter različne statistične teste ustreznosti 
porazdelitve, ki jih lahko razdelimo v štiri skupine: 

• Testi, ki primerjajo izmerjene in ocenjene 
vrednosti spremenljivk: RMSE (koren 
povprečne kvadratne napake) (angl. root mean 
square error), MAE (povprečna absolutna 
napaka) (angl. mean absolute error), RMAE 
(koren povprečne absolutne napake) (angl. 
relative mean absolute error) (preglednica 2). 

• Testi, ki primerjajo empirične in teoretične 
verjetnosti podatkov: absolutni in relativni testi 
(preglednica 3). 

• Testi, ki služijo za testiranje hipotez: Hi-
kvadrat, Kolmogorov-Smirnov, Anderson-
Darling in test PPCC (angl. probability plot 
correlation coefficient) (preglednica 4). 

• Test, ki pri izračunu testne statistike upošteva 
tudi število parametrov porazdelitve: AIC test 
(angl. Akaike information criteria) (enačba 
(1)). 

Testi RMSE, MAE in RMAE primerjajo izmerjene 
in ocenjene vrednosti pretokov. Pri teh testih ne 
obstajajo slabe ali dobre vrednosti testnih statistik. 
Izmerjenim podatkom se najbolje prilega 
porazdelitev, ki ima najnižjo testno statistiko. 
Testne statistike izračunamo z izrazi, ki so 
prikazani v preglednici 2 (Maidment, 1993). Velik 
vpliv na testno statistiko RMSE imajo osamelci, 
testna statistika MAE pa je na njih manj občutljiva 
(Maidment, 1993; Swanson et al., 2011). Pri 
diagramih P-P primerjamo vrednosti teoretične in 
empirične porazdelitve. Bolj kot se točke prilegajo 
premici y=x, boljše je ujemanje med podatki in 
testirano teoretično porazdelitveno funkcijo. 

Preglednica 2: Statistični testi (I). 

Table 2: Statistical tests (I). 

Test/Test Enačba/Equation 

RMSE ܴܧܵܯ ൌ ටଵ௡ ∑ ൫ݔ௜ െ ܳ௠௔௫,௜൯ଶ௡௜ୀଵ , 

MAE ܧܣܯ ൌ ଵ௡ ∑ หݔ௜ െ ܳ௠௔௫,௜ห௡௜ୀଵ , 

RMAE ܴܧܣܯ ൌ ெ஺ாொത೘ೌೣ. 

 

V preglednici 2 ݔ௜ predstavlja izračunano vrednost 
spremenljivke, ܳ௠௔௫,௜ izmerjeno vrednost 
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spremenljivke in തܳ௠௔௫ povprečno vrednost 
spremenljivke. 

Preglednica 3: Statistični testi (II).  

Table 3: Statistical tests (II).  

Test/Test Enačba/Equation 

ABS1 ܤܣ ଵܵ ൌ ∑ |ி೔ିிೣ |೙೔సభ ௡ , 

ABS2 ܵܤܣଶ ൌ ට∑ ሺி೔ିிೣ ሻమ೙೔సభ ௡ , 

REL1 ܴܮܧଵ ൌ ∑ |ி೔ିிೣ |೙೔సభ∑ ி೔೙೔సభ , 

REL2 ܴܮܧଶ ൌ ට∑ ሺி೔ିிೣ ሻమ೙೔సభ ௡⁄∑ ி೔೙೔సభ ௡⁄ , 

REL3 ܴܮܧଷ ൌ ට∑ ሺி೔ିிೣ ሻమ೙೔సభ∑ ி೔మ೙೔సభ . 

 

V drugo skupino uvrščamo teste, ki primerjajo 
empirične in teoretične verjetnosti podatkov (Ricci, 
2005). Fi označuje empirično verjetnost, Fx pa 
teoretično verjetnost danega podatka (preglednica 
3). Teoretična verjetnost je odvisna od testirane 
porazdelitvene funkcije. Tudi pri tem sklopu testov 
ne obstajajo dobre ali slabe vrednosti testnih 
statistik. Ti testi nam služijo predvsem za 
primerjavo obravnavanih porazdelitvenih funkcij 
in metod ocenjevanja parametrov.  

V preglednici 4 so prikazani testi, s katerimi lahko 
testiramo hipotezo, da obravnavani podatki sledijo 
testirani porazdelitveni funkciji. Pri tem nas 
zanima skladnost porazdelitvene funkcije in 
podatkov na celotnem intervalu. V primeru, da 
vrednost statistike pade nad mejno vrednost testa 
(oziroma pod kritično vrednost pri testu PPCC), 
lahko testirano porazdelitev zavrnemo z izbrano 
stopnjo značilnosti. V primeru, da parametre 
porazdelitev določimo iz vzorca, ki ga  testiramo, 
moramo običajne mejne vrednosti ustrezno 
korigirati (Maidment, 1993; Kottegoda in Rosso, 
2008).  

Nekaj neznank iz preglednice 4 je bilo 
uporabljenih že v preglednicah 2 in 3. Oi in Ei pa 
označujeta dejansko ter pričakovano število 
elementov v posameznem razredu testa Hi-kvadrat. 
Pri testu Hi-kvadrat moramo razrede določiti tako, 
da so v posameznem razredu vsaj 3 oziroma vsaj 5 

elementov (Haan, 2002). Dela, ki obravnavajo 
tematiko mejnih vrednosti, je v svoji nalogi zbral 
Bezak (2012).  

Preglednica 4: Statistični testi (III).  

Table 4: Statistical tests (III).  

Test/Test Enačba/Equation 

Hi-kvadrat ߯௖ଶ ൌ ∑ ሺை೔ିா೔ሻమா೔୩୧ୀଵ , 

Kolmogorov-
Smirnov 

ܦ ൌ maxหܨ௫൫ܳ௠௔௫,௜൯ െ  ,ሻหݔ௜ሺܨ
Anderson-Darling ܣଶ ൌെ݊ െ ∑ ሺଶ௜ିଵሻඃ୪୬ிೣ ൫ொ೘ೌೣ,೔൯ඇ௡௡௜ୀଵ ൅∑ ሺଶ௜ିଵሻ୪୬൛ଵିிೣ ൫ொ೘ೌೣ,೙ష೔శభ൯ൟ௡௡௜ୀଵ , 

PPCC ܲܲܥܥ ൌ∑ ሺ௫೔ି௫̅ሻሺொ೘ೌೣ,೔ିொത೘ೌೣሻ೙೔సభට∑ ሺ௫೔ି௫̅ሻమ೙೔సభ ට∑ ሺொ೘ೌೣ,೔ିொത೘ೌೣሻమ೙೔సభ . 

 

Test, ki pri izračunu testne statistike upošteva tudi 
število parametrov porazdelitve, je test AIC. V 
enačbi (1) je zapisan izraz, s katerim lahko 
izračunamo vrednost testne AIC statistike: 

ܥܫܣ ൌ ݊logሺܴܧܵܯଶሻ ൅ 2݇           (1) 

Tako obliko testa, ki pri izračunu testne statistike 
upošteva tudi število parametrov porazdelitve 
(neznanka k), sta v svoji raziskavi uporabila tudi 
Karmakar in Simonovic (2008). Tudi test AIC nam 
lahko pomaga pri primerjavi porazdelitvenih 
funkcij in metod ocenjevanja parametrov. Pri vseh 
uporabljenih testih n označuje število letnih 
maksimumov, ki jih imamo na razpolago za 
analize. 

Različni avtorji v svojih raziskavah uporabljajo 
različne teste. Karmakar in Simonovic (2008) sta 
uporabila teste RMSE, AIC, BIC (angl. Bayesian 
information criteria) in Hi-kvadrat. Testa RMSE in 
AIC sta bila uporabljena tudi v študiji, ki sta jo 
naredila Zhang in Singh (2006) ter Zhang in Singh 
(2007). Haddad in Rahman (2011) pa sta uporabila 
teste AIC, BIC in Anderson-Darling pri 
določevanju najustreznejše porazdelitve na več kot 
40 vodomernih postajah v Avstraliji. 
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tega smo ugotovili, da je metoda momentov L v 
veliki večini primerov (različne porazdelitve in 
različni testi) dala nižje (pri testu PPCC pa višje) 
rezultate testnih statistik kot metoda momentov ali 
metoda največjega verjetja. Med metodo 
momentov in metodo največjega verjetja pa ni bilo 
tako enoznačne in izrazite razlike.  

Preglednica 6: Vrednosti testa Anderson-Darling 
in kritične vrednosti (stopnja značilnosti 0,05) za 
vse tri načine ocenjevanja parametrov (konice 
pretokov). 

 Table 6: Anderson-Darling test results and 
critical values (significance level 0,05) for all 
parameter estimation methods (discharges). 

Porazdelitev/ 
Distribution  

function 

MOM 
(KV)  

LM 
(KV) 

MLE 
(KV) 

Normalna 0,545 
(0,762) 

0,531  
(0,762) 

0,545  
(0,762) 

Logaritemsko 
normalna 

0,311 
(0,762) 

0,277  
(0,762) 

0,311  
(0,762) 

Pearsonova III 0,275 
(0,752) 

0,239  
(0,752) 

0,288  
(0,752) 

Logaritemsko 
Pearsonova III 

0,289 
(0,752) 

0,251  
(0,752) 

0,285  
(0,752) 

Gumbelova 0,531 
(0,777) 

0,348  
(0,777) 

0,335  
(0,777) 

GEV 0,277 
(0,56) 

0,254  
(0,56) 

0,303  
(0,56) 

GL 0,545 
(0,698) 

0,389  
(0,698) 

0,389  
(0,698) 

 

V preglednici 6 so prikazani rezultati testa 
Anderson-Darling za vse tri načine ocenjevanja 
parametrov porazdelitev. Poleg tega so prikazane 
tudi kritične vrednosti (KV) s stopnjo značilnosti 
0,05. Iz preglednice 6 lahko vidimo, da je metoda 
momentov L dala nižje vrednosti testnih statistik 
kot metoda momentov ali metoda največjega 
verjetja. Pri testu Anderson-Darling sicer 
logaritemsko Pearsonova porazdelitev tipa III ni 
dala najnižjih vrednosti testnih statistik, vendar pa 
je ta porazdelitvena funkcija izkazala najboljše 
rezultate pri drugih uporabljenih testih, ki pa niso 
tako zanimivi za grafični prikaz. Iz preglednice 6 
lahko vidimo, da nobene izmed porazdelitvenih 
funkcij (Pearsonova III, logaritemsko Pearsonova 
III, logaritemsko normalna in GEV) ne moremo 

zavrniti z izbrano stopnjo značilnosti 0,05 pri 
nobenem izmed načinov ocenjevanja parametrov. 
Podobne ugotovitve veljajo tudi za druge 
uporabljene statistične teste. S stopnjo značilnosti 
0,05 je bila pri testu Hi-kvadrat zavrnjena le 
normalna porazdelitev. 

Preglednica 7: Ocenjene vrednosti pretokov za vse 
porazdelitvene funkcije z uporabo metode 
momentov L. 

 Table 7: Estimated discharge values for all 
distributions using the method of L-moments. 

Porazdelitvena 
funkcija/Distribution 

function 

Q 10 
[m3/s] 

Q 100 
 [m3/s] 

Normalna 1739 2150 

Logaritemsko normalna 1784 2509 

Pearsonova III 1770 2523 

Logaritemsko 
Pearsonova III 

1768 2368 

Gumbelova 1775 2423 

GEV 1768 2376 

GL 1736 2513 

 

V preglednici 7 so prikazane končne ocenjene 
vrednosti pretokov z 10-letno in s 100-letno 
povratno dobo. Prikazani so rezultati v primeru 
ocenjevanja parametrov z metodo momentov L, ki 
je pri večini uporabljenih testov dala boljše 
rezultate kot metoda momentov ali metoda 
največjega verjetja. 
 

6. Verjetnostna analiza volumnov 
visokovodnih valov 

 

6.1. Rezultati analiz z uporabo različnih 
teoretičnih porazdelitev in enačb za oceno 
parametrov 

Tudi pri verjetnostni analizi volumnov 
visokovodnih valov smo uporabili enake 
porazdelitvene funkcije in metode ocenjevanja 
parametrov kot pri verjetnostnih analizah konic. Za 
primerjavo metod in določitev najustreznejše 
porazdelitvene funkcije, ki bi jo lahko potem 
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Preglednica 8: Vrednosti testa Anderson-Darling 
in kritične vrednosti (stopnja značilnosti 0,05) za 
vse tri načine ocenjevanja parametrov (volumni 
valov). 

 Table 8: Anderson-Darling test results and 
critical values (significance level 0,05) for all 
parameter estimation methods (wave volumes). 

Porazdelitev/ 
Distribution  

function 

MOM 
(KV)  

LM 
(KV) 

MLE 
(KV) 

Normalna 1,224 
(0,762) 

1,231  
(0,762) 

1,454  
(0,762) 

Logaritemsko 
normalna 

0,319 
(0,762) 

0,287  
(0,762) 

0,303  
(0,762) 

Pearsonova III 0,360 
(0,752) 

0,282  
(0,752) 

0,322  
(0,752) 

Logaritemsko 
Pearsonova III 

0,318 
(0,752) 

0,286  
(0,752) 

0,304  
(0,752) 

Gumbelova 0,355 
(0,777) 

0,303  
(0,777) 

0,349  
(0,777) 

GEV 0,374 
(0,56) 

0,296  
(0,56) 

0,371  
(0,56) 

GL 0,611 
(0,698) 

0,356  
(0,698) 

0,507  
(0,698) 

 

Preglednica 9: Ocenjene vrednosti volumnov za 
vse porazdelitvene funkcije z uporabo metode 
momentov L. 

 Table 9: Estimated volume values for all 
distributions using the method of L-moments. 

Porazdelitvena 
funkcija/Distribution 

function 

V 10  
[106 m3] 

V 100 
 [106 m3] 

Normalna 528 684 

Logaritemsko 
normalna 

546 872 

Pearsonova III 546 835 

Logaritemsko 
Pearsonova III 

547 892 

Gumbelova 540 825 

GEV 540 868 

GL 527 910 

 

7. Verjetnostna analiza trajanj 
visokovodnih valov 

 

7.1. Rezultati analiz z uporabo različnih 
teoretičnih porazdelitev in enačb za oceno 
parametrov 

Tudi pri verjetnostnih analizah trajanj 
visokovodnih valov smo uporabili enake 
porazdelitvene funkcije, metode ocenjevanja 
parametrov porazdelitev ter grafične in statistične 
teste kot pri analizah konic in volumnov valov. 
Diagrami P-P v primeru trajanj visokovodnih valov 
ne kažejo očitnih razlik med metodami za oceno 
parametrov porazdelitev (slika 10). Ker smo pri 
analizah uporabili dnevne vrednosti pretokov z 
vključenimi maksimalnimi konicami, smo dobili 
več valov z enakim časom trajanja. Z uporabo 
diagramov P-P je zato težko določiti razliko med 
posameznimi metodami ocenjevanja parametrov 
porazdelitve. Podobno se izkaže tudi pri 
histogramih podatkov (časi trajanja visokovodnih 
valov) in gostotah verjetnosti uporabljenih 
porazdelitvenih funkcij (slika 11). Ta grafični test 
nam služi kot dodatna kontrola izvedenih 
statističnih testov. Samo na osnovi slike 11 je 
težko določiti razlike med porazdelitvenimi 
funkcijami in metodami ocenjevanja parametrov. 
Iz krivulj na sliki 12, ki povezujejo ocenjene 
vrednosti časov trajanja in pripadajoče povratne 
dobe, lahko vidimo, da je ponovno pri vseh treh 
načinih ocenjevanja parametrov najnižje ocenjene 
vrednosti časov trajanja valov dala normalna 
porazdelitev. Porazdelitev GL pa je pri metodi 
momentov L in metodi največjega verjetja izkazala 
najvišje ocenjene vrednosti časov trajanja. 
Logaritemsko Pearsonova III porazdelitev je dala 
najvišje ocenjene vrednosti pri metodi momentov. 
Iz slike 12 lahko vidimo, da se pri nižjih vrednostih 
ponovitvenega intervala (manj kot 10 let) vse 
porazdelitvene funkcije dobro ujemajo s podatki, 
ki so prikazani z Weibullovo enačbo, pri višjih 
vrednostih povratnih dob pa nobena porazdelitvena 
funkcija ne uspe dobro slediti podatkom. 
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7.2 Rezultati statističnih testov 
Tudi pri analizah trajanj visokovodnih valov smo 
uporabili statistične teste, ki so prikazani v 
poglavju 3. Pri večini uporabljenih testov je 
najboljše ujemanje s podatki izkazala logaritemsko 
Pearsonova porazdelitev tipa III. V povprečju je 
metoda največjega verjetja pri testih RMSE, MAE, 
RMAE, AIC in 5 testih, ki primerjajo empirične in 
teoretične verjetnosti, dala nekoliko boljše 
ujemanje kot metoda momentov L, vendar je bila 
kombinacija logaritemsko Pearsonove III 
porazdelitve in metode največjega verjetja 
zavrnjena pri testu Kolmogorov-Smirnov s stopnjo 
značilnosti 0,05. Pearsonova III porazdelitev in 
logaritemsko Pearsonova III porazdelitev (metoda 
momentov L) sta torej dali nižje vrednosti testnih 
statistik (višje vrednosti pri testi PPCC) pri večini 
izvedenih testov in obenem nista bili zavrnjeni pri 
nobenem izmed testov, s katerimi lahko testiramo 
hipoteze. Pri vsaj enem testu so bile zavrnjene (vsi 
trije načini ocenjevanja parametrov) tako normalna 
porazdelitev, logaritemsko normalna porazdelitev, 
Gumbelova porazdelitev, porazdelitev GEV in 
porazdelitev GL. V preglednici 10 so prikazani 
rezultati testa Anderson-Darling za vse uporabljene 
porazdelitvene funkcije in vse tri načine 
ocenjevanja parametrov. Vidimo lahko, da je pri 
tem testu najboljše ujemanje izkazala kombinacija 
logaritemsko Pearsonove III porazdelitve in 
metode momentov L.  

Kot že rečeno, je bilo le malce slabše ujemanje 
dobljeno pri uporabi Pearsonove porazdelitve tipa 
III. Vidimo lahko tudi, da je bilo veliko 
porazdelitvenih funkcij zavrnjenih s stopnjo 
značilnosti 0,05. Tako smo npr. zavrnili normalno, 
logaritemsko normalno, Gumbelovo in 
porazdelitev GEV pri vseh treh načinih 
ocenjevanja parametrov. Zavrnjene pa so bile tudi 
ostale porazdelitvene funkcije, vendar le pri 
nekaterih metodah ocenjevanja parametrov 
(Pearsonova III pri metodi največjega verjetja, GL 
pri metodi momentov in metodi momentov L), 
logaritemsko Pearsonova III porazdelitev pa ni bila 
zavrnjena pri nobenem načinu ocenjevanja 
parametrov. V preglednici 11 so prikazane končne 
ocenjene vrednosti trajanj visokovodnih valov z 
10-letno in s 100-letno povratno dobo. Prikazani so 

rezultati za vseh sedem uporabljenih 
porazdelitvenih funkcij in za metodo momentov L.  

Preglednica 10: Vrednosti testa Anderson-Darling 
in kritične vrednosti (stopnja značilnosti 0,05) za 
vse tri načine ocenjevanja parametrov (časi 
trajanja valov) 

 Table 10: Anderson-Darling test results and 
critical values (significance level 0,05) for all 
parameter estimation methods (wave durations) 

Porazdelitev/ 
Distribution  

function 

MOM 
(KV)  

LM 
(KV) 

MLE 
(KV) 

Normalna 2,095 
(0,762) 

2,153  
(0,762) 

2,653  
(0,762) 

Logaritemsko 
normalna 

0,904 
(0,762) 

0,896  
(0,762) 

1,065  
(0,762) 

Pearsonova III 0,711 
(0,752) 

0,611  
(0,752) 

0,951  
(0,752) 

Logaritemsko 
Pearsonova III 

0,642 
(0,752) 

0,604  
(0,752) 

0,667  
(0,752) 

Gumbelova 0,798 
(0,777) 

0,798  
(0,777) 

0,943  
(0,777) 

GEV 0,762 
(0,563) 

0,617  
(0,563) 

0,633  
(0,563) 

GL 1,134 
(0,698) 

0,708  
(0,698) 

0,630  
(0,698) 

 

Preglednica 11: Ocenjene vrednosti časov trajanja 
visokovodnih valov za vse porazdelitvene funkcije z 
uporabo metode momentov L 

 Table 11: Estimated duration values for all 
distributions using the method of L-moments 

Porazdelitvena 
funkcija/Distribution 

function 

T 10  
[dni/days] 

T 100 
 [dni/days] 

Normalna 18,7 23,4 

Logaritemsko 
normalna 

18,7 26,5 

Pearsonova III 19,5 29,8 

Logaritemsko 
Pearsonova III 

19,2 32,3 

Gumbelova 19,1 27,7 

GEV 18,9 31,7 

GL 18,6 32,6 
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8. Razprava in zaključki 

V raziskavi smo pri verjetnostni analizi vseh treh 
spremenljivk uporabili več vrst teoretičnih 
porazdelitev in metod za oceno parametrov 
porazdelitev. Na ta način smo naredili natančne 
analize in primerjave rezultatov posameznih 
kombinacij metod. Tudi mnogi drugi avtorji so v 
podobnih raziskavah uporabili več različnih 
porazdelitev (Karmakar in Simonovic, 2008; 
Genest in Favre, 2007) in metod za oceno 
parametrov (Hosking, 1990). Za določitev 
najustreznejše porazdelitvene funkcije in za 
primerjavo posameznih porazdelitev in metod 
ocenjevanja parametrov smo uporabili več 
grafičnih in statističnih testov. 

Pri verjetnostni analizi visokovodnih konic so 
rezultati analiz in testov pokazali, da se s podatki z 
vodomerne postaje Litija 1 najbolje ujema 
logaritemsko Pearsonova III porazdelitev. Ta 
porazdelitvena funkcija je bila kot robna 
porazdelitev uporabljena tudi pri analizah Zhanga 
in Singha (2007). Nekoliko slabše rezultate je dala 
Pearsonova III porazdelitev, tej pa sledita 
generalizirana porazdelitev ekstremnih vrednosti in 
logaritemsko normalna porazdelitev. Podobno sta 
Karmakar in Simonovic (2007) v svoji raziskavi 
ugotovila, da je porazdelitev gama, med katere 
spadata tudi Pearsonova III in logaritemsko 
Pearsonova III porazdelitev, izkazala najboljše 
ujemanje s podatki in sta jo tako izbrala za robno 
porazdelitev pri analizah konic. Najslabše 
ujemanje je v našem primeru pričakovano dala 
normalna porazdelitev. Pri testiranju normalne 
porazdelitve (stopnja tveganja 0,05) s testom Hi-
kvadrat je prišlo tudi do edine zavrnitve ničelne 
hipoteze. Ostalih porazdelitvenih funkcij pri 
nobenem testu nismo mogli zavrniti z izbrano 
stopnjo značilnosti 0,05. Po našem mnenju je poleg 
testov iz skupine 1, 2 ali 4 smiselno uporabiti vsaj 
en test iz skupine 3. S temi testi lahko testiramo 
hipoteze (Kolmogorov-Smirnov, Anderson-
Darling, PPCC) in tako preverimo, ali je izbrana 
porazdelitvena funkcija sploh primerna za izvedbo 
verjetnostne analize. Tudi grafični testi v našem 
primeru kažejo na to, da se z merjenimi podatki 
najslabše ujema normalna porazdelitev, najbolje pa 
se z merjenimi visokovodnimi konicami ujemata 

logaritemsko Pearsonova III in Pearsonova III 
porazdelitev. Za oceno parametrov se je v večini 
primerov za najbolj učinkovito izkazala metoda 
momentov L, nekoliko slabše rezultate sta dali 
metoda momentov in metoda največjega verjetja. 
Tudi Hosking in Wallis (1997) sta v svoji raziskavi 
ugotovila, da je metoda momentov L velikokrat 
učinkovitejša kot najpogosteje uporabljena metoda 
navadnih momentov. Hosking (1990) pa je zapisal, 
da je metoda momentov L v primeru normalno 
velikih vzorcev boljša kot metoda največjega 
verjetja. Metodi momentov in momentov L je v 
svoji diplomski nalogi obravnaval tudi Kučič 
(2007). Ugotovil je, da je metoda momentov L 
veliko bolj stabilna in da se razlike med metodama 
večajo s povratno dobo.  

Pri verjetnostni analizi volumnov smo ugotovili, da 
se z vzorcem merjenih podatkov najbolje ujema 
Pearsonova porazdelitev tipa III z oceno 
parametrov po metodi momentov L. Sledita ji 
logaritemsko normalna porazdelitev in 
logaritemsko Pearsonova porazdelitev tipa III z 
oceno parametrov po metodi največjega verjetja. 
Nekoliko slabše rezultate pa sta dali Gumbelova 
porazdelitev in generalizirana porazdelitev 
ekstremnih vrednosti (metoda momentov L). Tudi 
pri grafičnih testih je Pearsonova III porazdelitev 
izkazala dobre rezultate. Kot robne porazdelitve za 
modeliranje volumnov visokovodnih valov so bile 
v nekaterih drugih raziskavah izbrane naslednje 
porazdelitvene funkcije: Gumbelova (Zhang in 
Singh, 2006), gama (Genest in Favre, 2007) in 
logaritemsko Pearsonova III (Zhang in Singh, 
2006; Zhang in Singh, 2007). Karmakar in 
Simonovic (2008) pa sta za podatke o volumnih 
ugotovila, da je med parametričnimi 
porazdelitvami najboljše ujemanje s podatki 
izkazala logaritemsko normalna porazdelitev. Z 
uporabo statističnih testov iz preglednice 4 smo v 
naši raziskavi ugotovili, da je bila v enem primeru 
ponovno zavrnjena le normalna porazdelitev, 
medtem ko ostalih porazdelitvenih funkcij nismo 
mogli zavrniti z izbrano stopnjo značilnosti 0,05. Z 
uporabo statističnih testov iz skupin 1, 2, 3 in 4 
smo ugotovili, da je ocena parametrov z metodo 
momentov L ponovno izkazala boljše ujemanje 
posameznih porazdelitev s podatki kot ocena 
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parametrov z metodo momentov in metodo 
največjega verjetja pri večini primerov. Ta 
dognanja so v skladu z ugotovitvami drugih 
avtorjev (Hosking, 1990; Hosking in Wallis, 
1997), vendar razlika med metodo momentov L in 
metodo največjega verjetja ni bila tako izrazita kot 
pri analizah konic. 

Verjetnostna analiza trajanja valov je pokazala, da 
se s podatki najbolje ujema logaritemsko 
Pearsonova porazdelitev tipa III, sledi pa ji 
Pearsonova III porazdelitev. Tudi pri analizah 
trajanja valov se je s podatki najslabše ujemala 
normalna porazdelitev. Karmakar in Simonovic 
(2008) sta pri analizah trajanja valov ugotovila, da 
je med parametričnimi metodami najboljše 
ujemanje izkazala porazdelitev gama. V družino 
porazdelitev gama spadata tako Pearsonova III 
porazdelitev kot logaritemsko Pearsonova III 
porazdelitev, zato lahko rečemo, da sta 
raziskovalca prišla do podobnih ugotovitev. Tudi 
Zhang in Singh (2007) sta kot robno porazdelitev 
časov trajanja uporabila logaritemsko Pearsonovo 
III porazdelitev. Pri analizah časov trajanja je v 
naši raziskavi prišlo do zavrnitve večine 
uporabljenih kombinacij pri vsaj enem statističnem 
testu. S stopnjo značilnosti 0,05 smo pri vsaj enem 
testu in pri vseh treh načinih ocenjevanja 
parametrov zavrnili normalno, logaritemsko 
normalno, Gumbelovo, GEV in porazdelitev GL. 
Do številnih zavrnitev porazdelitvenih funkcij pri 
analizah časov trajanja je prišlo zaradi tega, ker je 
imelo zaradi uporabe dnevnih vrednosti pretokov 
več letnih maksimumov enako trajanje vala. Ocena 
parametrov z metodo momentov L je pri analizah 
časov trajanja izkazala boljše ujemanje podatkov z 
izbranimi porazdelitvami  kot uporaba metode 
momentov in metode največjega verjetja pri večini 
uporabljenih kombinacij porazdelitev in metod 
ocenjevanja parametrov. Te ugotovitve so v skladu 
z ugotovitvami pri analizah konic in volumnov 
visokovodnih valov. 

S statističnimi in grafičnimi testi smo določili 
porazdelitvene funkcije, ki so najprimernejše za 
multivariatno analizo visokovodnih valov Save v 
Litiji s funkcijo kopula. Tako smo za robne 
porazdelitvene funkcije izbrali logaritemsko 
Pearsonovo III porazdelitev pri konicah in časih 

trajanja ter Pearsonovo III porazdelitev pri 
volumnih. Te porazdelitvene funkcije so uporabili 
tudi drugi raziskovalci (Zhang in Singh, 2006; 
Genest in Favre, 2007; Karmakar in Simonovic, 
2008). Poleg tega smo ugotovili, da uporaba 
metode momentov L za oceno parametrov 
porazdelitev pri večini uporabljenih statističnih in 
grafičnih testov daje boljše ujemanje posameznih 
porazdelitev s podatki kot metoda največjega 
verjetja in metoda momentov, zato metodo 
momentov L priporočamo za praktično uporabo, 
kljub nekoliko zahtevnejši uporabi.  
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