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Z MATEMATIKO NAD POŠTO

Andraž , Barbara in Cene so prij a telji , ki živijo vsak na svo j em kon cu ze
melj ske ob le: Andraž v Am eriki , Barbar a v Belgiji in Cene na Cej lonu .
Prej šnj e poletj e so preživeli skupa j pri nas , na zelenem ko š čku Ev rope.
Večkrat so hodili na izlete, v gost ilne in po nakupih , ker pa so vsi bolj
razt resene sort e, j e vsakokra t vsa j ede n pozabil den ar dom a , tako da sta
mII m or ala druga d va dena r posoj a ti . Vse dolgove so si pridn o beležili , a
por avnati so jih vselej pozabili . T ako j e minilo poletj e in odš li so vsak na
svoj kon ec sve ta, dolgovi pa so osta li nepoplačani . Ker pa se vsi trij e st.ri
nj aj o s s tarim pr egovorom Č is t i računi - dol go pr ijatelj st vo , so se odločili ,

da svo je finančne zad eve le ur edij o , in sicer s pomočj o nakazil pr ek pošte.
A glej ga zlornka , pošta nikj er na svet u ne dela zastonj , za vsako nakazilo
z aračuna delež nak azan ega zneska . To j e Andraža , Barbar o in Ce ne t.a
tako mo t.ilo , da so se odloč i li svoj e posle ur editi tako , da bo pošta dobila
čim m anj .

Vsak od njih j e razm išljal t akole: Meni j e povsem vseeno , koliko de
narj a mi pošljeta druga dv a , oz iroma jima ga pošlj em j az. Želirn le, da
bom na koncu dobil , oziroma dal res toliko den arj a , kot bi ga dal, če bi
po rav nal z vsakim od drugih d veh svoj pravi dolg . Če bi na pr im er An 
draž dolgoval Barbari tisoč tolarj ev , Barbara Cenetu enako vsoto in Ce ne
Andražu sp et tolik o , bi bili vsi zado volj ni tudi s tem , da nihče nik omur ne
bi ničesar vračal , pa še pošt a pri tem ne bi nič zaslužila. Žal pa njihova si
tu acij a ni bil a t ako pr epr osta. V resni ci j e An dr až dolgoval Barbari 9000
to la rjev, Cene Andražu 300 0 to la rjev in Barbar a Cenetu 500 0 to la rjev.
Kako naj ur edij o svoj e posle, da bo zas luže k pošte naj manj ši?

Skupaj m ora Andraž plačat i 6000 to la rjev, Barbara mora dobiti 4000
tolarj ev in Cene 2000 tolarj ev. Barbara, ki j e imela kot hči Go renjke in
Škota n aj več sm isla za fin ančna vprašanja, j e pr edl agal a :

"And raž naj pošlj e meni namesto 9000 tolarj ev le 4000 to la rj ev , zato
pa naj plača Cenetu 2000 tolarj ev , namesto da bi j ih od njega do bil 3000 .
Pri t em bo poš t a od n a s d o b il a le d el ež o d 6000 t o larj ev , n amesto d a bi
j i plačali delež od 17000 tolarj ev. "

Cene j e Barbarin emu obču tku neskončno zaupal in ni se mu zdelo
vredno tuhtat.i, ali lahko pošti od šč ipnejo še kak šen tolar . Andraž pa
j e bil po naravi bolj skept ičen in j e iskal še druge možnosti . Po nekaj
neprespanih nočeh j e obupal in se od loč i l poiskati pomoč . Spomnil se
j e, da j e pr ejšnje poletj e govoril z nekim mladim br alcem P reseka, ki j e
tak šn e in podobne pr obl em e reševal kot za šalo. Sed el j e za računalnik
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in mlademu zna ncu pr ek elekt ronske pošte poj asnil svoje težave te r ga
prosil , naj najde rešitev , ki j e boljša od Barbarine, ali pa naj dokaže, da
bolj še ni . Ni minil teden , ko ga je čakalo pisem ce:

Dragi Andraž!

Le kdaj si boš zapomnil , da ima Barbara vedno prav . Tul e ti pošiljam
dokaz pravilnosti njenega nasveta in hkrati še recept , kako ravnati v drugih
podobnih primerih .

Im ejmo tri osebe A , B in C, ki si med sabo dolguj ejo določene vsot e
denarj a. Ker j e vsem tr em osebam vseeno, s kom si denar izm enjajo,
j e v resnici pomembno vedeti le, kolikšen je seštevek dolgov in terjatev
posameznih oseb , kjer so terjatve predstavljene s pozitivnimi šte vili , dol
govi pa z negativnimi . Te seštevke označimo z V(A) , V(B) in V(C) . Ce
j e katera od teh koli čin negativna, tedaj ustrezna oseba dolguje drugim a
dvema več , kot pa ima do njiju terjatev. V tvoj em primeru je torej

V(A) = - 6000 , V(B) = 4000 , V(C) = 2000 .

Ker so si oseb e posojale denar le med seb oj , mora biti vsota dolgov in
terjatev m ed njimi enaka nič. Zapisano s simboli :

V(A) + V(B) + V(C) = O. (1)

Ta enačba nam pove, da je možno le dvoje:

i) Ena od količin V (A), V(B) in V(C), denimo V(A), j e nenegativna in
drugi dv e nep ozit ivni;

ii) Ena od količin, den imo V (A), je nepozitivna in drugi dve nenegativni .

Recept: Osebe A , B in C bodo dal e pošti najmanjši zas lužek , če

bo oseba A plačala osebi B znesek V (B) in osebi C znesek \1(C). Pri
tem naj to , da da nekdo nekomu negativen znesek, pomeni , da od njega
dobi absolutno vrednost tega zneska . Očitno se bodo po teh nakazi lih na
računih oseb B in C res pojavili zneski \I(B) in V(C), na računu osebe
A pa bo pisalo - V (B) - \1 (C) , kar pa je zaradi enakosti (1) enako V (A) .
To pa oseba A tudi pričakuje .

Dokažimo, da so to za naš problem res optimalna nakazila. Denimo,
da je oseba A nakazala osebi B znesek V (B) + x namest o V (B), kjer
j e x poljubno neni č elno realno št evi lo. Tedaj je morala nakazati osebi
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C znesek li (C ) - x, če naj bi skupaj nakazal a znese k - V (A) . Da bod o
račun i čis t i, m or a še oseba B nakazat i osebi C znese k x . Ker sta števili
V(B) in V( C) po pr edpostavki enako predznačen i, velja:

IV(B) + V (C)I = IV(B)I + IV(C)I ·

Sedaj lahko oce nimo vso to vseh nakazil :

IV(B)I + IV(C)I = IV( B) + V (C) I = I(V(B) + x) + (V (C) - x)1:s
:s IV(B) + xl+ IV(C) - xl < IV(B) + ;z:I+ IV(C) - xl+ lxi ·

V oceni smo up or abili trikotni ško neenakost, ki pravi , da za po ljubni
števili a in b velja l(l + bl :s l(ll + Ibl .

Zgornj a oce na, prevedena v slovenščino , pove, da je vsot a vseh naka
zil, ki smo jih izvedli po recep tu , res manjša od vsot e nakazil pri kater ikoli
drugačni dopustni por avn av i. S tem smo dokazali , da j e Bar bar a svetovala
pr av.

Pismo m la dega pr esekovca je Andraža pomirilo. Čez nekaj dni pa j e
Andraž dobil nov o pošt o. Sp et mu je pisal nj egov prij atelj , ki j e nadaljeval
t am, kjer je v pr ejšnj em pismu končal. T akole j e posplošil nalogo:

Denimo, da si den arj a ne bi po soj ali le trij e ljudj e am pak več . Ozna
čimo število teh ljudi z n. Vsakemu paru oseb, recimo i-t i in j - t i osebi ,
prir edimo dv e števili (l i j in (lji . Č;e i- ta oseba dolguj e j- ti , j e š tevilo
(lij enako temu dolgu, število (lj i pa negativ ni vrednost i tega dolga . Za
p oljubni števili i in j velj a torej enačba (lij = -(lj i . Ker i-ta oseb a sama
sebi nič ne dolguj e, je smiseln o določit i (l ii = O.

Vsaki osebi pripada st anj e nj enih dolgov in terj atev - od vso te terjatev
odš tejemo vsoto dolgov - in to stanj e označimo z Vi, Očitno velja

ti

vi = L(lj i.

j = 1

Oseb e razd elimo na d ve skupin i: na t iste z nenegativn im stanj em (t e
imajo vsaj tolik o te rjatev kot dolgov) in na tiste z negativnim stanjem (te
so zadolžene bolj kot pa imaj o terjatev) . Ker velja

n nn n rl n

LVi=LL(lj i=L L ((l j i+ (li j)+L(lii=O+O=O , (2)
i= 1 i = 1 j = 1 i = 1 j =i+ l i = 1
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sta obe skupini nepraz ni, če le niso vsa stanja \ti enaka ni č . V slednjem
primeru pač nih če nikomur n ičesar ne nakaže in zaslužek pošte j e ničelen .
Če pa niso vsi \1; enaki ni č , lahko privzamem o, da smo osebe označil i

tako, da stanj a VI, V2 , V3 , .. . rastejo. Pri t.em naj bo prvih kI - 1 st.anj
negativnih , st anj a od Vk

J
dalj e pa naj bod o nenegativna .

Recept za optimalno por avnavo dol gov se glasi:

Prva oseba naj po vrs ti por avnava te rjat ve oseb 1.1 , kI + 1, ... , dokl er
ne po rabi celotnega zneska - VI . Denimo, da se ji to zgodi pri osebi 1.2.
Tedaj j e prvič res L7~k l \ti 2: WIl . Ko se to zgodi, nas topi oseba 2. S
svoji m dolgom poplača razliko do poln e terj a tve osebe 1.2 in nato prične

por avnavatiterj a tv e oseb 1.2 + 1,1.2 + 2, . . .. Postopek nad aljuj ejo , dokl er
niso vsi dol govi poplačan i . Zar adi formule (2) se vse lepo izide in na koncu
dobi ali plača vsak toliko, kot mu gr e.

Pri opisanem postopku je vsot a vseh nakazil enaka L7~~ 1 1\ti I in pre
prosto se lahko prepričamo , da pod ta znesek ne mo remo, saj m or a vsak ,
ki dolguj e (ki im a \ti < O) svoj dolg, hočeš nočeš , nekomu nakazati . Temu
se ni moč izogni t i. Zato je m inimalna vso ta nakazil res enaka vsoti vseh
dolgov , ki j e po drugi strani enaka vsoti vseh te rjate v.

Za kon ec še prime r:

Imejmo št iri osebe A , B, C in D. Oseba A dolguj e 3000 tolarj ev
osebi B in 2000 tolarj ev oseb i C . Oseba B dolguj e 2000 to la rje v osebi D ,
oseba C pa 1000 tolarjev oseb i B. Hkrati oseba D dolguj e 4000 tol arj ev
osebi A in 5000 tolarj ev osebi C . Te pod atke lahko nazorno pr edstavimo
z m atriko , kj er na prese či š ču i-te vrs t.ice in j-tega sto lpca stoj i š tevilo (t i j ,

izraženo v enotah po tisoč to larj ev:

3
O
1

-2

2
- 1
O
5

-4)2
5

.
- ,

O

Če sešteje m o stolpce v matriki, dobimo stanja posameznih oseb . Urejena
po velikost i so enaka :

VD = - 7 , VA = - 1 , Ve = 6 .



Najprej nakmt~je e b a  D [a najvleGim ddgarn) -bi B. TCer je I Jen 
1304 va'i od terjatve mbe B, ji nab% polu znesek 2000 blarjev. W b i  

atme &e 5000 tal~tjtv dolga in tega v &ti n-e osebi C. Vendar 
osieb C ik ni v celati popldana, ossba D pa j e  L poramala ve;s svoj dolg. 
Zato prbkdi nir pornoC oseba A in n&& awbi C pmtaaek daolg* ta-sej 
1000 tulmjev. S Stem so pomvnme vse terjatve in pgrlaikni vsi dolgarri, 
Optimalno Hstev l a t h  spet prerlifMvlme z matriko, o Ltatari namesto 
dalgav zapisiemo nakar;ib o m b  pri optimahi poramavi: 

Ta mahifa ima s prejiinjo to sknl>nu Imtnast, ck+ ilna en& vmtc vsatit: in 
stolpcev, j e  1% vsota abmiutnilt vrdn-ti njmil~ .ela~mtw prmj m&n& 
kot pri prvi. To per odloCa o drqiatvali @ti, 


