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Preverjanje statisticnih hipotez s pomocjo
operacijskih karakteristik

V élanku je opisano, kako po predhodni izbiri
dopustnih verjetnosti za napako prvega in drugega
reda doloc¢imo velikost vzorca s pomocjo operacij-
skih karakteristik (OC curve — operating charac-
teristic curve).

Kot primer je navedeno preskuSanje hipoteze
B = yo v primeru, ko sta standardni deviaciji obeh
distribucij znani in enaki.

VZOREC IN POPULACIJA

Pri raziskovalnem delu pogosto skuSamo priti
do informacij o vecji mnozici podatkov ene vrste
(populacija) tako, da analiziramo manjsi vzorec.
Pri tem pa navadno ne moremo najti toéne vred-
nosti parametra, ki je karakteristiCen za celo po-
pulacijo. Najdemo le interval, v katerem lahko
z neko doloteno verjetnostjo pricakujemo vred-
nost parametra.

Zaradi lazjega razumevanja si mislimo popula-
cijo A sestavljeno iz velike mnozice vrednosti, ki
so porazdeljene okrog srednje vrednosti p, s stan-
dardno deviacijo ¢,. Vzemimo iz te populacije
slu¢ajnostni vzorec n vrednosti in izra¢unajmo
aritmeti¢no srednjo vrednost vzorca 3(,,‘“. Ponovi-
mo tak poskus in spet povsem slu¢ajno izberimo
n vrednosti! Srednja vrednost novega vzorca bo
na primer X,”. Ce tak poskus vetkrat ponovimo,
dobimo mnozico srednjih vrednosti vzorcev X",
X,®, ..., za katere velja, da se porazdeljujejo po
normalni distribuciji s srednjo vrednostjo, ki je
enaka p, in standardno deviacijof%. Tri take
distribucije z razli¢nimi n so narisane na sliki 1.

Ocitno je, da so aritmeti¢ne srednje vrednosti
vecjih vzorcev porazdeljene v oZjem pasu okrog
vrednosti p,.

Na podoben nacin bi lahko prisli tudi do
zakljuc¢kov o vrednosti drugih parametrov. Tako bi
lahko ocenili standardno deviacijo ¢, iz vrednosti
standardnega odklona v vzorcu.

Kadar zelimo primerjati karakteristi¢ni vred-
nosti dveh populacij, si tudi pomagamo z manj$imi

Slika 1

vzorci. Ko se predhodno odlo¢imo za dopustno
napako prve in druge vrste, si velikost vzorca iz-
beremo s pomoéjo familije operacijskih karakte-
ristik.

NAPAKE PRVE IN DRUGE VRSTE
PRI TESTIRANJU HIPOTEZ

Pri primerjanju karakteristi¢nih vrednosti dveh
populacij lahko neko v naprej postavljeno trditev
zavrzemo ali pa sprejmemo.

Oglejmo si, na primer, kako postopamo pri
preverjanju hipoteze, da je pg = p,, pri pogoju,
da je g = 0,, ¢e je py srednja vrednost neke popu-
lacije B.

Najprej se vprasajmo, kaj bi lahko pri¢akova-
li za srednjo vrednost vzorcev n vrednosti, ki bi
jih vzeli iz populacije A s srednjo vrednostjo u,
in s konéno varianco ;. Ker je pri tem porazdeli-
tev srednjih vrednosti vzorcev normalna, lahko
najdemo dve taki vrednosti —K « in + K _« med

2 2
katerima leZi (1 —a). 100 % vseh srednjih vred-
nosti vzorcev*. Pri tem si mislimo, da smo nase
merilo premaknili tako, da je p, = 0.

Ce si bomo izbrali & = 0,05, bomo rekli, da pri-
Cakujemo med — Kggs in + Kggs 95 % vseh
moznih srednjih vrednosti vzorcev z n podatki.
Za srednjo vrednost enega vzorca pa lahko rede-
mo, da je 95 % verjetno, da bo leZala na intervalu

* Glej ¢lanek B. Rodeta v Zelezarskem zborniku 5t. 3, letnik
1967, str. 189,
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(—Kgos + Kggs). Na sliki 2 je narisana poraz-
delitvena krivulja za srednje vrednosti vzorcev
z n podatki. Srafirana ploskev predstavlja 95 %
vse plos¢ine med krivuljo in absciso.
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Slika 2

Kolik$na mora biti aritmeti¢na srednja vred-
nost vzorca n vrednosti iz populacije B, da bomo
lahko trdili, da je pg = p1,?

Ce je pg v resnici enak p,, lahko pricakujemo
na primer s 95 % gotovostjo, da bo X, vzorca n
vrednosti iz populacije B leZzala med — K g5 in
+ Koas-

Lahko se odlo¢imo, da bomo sprejeli hipotezo,
da je pg = p, vedno takrat, kadar bo srednja vred-
nost vzorca n vrednosti iz populacije B lezala na
intervalu (—K « ,+ K = ). Pri takem sklepanju

2 2

pa se lahko zgodi, da napravimo tako imenovano

napako prve vrste: a.100 % je namre¢ verjetno,

da leZi aritmeti¢na srednja vrednost vzorca B

izven intervala (—K « ,+ K o ). V takem pri-
2

2
meru bi pa zavrgli hipotezo, ki je pravilna. Ce bi
hoteli zmanjsati moZnost za napako prve vrste
bi morali interval (— K « , + K « ) razsiriti.

2 2
Zastavimo pa si $e drugo vprasanje! Ce smo ze
sprejeli hipotezo, da je pg = p,, ali nismo mogoce
sprejeli napa¢ne hipoteze? Vse gornje izvajanje
velja namre¢ le za primer, ko je nasa hipoteza
v resnici pravilna.

Ce pa bi bila srednja vrednost populacije g
enaka vrednosti i, ki je nekoliko veéja od i, bi
imeli opravka z distribucijo, ki je glede na prvo
premaknjena nekoliko v desno. Ako bi bila pri tem
standardna deviacija oy enaka o,, bi to lahko po-
nazorili s sliko 3.

Verjetnost, da bi zdaj srednja vrednost vzorca
lezala na intervalu (—K s, + Kggs) ni veé 95 %,
ampak manjSa. Nikakor pa ni zanemarljivo maj-
na, proporcionalna je srednji $rafirani ploskvi na
sliki 3.

176

Q

/A Ha

*Kagzs
Slika 3

Ce bi se torej $e vedno drzali prvotnega pred-
pisa, da bi namre¢ sprejeli hipotezo (15 = p,, kadar
bi srednja vrednost vzorca padla v interval (— K,

2

+ K ), bi pri tem lahko naredili pomembno na-
2

pako: lahko bi sprejeli hipotezo, ki v resnici ni
pravilna. To imenujemo napako druge vrste. Na
sliki 3 smo za vzorec izbrali 16 meritev, za raz-
liko py~—p, pa 0,60, V takem sluaju je verjet-
nost za napako druge vrste kar precejnja, saj bi
na primer v povprecju pri eni tretjini vseh vzor-
cev trdili, da je pug =, ker bi jih toliko lezalo
v intervalu (—Kgyps, + Kggs), to pa ne bi bilc
prav.

Napaka druge vrste je tem veéja, &im manjsa
je razlika med u, in pg in &im vedja je standardna
deviacija teh srednjih vrednosti vzorcev. Ta pa se
spreminja z velikostjo vzorca.

Ce bi imeli v gornjem primeru v vzorcu 36
vrednosti namesto 16, bi bila verjetnost, da bi
srednja vrednost tako velikega vzorca padla v in-
terval (—Kggs, + Kpgs) bistveno manjda. Zna-
Sala bi le priblizno 7 % in tak3na bi bila tudi
verjetnost za to, da bi sprejeli napa¢no hipotezo
pp = Ma. Na sliki 4 sta narisani porazdelitveni
krivulji za primer, ¢e bi imeli po 36 vrednosti
v vzorcu. Pri tem pa je razlika p,—u, prav tako
0,60,

Srednja 3rafirana ploskev predstavlja 7 % plo-
$Cine med porazdelitveno krivuljo in absciso.

OPERACIJSKA KARAKTERISTIKA

Lahko konstruiramo krivuljo, ki predstavlja
verjetnost, da sprejmemo hipotezo py = p, ¢e se
drzimo gornjega kriterija. Na sliki 5 sta narisani
dve operacijski karakteristiki — za veéji (n = 36)
in manjsi vzorec (n = 16). Za a smo si izbrali spet
vrednost 0,05. Razlika med g, in 1, pa znasa spet
0,6 o,.

Ce bi bil n. pr. na$ vzorec sestavljen iz 16 vred-
nosti, bi bilo 33 % verjetno, da smo s tem, ko smo
sprejeli hipotezo, da je pgz = p, naredili napako:
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ker smo namre¢ rekli, da je py =, ko je pa
v resnici morda gz = ;. O&itno je verjetnost, da
bi zgresili ve¢jo razliko manj3a, za manjso razliko
pa vetja, nikakor pa ne gre brez neke dolocenc
napake.

To nam pa ne sme vzeti zaupanja v tak nacin
ocenjevanja hipotez. Vsak raziskovalec namrec ve,
kolik$na razlika je pri doloteni analizi Se po-
membna.

Predno se sploh lotimo meritev in zbiranja
podatkov, se odloéimo za napako prve vrste.
Nato v naprej dolo¢imo, kolik$no razliko smo
$e pripravljeni z neko dolofeno verjetnostjo
(B) tolerirati pri preverjanju hipoteze. Nato pa iz
familije operacijskih krivulj dolo¢imo S$tevilo po-
trebnih meritev v vzorcu. Na raziskovalnem od-
delku Zelezarne Jesenice navadno izbiramo za
napako prve vrste vrednost a =005 ali pa
a = 001.

Na sliki 6 je narisana familija operacijskih
karakteristik za razlicne velikosti vzorcev (a =
0,05). Na abscisi je brezdimenzijska spremenljivka

' "— u'o i
d= ST Kako si lahko pomagamo s to sli-

ko, si oglejmo na posebnem primeru.

PRIMER ZA UPORABO OPERACIISKIH
KARAKTERISTIK

Radi bi preverili, ¢e se je zaradi spremenjenega
postopka pri valjanju spremenila povprec¢na trd-
nost zice od prejénjih 45 kpmm—2 (y,). Znano je,
da zna$a standardna deviacija 2,5 kpmm—2. Pred-
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postavljamo, da se ta ni spremenila zaradi spre-
menjenega nacina valjanja.

Zelimo torej ugotoviti ali se trdnost ni spre-
menila ali se je spremenila. Do tega zakljucka
zelimo priti s 95 % gotovostjo (& = 0,05). Obenem
smo se pa odlodili, da sme biti verjetnost za na-
pako druge vrste pri razliki 2kp/mm? le 10 %
(8 = 0,10).

Najprej izratunamo d:

fp—p,! 2 kpmm—2
= 2 5 =038

o  25kpmm—
Nato pois¢emo tocko s koordinatama (0,8; 0,1)
v diagramu na sliki 6. Ta tocka lezi v blizini kri-
vulje, ki pripada vrednosti n = 15. Odlocili smo se
za 16 meritev v vzorcu in dobili naslednji rezultat:
n=16
X,s = 46 kpm/mm?
Ker so srednje vrednosti vzorca z n podatki
normalno porazdeljene okrog , s standardno de-

g
viacijo l—,—_— bomo hipotezo p =, sprejeli, &e bo
‘n

srednja vrednost vzorca X, leZala znotraj inter-
vala (— KO,OZS' -+ KO,OZS ).

Za standardno normalno distribucijo (p, =
=0, c=1) pa velja, da je Kyps=196. Nasa
porazdelitev srednjih vrednosti vzorcev je pa tudi
normalna s srednjo vrednostjo p, in standardno

g
deviacijo — . Zato izratunamo parameter K, za

n

katerega velja standardna normalna distribucija:

_(X,—u) vn _ lkpmm= VIS .

K ¢ ~ 2,5 kpmm—?

Ker je — Kyps < K < + Ky, bomo sprejeli hi-
potezo, da je p = p, oziroma bomo trdili, da se
pod navedenimi pogoji srednja trdnost Zice ni
spremenila.

Do prav takega zaklju¢ka bi tudi prisli, ako bi
na primer namesto 16 napravili le 5 meritev in

ako bi dobili enak rezultat za X,. V takem prime-
ru bi bil K enak 1—2_‘5’_5 kar je % manj kot 1,6.

»
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Verjetnost za napako druge vrste bi bila pa
vecja. S slike 6 se vidi, da bi v takem primeru
(d = 0,8) bila verjetnost, da smo sprejeli napa¢no
hipotezo (ko bi se resni¢ni p razlikoval od i, za
2kp/mm?) priblizno 50%. 10 % verjetnost za
napako drugega reda bi bila 3ele pri d =15, kar
bi pomenilo, da je p—p, =15.25kp/mm?=
= 3,75 kp/mm?.

Na podlagi petih vrednosti bi sicer tudi sprejeli
hipotezo, napaka druge vrste pa bi bila prevelika,
tako da se na tako majhen vzorec ne bi mogli
zanesti. V tem primeru bi namre¢ pri sprejeti
hipotezi, da je p = 1, dopuscali tudi moznost, da
se resnicni p razlikuje od p, za ve¢ kot 2 kp/mm?,
kar pa za nas ne bi bilo ve¢ nepomembno.

V mislih predpostavimo $e tretjo moZnost: da
bi namesto 16 meritev naredili 100 meritev in da
bi bila srednja vrednost vzorca spet enaka kot

prej X = 46 kpm/mm?.
V takem primeru bi bila vrednost

K 1 kpmm=—2 v/ 100
= 25kpmm—

kar bi padlo dale¢ izven intervala, v katerem bi
bili pripravijeni sprejeti hipotezo i = p,. Hipotezo
bi torej zavrgli: rekli bi, da se srednja vrednost
trdnosti nove Zice razlikuje od predpisane vred-
nosti p,. Ako bi torej pri vzorcu 100 vrednosti
dobili taksen rezultat (X, = 46 kp/mm?), bi bili
sigurni, da gre za razliko med p in p,. Z diagrama
na sliki 6 pa je razvidno, da bi bila v takem pri-
meru 10 % verjetnost za napako druge vrste pri
d~~0,3 oziroma pri razliki (p —p,) = 0,75 kp/mm?.

Vprasanje pa je, ali bi bilo zares potrebno na-
rediti 100 meritev, ko pa Ze vnaprej vemo, da za
nas razlika v trdnosti do 2 kp/mm? ni tako po-
membna.

V tem je tudi prednost uporabe operacijskih
karakteristik. Cemu bi namre¢ delali veliko Stevilo
meritev in na primer ugotavljali z veliko verjet-
nostjo, da gre za razlike v srednjih vrednostih
populacij, ko pa te razlike niso pomembne. S tem
lahko prihranimo dosti ¢asa in denarja.

Omenjeni primer za uporabo operacijskih ka-
rakteristik je le eden od mnogih naéinov za testi-
ranje raznih statisti¢nih hipotez.

Pri vseh si pomagamo s podobnimi operacijski-
mi karakteristikami, ki pa so seveda za razli¢ne
statisti¢ne parametre razli¢ne, saj gre navadno pri
tem tudi za druge vrste distribucij.

Na raziskovalnem oddelku Zelezarne Jesenice
preverjamo na primer tudi hipoteze p = p,, ko

Preverjanje statisti¢nih hipotez s pomoéjo operacijskih karakteristik

standardna deviacija ni znana in jo Sele ocenimo
iz standardnega odklona vzorca. Preverjamo tudi
hipoteze o srednjih vrednostih in standardnih
deviacijah dveh populacij, ko imamo na razpolago
le vzorca in v naprej ne poznamo nobenega para-
metra ene od populacij. Zelo pogosto preverjamo
tudi hipoteze tipa p, = i, (enostransko preverja-
nje). Pri tem je postopek prakti¢no povsem enak,
le da se operacijske karakteristike nekoliko razli-
kujejo od tistih, pri katerih testiramo trditve tipa
v = it, (dvostransko preverjanje).

V splo$nem je z uporabo operacijskih karakte-
ristik dana mozZnost hitrejSega in ucinkovitejSega
dela na vseh podroc¢jih merjenja. Obenem pa po-
sredno navaja raziskovalca na to, da si vedno skusa
odgovoriti na vprasanje, kaj lahko z dobljenimi
rezultati ugotovi in ¢esa ne more. Tako se mu veca
tudi zaupanje v pravilnost trditev in odlocitev, ki
bazirajo na statisti¢nih analizah.

ZAKLJUCEK

Pri preskusanju hipotez o karakteristicnih
parametrih populacije, si pogosto zastavljamo
vprasanje, koliko meritev je treba narediti, da bo
nada odloditev pravilna, oziroma da verjetnost za
napacno odloditev ne bo presegala neke dolocene
vrednosti.

Pri tem se je treba pred samo meritvijo odlo-
¢iti, kolik¥na naj bo verjetnost za napako prve
vrste (a) in kolik$na sme biti $e dopustna verjet-
nost za napako druge vrste (). Nato pa s pomocjo
familije operacijskih karakteristik dolofimo po-
trebno velikost vzorca.

Opisan je primer preskusanja hipoteze p =,
pri pogoju, da je ¢ = ¢,. Za napako prve vrste smo
izbrali 5 %, obenem pa smo si izbrali tudi napako
druge vrste. S pomocjo operacijskih karakteristik
smo dolo¢ili velikost vzorca (16) in dolotili rezul-
tat, ki je potrdil hipotezo. Predpostavili smo tudi
moznost, da bi enak rezultat dobili pri manjsem
(5) in vetjem vzorcu (100 meritev). V prvem pri-
meru bi sprejeli isto hipotezo p =, v drugem
primeru pa bi lahko hipotezo zavrgli, ¢e bi se
drzali opisanih pravil.
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ZUSAMMENFASSUNG

Bei der Uberpriiffung der Hypothesen iiber die charak-
teristischen Parametern einer Population wird oft die
Frage gestellt, wieviele Messungen noétig sind, um einen
richtigen Entschluss zu fassen bzw., dass die Wahrschein-
lichkeit fiir einen falschen Entschluss einen bestimmten
Wert nicht iberschreiten wird.
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Dabei muss vor der eigentlichen Priifung die Wahr-
scheinlichkeit fiir den Fehler ersten Ranges (a) und die
Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler zweiten Ranges (8) fest-
gestellt werden. Danach wird mit Hilfe einer Familie der
Operationscharakteristiken die notige Probenzahl be-
stimmt,



Ein Beispiel der Hypothesen-iberprufung i = bei
der Bedingung ¢ = v ist in diesem Artikel beschrieben,
Fiir den Fehler zweiten Ranges sind 5% gewihlt worden,
Auch der Fehler zweiten Ranges ist bestimmt worden.
Mit Hilfe der Operationscharakteristiken ist die Proben-
zahl (16) und das Ergebniss, welches die Hypothese be-
stiitigt, bestimmt worden.
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Bei der Voraussetzung der Moglichkeit dasselbe Ergeb-
niss auch bei einer kleineren (5) und einer grosseren (100)
Probenzahl zu bekommen, hat sich herausgestelit, dass
im ersten Fall die Hypothese i& = j» angenommen werden
kann, im zweiten Fall miissten wir jedoch die Hypothese
bei Einhaltung der beschriebenen Regeln verwerfen.

SUMMARY

By testing of hypotheses about characteristic parame-
ters of some population we often wish to know the sample
size. This enables us to make the correct decision, so
that the probability of the wrong decision does not exceed
some defined value.

Before performing the experiment one must choose
the probability of making the Type L. error (a) and the
probability of making the error of Type II. (8). Then we
find the necessary sample size by means of the family
of OC curves — (Operating characteristic curves).

An example of testing the hypothesis p = when
z = a, is described in the article. The Type I error was
fixed 5% and the error of Type II. was chosen too. By
means of OC curves we found the necessary sample size
(16). Then we made the measurements and we got such
a result that we could accept the hypothesis,

We also supposed that we might get the same result
in some smaller (5) and in a bigger sample (100). In the
first case we should accept the same hypothesis but in
the second one we should reject it using the criteria for
rejection,

3AKAIOYEHHE

[Tpi SICCACAOBAHMIL THNOTES XAPAKTEPHCTHUALIX NAPAMCTPOB HACTO
MACTYTIACT BONPOC, CKOABKO HamepeHuil HeofXoAMMO BMNOAHHTE AAR
7070, YTOOH PEUCHHC GHAO NPANHALHEM T.e. YTOOW BCPOATIOCTI
onMOONHEX pelseniit HE NPESHINAND  ONPCACAENHONT  npeAeAbNON
PEANUMMLL.

TMpesaac YeM HAUATE HIMCPCHHE HAAC ONPEACANIL BEPORKTHOCTE
ommGky neppoft rpynma {g). Tlocae ST07a TAaXKE HAAO ONPCACANTR
AOTIYCTHMYIO BEPOSTHOCTE ounsBkn sropoit rpynmw (§). Hakowew, mpu
HOMOILIE CeMeiiCTR XApAKTEPHCTHK, ONPCACARCM HEOGXOANMYX BeAst-
aHHy ofpasua.

B crarhe OMICAH TIPHMEP HCCACAOBAHMA THIOTEIN [ = g [pU
YCAOBIE KOTAR o = z,. AAS oumOxn nepmoii rpymusl suGpasn 5 %.
Oupeacanan Taxke ommGky Bropoil rpymmer, Haxonen, na ocHOBAHHK
ONEPALIOUMEIX  AQHHEIX ONPEACAHAN XoAnwectso obpasuon (16) =t
HOAVHHAH PEIVALTAT KOTOPHIE AOKA33A NTO THNOTEIR NPABIABHAN.
TIPEANIOAGAIAN TAKAKC BOAMOMKHOCTL OAMMAKOBOIA PEIYABTATA Npit
HefoanmoM KoanwecTne 006pasuos (5) M NMpH HMAMEPEMIM KOAHMCCTBA
100 oGpasuon. B neppoM cayuae Morad G BOCIPHHATE rHOOTESY
[t = |i,; BO BTOPOM CAYY3E ONPOBEPrHYTE, B CAYHAc ccas Om mpH-
ACPAMBAANCH OMMICAHHEIX TPABMA,
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