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Posets of geometric graphs
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Margea

Abstract

A geometric graph G is a simple graph drawn in the plane, on
points in general position, with straightline edges. We call G a
geometric realization of the underlying abstract graph G. A
geometric homomorphism f: G — H is a vertex map that
preserves adjacencies and crossings (but not necessarily non-
adjacencies or non-crossings). This work uses geometric
homomorphisms to introduce a partial order on the set of
iIsomorphism classes of geometric realizations of an abstract
graph G. Set G < G if G and G are geometric realizations of G
and there is a vertex-injective geometric homomorphism f: G

— G. This paper develops tools to determine when two
geometric realizations are comparable. Further, for 3 <n <6,
this paper provides the isomorphism classes of geometric
realizations of Py, C, and K, as well as the Hasse diagrams of
the geometric homomorphism posets (resp., Pn, Cn, Kn) of these
graphs. The paper also provides the following results for
general n: each of P, and C; has a unique minimal element and



a unique maximal element; if k < n then Py (resp., Ck) Is a
subposet of P, (resp., Cn); and K, contains a chain of length n—2.
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Delno urejene mnoZice geometrijskih grafov

Povzetek

Geometrijski graf G je enostaven graf, narisan v ravnini tako,
da so njegova vozlisca v splosni legi, povezave pa predstavljene
z ravnimi ¢rtami. Grafu G pravimo geometrijska realizacija
osnovnega abstraktnega grafa G. Geometrijski homomorfizem
f: G — H je preslikava tock, ki ohranja sosednost in krizanje
povezav (ni pa nujno, da ohranja ne-sosednost in ne-krizanje
povezav). Nase delo uporablja geometrijske homomorfizme za
predstavitev delne urejenosti na mnozici razredov 1izomorfnih
geometrijskih realizacij abstraktnega grafa G. Pisimo G < G, ¢e
sta G in G geometrijski realizaciji grafa G in obstaja vozliséno-
injektiven geometrijski homomorfizem f: G — G. V tem ¢lanku
razvijemo orodje za dolocCitev, kdaj sta dve geometrijski
realizaciji primerljivi. Poleg tega za 3 < n < 6 navedemo
izomorfnostne razrede geometrijskih realizacij grafov Py, Cy in
Kn, pa tudi Hassejeve diagrame delno urejenih mnozic
geometrijskin homomorfizmov grafov P,, C,, Kn. V c¢lanku
podamo tudi naslednji rezultat za poljubno naravno Stevilo n:
za vsakega od grafov Py in C;, v delno urejenih mnozicah obstaja
enolicno dolo¢en minimalen element in enoli¢no dolocen
maksimalni element; ¢e je kK < n, potem je delno urejena
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mnozica za graf Py (0z. Cx) podmnozica delno urejene mnozice
za graf Py (0z. C,); delno urejena mnozica za graf K, pa vsebuje
verigo dolZine n—2.

Klju¢ne besede: Geometrijski graf, homomorphizem, delno
urejena mnozica.



