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1 Uvod

1.1 Pojem stoZca

V obravnavi mnogih fizikalnih, inZenirskih in matemati¢nih proble-
mov se poleg gladkih struktur pojavljajo tudi strukture z robovi,
vogali, klini in podobnimi negladkimi lastnostmi. Smiselen model
za obravnavo takih mmnogoterosti predstavljajo stozci v R™. Sto-
Zec P, kot podmnozico prostora R", definiramo kot mnoZico, ki
izpolnjuje pogoj: produkt elementa stozca s pozitivnim Stevilom iz
obsega realnih Stevil je element stozca. Simbolno pogoj zapisemo

R*TP cCP.

Stozcu P, ki zadosca pogoju: vsota elementov iz stozca je element
stozca, pravimo konveksen stoZec. Oc¢itno je omenjena definicija
konveksnosti v skladu z obi¢ajno definicijo konveksnosti. Simbolno
pogoj konveksnosti zapisemo

P+PCP.

Stozcu, ki zados¢a le pogoju RTP C P pravimo nekonveksen stoZec.

Zgled 1. V R sta mnozici P = (0,00) in P = [0, 00) o¢itno konve-
ksna stoZzca. Prvega imenujemo odprti, drugega pa zaprti konveksni
stozZec.

Zgled 2. V R? sta mnozici P = { (z,y);z,y >0} in P = { (z,y);
x,y > 0} konveksna stozca. Omenjena stozca lahko zapiSemo kot
kartezi¢ni produkt stozcev prej$njega zgleda oziroma v obliki (0, co)
x (0, 00) ter [0,00) X [0, 00).

Stozec, ki ga lahko zapisemo kot produkt stozcev nizje dimenzije,
imenujemo reducibilni stozec. Sicer stoZcu pravimo, da je ireducibi-
len. V zgledu 2 smo se prepricali v obstoj reducibilnih konveksnih
stozcev. V prostoru R? pa obstajajo tudi ireducibilni konveksni
stozci:



1 Uvod

X

Stozec P ={a@ +B0b;a, >0}

Zgled 3. V prvem kvadrantu izberimo vektorja @ = (x1,y1) in

b = (z2,y2) ter pokazimo, da mnoZica podana s predpisom P =
{aa@ + ﬂ?; a, B> 0} predstavlja stozec v R%. Pokazati zadoi¢a
zaprtost mnozice P za mnozenje z nenegativnim skalarjem. Naj bo
T ePiny >0. Ker je

T=a@+6b,0,8>0,

sledi - .
Yy =v(a@+pb)=ya@+~yBb €P.

Pokazimo Se zaprtost mnozice P za seStevanje, oziroma konve-
ksnost stozca P. Naj bosta € in d € P. Potem velja

?:alﬁﬁ-ﬂl? n 7:a27+ﬂ?, 041,042,5175220.

Od tod sledi

T

T4+ d=a1T+5b +a@ + B
:(a1+a2)ﬁ+(ﬁl+ﬁg)7€P+PCP.

Zgoraj definirana mnozica P je torej ireducibilen konveksen stozec
v R2.

Zgled 4. Naj bo mnozica P unija dveh disjunktnih mnozic, Py UPs
iz zgleda 3. Dokazali smo, da sta P; in Py vsaka zase stozec. O¢itno
je tudi njuna unija stozec, ki pa ni konveksen. Ce namre¢ vzamemo
a € Py in b € Py, njuna vsota a + b ni nujno element P.
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Zgled 5. Primer ireducibilnega stozca v R? predstavlja mnozica
P ={(z,y,2); V2?2 +y?> < zin z > 0}. Prepricajmo se, da ome-
njena mnozica predstavlja konveksen stozec. Dokazati moramo, da
P zado$¢a pogojema definicije. Dokazimo najprej zaprtost P za
mnozZenje s skalarjem a > 0. Ker je /22 + y2 < z, za vsak a > 0
velja

V(az)? +(ay)? = av/a? + 42 < az,

kar pomeni, da mnozica P predstavlja stozec. Pokazimo Se njegovo
konveksnost. Naj bosta a = (z1,y1,21) in b = (z2,y2,22) € P.
Potem za a in b velja /22 4+ y? < 21 in /23 + y5 < 22, oziroma

\/x%—l—y%+ :U%+y§<zl+z2.

Po kvadriranju dobimo

x%+yf+x§+y§+2\/x%+y%\/x§+y§ < (214 22)?.

Od tod, z uporabo neenakosti

2\/%,% o+ y§\/$g + 92 > 2(x120 + y132)
sledi

iyt ys+2(x1zety1y) = (v1+22) - (y14+y2)? < (21+22)° .

Ker je z1 + z9 > 0, dobimo

Vet +22)2 4+ (g1 +12)2 < 21 + 2.

Podobno bi pokazali, da je tudi mnozica P = {(x1,z2,...,Zn);

\/ p?+a3+...+22 | < x,inz, > 0} ireducibilen konveksen
stozec prostora R™. StoZzec P imenujemo tudi Lorentzov stoZec.
Lorentzov stozec bo predmet posebne obravnave naslednjega po-

glavja.

Naj bo P stozec prostora V. Podmnozico Q stozca P imenujemo
podstoZec, ¢e velja

a+be@ in ace @ Va,be Q in a>0.



1 Uvod
Stozci realnega vektorskega prostora zadoscajo lastnosti krajSanja
a+c=b+c = a=0b, Ya,b,ceP.

Drzi pa tudi obrat trditve. Ce elementi stozca P izpolnjujejo ome-
njeno lastnost, je P stoZec realnega vektorskega prostora. Toda v
splosnem ne velja, da je poljuben stozec tudi stozec vektorskega
prostora.

Zgled 6. Z Conv(P) ozna¢imo mnozico vseh nepraznih konveksnih
podmnozic stozca P. O¢itno je Conv(P), opremljena z obi¢ajnima
operacijama seStevanja in mnozenja mnozic

A+B={a+bacPinbeP} A, B € Conv(P),

aA={aa;a P} AePina>0,

stozec. Za konveksnost Conv(P) zados¢a pokazati, da je (a+F)A =
aA + BA. Ocitno je (o + f)A podmnozica A + BA. Pokazimo
Se obratno inkluzijo. Vzemimo poljuben element ¢ € aA + BA.
Element ¢ potem lahko zapisemo kot ¢ = aa + (b, kjer a,b € A.

Ker je
o B
(e )
c=(a+p0) a—|—ﬁa P
zaradi konveksnosti A velja
o B
+ be A,
a—l—ﬁa a—+p

od koder sledi ¢ € (a + 5)A.

Opazimo, da mnozica nepraznih konveksnih podmnozic realnega
vektorskega prostora tvori stoZec, ki ne zadosc¢a lastnosti krajsanja.
Primer stozca, ki ne zadosca lastnosti krajSanja predstavlja tudi
naslednji

Zgled 7. Naj bo P stozec in X poljubna mnozica. Z F (X, P) ozna-
¢imo mnozico vseh funkcij definiranih na X, katerih zaloga vredno-
sti je P. Ce v F(X,P) definiramo operaciji seitevanja in mnoZenja
s skalarjem po tockah, predstavlja F(X,P) stozec, v katerem ne
velja pravilo krajSanja.

Zgled 8. Eden osnovnih nac¢inov generiranja konveksnih stozcev
izhaja iz teorije nelinearnega programiranja, kjer iS¢emo ekstreme
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Pojem stozca = 1.2

danih funkcij na konveksnih, a véasih negladkih, mnozicah. Naj bo
torej KL C R™ konveksna mnozica in b € K. Definirajmo

P ={7(0); v:[0,T] — K gladka, v(0) = b},

kjer je

¥(0) = lim ) -b
t—0
t>0

Pokazimo, zaprtost mnozice P za mnozenje z nenegativnim skalar-
jem in seStevanje.

Naj bo v € P tak, da je v =Y(0) in v:[0,T] — K. Za a > 0,
definirajmo 4: [0, g] — KC s predpisom

i(t) =~(at).

Ker je potem
5(0) = a¥(0) = av,

in §(0) € P, sledi R*P C P.

Vzemimo v, w € P taka, daje v =¥(0), w = §(0) in, §:[0,T] — K.
Definirajmo €:[0,7] — K na naslednji nacin

et)=1yt)+10(t).

Hitro se lahko prepri¢amo, da je € dobro definirana in velja
Sy L 1
6(0) = §v+§w epP.

Po prej dokazanem sledi, da je 2 ( % v+ %w) =v+w € P. Zgoraj
definirana mnozica P je torej konveksen stozec.

Dokazimo, da za konveksno mnozico K in stozec P velja
KCb+P.
Vzemimo poljubno toc¢ko b € K in zapisimo v(t) = b+t (k — b).

Ker je ¥(t) = —b+ k, sledi 7(0) = —b + k € P. Od tod sledi, da je
k=b+(-b+k)ecb+P.

11



1 Uvod

Stozec P = {7(0); v:[0,T] — K gladka, v(0) = b}

1.2 Delno urejeni stozci

Naj bo dan koné¢no razsezen realen vektorski prostor V. Prostor V
je delno urejen wvektorski prostor, ¢e je opremljen z relacijo delne
urejenosti <, ki je usklajena z naslednjima pogojema

(1) a<b = a+c<b+c VabceV
(i) a<b = aa<ab Va,beVina>0.

V prostoru V izberimo stozec P, ki zado$¢a pogoju PN —P =
{0}. Stozec P v prostoru V doloc¢a delno urejenost < z naslednjim
predpisom: ¢e a,b € V, potem

a<b < b—-—acP.

Hitro se lahko prepri¢amo, da zgoraj definirana relacija < res delno
ureja vektorski prostor V. Najprej preverimo refleksivnost, antisi-
metri¢nost in tranzitivnost:

refleksivnost : Va e Pveljaa—a=0€eP =a<a.
antisimetri¢nost : ¢ejea—bePinb—acP
=a—b=b—a=0oziromaa=">b.
tranzitivnost : Cejeb—a € P in c— b € P, zaradi zaprtosti
P za seStevanje veljac—a=c—b+
+b—acP+PCP=a<c.

12



Delno urejeni stozci = 1.3
Seveda je relacija < usklajena tudi s pogojema (i) in (74):

(a<b < b—acP)=

= ((b+c¢c)—(a+c)eP <= a+c<b+c),
(a<b < b—acP)=

= (ab—aa€P <= aa<ab) Va>0.

Stozec P torej v prostoru V doloca neko delno urejenost. Velja pa
tudi obrat trditve. Poljubna relacija delne urejenosti < vektorskega
prostora V), usklajena s pogojema (i) in (i7), doloca v V nek stozec.

Naj bo V4 ={a € V;a > 0} in > relacija usklajena s pogojema
(1) in (7). Pokazimo najprej, da je V4 zaprta za seStevanje. Ce
sta a,b € V4 veljaa > 01in b > 0. Ker > ustreza pogoju (i), je
a+b >0+ b. Zaradi tranzitivnosti je potem a + b > 0, od koder
sledi a +b € V..

Pokazimo 8e zaprtost V; za mnoZenje s pozitivnim skalarjem. Ce
a € V4 in a > 0, zaradi pogoja (ii) sledi aa > 0, oziroma aa € V..

Mnozica V4 je torej stozec, ki ga imenujemo pozitivni stoZec delno
urejenega prostora V. Elemente v V. imenujemo pozitivni elementi.
Podobno definiramo negativni stoZec, kot mnozico V_ = {a € V;
a < 0}. Elemente v V_ imenujemo negativni elementi.

Zgled 1. Prostor R je s stozcema P = (0,00) in P = [0, 00) delno
urejen vektorski prostor.

Zgled 2. Vektorski prostor R? je s stozcem P = { (z,y);z,y >0}
primer delno urejenega vektorskega prostora, ki ni linearno urejen.
Vektorski prostor je namre¢ linearno urejen, ¢e je delno urejen in
za vsak par elementov a in b tega prostora velja bodisi a < b, bodisi
b < a. Ce vzamemo elementa a = (1,1) in b = (0,2), njuni razliki
a—b=(1,-1)inb—a=(—1,1), ne lezita v P, tako da ne velja
niti a < b niti b < a.

Zgled 3. Naj bo X poljubna neprazna mnozica. Ce v prostoru
F(X,R) definiramo urejenost na naslednji na¢in

f<g < f(z)<gx), Ve e X,

pripadajoci stozec predstavlja mnozica nenegativnih realnih funk-
cij. Hitro se lahko prepricamo, da prostor F(X,R) ni linearno ure-
jen.

13



1 Uvod

1.3 Dualni stozci in polare

Naj bo W n-dimenzionalen vektorski prostor nad obsegom realnih
stevil. V.- W naj bo skalarni produkt definiran na obi¢ajni nacin

(T, 22,y xn), (Y1,Y2y - -y Yn)) = T1Y1 + T2Y2 + .. + TpYn -
Na obicajni nacin vpeljimo tudi pojem evklidske razdalje
lz|[* = (z,2).
Danemu stozcu P prostora VW priredimo mnozico
P ={yeW;(z,y) >0,V eP},

in jo imenujmo dualni stoZec stozca P. Ocitno je zaradi aditivnosti
in homogenosti skalarnega produkta mnozica P*® stozec prostora

W.

Naj bo z € P in {y, }nen poljubno konvergentno zaporedje vektor-
jev iz P® z limito y. OcCitno velja

lim <$7yn> - (a?, lim yn) = <x7y> :

n—oo n—oo
Ker je (x,y, ) > 0, za vsak n € N, sledi tudi nenegativnost limitne

vrednosti za vsak x € P. Po definiciji dualnega stozca je potem
y € P°. Stozec P*® je torej vedno zaprta mnozica.

Zgled 1. Naj bo P stozec iz zgleda 1.1.3, torej mnozica tock prvega
—
kvadranta, ki ju dolocata vektorja @ in b .

Oglejmo si najprej geometrijsko mesto tock, ki zados¢ajo pogoju
(z,a) > 0, za a € R% Po zgornji definiciji skalarnega produkta
je to polprostor, ki vsebuje tocko a in katerega rob poteka skozi
koordinatno izhodis¢e O ter je pravokoten na zveznico skozi O in
a. Mnozica tock y € P*®, ki zados¢a pogoju (z,y) > 0, = € P,
je torej presek takih polprostorov. Ce je rob stozca P generiran z
vektorjema @ = (x1,y1 ) in b = (x2,y2), T1,22,Y1,Y2 > 0, je rob
njemu dualnega stozca P*® generiran z vektorjema @ = (—y1, 21 )
in'd = (y2, —x2).

Ce za stozec P izberemo 1.kvadrant, opazimo, da je njegov dualni
stozec kar 1. kvadrant, oziroma P = P°.

14



Dualni stozci in polare = 1.3

Dual stozca P = {a@ +80;a, 8> 0}

V nadaljevanju bo predmet posebne obravnave mnozica
S={yeW;(z,y)<1,VzxeS},
ki jo imenujemo polarna mnozica oziroma polara mnozice S.

Zgled 2. Naj bo mnozica S stozec P iz zgleda 1.1.3. Geometrijsko
mesto tock, ki zados¢ajo pogoju (z,a) <1, za a = (x1,11) € R?,
predstavlja polprostor, ki ne vsebuje tocke a in katerega rob pred-
stavlja premica y = —x—iac + il Mnozica tock y € S§°, ki zado-
S¢a pogoju (z,y) < 1,z € P, je potem presek takih polprosto-
rov. Ce je rob stozca P generiran z vektorjema @ = (x1,y1) in
b = (z2,y2), x1,22,y1,y2 > 0, je rob njegove polare S° generiran
z vektorjema € = (—y9, 22 ) in 7) =(y1,—71)-

Trditev 3.1. Naj bo S poljubna zaprta, konveksna mnoZica, ki vse-
buje element 0. Potem velja

§7=S.

Dokaz: Inkluzija & C 8§ je oc¢itna. Kot dokaz inkluzije S°° C S
zadosCa pokazati: ¢e zg ¢ S, potem obstaja tak y, da za vsak x € S
velja (z,y) < 1lin (zg,y) > 1. Naj bo 21 € S tak, da je razdalja
od z1 do xp minimalna. Za vsak x € S, torej velja

lz =z l[ = [[21 = 20|

Za0 < A <linz € S, zaradi konveksnosti S, sledi Az+(1—\) z; €
S. Od tod velja

Az + (1= N a1 —ao|]* > [|a1 — o ||?

15



1 Uvod

Polara stozca P = {a@ +30b;a, 3> 0}

oziroma A\ ||z — z1 || + 2\ (x — 21,21 —x0) > 0.
Ker neenakost velja za vsak 0 < A < 1, mora nenicelen koren

polinoma na levi, ki je enak —QW, biti negativno Stevilo.

To pomeni, da je
(v — 1,01 —20) >0,

in od tod
(x,x0—x1) < {(m1,M0 — 1) .

Ce je x =0, sledi
<l’1,l’0—l’1> ZO.

Ker je (xo — z1,20 — 21 ) > 0, obstaja tak u > 0, da velja
(1,20 —21) < p < (T, T0 — 71 ),
Za vsak =z € S torej velja
(zyxo—a1) < (1,20 —21) < pu < (T, Tp — X1 ) -

Od tod sledi, da y = %@0 — 1) zados¢a pogoju trditve. O
Trditev 3.2. Za poljuben neprazen in zaprt stoZec P velja P*® = P.
Dokaz: DokaZzimo najprej enakost P° = —P°.

Naj bo y € P*. Po definiciji duala je potem (P,y) > 0, oziroma
(P,—y) <0. Ker je o¢itno (P, —y) <1, sledi —y € P° in —P* C
Pe.

16



Dualni stozci in polare = 1.3

Naj boy € P°. Za vsak x € P torej velja (x,y) < 1. Ker je P zaprt
za mnozenje z nenegativnim skalarjem, je zaprt tudi za mnozenje
zn € Nin velja (nz,y) < 1. Od tod je (z,y) < %, za vsak n € N,
oziroma (z,y) < 0. Ker je potem (z,—y) > 0, za vsak = € P,
sledi —y € P*® in P° C —P°. Od tod torej dobimo P? = —P°.

Po dokazanem velja
P.. — _(P.)O — _(_PO)O-
Ker je (=P)° = —(P?), sledi
—(=P?)° = =(=(P*)).
Ker po trditvi 3.1 velja —(—(P°°)) = P, sledi P** = P. 0
Trditev 3.3. Naj bo P poljuben stoZec. Potem je P° konveksen
stoZec, za katerega velja

P’ ={y;(y,P)<0}.

Dokaz: Naj bo P stozec. Poglejmo njegovo polaro. Po definiciji je
y € P° < (y,P) < 1. Zaradi zaprtosti P za mnoZenje z nenega-
tivnim skalarjem velja

(y,R*P)y<1 = R'(y,P)<1 = (y,P)<0.

Od tod sledi
P’ ={y;(y,P)<0}.

Pokazimo, da je P° stozec:

(1) y1,92 € P?, (y1 + 42, P) = (y1,P) + (92, P) <0
= P+ P°CP°
(ii) (RTy,P) =R (y,P) CRTR" CR™ =R yecP°
= Rt P° CP°.
Naj S pomeni obi¢ajno ortogonalno mnozico, definirano s pred-

pisom

St={yew;(y,8)=0}.
O¢itno je St vedno podprostor v W.

17



1 Uvod
Trditev 3.4. Za poljuben neprazen zaprt konveksen stoZec P velja

(P* =P =Pn-P.

Dokaz: Naj bo z € (P* — P*)L. Ker je P* —P®* = {y1 — 2 €
Wi yi,y2 € P*} in 0 € P*, velja P* C P* — P*. Od tod sledi
z € (P*)*, oziroma (P*®, 2) = 0. Seveda je (P*®, z) > 0, od koder
sledi z € P*®. Po trditvi 3.2 je potem z € P.

Po drugi strani je tudi —P® C P* —P°. Po analognem sklepu sledi
z € —P. Torej je z € PN —P.

Naj bo z € PN —P. Ker sta potem z € P in —z € P za poljuben
A € R velja:

(1)) A>0=> Xz e P;
(i) A=0= Az =0 € P, zaradi zaprtosti P ;
(H)AN<0=>A=—pu=>Az=p(—2)€P.

Sledi torej Rz C P. Vzemimo y € P°®. Ker je potem (y,P) > 0,
sledi
(y,Rz) 20=R(y,2) 20=(y,2) =0

in od tod z € (P*)*. Ocitno je potem zaradi
(2, P*=P*) C(z,P*)—(z,P*)=0,

z € (P*—P*)L. 0
Trditev 3.5. Naj bo P zaprt neprazen konveksen stoZec. Potem je
int(P*) = {y; {x,y) > 0, ¥z € P{0}},

i velja ekvivalenca naslednjih trditev:

(i) P je pravi, oziroma PN —P = {0}.
(i7) int(P*) £0.

Opomba: int(P®) pomeni obicajno notranjost mnozice v (evklid-
skem) topoloskem prostoru.

Dokaz: Dokazimo najprej int(P®) ={y; (z,y) >0, Vo € P\{0} }.
Ozna¢imo z O = {y; (x,y) > 0,Vz € P\{0}}. O¢itno je O =
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Dualni stozci in polare = 1.3

{y; (z,y) >0,Vz € P in||x|| =1}. Pokazimo, da je O odprta
mnozica. Ker je mnozica {z € P;||z|| = 1} = P NSy, presek
zaprte in kompaktne mnozice, je kompaktna. Naj bo y € O. Ker je
funkcija f: P NSy — RT, definirana s predpisom f(z) = (y,z)
zvezna, zavzame na P N S; minimum € > 0. Torej velja (y,x) >
€>0,zavsak 2 € PNSy. Ceje ||y — 2| < § velja

<z,w>:<z—y+y,x):<y,x>—<y—z,x) Z€_|<y_zax>‘ =

€ ZIl-||x € z € .

Po definiciji je potem z € O, kar pomeni, da je krogla s polmerom

5 in srediS¢em v tocki y vsebovana v O. To pomeni, da je O odprta,

od koder sledi O C int(P*®).

Naj bo y € int(P*). Ce je x € P\{0}, za vsak y+u € P*, ||u]| < e,
velja (y +u,x) > 0, oziroma (y,z) + (u,x) > 0. Denimo, da je
(y,z) = 0. Potem je (u,z) > 0,Vu : ||ul|| < e. Ce vzamemo
u=—5x #0,sledi (u,z) = =5 (x,z) > 0. Ker je (z,2) # 0,
sledi —5 > 0, kar je protislovje s predpostavko, da je € > 0. Sledi
torej (y,x) > 0, oziroma int(P*) C O.

Dokazimo ekvivalenco trditev (i) in (i¢). (i) = (i) Naj bo P N
—P = 0. Po trditvi 3.4 je (P* — P*)+ = 0. Ker je P* konveksen
stozec, je P® — P*® podprostor. Ker je njegov ortogonalni komple-
ment trivialen, je P®* —P® = W. To pa pomeni, da P*® vsebuje neko
bazo prostora WV in ima zato neprazno notranjost.

(i7) = (i) Ker je int(P*®) # 0, obstaja tak y, da velja (y, P\{0} ) >
0. Naj boz € PN—"P. Ker sta potem z in —x € P, velja (z,y) > 0
in (—z,y) > 0. Od tod sledi (z,y) = 0, oziroma x = 0. Od tod
torej dobimo PN —P = {0}. 0

Trditev 3.6. Naj bo U C int(P®) kompaktna. Potem obstaja taka
pozitivna realna konstanta p, da za vsak x € P iny € U velja
(z,y) =z pll=||.

Dokaz: Trditev je oc¢itna za x = 0. Za © # 0 naj bo u = ﬁ

xX
Zadosca dokazati obstoj takega p > 0, da je

(u,y)>p, YueSV)NP,yel.
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Odprti dual stozca P = {a@ + BT, B> 0}

To pa je o€itno po prvem delu trditve 3.5, saj je (u,y) strogo
pozitivna zvezna funkcija na kompaktni mnozici (S(V)NP) x U.
d

Trditev 3.7. Naj bo P zaprt konveksen stoZec. Potem je za vsak
y € int(P*) mnoZica

{zeP;(ry) <1}

kompakina.

Dokaz: Ker je mnozZica {x € P; (z,y) < 1} zaprta in po trditvi
3.6 vsebovana v krogli z radijem %, je kompaktna. ad

Odprtemu konveksnemu stozcu €2 prostora VW priredimo mnoZico
O ={yeW;(z,y)>0,VzeQ\{0}},

in jo imenujmo odprti dual stozca €. Simbol £ pomeni zaprtje v
evklidski topologiji.

Zgled 3. Naj bo € notranjost stozca P iz zgleda 1.1.3. O¢itno
je stozec Q odprti stozec. Oglejmo si geometrijsko mesto tock, ki
zadoi¢ajo pogoju (z,y) > 0, za vsak nenicelen z € Q. Hitro se
lahko prepricamo, da so to ravno vse tiste tocke duala P*®, ki ne
leZijo na njegovem robu.

Trditev 3.8. Zaprtje poljubnega konveksnega stozZca je konveksen
stoZec.
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Dualni stozci in polare = 1.3

Dokaz: Naj bosta .,y € €. Potem obstajata taki zaporedji {z,,} in
{yn}, da velja x = limz, in y = limy,, z,,y, € Q. Tedaj je

(i) x+y=limz, +limy, =lim(z, +y,) €Q=Q+QCQ;
(i) a>0:ar=Ilimaz, € Q=RTQCQ.

Q je torej stozec. O

Trditev 3.9. Odprt konveksen stoZec je notranjost svojega zaprtja,
0zIroma

int(P)="P.

Dokaz: Dokazimo najprej inkluzijo P C int(P). Naj bo S € P.
Ker je P odprt, obstaja odprta krogla K s sredis¢em v S, ki je
vsebovana v P. Ker je P C P, lezi K v P. Od tod sledi, da je S je
notranja tocka P in P C int(P).

Naj bo S € int(P). Potem obstaja taka krogla IC s sredis¢em v
S, da vse njene tocke lezijo v P. Vértajmo v K n-dimenzionalno
hiperkocko IC,,, ki vsebuje S kot svojo notranjo tocko. Ker lezijo
oglisca I, v P, lezijo torej v P ali na njegovem robu dP. Ce katero
izmed oglis¢ IC,, lezi na JP, izberemo tocke, ki so jim poljubno
blizu in lezijo v notranjosti P. Te tocke tvorijo n-dimenzionalno
hiperkocko K/, ki vsebuje S, vse njene tocke pa lezijo v P. Ker je

P konveksen, S lezi v P. Odtod sledi int(P) C P. 0

Omenjena trditev ne velja za poljubni stozec P. Ce namre¢ za P
vzamemo stozec iz zgleda 1.1.4, le ta o¢itno ni notranjost svojega
zaprtja. Razlog zato lezi v tem, da P ni konveksen stozec.

Trditev 3.10. Q* je notranjost 0.

Dokaz: Trditev sledi neposredno iz prvega dela trditve 3.5, ¢e vza-
memo P = Q. O

Trditev 3.11. Q* je neprazen natanko takrat, kadar je

Qn(—Q) = {0}.
Dokaz: Trditev je direktna posledica trditev 3.5 in 3.10. O

Za konveksni stozec ) pravimo, da je sebi dualen, ¢e velja Q = Q.
Po zgoraj navedenih ugotovitvah, je sebi dualen stozec o¢itno pravi.
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Stozec P ={a@ + ﬁ?; a, >0, E’J.?} je sebi dualen.

Zgled 3. Naj bo P stozec iz zgleda 1.1.3. Hitro se lahko prepri¢amo,
da je stozec P = {a a +ﬁ b a, > 0} sebi dualen natanko tedaj,
kadar sta vektorja @ in b pravokotna drug na drugega.

1.4 Avtomorfizemska grupa

Naj bo Q odprt konveksen stoZzec. Grupa avtomorfizmov stoZca §2
je definirana kot mnozica

G ={geGLW); g2 =Q}.

Tukaj GL(W) oznacuje grupo obrnljivih linearnih preslikav na pro-
storu W.

Trditev 4.1 Preslikava g € GL(W) je element G(Q2) natanko ta-
krat, ko je gQ = Q.

Dokaz: Ker je g zvezna preslikava za katero velja g Q) = €, sledi
gQCcgQ=0.
Ker je ¢ bijekcija, je tudi ¢71Q = Q. Zaradi zveznosti ¢~ ! sledi
g_lﬁ C g_—lﬁ =Q.

Seveda zaradi bijektivnosti g sledi

Q=99 'Q C gQ oziroma gQ = Q. O
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Avtomorfizemska grupa = 1.4

Grupa avtomorfizmov G(2) je torej zaprta podgrupa grupe GL(W).
Odprti stozec €2 imenujemo homogeni stoZec, ¢e grupa avtomorfiz-
mov deluje nanj tranzitivno, tj. Va,y €  obstaja tak g € G(Q),
da velja g(z) = y. Kot bomo videli v nadaljevanju, g ni enoli¢no
dolocen.

Odprti stozec §2 imenujemo simetricen stoZec, ¢e je homogen in sebi
dualen.

Zgled 1. Najbo Q = {(z,y) e R*; 2> 0,y >0, 2 < £ < 4} pri
gemer sta (a,b), (c,d) € R? taksna, da je d > b in ad — bc # 0. V
zgledu 1.1.3 smo pokazali, da je Q2 odprt stozec. Pois¢imo njegovo
grupo avtomorfizmov. Po definiciji je

G(Q)={AeGLy(R); AQ=0Q}.

Po trditvi 4.1 lezita A[a,b]” in A[c,d]’ na robu stozca Q. Ker sta
[a,b]T in [c, d]T baza ravnine in je A obrnljiva, njuni sliki ne moreta
lezati na isti premici. Lo¢imo torej primera:

o afi]-n i -[25]. 4[] -w[d]- ()

ki ky >0 =
fa ¢|  [kia kec | kia kac a ¢]7t
Ay d]__k:lb kzgd} - A_[klb k:gd] [b d} -

. 1 -k‘la kZQC d —C
A= e | kb /@d] [—b a} -

A B 1 _klad — k‘gbc (kz — kl)ac
~ad—be | (k1 — ko)bd  kead — kibc

o 4[5 i[53 a[a)- (] [15]

| =4

ki ks >0 =

fa ¢|  [kic kea | kic kea| [a ¢ -t
Ay d]_[kld ka} - A_[kld k:gb] [b d} -
- 1 kic koa d —c N

~ad—be | kid kb —-b a
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1 Uvod

1 klcd — kgab k2a2 - klcz
A I —— 2 2 =: A] .
ad — be k‘gd — k‘lb k‘QCLb — k:lcd
Mnozica { A;, Aj; ki,ka > 0} je torej grupa avtomorfizmov stozca
Q.

Zgled 2. Oglejmo si poseben primer stozca €2 iz prejSnjega zgleda.
Naj bo (a,b) = (1,0) in (¢,d) = (1,1). Grupa avtomorfizmov G(2)
je potem generirana z matrikami oblike

o kl kz—kl . o k’l kQ_kl
AZ{O oy ] in Aj|:,1€2 k },kl,k2>0.

Ali grupa G(2) deluje na stozcu Q tranzitivno? Preveriti zadosca,
ali za poljubna (x,y), (u,v) € Q obstaja tak A € G(Q2), da velja
Alz,y]T = [u,v]T. Ker sta (z,y), (u,v) € Q velja 0 < y < x in
0 < v < u. Lo¢imo primera:

o5 P BI-E) ~[e]- I

= /-CQZ:B in ]ﬁ:u—’u
Yy r—y
(i4) ki ko — ki | _|u ki(z —y) + kaoy _|u
ko —kq Y v kox — k1y v
 au—yv v+ k1y
= k1= 7w2—xy+y2 in ko= -

Ker grupa G(Q) deluje tranzitivno, je stozec € po definiciji homo-
gen. Ker 2 ni sebi dualen, o¢itno ni simetri¢en. Obstajajo torej
homogeni nesimetri¢ni stozci.

Zgled 3. Naj bo ) stozec iz zgleda 1.4.1, pri ¢emer je (a,b) = (1,0)
in (¢,d) = (0,1). Pripadajo¢a grupa avtomorfizmov je generirana
z matrikama oblike

|k O . 10 ke
A’{O k2:| in Aj|:,1€2 0],k1,k2>0.

Podobno kot v prejsnjem zgledu se prepricamo, da G(£2) deluje

na ) tranzitivno. Ker je £ sebi dualen, po definiciji sledi, da je 2
simetricen stozec.
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Avtomorfizemska grupa = 1.4
Trditev 4.2. Za poljuben pravi odprt konveksen stozZec Q) velja
G(Q") =G(Q)".

Ce je Q = OF, potem za vsak g € G(Q) velja g* € G(Q).

Dokaz: Naj bosta g € G(£2) in y € Q*. Ker za vsak nenicelen z € Q
velja
(9(x),y) >0,

zaradi (g(z),y) = (x,9"(y)), sledi g*Q* C Q*. Analogno zaradi
bijektivnosti g sledi tudi (¢71)*Q* = (¢*)~1Q* C Q*. Od tod sledi
g* € G(), oziroma G(Q)* € G(*). Ce dokaz ponovimo za g €
G(€*), analogno dobimo G(2*)* C G(Q**). Ker je Q pravi, ima
po trditvi 3.5 neprazno notranjost ter po trditvi 3.2 velja Q** = Q.
Od tod sledi G(Q2*)* C G(R2), oziroma G(2*) = G(2)*. 0

Odprt stozec smo proglasili za simetricen, ¢e je homogen in hkrati
sebi dualen. Po kratkem premisleku, z upostevanjem zgornje trditve
ugotovimo, da homogen pravi in odprt stozec z lastnostjo G(§2)* =
G(92) prav tako karakterizira simetri¢ni stozec.

Naj grupa avtomorfizmov G(2) deluje na odprtem konveksnem
stozcu €. Za z € Q) definirajmo mnozico

G:={g(x); 9 GQ)},

in jo imenujmo orbita elementa . Ce na stozcu  definiramo rela-
cijo s predpisom

r~y < y€Gy,
je ~ ekvivalen¢na relacija, ki stozec §2 razdeli na ekvivalen¢ne ra-
zrede. Ekvivalen¢ne razrede imenujemo orbite delovanja. V zgor-
njem smislu je odprti stozec €2 homogen, tj. grupa avtomorfizmov
deluje na stoZcu 2 tranzitivno, ¢e je orbita delovanja ena sama.

Poljubni tocki a € € priredimo mnozico
G(Q)a={9€G);g(a)=a}

in jo imenujmo stabilizator tocke a v G(£2).

Trditev 4.3. Ce je Q pravi odprt konveksen stoZec, potem za vsak
a € Q wvelja, da je stabilizator G(Q), kompaktna mnoZica znotraj

GLOW).
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1 Uvod

Dokaz: Naj bo £ pravi odprt konveksen stozec. Pokazimo najprej,
da je mnozica QN(a—Q ) omejena. Najboy € Q* inz € QN(a—Q ).
Potem lahko piSemo © = v = a — w, pri ¢emer sta v,w € ). Po
definiciji duala, za v in w velja (y,v) > 0 in (y,w) > 0. O¢itno
je (z,y) = (v,y) > 0. Ker velia (z,4) = (a,) — (w,y), ob
upostevanju (a,y) = a, sledi (z,y) =a — (w,y) < ain od tod

QN(a—Q)C{zeQ;(z,y)<a}t=af{zeQ; (z,y)<1}.

Ker je po trditvi 3.7 mnozica {z € Q; (z,y) < 1} omejena, je
taksna tudi a{z € Q; (x,y) < 1}. Ker sta 2 in a — Q odprti, je
odprta tudi QN (a— Q). Ker je %a eQN(a—NQ),je ofitno tudi
neprazna. Po definiciji stabilizatorja elementa a, G(2), ohranja
mnozico QN (a—Q). Ker QN (a—N) vsebuje neko bazo prostora
W, sledi, da za vsak g € G(Q), in = € W, obstaja taka konstanta
¢, da velja
clzll<llg@) [l <ellz]l.

Torej je 1 < ||g|| < ¢, za vsak g € G(Q),. To pomeni, da je

G(9), omejena znotraj GL(W). Ker je G(Q2), praslika ni¢le zvezne
preslikave ¢(g) = g(a) — a, je o€itno tudi zaprta znotraj GL(W) in
zato kompaktna. a

Zgled 4. Mnozica Q = RY je primer stozca v R?, ki ni pravi. Grupa
matrik oblike
1 0
o2

kjer je z € R, o¢itno ohranja element a = (1,0). Za vsak g € G
namre¢ velja g(a) = a. To pomeni, da je grupa G vsebovana v
stabilizatorju tocke a. Ker je G neomejena in velja G C G(Q),, je
o¢itno neomejena tudi G(2),. To pomeni, da G(2), ni kompaktna.

Trditev 4.4. Naj bo H kompaktna podgrupa G(2). Potem obstaja
tak a € Q, da je H C G(Q)4.

Dokaz: Ker je H C G(f2) lokalno kompaktna grupa, po izreku
2.10 |Faraut, 1994, str.37| na H obstaja Haarova mera p, to je
nenic¢elna Radonova mera, za katero velja

p(uE) = p(E) in p(H) =1,
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Avtomorfizemska grupa = 1.4

kjer je uw € H in E Borelova podmnozica H. Naj bo zg € € in
y € Q*. Definirajmo preslikavo

¢ H— RT,

s predpisom
¢(h) = (h(zo),y) -

Ker je h(xp) € Q in y € Q* sledi, da je (h(xg),y) > 0. To pomeni,
da je ¢ pozitivna in zvezna funkcija na H, oziroma velja ¢(h) >

€ > 0. Od tod sledi
/cb(h)the-/dh—eu(H) =e>0,
H H

kjer je dh Haarova mera na H. Za poljuben zy € ) definirajmo

a= /H h(zo)dh.

Ker je integral na desni, po trditvi 2.9 | Faraut, 1994, str.36], in-
varianten za poljuben h € H, je a fiksen glede na H. Ker za vsak
y € QF velja

(ay) = </Hh<xo>dh,y> - /H<h<:so>dh,y>
=/<h<xo>,y>dh=/¢<h>dh>o,
H H

sledi, da je a € €. O

Trditev 4.5. Ce je Q homogen stozec, so vse podgrupe G(Q)a,
x € §, izomorfne.

Dokaz: Naj bosta a in b € Q. Pripadajoca stabilizatorja sta mnozici
G(Q)a={g€G(Q);g(a)=0a}

Gy ={g€G(Q);g(b) =b}.

Zaradi homogenosti (2, obstaja tak gy € G(Q2), da je go(a) = b.
Definirajmo preslikavo

o G(Q)g — G(Q)p
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1 Uvod
podano s predpisom ¢(g) = gogg, L Ker velja
$(9)(b) = 90995 ' (b) = gog(a) = go(a) = b,
je ¢ dobro definirana. Ker velja tudi
d(gh) = g0(gh)go " = 90995 " gohgy " = b(g) S(h)
je ¢ homomorfizem. Preslikava, podana s predpisom
¢~ (h) = g5 "hgo

je o€itno inverz preslikave ¢, ki je tako izomorfizem med G(Q), in

G(Q)b O
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2 Lorentzovi stozci

2.1 Posebna teorija relativnosti

7 zakoni klasi¢ne fizike v svetu makroskopskih teles shajamo vse
dokler se ne soo¢imo: z opisi pojavov pri katerih postane hitrost
teles precej vecja, kot je sicer obi¢ajno hitrost velikih teles, z opi-
sovanjem elektronov, atomskih jeder, atomov, molekul in pojavov,
pri katerih sodeluje le majhno $tevilo le-teh ter opisi pojavov, kjer
je gravitacijsko polje taksno, da njegov vpliv ni zanemarljiv. Ome-
njene tezave so fizikom dale pobudo za posplositev zakonov New-
tonove mehanike in Maxwellove elektrodinamike na podrocja, na
katerih ti zakoni ne veljajo. Posplositev Newtonove mehanike na
hitre delce je tako privedla do posebne teorije relativnosti, posplo-
sitev klasi¢ne fizike na majhne delce do kvantne fizike in posplositev
Newtonove mehanike in gravitacijskega zakona do splosne teorije
relativnosti.

Razvoj klasi¢ne fizike je potekal predvsem na osnovi opazovanja in
opisovanja pojavov. Po opravljenem poskusu je sledila analiza re-
zultatov in oblikovanje zakona. Z vplivanjem na okolis¢ine v katerih
je poskus potekal je iz zakona sledilo oblikovanje izrekov in enacb,
ki podajajo odvisnosti med opazovanimi koli¢inami. V moderni fi-
ziki je poskuse le tezko izvajati in zato Se tezje vplivati na okolis¢ine
v katerih potekajo. Razvoj v moderni fiziki zatorej poteka nekoliko
drugace. Ze ob samem zatetku obravnave kakega problema posta-
vimo trditve, imenovane tudi nacela, ki niso v nasprotju z rezultati
poskusov. Iz nacel nato izpeljemo zakone, iz zakonov pa izreke in
enacbe. Dobljeno teorijo naposled sprejmemo za veljavno, ¢e se
izreki in enacbe ujemajo z rezultati poskusov.

Temeljni naceli posebne teorije relativnosti je leta 1905 s ¢lankom
Zur Elektrodynamik bewegter Kérper, oblikoval Albert Einstein.
Galilejevo nacelo relativnosti, ki je zajemalo le mehani¢ne pojave,
je razsiril tudi na elektromagnetne pojave in s tem dobil nacelo
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2 Lorentzovi stozci

relativnosti. Na osnovi nacela relativnosti so vsi nepospeseni opa-
zovalni sistemi enakopravni in tako enako uporabni za opisovanje
vseh fizikalnih pojavov, ki potekajo v njih. Nacelu relativnosti je
dodal Se nacelo o hitrosti svetlobe, ki pravi, da je hitrost svetlobe v
praznem prostoru v vseh nepospesenih opazovalnih sistemih enaka.
Ceprav ju Einstein ni navedel kot osnovni naceli, posebna teorija
relativnosti privzame Se naceli o homogenosti ¢asa ter homogenosti
in izotropnosti prostora. Prvo pravi, da ima ¢as enake lastnosti, kot
jih je imel v preteklosti in jih bo imel tudi v prihodnosti. Drugo
nacelo isto lastnost priredi tudi prostoru ter doda, da ima prostor
enake lastnosti v izbrani smeri, kot tudi v drugih smereh.

Nova nacela so predstavljala pobudo za uvedbo nove transforma-
cije, s katero podamo koordinate in ¢as v nepospeSenem opazoval-
nem sistemu S’, ¢e poznamo koordinate in ¢as v nepospesenem ko-
ordinatnem sistemu S. Ceprav je izhodisce oblikovanja nove trans-
formacije predstavljala Galilejeva transformacija, ki je uspesna pri
opisovanju gibanj teles z majhnimi hitrostmi, se je Einstein uprl na
ugotovitve Hendrika Antoona Lorentza. Njegovo transformacijo je
Einstein izpopolnil, do danes znane Lorentzove transformacije

VoL

/

t 270(75—0—0)
2 = (x —wot)
v =y

2=z

)

kjer je vp hitrost opazovalnega sistema S’ glede na sistem S, koefi-
cient vy pa dolo¢a enac¢ba
2
Yo =4/1— U—S .

0
Lorentzova transformacija s svojimi enac¢bami podaja novo poj-
movanje prostora in Casa. Ugotovitev, da se poleg transformiranja
koordinat, transformira tudi ¢as, napeljuje na definiranje novega
pojma. Dogodek je izbran trenutni pojav v neki tocki, ki ga dolo-
¢ajo Stirje podatki: tri koordinate x, y in z ter ¢as t. Lorentzova
transformacija torej dogodku z, y, z, t v nepospeSenem opazoval-
nem sistemu S priredi dogodek z’, ¥/, 2/, t' v nepospeSenem opa-
zovalnem sistemu S’

30
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2.2 Prostor—¢as Minkowskega

Ker v Lorentzovi transformaciji ¢as ne nastopa ve¢ kot zunanji pa-
rameter, ga je smiselno obravnavati kot novo, ¢etrto koordinato.
Za obravnavo posebne teorije relativnosti je torej pripraven Stiridi-
menzionalen prostor, v katerem poleg obi¢ajnih koordinatnih osi x,
y in z nastopa Se ¢etrta koordinata cyt. Ceprav je osnovne zamisli o
Stiridimenzionalnem prostoru podal Zze Albert Einstein, je njegovo
danasnjo podobo leta 1908 izoblikoval nemsko - poljski matematik
Hermann Minkowski.

Prostor—¢as Minkowskega je torej definiran kot stiridimenzionalen
realen vektorski prostor M, pri ¢emer tockam tega prostora ustre-
zajo dogodki. Dogodku ct, x, y, z v prostoru M priredimo $tiridi-
menzionalni vektor ali cetverec:

x=(x1,22,23,24),

pri ¢emer komponenta (27 ) ustreza ¢asovni komponenti ¢etverca,
(9, 23,24 ) pa krajevni komponenti Cetverca.

Medtem, ko za seStevanje in od§tevanje ¢etvercev, ter njihovo mno-
Zenje s skalarjem, veljajo pravila, ki so posplositev pravil za racu-
nanje s trirazseznimi vektorji, zaradi nacela o homogenosti in izo-
tropnosti prostora M, skalarnega produkta ne moremo vpeljati na
obicajen nacin.

Skalarni produkt v M definiramo s predpisom
9(v,w) = viws — vaws — v3W3 — Vawys,

in ga imenujemo Lorentov skalarni produkt. Posebej bomo oznace-
vali Q(v) = g(v,v). Lorentzov skalarni produkt o¢itno ni pozitivno
definiten. V prostoru M namre¢ obstajajo nenicelni vektorji v, za
katere velja Q(v) = g(v,v) = 0. Vektor v = e; + e4 je ocitno ta-
kSen. Zanj namrec¢ velja: g(v,v) = Q(e1) — 2¢g(e1,e4) + Q(eq) =
1 —0—1 = 0. Nenicelne vektorje v, prostora M, za katere velja
g(v,v) = 0 imenujemo nicelni ali svetlobni vektorji. Smisel taksnega
poimenovanja bo razviden v nadaljevanju.

Vektor v prostora M, za katerega je Q(v) enak 1 ali -1, imenujemo
enotski vektor prostora M. Bazo { ey, es, €3, e4 } prostora M, med
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2 Lorentzovi stozci

seboj ortogonalnih enotskih vektorjev imenujemo ortonormirana
baza prostora M.

Ob kratkem premisleku se nam zastavi vpraSanje ali obstaja baza
nicelnih vektorjev prostora M. Naslednji zgled nas prepric¢a v ob-
stoj taksne baze.

Zgled 1. Naj bodo u = e; +e3, v = €1 +e3, w = e] + €4 in
z = e —eg. Ker velja Q(u) = Q(v) = Q(w) = 9Q(2) =0, so u,v,w
in z nicelni vektorji prostora M. Hitro se lahko prepri¢amo, da so
u,v,w in 2z tudi linearno neodvisni in zato predstavljajo nic¢elno
bazo prostora M.

Seveda pa ne obstaja ni¢elna baza prostora M, katere bazni vek-
torji bi bili paroma ortogonalni. Velja namrec

Izrek 2.1 Nicelna vektorja v in w € M sta ortogonalna natanko
takrat, kadar sta vzporedna, tj. ko obstaja tak t € R, da velja v =
tw.

Dokaz: Vektorja = in y € M zapiSimo v obliki v = a+ z in w =
6 + vy, kjer sta « in 3 Casovni, x in y pa krajevni komponenti
pripadajocih ¢etvercev. Po definiciji Lorentzovega produkta sledi

g(v,v) =a? - (z,x),

g(w,w) = B> = (y,y),

pri ¢emer je (.,.) obicajni skalarni produkt. Ker sta v in w po
predpostavki nicelna vektorja, sledi o = £||z || in 8 = %||y]|.
Zaradi ortogonalnosti v in w velja

0=yg(v,w) =glatz,f+y) =af—(z,y) ==£|[z[lyll-(z,y).

Ker je ||z ||-||y]| = | (x,y)]|, po Cauchy-Schwarzu sledi y = tz,
za nek t € R. Lo¢imo primera

() v=llzll+z, w=t||z| +to.

Ker je g(v,w) = t||z | Ft(z,z) = Ft)||z]>=0, sledi
w=tl|lz||+tz=1t(||z||+ )=t

(i) v=|lz]|| —x, w=t|z]|| ttz.
Ker je g(v,w) =t||z|* £t (z,z) = (t£t)||z]* =0, sledi
w=tllz||—te=t(|z]||—2z) = tv.
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Dokaz implikacije v nasprotni smeri je ociten. Ce je namre¢ v = tw,
sledi
g(v,w) = g(tw,w) =t g(w,w) =0,

zaradi nic¢elnost vektorja w. a

V nadaljevanju si nekoliko podrobneje oglejmo zvezo med poljub-
nima dogodkoma. Naj bosta z in zg taksna razli¢na dogodka, da
je vektor v = x — xg, med dogodkoma zg in x, nicelen oziroma
svetloben. Fiziki za taka dogodka pravijo, da sta v razmiku sve-
tlobnega tipa. Ob upostevanju nacela vzrofnosti (ucinek sledi v
Casu svojemu vzroku ), bi zanju veljalo: ¢e dogodek z ustreza iz-
sevanju bliska v dani tocki (vzrok), potem dogodek z( ustreza
sprejetju bliska v neki drugi tocki (ucinek ). Ce dogodkoma z in xg
v poljubni ortonormirani bazi prostora M, priredimo pripadajoca
Cetverca r = (xl, I9o,x3,T4 ) n o = (xlo, 20, T30, T40 ), sledi

(z1 —3310)2— (332—5620)2—(5U3—$30)2—(134—3340)2 =0.

Zaradi podobnosti zgornje enacbe z enacbo stozca v R?, imenujemo
mnoZico, definirano s predpisom

Ps(zo) ={z € M; Qx —x9) =0}

svetlobni ali nicelni stoZec prostora M v tocki zg. Stozec Pg(zo)
torej vsebuje vse tiste dogodke prostora M, ki so s svetlobo vzro¢no
povezani z dogodkom zg. Dogodku x € M, ki je s svetlobo vzro¢no
povezan z dogodkom xg, priredimo svetlobni Zarek. Svetlobni Zarek,
prirejen dogodkoma z in xg je definiran s predpisom

Rm,xo:{$0+t($_l‘0);t€R}.

Opomba: Na sliki svetlobnega stozca Pg(xq), je krajevni kompo-
nenti 23 prirejena vrednost 0.

Trditev 2.2. Ce je Q(x — zg) = 0, potem velja
Rx,mo = R:vo,:v .
Dokaz: Naj bo v € Ry 4,. Obstaja torej tak ¢ € R, da velja v =

z+t (zo—x), oziroma v—x =t (zo—x). Ker je Q(v—z) = Q(t (zo—
z)) =t? Q(zo—1x) = 0, obstaja tak k € R, da je 0 = k? Q(z—z0) =
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Svetlobni stozec Ps(xo)

Q(k (x—xzp)) = Q(v—10). Od tod sledi v—xz¢ = k (x —z0), oziroma
v=xzo+k(x—20) € Rap-

Obratno inkluzijo dobimo z zamenjavo vloge elementov z in xg. O

Svetlobni stozec je torej unija svetlobnih zarkov prirejenih dogodku
ZQ-

Izrek 2.3. Naj bosta x in xg razlicna dogodka, za katera velja Q(x—
xg) = 0. Potem velja

'Rxo,x = 'Ps(xo) N Ps(x) .

Dokaz: Naj bo z = zg + t(x — x9) € Rayp Ker je z —zg =
t(x — xo) in Qxr — xp) = 0, sledi z € Pg(xp). Analogno je, po
trditvi 2.2., 2 € Pg(z). Sledi torej 2 € Psg(zg) N Pg(x), oziroma
Raoz € Ps(xg) N Ps(x).

Naj bo z € Pg(zg) N Ps(x). Potem so vektorji z — x, z — x in
x — xp nicelni, tj. Q(z — ) = Q(z — xg) = Q(z — x9) = 0. Ker je
z—x0=(2—2x)—(xog—2x), velja 0 = Q(z—x¢) = Q(z—x) —2g(z —
z, 10 —x) + Qwg — x) = —2¢(2 — x,x9 — x). Ce je z = x, sledi
2 € Rapz- Ce pa z # x, zaradi ortogonalnosti z — x in g — x, po
izreku 2.1., obstaja tak t € R, da velja z — x =t (zg — ). Od tod
sledi z =2 +t(z9 — ) € Ry e, 0ziroma Pg(xg) N Ps(z) C Rag,z-

d

Oglejmo si sedaj Se poljubna dogodka z in xq, za katera velja Q(x—
xo) > 0 ali Q(x — zg) < 0.

Ce za dogodka z in xg velja Q(x — x¢) > 0, pravimo, da sta v
razmiku c¢asovnega tipa. Taka dogodka sta lahko vzrocno povezana s
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pojavom, ki potuje pocasneje kot svetloba. Prvi dogodek ustreza na
primer prehodu delca mimo dane tocke (vzrok ), drugi pa prehodu
delca mimo druge toc¢ke (ucinek ).

Ce za dogodka z in xg velja Q(z — z¢) < 0, pravimo, da sta v
razmiku krajevnega tipa. Taka dogodka ne moreta biti vzro¢no po-
vezana, saj bi zanju veljalo, da se v danem trenutku zgodita v
razliénih tockah. Do danes pojava, ki bi bil hitrejsi kot je svetloba
Se nismo spoznali.

Izrek 2.4. Naj bo v = o + x vektor casovnega tipa in w = 3+ y
vektor svetlobnega ali casovnega tipa; o in B sta pri tem casovni, x
m y pa krajevni komponenti cetverca. Potem velja ena od moznosti

(1) af >0, od koder sledi g(v,w)> 0 ali

(1) af <0, od koder sledi g(v,w)< 0.
Dokaz: Po predpostavki je g(v,v) = o® — (x,2) > 0 in g(w,w) =
B2 —(y,y) > 0. Ker je a? > (z,x) in %2 > (y,y) sledi (aB)? >
(z,2) (y,y) > (x,9)% Od tod sledi |af| > |(=,y)|, oziroma
af # 0. Denimo, da je a8 > 0. Potem je aff = |af| > |(z,y) | >
(z,y). Od tod sledi g(v,w) = af — (x,y) > 0. Po drugi strani
za aff < 0 velja —af = |af| > [(z,y)| > —(z,y). Ker je
g(v,w)=af —(x,y) <0, sledi g(v,w) < 0. 0

Posledica 2.5. Naj bo v = a+ = od nic razlicen vektor. Denimo,
da je pravokoten na vektor w = 3 +y, ki je casovnega tipa. Potem
je v krajevnega tipa.

Dokaz: Vektor v je lahko casovnega, svetlobnega ali krajevnega
tipa. Ce je v casovnega ali svetlobnega tipa, po izreku 2.4 sledi, da
je g(v,w) # 0. Ker je po predpostavki g(v,w) = 0, preostane le
tretja moznost. Vektor v je krajevnega tipa. O

Oznacimo z 7 mnozico vseh vektorjev ¢asovnega tipa prostora M.
Na mnozici 7 definirajmo relacijo ~ s predpisom

u,vET i u~v <= g(u,v)>0.

Pokazimo, da je ~ ekvivalen¢na relacija, ki podprostor vseh vek-
torjev Casovnega tipa razdeli na dva ekvivalen¢na razreda.

o refleksivnost : sledi iz definicije ¢asovnosti
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 simetri¢nost : sledi iz simetri¢nosti Lorentzovega produkta

e tranzitivnost: Naj bo v ~ w in w ~ wu. Pi§imo v = =z + a,
v=y+p0inu=z+7v Kerjev ~ w, po definiciji sledi
(z,y) <afin —(z,y) < |af|. Odtod sledi 0 < af + |af]|,
oziroma «f > 0. Po analognem sklepu dobimo (v > 0. Ker
imajo « in § ter § in  paroma iste predznake sledi, da imata
tudi « in 7 isti predznak. Velja torej ay > 0. Ker je (z,z) <
[l [yl <Tellv]=ay]=ay, sledi v ~wu.

Vektorja v =1+ 0 in w = —1 + 0 sta oc¢itno casovnega tipa. Ker
je g(v,w) = =1 < 0, velja 0+ 1 o¢ 0 — 1. To pa pomeni, da sta
ekvivalen¢na razreda, na katera ~ razdeli prostor M, vsaj dva.
Naj bodo u,v in w vektorji ¢asovnega tipa. Denimo, da lezijo v
razlicnih ekvivalen¢nih razredih. Njihove ¢asovne komponente so
potem bodisi pozitivne bodisi negativne. Ker so vektorji trije, se
vsaj dva (naprimer u in v) ujemata v predznaku ¢asovne kom-
ponente. Po izreku 2.4 je tedaj g(u,v) > 0, kar je v protislovju s
predpostavko, da u in v lezita v razli¢nih razredih.

Ekvivalen¢ni razred ¢asovnih vektorjev s pozitivno ¢asovno kom-
ponento ozna¢imo s 77, razred z negativno ¢asovno komponento
pas 7. Za vsak xg € M definirajmo mnozice

PT(xo):{a?€M§ Q<$—x0)>0},

P;(l‘()) ={z;z—20€7"}=Pr(xe)N7",
Pr(zo) ={z;x—20€7 } =Pr(zo)N71"
in dokazimo naslednjo

Trditev 2.6. MnoZica 73;5(330) je konveksni stoZec glede na xg,
oziroma P (0) je konveksni stoec v obicajnem smislu.

Dokaz: Ker je P (0) = {a+x; ||z|| < a}, za poljuben pozitiven
A velja
Dl = Al ]| < A

Torej je Aa + Az € P (0). Cestaa+zin f+y € P (0), velja
l|z|| <ain ||y]| < 8. To pomeni, da je

lz+yll <llzl[+]lyll <o+,
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Casovni stozec Pr (z0)

od koder sledi (o + 8) + (z +y) = (a+2) + (B+y) € P£(0). O

Analogno bi pokazali, da sta tudi Py (zg) in Pr(zg) stozca. Stozec
Pr(zo) imenujemo casovni stoZec, stozec Py (wo) stozec prihodnosti
in stozec Py (o) stoZec preteklosti.

Casovni stozec Pr(xo) je torej notranjost svetlobnega stozca Pg(xo).
Notranjost tega stoZca po eni strani zajema tiste dogodke, ki so
mogoca preteklost dogodka xg, stoZzec P (xo), po drugi strani pa
dogodke, ki so mogoc¢a prihodnost dogodka xq, stozec 77;5 (z0).

Ce analogno, kot smo to storili za ¢asovni stozec, tudi svetlobni
stoZec zapiSemo kot unijo P (zo) in Pg (z0), stozec Pd (z¢) ustreza
dogodkom, do katerih bi lahko prispel svetlobni blisk, ki bi bil
izsevan v danem trenutku, stozec Pg (xo) pa dogodkom, v katerih
bi morali biti izsevani svetlobni bliski, da bi dospeli do danega
dogodka.

Ce smo dogodkoma svetlobnega stozca ali njegove notranjost lahko
priredili pojav, za zunanjost tega ne moremo storiti. Zunanjosti
svetlobnega stozca namre¢ pojavi, ki izhajajo iz danega dogodka,
ne morejo doseci.

2.3 Lorentzova grupa

Naj bosta x in y poljubna dogodka prostora M. Definirajmo mno-
zico Lorentzovih transformacij s predpisom

Lo={AcGLsR); g(Az, Ay) = g(x,9) } -

Trditev 3.1. MnoZica Lg je grupa.
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Dokaz: Matrika A = I je oc¢itno element L.
Vzemimo A in B € Lg. Potem velja
9(ABz, ABy) = g(A-Bz, A-By) = g(Bz, By) = g(z,y),

od koder sledi AB € Lg.

Naj bodo A € Lg in x,y € R*. Potem obstajata v in v taka, da
velja Au = x in Av = y. Ker je

g(A™ e, ATy) = g(u,v) = g(Au, Av) = g(,y),
sledi A= € L. O
Opomba : Lorentzov skalarni produkt lahko pisemo tudi v obliki
9(u,v) = (Ju,v),
kjer je
1 0
0 -1 0 O
0 0 -1 0
0o 0 0 -1

j:

in (.,.) obi¢ajni skalarni produkt v R*.

Trditev 3.2. Denimo, da A € GL4(R) ohranja Lorentzov skalarni
produkt. Teday je
A*TA=JT,

kjer je A* obicajno adjungiranje.

Dokaz: Ce je g(Au, Av) = g(u,v), je zaradi zgornje opombe
(JAu, Av) = (A" T Au,v) = (Ju,v) .

Od tod o¢itno sledi A*JA = T. O
Trditev 3.3. Ce je A € GL4(R) Lorentzova, je Lorentzova tudi
A*.

Dokaz: Vemo ze, da je A*JA = J. Ker je J? = I, sledi
AT =JA ' = JAT=J°A" =A"".
Od tod je
JAT? =A"T = JA =A7'T,
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oziroma AJA* = AA'J = 7. Od tod sledi A* je Lorentzova. O

Trditev 3.4. Matriko A € Lg pisimo v obliki
a T
y M|’
kjer je M € GL3(R), z,y € R in a € R. Potem velja
(i) MM=I+x2z, MM*"=I4+yQ®uy,
1 1
(ii) y=-—-Mzx, x=—M"y,
a a

(iii)  o® =1+ z|?,
() Nlzl[=yll <lal.

Dokaz: Ker je A € Lg, velja A*JA = 7, oziroma

sl S0 sl o)

a -y a x| (1 0

z M| |y M| |o —1|°
Iyl ax-My ]_[1 0
ar— My z@x—-MM| |0 —I|’

kjer x ® x pomeni tenzorski produkt vektorja x, oziroma izraz,
za katerega velja (z ® z)v = (v,z)z. Od tod direktno sledita

enakosti 1
r=—Mvyino®=1+|z]?.
a

Ker je tudi AT A* = J, podobno kot prej sledi

a? — |z ay — Mz (1 0
ay— Mz yQy-MM*| |0 —I|’

od koder je
1
y==Mz in o®> =1+ ||y|]?.
Q@

Od tod sledi
fz|l =1yl <l

n

MM =I4+yy, MM =1+z®x.
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Trditev 3.5. Vedno velja o > 1 ali o < —1.
Dokaz: Trditev je direktna posledica tocke (iii) prejsnje trditve. O
Trditev 3.6. MnoZica

[0 X
Loy =A{ [y M}Gﬁc,aZl}

je podgrupa, ki jo imenujemo grupa Lorentzouvih transformacij, ki

ohranjajo cas.
Dokaz: Matrika

I - 1 0

oo
je ocitno element Lg..
Naj bosta A, B € Lay in a, 3> 1. Ce A in B zapigemo kot

a2 B u
=5 ] o=l 3]

velja

AB— |® ® B uw| [af+(x,v) au+ Nz
|y M| |v N| | By+Mv MN+yQu| '’

Kerje | (z,0) | < lloHlv]l < ||| 8] = o, sledi {z,v)+a 3 > 0.
Od tod po trditvi 3.5 sledi AB € L. Inverz elementa

O O
y M J —x M*|
Od tod za vsak A € Ly sledi A™! € Lg,. 0

Opravi¢imo ime grupe Lg4, grupe Lorentzovih transformacij, ki
ohranjajo ¢as. Naj bo v = t 4+ u vektor Casovnega tipa s pozitivno
¢asovno komponento. Potem je vektor v € 77;5 , za katerega velja
t>||ul|]. Ker je

o] L=l
sledi

at +(z,u) > allul| + (z,u) > allu]| = [(z,u) ] =
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> allull = [[z|[[lu]l = (a=[[z[)[w]] >0
in
Ity + Mul]? = ||y | + 2t (M"y,u) + (M*Mu,u) =
=t (a® —1)+2ta{z,u) + (u+ (u,z)z,u) =
=t — 2 2ta (u, )+ ||u| P4 (u,2)? < 2+ (z,u)’+
+2at (z,u) = |[at + (z,u) |,
oziroma

at + (z,u) > ||ty + Mu|]|.

Elementi grupe Lg4 torej ohranjajo pozitivnost casovne kompo-
nente vektorjev Casovnega tipa. Analogno pokazemo, da ohranjajo
tudi negativnost ¢asovne komponente. Vzemimo poljubna dogodka
¢asovnega tipa v; in vo ter njuni ¢asovni komponenti ozna¢imo z t;
in t5. Ce za dogodka vy in v velja, t; > to, potem tudi za dogodka
v} in v}, kjer je v} = Avy in vh = Avg ter A € L, velja t] > ).

Trditev 3.7. Ce je A Lorentzova transformacija, je
det(A) e { £ 1}.

Dokaz: Ker je A*JA = J in det(A) = det(A*) sledi
det(A)? det(J) = det(J) = —1,

od koder dobimo det(A)? = 1, oziroma det(A) = +1. 0

Trditev 3.8. Naj bo Lgi+ = {A € Loy ; det(A) = 1}. Tedaj je
LG4+ grupa, ki jo imenujemo grupa pravih Lorentzovih transfor-
maciy).

Dokaz: Lai+ = Lo+ N{A € GLy(R); det(A) = 1}. Ker je de-
terminanta multiplikativna, je druga mnozica jedro homomorfizma
det : GL — R, torej je podgrupa. Ker je presek dveh podgrup
tudi podgrupa, je LG4+ podgrupa v GL. O
Trditev 3.9. Matrika M v Lorentzovi transformaciji je unitarna
natanko tedaj, ko je x =y =0 in a = +1. MnoZica

Lr={ [(1) ]\04] cMM* =1 indet M =1}
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je podgrupa grupe pravih transformacij Loy . Imenujemo jo grupa
Lorentzovih rotaciy.

Dokaz: 7Z enostavnim rac¢unom lahko preverimo, da je matrika
+1 0
0o M|’

pri M*M = I, Lorentzova.

Po drugi strani, po tocki (i) trditve 3.4 sledi, da je z = 0. Po tocki
(ii7) je potem a? = 1, oziroma o = +1. Po (i) je tudi y = 0.

Da je Lg grupa, je o€itno. O

2.4 Splosni Lorentzovi stozci v R"”

V nadaljevanju si nekoliko podrobneje oglejmo posplositev ugoto-
vitev prejinjega razdelka na n-dimenzionalen prostor R x R™~L.
Podobno kot smo v prostor-¢asu Minkowskega definirali Lorent-
zov skalarni produkt, definirajmo v R x R"~! bilinearno formo s
predpisom

g(v,w) = viwy — Vawg — ... — VW, .

Zapisimo elementa v in w prostora R x R~ v obliki v = a + x
inw=p+y, kjer stax = (xo,23,...,2,) In Yy = (Y2,Y3, .-, Yn )-
Komponenti x in y imenujemo krajevni komponenti, o in 3 pa ca-
sovni komponenti vektorjev v in w. Zgoraj definirano formo lahko
zapiSemo v obliki

g(v,w) = af = (z,y),

kjer je (.,.) obi¢ajni skalarni produkt v R"~!. Tako definirano bi-
linearno formo imenujemo tudi splosni Lorentzov skalarni produkt.

Naj bo
L(n)={v;g(v,v)>0ina>0}={z+a;a>|z|}.

V prejsnjem razdelku smo dokazali, da je L£(n) za n = 4, odprt
konveksen stozec. Podobno bi lahko pokazali, da je za vsak n > 2,
mnozica £(n) odprt konveksen stozec, ki ga imenujemo pozitivni
Lorentzov casovni stoZec ali stoZec prihodnosti.
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Pokazimo najprej naslednjo
Trditev 4.1. Vsak Lorentzov stoZec L(n), n > 2, je sebi dualen.

Dokaz: Stozec L£(n) = L je sebi dualen, ¢e velja

L=L={v;{v,w)>0,YVwe L\{0}}.

Pokazimo najprej, da je £ C £*. Najbo a+z € Lin B +y € L\0.
O¢itno je 3 > 0. Ce bi namreé¢ veljalo 0 = 8 = lim, .o 5 in
y = limy, oo Yn, Kjer B, + yn € L, bi zaradi ||y, || < 0, sledilo
y = 0. To pa je protislovje s predpostavko, da je 8+ y # 0. Zaradi
Cauchy - Schwartzove neenakosti sledi

() = Tim [ (2,n) | < T [|2]]- ]|y ]| < [|2]] 5.

n—oo

Od tod je

(ataz,f+y)=af+(zy)>af—[[z|[llyl| = af - ||z]| 5=

= (a—|lz[)s>0.
To pomeni, da je a +x € L*.

Pokazimo 8e, da je £L* C L. Najbo f+y € L*. Kerje1+0 € L,
mora veljati (344,14 0) = 3 > 0. Ce je y = 0, je inkluzija
ocitna. Ce je y # 0, poglejmo nenicelni element lyll — vy, ki je
limita elementov oblike ||y ||+ < —y € £. O¢itno je torej ||y || —y
element zaprtja L. Ker je §+ y € L*, mora veljati

0<{B+yllyll=y) =yl (B-IlylD,

od koder sledi # — ||y || > 0, oziroma ( > ||y ||. To pa pomeni, da
jefB+yel. O

Na povsem podoben nadin, kot smo to storili v R*, definirajmo
mnozico Lorentzovih transformacij s predpisom

Lo={AcGL,(R); g(Az, Ay) = g(x,y) }.

V nadaljevanju bomo za Lorentzove transformacije ponovno upo-
rabljali blo¢ni zapis

a

[y M ] ’
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2 Lorentzovi stozci

kjer so M € GL,_1(R), a € R ter z,y € R"~!. Analogno kot v
R* definiramo tudi grupo Lorentzovih transformacij, ki ohranjajo
¢as, grupo pravih Lorentzovih transformacij in grupo Lorentzovih
rotacij.

Trditev 4.2. Naj bo A € Lgy in s > 0. Potem sA ohranja Loren-
tzov stoZec.

Dokaz: Naj bo v € L. Pokazati zados¢a, da sAv € L. Ce v zapiSemo
v obliki v = 3 + w sledi

sl @ Bl  [saf+s(x,u)
y M| |u| | sBy+sMu |~
Od tod sledi
saff +s(x,u) > sallul|l+s(z,u) > sallu|| - s (z,u)| >
zs(allull =z [lull) =s(a=[[z])u]] >0.
Ker je, upostevajo¢ trditev 3.4
|| 5By + sMu||? = s26%|y ||* + 253 ( M*y,u) + s ( M*Mu,u) =
= 5232 (a? = 1) +2safB (z,u) + s*(u+ (u,z)z,u) =
=520’ — 5° 0% 4+ 2508 (u, ) + || u|]® + s*(u,2)?,
ter velja s > s||u|l, sledi
s2a?f? — 262 + 2saf (u,x ) + $%||ul)? + s*(u,z)? < s2a? B+
+ 5% (z,u)? + 2saf (z,u) = ||saf + s (z,u) .
Od tod torej sledi
saf +s(z,u) > s|| By + Mull,

oziroma sA ohranja Lorentzov stoZzec. a

Trditev 4.3. Lorentzov stoZec je homogen. Dokaz: Ker je mnoZica
avtomorfizmov grupa, zados$¢a pokazati da lahko element 1 + 0 €
L(n) s primernim avtomorfizmom premaknemo v vsak drug ele-
ment §+wv € L(n). Na osnovi izreka 4.2 bomo avtomorfizem iskali

v obliki
a x
T=s [y M] ,
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Splosni Lorentzovi stozci v R" @ 2.4

kjer je s > 0 in matrika predstavlja Lorentzovo transformacijo s
pozitivnim a. Ker je 4 v iz stozca, je > |[v]|. Ceje T(1+0) =
B + v, je o¢itno sa = [ in sy = v. Ker mora veljati ||z || = ||y ||
(glej trditev 3.4), je smiselno vzeti kar x = y = %fu. S pomocjo
trditve 3.4 lahko izra¢unamo tudi s. Ker velja a? = 1+ ||z ||?, je
s2a? = 2 4+82%|| 2 ||? = s2+52|| y ||?. 1z zgornjih zvez sledi s2a? = 3?
ter s2||y||> = ||v]|*>. Od tod sledi s> = $% — ||v||?. Definirajmo
torej s = /3% —||v]||?, kar je smiselno zaradi 3 > ||v|]. Videti
moramo samo Se, da lahko pravilno izberemo tudi M. Po trditvi
3.4 mora veljati M*M = MM* =1 + S%v@v ter Mx = M =
%MU = ay = Sv, oziroma Mv = av. Takih matrik je najbrz vec,
zato je smiselno poiskati M z nastavkom M = [ 4+ vv ® v. Tedaj
je M = M*, in dobimo pogoja:

M2=I+Sl2v®v,
Mv=av.
Najprej dobimo
M =(I+~vv@v)l=I4+2yv@v+~?|v|Pvov=

=I+(2y+vIP)vewv.
Od tod sledi L
_ 2 2
S =247l

kar je kvadratna enacba za . Njena reSitev je v = B=s_ Ce
dobljeno vrednost vstavimo v izraz Mwv, dobimo

Mv = Iv+7||v]?v=(1+]|v]?)v=
p—s B
S

)v:gv:ow,

= (1+

kar pomeni, da izbrani M zadosca tudi drugi enachi. Iskani avto-
morfizem Lorentzovega stozca, ki element 1 + 0 preslika v G + v
ima torej obliko

8 v
ST B

S
B—s B—s )
s I+WU®U v sI—l——HUHQ”u@v

kjer je s = /32 — || v || 0
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2 Lorentzovi stozci

Iz dokaza razberemo Se eno zanimivo lastnost avtomorfizmov Lo-
rentzovega stozca v primeru, ko je § = 1 in v = 0. To lastnost
lahko zapisemo v obliki

Trditev 4.4. Naj bo T : R® — R"™ avtomorfizem stozca L(n), ki
slika element 140 vase. Tedaj je T unitarna (v obicajnem smislu )
preslikava.

Dokaz: Pisimo T v obliki

=[5
Iz pogoja T(1+0) = (1+0) sledi @ =1 in y = 0. Ce preslikava
o 5]
0 M
ohranja Lorentzov stozec, mora elementa ||z ||+ x ter ||z || — z, ki

lezita na robu stozca, ponovno preslikati na rob stozca ( glej trditev
1.4.1). To pomeni

[!IxIIJerIIT , [lel—llfv!q € aL(n),

Mz —Mz
oziroma
||+l = || Mzl
Izl =1zl = - Mz|| = Mz]|.

Od tod sledi ||z ||+ ||z |2 = ||z || = || 2 ||, oziroma 2 = 0. Ce torej
preslikava

1 0

0 M
ohranja Lorentzov stoZec, mora preslikati element || z || + z v ele-
ment || z || + Mz na robu stozca. Od tod sledi || z || = || Mz ||, kar
pomeni, da je M unitarna matrika na R”~'. Od tod oé¢itno sledi,
da je

1 0

0 M
unitarna na R". O

Trditvi 4.2 in 4.3 pomenita, da je Lorentzov stoZec simetric¢en.
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Splosni Lorentzovi stozci v R" @ 2.4

V prostoru R x R"~! definirajmo formo s predpisom

v, w) =vw=(a+z)(f+y)=ab+(z,y)+ay+pz.

Pokazimo, da je zgoraj definirana forma bilinearna z enoto 1 + 0.

Naj bodo vy, v9,w; in wo poljubni elementi prostora R x R*~! in
a, b, c in d poljubna realna Stevila. Potem velja

d(avy + bvg, wy) = ¢(alar + x1) + blag +v2), 01 +y1) =
= (a1 + b))y + (axy + bz, y ) +
+ (aaq + bag)y + Pi(azxy + bxg) =
= a1/ + a{x1,y1) + aaryr + Praxy +
+bag By + b(x2,y1 ) + basyr + Prbre =
=a¢(an + 1) +bo(ag +x2) =
= ad(vi,wr) + bp(va, wa)

n

é(v1, cwr + dwz) = ¢(ar +z1,¢(B1 +y1) +d(B2 + y2)) =
= aq(efy +dpa) + (x1,cy1 + dya ) +
+ai(eyr +dy2) + (cfr + dB2)r1 =
= ca1B1 + c(x1,y1) + caryr + ¢z + dag fr +
+d{r1,y2) + darye + dfBexy =
=co(an + 21,01 +y1) +d (o + 21, B2 + y2) =
= co(vi,wr) + d (v, ws) .

Ker velja (140)(a+x) = a+x je element 1+0 enota. Na ta nacin
smo R” opremili v strukturo algebre z enoto. To algebro bomo
oznacevali z Lor(n) in jo imenovali Lorentzovo algebra dimenzije
n. Njeno zvezo z Lorentzovim stoZzcem podaja naslednja

Trditev 4.5. MnoZica {v?;v € R x R"1} je natanko zaprtje
Lorentzovega stoZca.

Opomba: Zaprtje Lorentzovega stozca je L = {a+x; a > ||z|}.
Dokaz: Naj bo v = a + x. Potem je

v’ =(a+z) =a®+||z|]*+20x.
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2 Lorentzovi stozci

Ker je

120z || = 2] a||lz|| < o® + |z,
sledi (o +x)? € L. Ce je ||2az|| = a® + ||z ||?, v lezi na robu
stozca L.

Naj bo B+y € L. Tedaj je 8 > ||y ||, od koder sledi 5% —|| y||*> > 0.
[§¢emo taka a in z, da bo (a+2)% = B+ y. Ker je (a+2)% =
o? + ||z ||> + 2az, sledi a® + ||z|]? = B in 2az = y. Od tod
zaradi 2af|x || = ||y || sledi 4a* — 4802 + ||y ||?> = 0, od koder je

B 1yIP). Ker je 8> 0in B — ||y|2 > 0 sledi
a? > 0, oziroma « je lahko realen. Od tod z := % Y. Ce je a =0,
potem sledi y = 0 in = izberemo tako, da velja ||z ||*> = 3. O
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3 Sieglovi stozci

3.1 Kvaternioni in pozitivne matrike

V naslednjem poglavju bo predmet posebne obravnave stozec po-
zitivnih matrik na realnih, kompleksnih in kvaternionskih prosto-
rih. Medtem, ko je vpeljava pojma Lorentzovega stoZca povezana z
obravnavo posebne teorije relativnosti, je pojem stoZca pozitivnih
matrik povezan s studijem problemov kvantne mehanike. Pobudo
za Studij stozcev pozitivnih matrik je podal nemski matematik C.
L. Siegel s proucevanjem modularnih form v teoriji stevil. Taki
stozci so lahko zgrajeni iz realnih, kompleksnih ali kvaternionskih
matrik. V nadaljevanju si nekoliko podrobneje oglejmo prostor kva-
ternionov.

Prostor kvaternionov H definiramo kot direktno vsoto prostorov R
in R3, kar zapiSemo
H=RoR>.

Vsak kvaternion, element prostora H, torej lahko enoli¢no zapisemo
kot
h=a+wv,

kjer je « € R in v € R3. Komponento « imenujemo skalarni del,
komponento v pa vektorski del kvaterniona h.

Prostor H lahko interpretiramo kot vektorski prostor R*, opremljen
z produktom kvaternionov, definiranim s predpisom

hihe=(a+v)(f4+w)=af+aw+Pv+v-w,
kjer je
veow=—(v,w)+vxXw

in (v,w) pomeni obi¢ajni skalarni, v X w pa obi¢ajni vektorski
produkt v R3.

Cetverka {1,1,7,k } predstavlja bazo prostora kvaternionov. Tro-
jica {1, j, k } predstavlja standardno ortonormirano bazo prostora
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3 Sieglovi stozci

R3. Oglejmo si kavaternionske produkte nekaterih baznih vektor-
jev.

= —(i,i)+ixi=—1+0,
. . ey
ji=—=(5Ji)+ixj=-1+70,
kk=—(kk)+kxk=—-1+70,
ij=—(i,j)+ixj=0+k,
Ji=—(j,i)+jixi=0—k.

Ce izra¢unamo ge preostale produkte, sledi tabela mnozenja:

14§k
111 i j &k
ili -1k -

jlj -k -1 i
klk j -i -1

Ocitno je produkt kvaternionov nekomutativen. Pokazimo, da je
produkt kvaternionov asociativen. Naj bodo p=a+u, ¢q=F+v
in h =~ + w € H. Oglejmo si naprej produkt p (gh).
p(gh)=(a+u)[(F+v)(y+w)]=

= (a+u)[By+Pw+qv—(v,w)+vxw]=
afy—al{v,w)+ afw+ayv+a(vxw)+

+ 0yu — (v,w)u+u- (fw+yv+vXw)

= aBy—{a{v,w)+B{uw)+7(uv)}+
+{afw+ayv+pyul+{a(vxw)+p(uxw)+
+y(uxv)}—(v,w)u—(u,vxw)+ux(vxw).

Analogno izra¢unamo e produkt (pgq) h.

(pg)h=[(atu)(f+v)](v+w)=
=laf+av+Pu—(u,v)+uxv](y+w)=
= afy =y (u,v) + afw — (u,v)w+ ayv +
+0yu+y(uxv)+(av+pPutuxv) w=
— afy— {a{v,w) + 6w w) + (wv)) +
+{afw+ayv+pyult+{a(vxw)+p(uxw)+
+y(uxv)}—(u,v)yw—(uxv,w)+(uxv)Xw.
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Kvaternioni in pozitivne matrike = 3.1
Za dokaz asociativnosti torej zadosca pokazati enakost

—(vyw)u—(u, v Xxw)+ux(vxw)=

=—(u,v)w—(uxv,w)+(uxv)xXw.

Ce upostevamo, da je
ux(vxw)=(vw)v—(w)w, (uxv)xw=(uw)v—_(uv)w
in

(u,vXxw)=(uxv,w),
zgornja enakost oCitno drzi. Produkt kvaternionov je torej asocia-
tiven. Definirajmo konjugacijo * s predpisom

(a4+v) ' =a—-v

in pokazimo, da velja

(1) (hi+h2)" =hy+h;,

(i) (rh)* =rh* ,Vr e R,

(w2d) (R7)* =

(iv) (hihy)* = h*h*

Naj bo hy = a4+ v, hg = 3+ w in r € R. Potem je

(i) (hi+h)" (oz—l—ﬂ) (v+w))' =(a+8)—(v+w)
0)+(B—w)=hl+hj.
r(a—i—v)) (ra+rv)" =ra—rv
(a—wv)=rhj
(a+v)) = (a—v)" = (a—(-v))
a+v=nh.
(af+aw+ pv—{(v,w)+vxw)*
((af = (v,w))+ (aw+pv+vxw))"
((af — (v,0)) = (aw+Bv+vxw))
af —(v,w) —oaw — v —v X w
ﬁa—ﬁv—aw—i—( w) X (—v) — (—w, —v)
(6—w)(a—v)=h3hi.

(i) (rh1)*

(
(a
(
(

(i) (h1)*

(iv) ( h1h2 )*
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3 | Sieglovi stozci
V prostoru kvaternionov definiramo normo kot
la+o|?=a®+||v]}?.
Ta norma je inducirana s skalarnim produktom
(a+v,04+w)=ab+ (v,w).
Oglejmo si produkt Ah*, kjer je h € H. Ker je
(at+v)(atv) =(atv)(a—v)=
=’ tav—av—v-v=a’+ (v,v) —vxv=

=’ +|[v[P=latolf

sledi
hh* = h*h = || h|?.

Od tod sledi, da je Wh* inverz elementa h # 0. Vsak nenice-
len kvaternion ima torej inverz. Ker kvaternioni niso komutativni,
tvorijo nekomutativni obseg. Ocitno je kvaternion h € R natanko
tedaj, ko velja h = h*.

V nadaljevanju bomo mnozico H" obravnavali kot desni vektorski
prostor nad H. Definirajmo kvaternionski skalarni produkt

(,) H'"xH"—H
s predpisom
(z,y) =m1y] + 2295 + ... + Ty, -

Pokazali smo, da je x12% = || 21]|? € RT. Analogno je potem tudi
(x,z ) nenegativno realno Stevilo za vsak = € H".

MnozZenje s skalarjem h € H definirajmo kot
- Hx H* — H"

s predpisom

h-x = (hxy,hxe,...,hay).

Ocitno velja
h-(z+y)=h-x+h-y,
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Kvaternioni in pozitivne matrike = 3.1
(h+k)- z=h-z+k- x,
l-z=2x,
k-(h-x)=kh-z,

za vse x,y € H" ter vse h, k € H. Pri tako definiranem mnoZenju s
skalarji o¢itno velja

<hx7y> :h<x7y>

ter
(:r,h'y>:2x2 h-y; )* szyzh*— ,y)h*.

Poleg tega velja tudi

(z,y)=(y,2)".

Zdaj lahko definiramo tudi linearne preslikave na prostoru H™. Naj
bo torej ¢ : H" — H" neka preslikava na prostoru H'". Za presli-
kavo ¢ bomo rekli, da je H - linearna preslikava, ¢e velja

oz +y) = o(x) + d(y),

¢(h-x) = h-¢(x),
za poljubna x,y € H" ter h € H.

Podobno kot preslikavam na R™ in C", poskusimo tudi preslikavam
na H" prirediti ustrezne matrike. Ce preslikavi ¢ : H? — H?

priredimo matriko
ho hy
hy hs|’

deluje ¢ na prostoru H? z naslednjim predpisom
h . ha hi| | hh1 + kho
k hy hs| | hhg+khy| "
Trivialno je preveriti, da je tako definirana preslikava H - linearna.

Naj bosta ¢ in 1) preslikavi prostora H? vase, ki jima pripadata ma-
triki H in K. Oglejmo si izraz K(Hq), ¢ € H?. V smislu prej$njega

dobimo
( h ° h2 hl ) o k‘g k?l _
k hy hs ky k3
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3 Sieglovi stozci

|:hh1+kh2:| o |:k2 k‘1:|

hhs + khy ky ks

hhik1 + khoky + hhska + khaks -
hhiks + khoks + hhgks + khaks |

_ h( hiky + hska) + kE( hoki + haks)
h( hiks + hsky ) + k( hoks + haky)

_|h . hoki + hako  hikq1 4 haka
k hoks + haky  hiks + haky |

Ce torej zelimo usklajenost z linearnostjo, moramo produkt matrik
po zgornjem ra¢unu definirati kot

hy hi o ko Kk _ hoki + haks hiky + hsko
hy h3 ky k3 hoks + haky  hiks + haky | -

Analogno postopamo v vigjih dimenzijah. Naj bo torej F € { R, C, H }
in P linearna preslikava na F”. Ce za vsak nenicelen v € F" velja

(P(v),v) >0,

pravimo, da je P pozitivna.

V nadaljevanju si oglejmo nekatere lastnosti kvaternionskih pre-
slikav, oziroma njim prirejenih kvaternionskih matrik. Naj bo H
pozitivna kvaternionska matrika prirejena neki preslikavi na H?2.
Pokazimo, da sta potem elementa glavne diagonale matrike H po-
zitivni realni stevili. Ce torej matriko H zapiSemo v obliki

ho hy

hy hs|’
zaradi desnega zapisa, to pomeni, da sta pozitivna in realna hj in
h4. Ker je H pozitivna, mora za vsak nenicelen v = (ki, ko ) € H?

veljati
(H(v),v) >0,

(lelel ] [n])>o

klhlkf + kzhgki + klhgks + k2h4]€§ > 0.

oziroma

in od tod
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Kvaternioni in pozitivne matrike = 3.1

V prostoru H" neenakost (H(v),v) > 0 pomeni, da je (H(v),v)
realen in nenegativen. Ce torej v zgornjo neenakost vstavimo k1 = 0
in ko = 1sledi hy > 0. Analogno za ko = 0in k; = 1 dobimo h; > 0.

Trditev 1.1 Pozitivne kvaternionske matrike dimenzije 2 so na-

tanko tiste, ki so oblike
h «
ﬂ h* 9

[R|]® < aB.

kjer sta o, B > 0 in velja

Dokaz: Pokazimo najprej, da so pozitivne kvaternionske matrike
dimenzije 2 zgornje oblike. Po prej dokazanem sta hj in hsy realni
Stevili in ju zato lahko piSemo kot h; = « in he = (. Ker za
poljubna kvaterniona k1 = a4+ u in ko = 3 + v velja neenakost

|| ki ||? + kohoki + kihsks + B k2 ||* > 0,
za k1 = 1 in k9 = 1 dobimo
a+ 6B+ hy+hg>0.

Ce zapiSemo ho = vy+win hg =0+z,slediw =z =0ali w = —z,
oziroma he = v+ w in hg = § — w. Pokazimo Se, da je v = 4.
Denimo, da je w = 0. Potem je

kohoki = v (B+v) (a—u)
=v(af+av—pPu+ (u,v)+vx(—u))
= afy+ayv - fyu+y(u,v) +v(uxv)

in

kihsks =6 (a+v)(f—v)
=0(af—av+Pu+(uv)+ux(-v))
=afd —adv— [ou+d(u,v) —d(uxv).

Ker je vsota

kghgk:f—kklhgk;:ozﬂ('y+5)+oz(’y—5)v—ﬁ(’y—5)u+
+(y—=0)(uxv)>0,
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3 Sieglovi stozci

za vsak u,v € R3, sledi
vy=24.

Ce torej pisemo hy = h, potem sledi h3 = h*. DokaZimo Se zadnjo
neenakost. Naj bo k1 = h in kg = t, kjer je t poljubno realno
Stevilo. Ker potem za vsak t velja neenakost

allh|?+ 862 +2||n|t >0,

od tod sledi
AllR|[* = 4aB || h]]* <0,

oziroma

af > |[h]]*.

Dokazimo trditev Se v drugo smer. Naj bo dana matrika

h «
P15 w)
za katero sta a, 3 > 0 ter velja a3 > ||h||?>. Vzemimo poljuben
(a,b) € H2. Po definiciji je potem
(P(a,b),(a,0)) = a|lal* +bha* +ah™b* + B||b|[.
Ker je
| bha™ +ah™b" | < 2|[ah”b" || = 2][a|[-|[b||-]| R ||,
od tod sledi
(P(a,b),(a,b)) > allal>=2||al[-[|o]|-[[]|+B][b]]* >

> allal|® = 2lal|-]|b]| VaB + 86" =
= (Valla||=V/Bllb]])?* > 0.
Matrika P je torej pozitivna. ad

Poleg pozitivnih matrik bodo v nadaljevanju predmet posebne ob-
ravnave tudi simetri¢ne matrike. Te so karakterizirane z enacbo
A* = A. V prostoru kvaternionov je zaradi desnega zapisa tran-
sponiranje definirano nekoliko drugace. Ce je namrec

_|ha M
A=l
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Kvaternioni in pozitivne matrike = 3.1

je potem
«_ | h3 R}
a= i i)

Trditev 1.2. Pozitivna simetricna kvaternionska matrika dimen-

zije 2 je oblike
h «
ﬂ h* 9

kjer sta a, 3 > 0 in h € H.
Dokaz: Naj bo .S matrika zgornje oblike. Pokazati zadosc¢a enakost
(Sv,w) = (v,Sw),

kjer sta v, w € H2. Ce zapisemo v = (v, v ) in w = (w1, ws ) sledi

< vr h « w1 >:< via + voh w1 >:
) B h*] 7 | w vih* + v | 7 | wa
= viaw] + vohwi + vih* w5 + vafw; =

= viaw] + vih ws + vohw] + v BT w; =
=1 (Wi + wah )" +vo (wih* +wef )" =
_< U1 wia + wah >_< U1 wy | h «o >
SN v T |wikf+waB | /N [va| T [ we g oh| /e
Trditev 1.3. Simetricne matrike nad F" tvorijo realen vektorski

prostor.

Dokaz: Ker vemo, da je mnozica matrik nad F" z obi¢ajnim seSte-
vanjem in mnozenjem s skalarjem vektorski prostor nad R, zadosca
pokazati, da je mnozica simetri¢nih matrik nad F" njen podprostor.
Naj bosta A in B simetri¢ni matriki nad F". Ker za poljubna v in
w € F" velja

((A+B)v,w) = (Av,w) + (Bo,w) =

= (v, Aw) + (v, Bw) = {v,(A+ B)w),
je mnozica simetri¢nih matrik nad F" zaprta za seStevanje.

Pokazimo Se zaprtost za mnoZenje s skalarjem. Naj bo A simetri¢na
nad F" in a € R. Potem je oc¢itno

((aA)v,w) =(v,(aA)w) = (v, (aAd)w).
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3 Sieglovi stozci

Mnozica simetri¢nih matrik je torej realen vektorski prostor. ad

Trditev 1.4. Pozitivne matrike nad F"™ tvorijo znotraj prostora
ustreznih simetricnth matrik odprt konveksen stoZec.

Dokaz: Naj bosta A in B pozitivni simetri¢ni matriki nad F". Ker
je torej A = A* B = B* in za vsak nenicelen x velja ( Az, z) >0
ter ( Bz, z) > 0, sledi

(A+B)"=A"+B*=A+B
in
((A+ B)z,x) = (Ax,x) + (Bzx,x) > 0.
Ker za pozitivno simetri¢no matriko A in A > 0 velja tudi
(AA)" =X A"=)A
in
(NAz,z) = (Az,z) >0
sledi, da pozitivne matrike nad F" tvorijo konveksen stozec P.

Pokazimo Se, da je dobljeni stozec P odprt. Glede na to ali je F = R,
F = C ali F = H|, lahko prostor matrik nad F" enac¢imo z evklid-
skim prostorom R”, R?" ali R*". Naj bo P(n,[F) realni podpro-
stor pozitivnih simetri¢nih matrik. Preslikava ¢, : P(n,F) — R,
definirana s predpisom ¢,(A) = (Ax,z), kjer je ||z || = 1, je po-
linomska in zato zvezna. To pomeni, da obstaja tak € > 0, da je
(Az,z) > e. Denimo, da je B simetri¢na matrika za katero velja
||A— Bl < 5. Ker je

(Br,z)=(Az,z)+ ((B—A)x,x),
sledi
(Br,z)>e+ ((B—A)x,z)>e—|((B-A)zx,z)| >

>e—|[B-All||z]?=e~||B-All>5.

Ker za poljuben x # 0 velja
(Bz,z) =||z|* (B, moy) 2 lz]1*5 >0,

IE3IRNIES

sledi, da je B pozitivna matrika. O
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Dualnost matri¢nih stozcev = 3.2

Zaprtje stoZca pozitivnih matrik je stoZec pozitivno semidefinitnih
matrik. Matrika M je pozitivno semidefinitna, Ce za vsak v € F"
velja

(Qv),v) 20,
kjer je F e {R,C,H }.

3.2 Dualnost matriénih stozcev

V nadaljevanju bo predmet posebne obravnave prostor simetri¢nih
matrik nad R™. Prostor simetri¢nih matrik nad R™ bomo oznacevali
s S(n), pripadajo¢i stozec pozitivnih matrik nad R"™ pa s P(n).
Glavni namen razdelka je dokazati, da je stoZzec P(n) sebi dualen
znotraj prostora S(n).

Funkcijo Q (x,y), definirano na prostoru R™, ki vsakemu paru ele-
mentov z in y € R™ priredi realno Stevilo in zados¢a pogojema

Q(axy + fra,p1) = Q(z1,y1) + 5 Q (2, 91)

Q(z1,7y1 +0y2) =7 Q(z1,y1) + 6 Q(21,92) ,

kjer so x1,x9,y1 in yo € R™ ter a, B, in § € R, imenujemo bili-
nearna forma. Ce v R" izberemo bazo e1, ..., en, se vektorja z in
y izrazata kot x = 1e1 + ... + &pepn in Yy = mey + ...+ mpey. Po
definiciji bilinearne forme je potem

Q(m,y) = Q(€161+---+£n6n7n161+-'~+nn€n) =

=> ) &in Qleiey).

j=1 i=1
Ce upostevamo, da so vrednosti Q (ei,ej) = aj; realna Stevila,
lahko pisemo
n n
Qx,y) =Y Y ai&in;.
j=1 i=1

Ob ustrezni izbiri baze prostora se torej da bilinearna forma zapi-
sati v zgornji obliki. Pri tem koeficienti a;; predstavljajo matriko
A = (a;j), prirejeno bilinearni formi Q (z,y) v bazi e1, ..., €.
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3 Sieglovi stozci

Bilinearna forma Q (z,y) je simetricna, ¢e za vsak par elementov
z in y € R” velja
Q(z,y) =Q(y,x).

Ker v tem primeru za vsaka bazna vektorja e; in e; velja

aij = Qe ej) = Qlej,e) = aj,
pripada simetri¢ni bilinearni formi v vsaki bazi prostora R" sime-
tri¢na matrika.

Ce v simetri¢ni bilinearni formi postavimo y = x, dobimo kvadra-
tno formo Q (z,x), oziroma v nadaljevanju Q (). Ce upostevamo
zgoraj navedeno, lahko po izbiri baze prostora R™ kvadratno formo
zapiSemo v obliki

=3 > a&,

j=1 i=1
kjer so koeficienti a;; elementi, kvadratni formi pripadajoce sime-

tri¢ne matrike.

Izrek 2.1. Naj bo Q (z) kvadratna forma, definirana na prostoru
R™. Obstaja taksna ortonormirana baza prostora R™, da ima v njej
kvadratna forma obliko Q (x) = A\ 2+ o €3+ ...+ M\ &2, Kjer so
Al, .., A\p €RL

Dokaz: Naj bo eq,...,e, ortonormirana baza prostora R". Kva-
dratni formi Q (z) pripada tedaj v tej bazi simetri¢na matrika
A = (aj; ). Ce vektor z € R" piSemo v obliki = 1e1+... +&pen,

je potem
n n n
Ax = Z szez = Z Z aijéjei.
=1 7=1 =1

Ce izra¢unamo skalarni produkt ( Az, x), dobimo zaradi ortogo-
nalnosti in normiranosti baze

A:B.le <ZZCLU§%2§62>:ZZaijfigj'

7=1 =1 i+1 7j=1 =1

Ker je izraz na desni enak Q (z), velja enakost

Q(x)=(Az,z).
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Dualnost matri¢nih stozcev = 3.2

Ker je matrika A simetri¢na, premore z njo dolocen sebi adjungiran

endomorfizem prostora R™ n lastnih vektorjev fi, fo,..., fn, ki so
paroma ortogonalni. Zanje veljajo enacbe

Afl = )\1f17 Af2 = )\2f27 cee Afn = >\an7
kjer so A1, A2, ..., A\, lastne vrednosti. Ce torej v izraz Q(x) =

(Az,z), vstavimo x = &1 f1 + &afa + ... + & fn, dobimo

<A$7x>:<§1Af1+---+§nAfn7 §1f1+~--+€nfn>-

Od tod z upostevanjem distributivnosti in homogenosti skalarnega
produkta sledi

(Az,z) =M 8+ X &+ ...+ M E2,

oziroma

Qz)=>_ N&.
i=1
V prostoru §(n) je skalarni produkt definiran s predpisom

(A, B) = SI(AB) :z": aij bij Zzn:aiibii+2 zn:aijbij-
i, i=j

i<j

Tako definiran skalarni produkt je opredeljen s pozitivno definitno
kvadratno formo oblike

Q(z) = Zaz‘jfiéj,
2

pri ¢emer so a;; koeficienti simetri¢ne matrike A. Ce vektor = za-
pisemo kot n x 1 matriko, kvadratna forma dobi obliko

Q(x) = <A,m:T>.

Ker po izreku 2.1 pozitivno kvadratno formo Q (x) lahko zapisemo
kot vsoto kvadratov, sledi

Q(x)zzn: (iaijfi)27

j=1  i=1
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3 Sieglovi stozci

in od tod
n
_ T_ T
A= E ajo; =aa,
=1
kjer je aj = (a1, agj, ..., Q).

Izrek 2.2. StoZec P(n) je sebi dualen znotraj prostora S(n).

Dokaz: Naj bo B € P*(n) = P*. Ce je & poljuben nenicelen vektor

dimenzije n, matrika A = zz” pripada P\{0}. Velja namrec
(zay,y) = ((z,y) 2,y) = (z,y) (x,y) = [{z,9)[* 2 0.

T

Ker je 2T x = ||z ||?x # 0 sledi, da je 2T # 0. Ker za simetri¢no
matriko B velja

(za”) By =(By,z)z = (B'y,x)x = (y,Bx)z = («(Bx)")y,
sledi
0<(A,B)=(zz",B) =Sl (zz'B) =Sl (x(Bx)') = (Bz,z),

od koder sledi, da je B € P, oziroma P* C P.

Pokazimo e obratno inkluzijo. Poljuben element A € P\{0}, ki je
pozitivno semidefinitna matrika, lahko zapiSemo v obliki

n
_ AT
A= g ajag
Jj=1

kjer so a; matrike dimenzije n x 1. Seveda je vsaj eden izmed
vektorjev a; nenicelen. Ker za poljuben B € P velja

n n

(B,A) :Z<B,aja;r> :Z(Baj,%-) >0,

j=1 j=1

sledi P C P*. Stozec pozitivnih simetri¢nih matrik nad R™ je torej
sebi dualen. O

Na podoben nacin bi omenjeni izrek dokazali tudi v primeru F = C
in F = H. Pripomniti je potrebno le, da v primeru H" realni skalarni
produkt definiramo s predpisom

(A,B)=1SI(AB+ BA).
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Homogenost matri¢nih stozcev = 3.3
3.3 Homogenost matri¢nih stozcev

Namen razdelka je dokazati, da avtomorfizemska grupa stozca P(n)
znotraj prostora S(n) deluje na tem stozcu tranzitivno. Za dokaz
bomo potrebovali nekatere trditve spektralne teorije.

Trditev 3.1. Naj bo A pozitivno semidefinitna matrika prostora
matrik nad R™. Potem veljajo naslednje trditve

(i) Lastne vrednosti matrike A so nenegativna realna $tevila ;

(it) Matriko A lahko zapiSemo v obliki A = UDU*, kjer je
U wunitarna, D pa diagonalna matrika oblike

A0 ... 0
oo’ 2,
0 0 ... A\

kjer so \; lastne vrednosti matrike A ;

(7i1) Obstaja taka pozitivna semidefinitna simetri¢na matrika

B, da velja B> = A. Lastne vrednosti matrike B so v/\;.
Dokaz: Ker je trditev standardna trditev dodiplomskega Studija,
dokaz opusc¢amo. O

Trditev 3.2. Naj bo A pozitivna matrika prostora matrik nad R™.
Potem veljajo naslednje trditve

(i) Lastne vrednosti matrike A so strogo pozitivna
realna Stevila ;

(ii) Matriko A lahko zapisemo v obliki A = UDU*, kjer je U
unitarna, D pa diagonalna matrika oblike

M0 .o 0
oo’ 2,
0 0 ... A\

kjer so \; lastne vrednosti matrike A ;

(1i1) Obstaja taka pozitivna simetricna matrika B, da velja
B? = A. Lastne vrednosti matrike B so /.

Dokaz: Ker je tudi ta trditev dobro znana, dokaz opusc¢amo. O
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3 Sieglovi stozci

Izrek 3.3. Naj bodo A pozitivno semidefinitna, B pozitivna in S
obrnljiva matrika prostora matrik nad R™. Potem je SAS*™ pozi-
tivno semidefinitna, SBS* pa pozitivno definitna matrika, oziroma

SAS* >0 in SBS*>0.

Dokaz: Pokazimo najprej pozitivno semidefinitnost SAS*. Naj bo
x poljuben vektor prostora R™. Ker velja

(SAS"w,z) = (AS*z,5°2) = (Ay,y) = 0,

je SAS* o¢itno pozitivno semidefinitna.

Naj bo z poljuben nenicelen vektor prostora R™. Potem oc¢itno velja
(SBS*z,x) = (BS*z,S"z) = (By,y) .

Ker je S obrnljiva, je potem obrnljiva tudi S*. Ocitno je zaradi
nenicelnosti elementa x, nenicelen tudi y = S*z. Od tod, zaradi
pozitivne definitnosti B sledi

(By,y) > 0.

Posledica 3.4. Ce je S obrnljiva in X pozitivna simetricna ma-
trika prostora matrik nad R", je preslikava

¢s(X) = SX5*

avtomorfizem stozZca pozitivnih simetriénih matrik P(n).

Dokaz: Pokazimo najprej, da je preslikava ¢g obrnljiva. Definirajmo
preslikavo ¢§1 s predpisom

¢ (X) = STIX (57"
Ker je
ds05 (X) = S(STIX(S7))8" = 857X (987 =X
in
b5 ps(X) = STHSXSM) (ST =S51SX (ST =X,

je preslikava ¢§1 inverz preslikave ¢g.

64



Homogenost matri¢nih stozcev = 3.3

Po izreku 3.3 preslikavi ¢ in ¢g' ohranjata stozec P(n) = P. Ker
je torej ¢g(P) C P in ¢g'(P) C P ter velja

6s65' (P) C ¢s(P),
zaradi enakosti ¢g¢g'(P) = P, sledi P C ¢s(P). To pa pomeni
¢s(P) = P, oziroma preslikava ¢g je avtomorfizem stozca P(n).O0

Izrek 3.5. Stozec P(n) je homogen znotraj prostora S(n).

Dokaz: Dokazati zadoca, da lahko matriko I € P(n) premaknemo
v vsako pozitivno matriko B € P(n). Naj bo B poljubna matrika
stozca P(n). Po trditvi 3.2 obstaja koren v/B, ki je element stoZca
P(n). Definirajmo preslikavo ¢ 5 s predpisom

¢5(X)=VBXVB = VBXVB.

Ker je po posledici 3.4 preslikava ¢ /5 avtomorfizem stozca P(n),
potem sledi

¢ 5(1)=VBVB=B.
Trditev 3.6. StozZec P(n) je simetricen znotraj prostora S(n).
Dokaz: Trditev je direktna posledica izrekov 2.2 in 3.5. O

Trditev 3.7. StoZec P(n) ni sebi dualen znotraj prostora vseh ma-

trik M(n).
Dokaz: Naj bo A matrika oblike

1 1
0 1]°
Pokazimo, da je matrika A element P*(2) C M(2). Naj bo
Ty ——
[y z] € P(2)\{0}.

Ker za pozitivno semidefinitno matriko velja, da so vsi njeni glavni
minorji nenegativni, sledi, da je y? < xz in vsaj eden od elementov
x in z razlicen od ni¢. Po definiciji skalarnega produkta sledi

o i[5 dh=s( 7y v 22]) —oues
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Ce bi bila vsota & +1y+ 2z < 0, bi to pomenilo, da je (2 + 2 )% < 2,
oziroma

x2+z2+2xz§y2 <zxz<2xz.
Od tod bi sledilo z = z = 0, kar pa je protislovje s predpostavko.
Matrika A je torej element P*(2). Ker A ocitno ni element stozca
P(2) je trditev dokazana. 0

3.4 Vlozitev pozitivnih matrik v algebrai¢no strukturo

Na prostoru simetri¢nih matrik S(n) definirajmo operacijo mnoze-
nja z naslednjim predpisom

AoB=13(AB+BA).

Ker je
(AoB) =3(AB+BA)" =

=1 (B*A*+ A*B*)=1(BA+AB)=AoB
je mnozenje o dobro definirano. Mnozico simetri¢nih matrik S(n)
torej lahko z zgoraj definiranim mnoZenjem obravnavamo kot re-
alno algebro A. V nadaljevanju naj zapis A% pomeni Ao A. O¢itno
se A% ujema z obi¢ajnim matri¢nim A2,
Trditev 4.1. Zaprtje stozZca P(n) je stoZec pozitivnih semidefini-
tnih matrik.

Dokaz: Naj bo B € P(n). Potem obstaja tako zaporedje A, > 0,
da je B = lim A,,. Ker je

(Bx,z) =lim(A,z,z),

zaradi (Apz,z) > 0 sledi lim ( A,z,2) > 0, oziroma B > 0. Od
tod torej sledi P(n) C { B >0}.

Pokazimo Se obratno inkluzijo. Naj bo B > 0. Potem po trditvi
3.1 (ii) matriko B lahko zapiSsemo v obliki B = UDU*, kjer je U
unitarna, D pa diagonalna matrika oblike

Ay 0O ... 0 0 ... 0
0 A ... 0 0 ... 0
D=0 o0 e 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0]
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Ce zapiSemo matrike A, v obliki A, = UD'U*, kjer je

Ay 0 ... 0 O
0 X ... 0 O
D=]0 0 ... X\ O
0o 0 ... 0 £
L0 0 ... 0 O
sledi A4,, > 0. Ker je
M lim A\ 0 0
0 0 0
L0 0 0

sledi B € P(n), oziroma { B> 0} C P(n

).

01
0

Sl e
L

3.4

Trditev 4.2. MnoZica kvadratov { A%; A € A} je zaprtje stozea

P(n). Dokaz: Ker je A = A* sledi

(A%r,2) = (Aw, Ax) = || Az [[* > 0,

oziroma A? je pozitivno semidefinitna in zato A% € P(n).

Naj bo B € P(n). Ker je potem B > 0, po trditvi 3.1 (iii) obstaja
taka A > 0, da je A?2 = B. Ker je A element S(n), je o¢itno tudi

Bec{A?; Ac A}.
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4  Simetricéni stozci

4.1 Liejeve algebre

Naj bo O odprta podmnozica prostora R™ in f preslikava
f:O—R".

Preslikavi f pravimo, da je na O gladka preslikava razreda C”, Ce je
v vsaki tocki € @ odvedljiva natanko r krat, odvod f(") pa je na
O zvezna preslikava. Ce je preslikava f v vsaki tocki z € @ poljubno
krat odvedljiva in so odvodi zvezni, pravimo, da je f gladka razreda
C*°. V nadaljevanju bomo z besedo gladka preslikava oznacevali
preslikave, ki bodo na prostoru O vsaj enkrat zvezno odvedljive.

Naj GL(n,R) ozna¢uje grupo vseh realnih obrnljivih matrik reda
n X n z obiajnim mnozenjem matrik, kot grupno operacijo. Po-
dobno zapis GL(n,C) oznacuje grupo obrnljivih kompleksnih ma-
trik reda n x n.

V nadaljevanju si najprej oglejmo primer, kako na naraven nacin

konstruiramo Liejeve algebre. Naj bo G mnozica matrik definiranih
s predpisom

SOB3)={X €¢GLB3,R); XX =1, detX =1}.

Mnozica SO(3), imenovana tudi mnozica ortogonalnih matrik z de-
terminanto 1, je zaradi zaprtosti za mnozenje in invertiranje zno-
traj prostora GL(3,R) grupa. Ker sta preslikavi X r— X X7 —T ter
X + det X zvezni in je SO(3) C [—1,1]%, je mnoZica G kompak-
tna podmnozica prostora RY.

Preslikava v : (=7,7 ) — G, podana s predpisom

cost sint 0O
v(t) = | —sint cost 0] ,
0 0 1
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kjer je T poljubna pozitivna konstanta, je o¢itno gladka preslikava
na G, za katero velja, da je «(0) = I. Seveda lahko za poljubno
preslikavo zgornjega tipa, tj. gladko preslikavo za katero je v(0) =
I, izrac¢unamo +/(¢), ki je matrika reda 3 x 3. V nasem primeru je

—sint  cost O

7 (t) = | —cost —sint 0
0 0 0
in od tod
0 1 0
Y 0)=1]-1 0 0
0 0 0

Ker je odvod funkcije v v to¢ki v(0) = I linearna transformacija
iz (=T,T) v G, predstavlja +/(0) tangentni vektor na v v tocki
~v(0) = 1.

Definirajmo mnozico G s predpisom

G =1{+'(0); v(t) gladka na G in v(0) =1}.

Ocitno je G podmnozica M (3,R), katere elementi pa niso nujno
obrnljivi. Mnozico G, vseh prvih odvodov gladkih funkcij skozi
tocko I, lahko interpretiramo kot tangentni prostor na G v tocki I.

Oglejmo si nekatere lastnosti mnozice G. Naj bosta +/(0) in 6’(0) €
G. Definirajmo preslikavo p : (=T,7) — G s predpisom

Ker velja

oziroma

p'(0) = +'(0)5(0) +~(0)"(0) = '(0) + 6(0),,
sledi, da je mnozica G zaprta za seStevanje.

Naj bo preslikava o : (—=1,7) — G podana s predpisom

o(t) =(at),

kjer je v/(0) € G in « € R.
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Ker velja

a'(0) = av'(0),

je G zaprta tudi za mnoZenje s skalarjem. O¢itno je torej mnozica
G vektorski prostor.

Hitro se lahko prepri¢amo, da sta tudi preslikavi

[ cost 0 sint ]
a(t) 0 1 0
—sint 0 cost |
in ~ ~
1 0 0
B(t)=10 cost sint
|0 —sint  cost |

gladki preslikavi za kateri velja a(0) = 3(0) = I. Ker so

0 0 1 0 0 0
d0)y=10 0 0|,p0=]0 0 1],
-1 0 0 0 -1 0
0 10
Y0)=|-1 0 0
0 00

elementi vektorskega prostora G, sledi naslednja inkluzija

0
QQ{ —c
—a

Pokazimo, da lahko v zgornjem izrazu inkluzijo nadomestimo z
enacajem. Ce je namrec c(t)T - ¢(t) = I, potem velja

cC a
0 b }:{AGGL(?),R);A:—AT}.
b 0

cT - ct)+e)t-(T) =0,

0. 1+J0)7-1=0,
0" +(0) =0,
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4 = Simetri¢ni stozci

oziroma

G={AcGLB,R); A=—-AT}.

Naj bo 7(t) gladka preslikava na G, ki gre skozi toc¢ko v(0) = I.
Zaradi zaprtosti GG za invertiranje, je tudi preslikavavg'y(t) g1, kjer
je g € G, gladka na G in gre skozi to¢ko v(0) = I. Ce izra¢unamo
odvod izraza gvy(t)g~! v tocki v(0) = I, dobimo gv'(0)g~ 1, kar je
o¢itno element G. To pa pomeni, da je G zaprta znotraj prostora
linearnih preslikav
Ly:G—G
podanih s predpisom
EQ(X) = ngil )

kjer je ¢ € G. Naj bo X € G in ~(t) gladka na G, ki gre skozi
7(0) = I. Pokazimo, da je preslikava L, : G — G podana s
predpisom
Lony(X) =7(6)Xy7H(1),
gladka na G. Ce v izrazu
‘CQ(X) = ng_l )

naredimo substitucijo g = 7(t), dobimo

Lo (X) =70 X~v(t) "

Po definiciji odvoda je
L0 (X)]mg = lim [ L1 (X) = Ly0)(X)],

oziroma
%E’y(t)(X)’t:[) = }E}% %[ﬁv(t)(X) - X] :

Ker sta L,4(X) in X € G, zaradi zaprtosti G, kot podprostora
R™, sledi, da je limita element G. IzraCunajmo to limito. Ker je
y(t) - y(t)~! = I, po odvajanju sledi

V) AT () (Fy(®) ) =0

in od tod
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7 uporabo dobljene zveze sledi
FLyw(X) = GOXyt) ] =
=7 (XA HAOX ()T H X[ ()] =
= (OX(1) 7 =X (@)
Ce v izraz vstavimo za t = 0, sledi
Y (0)X — X+ (0) € g.
Od tod sledi, da je mnozica G zaprta za operacijo
(X, Y]=XY-YX,

ki jo imenujemo Liejev komutator. Mnozico G, ki je realen vektorski
prostor in je zaprta za Liejev komutator, imenujemo Liejeva algebra
mnozice G.

Hitro se lahko prepri¢amo, da sta mnozici GL(n,R) in GL(n,C),
opremljeni z operacijo Liejevega komutatorja, Liejevi algebri. Ozna-
¢imo juz GL(n,R) in GL(n,C). Ce torej zgornji primer matrik reda
3 x 3 posplosimo na grupo

SO(n)={X e GL(n,R); XXT =1, detX =1},
je njej pripadajoca Liejeva algebra, mnozica

SOMn)={XeGLnR); X +XT =0},

Podobno, kot smo to storili na primeru grupe SO(n, R), lahko tudi
naslednjim linearnim grupam

Umn)={X eGL(n,C); XX* =1},
SUMn)={X € GL(n,C); XX* =1, detX =1},
SL(n,R)={X € GL(n,R);det X =1},
SL(n,C)={X € GL(n,C);det X =1},
priredimo ustrezne Liejeve algebre

Un)={X €GLM,C); X+X* =0},
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4 = Simetri¢ni stozci

SUn)={XegGL(n,C); X+X"=0, SIX=0},
SLn,R)={X € GL(n,R); SIX =0},
SL(n,C)={X €GL(n,C); SIX =0}.

Posplosimo definicijo Liejeve algebre na poljuben vektorski pro-

stor. Vektorski prostor £ nad obsegom I, opremljen z operacijo
komutatorja

[z,y] = 2y —yx,
kjer sta z,y € L, imenujemo Liejeva algebra nad F, ¢e velja
(L1) komutator je bilinearna operacija;
(L2) [z,z] =0, zavsak x € L;
(L3) [z, [y, z]]+ (v, [z 2]] + [z, [2,y]] =0, Va,y, 2 € L.
Aksiom (L3) imenujemo Jacobijeva identiteta.

Ker je Liejev komutatator antikomutativna operacija,

[(z,y] =2y —yr=—(yz —2y) = —[y,z]
velja
[z,y] +[y,z] =0.

Ce v dobljeni izraz vstavimo x = y, dobimo
2[z,2]=0.

V algebrah, katerih karakteristika je razlicna od 2, torej lahko
aksiom (L2) nadomestimo z enakostjo

[xvy] = _[y7$]7

kjer sta z,y € L.

V nadaljevanju bodo predmet naSe obravnave predvsem Liejeve
algebre, ki so prirejene grupi avtomorfizmov danega stozca. Pripa-
dajoce Liejeve algebre so vedno predstavljene z mnozico matrik.

V uvodu razdelka smo grupi G, vseh ortogonalnih matrik z deter-
minanto 1, priredili Liejevo algebro G. Podobno lahko tudi grupi
S, ki je zaprta za adjungiranje, priredimo ustrezno Liejevo algebro
S. Ce je torej

S =5,
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je njej pripadajoca Liejeva algebra, mnozica
S={7(0);v:(-T,T)— S gladka in v(0) = I }.

Naj bo s € S§. Potem obstaja taka gladka preslikava o : (=7,7") —
S,dajec(0) = 1ino’(0) = s. Definirajmo preslikavo § : (=7,T) —
S, s predpisom §(t) = o(t)*. Ker je o(t)* € S* ter velja S* = S,
sledi 6(t) € S. O¢itno je &'(t) = o’(t)* in od tod §'(0) = ¢’(0)* = s*.
Ker je torej tudi s* € S sledi
S=S§".

Definirajmo mnozici
in

S_={XeS; X=-X"},

ter si oglejmo njun presek. Naj bo X € S NS_. Ker je potem
X =X*=-X, sledi X =0, oziroma

S+ N 87 - {0} .
Ker sta Sy in S C S, ocitno sledi inkluzija
S +S8-CS.

Najbo X € S. Ker je X* € §* in velja S* = S, sledi 3( X +X*) €
S. Ker je (X + X*) simetri¢na matrika, sledi $( X + X*) € S,.
Podobno je 1(X — X*) € S. Ker je 1(X — X*) antisimetri¢na
matrika, sledi (X — X*) € S_. Ce torej X zapiSemo kot X =

%(X—i—X*)—i—é(X—X*), sledi X € §4 +S_, oziroma
SCS,+S_.

Ce torej zdruzimo zgornji inkluziji in upostevamo, da je Sy NS_ =
{0}, sledi
S=8,05-.

Oglejmo si mnozico

(84,8, ] ={XY-YX,: X,Y €5, }.
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Naj bosta X, Y € S;. Ker velja X = X* in Y = Y* sledi
(X, Y ]"=(XY-YX) =YV X" X'Y"=YX-XY =-[X,Y],
oziroma

[Sy,8+]C€S-.
Podobno za

[S_, 8- ]={XY-YX,: XY eS8 },

velja

[S_,S_]CS-.
Ce sta namre¢ X,Y € S_, velja X = —X* in Y = —Y*. Od tod
sledi
(XY ]"=(XY-YX)"=YV'X"-X'Y"=YX-XY =-[X,Y].
Konc¢no naj bosta X € S in Y € S_. Ker velja X = X* in
Y = Y, sledi
(X, Y ]"=(XY-YX)"=YV"X"-X"Y"=-YX+XY =[X,Y],
oziroma

[S+,8-]C S,

Analogno je
[S-,8¢]C Sy

Ce torej obravnavamo S_ kot podprostor prostora S, je S— zaprta
znotraj S za operacijo Liejevega komutatorja

Zgornji primer nas je preprical v smiselnost definicije pojma Liejeve
podalgebre. Posplosimo torej definicijo na poljubno Liejevo algebro
L. Podprostor K imenujemo Liejeva podalgebra prostora L, Ce za
poljubna z in y € K velja [z,y] € K.

4.2 Simetri¢ni stozci in Liejeve algebre

Ponovimo definicijo simetri¢nega stozca iz uvodnega poglavja.

Odprt konveksen stozec 2 C R™ imenujemo simetricen, ¢e je ho-
mogen glede na njegovo grupo avtomorfizmov

G(Q) ={geGL(n,R); gQ =0}
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Simetri¢ni stozci in Liejeve algebre = 4.2
in sebi dualen v smislu, da je njegovo zaprtje €, enako
Q={yeR";(x,y)>0,VzeN}.

V uvodnem poglavju smo dokazali, da je avtomorfizemska grupa
sebi dualnega stozca () zaprta za transponiranje.

Definirajmo ortogonalno grupo stozca €2 s predpisom
0(€) =G()NO(n),
kjer je O(n) ortogonalna grupa prostora R"™, podana kot
On)={AeR""; AA* =1T}.

Oglejmo si ortogonalne grupe doslej znanih simetri¢nih stozcev,
stozcev pozitivnih matrik nad R, C in H ter Lorentzovega stoZzca.

Zgled 1. Naj bo P(n,R) stozec pozitivnih realnih matrik znotraj
prostora pripadajo¢ih simetri¢nih matrik S(n,R). Ce torej ozna-
¢imo

S(n,R) = {X e R™"; XT =X},
je pripadajoci stozec

P(n,R)={Y eS(n,R); Y >0}.
Grupo avtomorfizmov stoZzca P(n,R) tvorijo preslikave

PA . Rnxn N Rnxn

podane s predpisom

PA(Y) =AY AT

kjer je A € GL(n,R). Ker je na prostoru R"*" skalarni produkt
definiran s predpisom (X,Y ) = SI(XY) in zanj veljata identiteti
SI(X) = SI(XT) ter SI(XY) = SI(YX), sledi

(PAX,Y)=(AXAT )Y ) = SI(AXATY ) =Sl (ATY AX) =

= SI(XATYA) = (X, ATYA) = (X, P,;rY),

oziroma

Py =Pyr.
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Ce je Po(I) = I, je AAT = I, kar v prostorih s kon¢no dimenzijo
pomeni, da je A ortogonalna matrika. Ker potem velja
PAPYY = PyPy;rY = A(ATY A)AT = AATY AAT =Y,

sledi, da je P4P* = I, kar pomeni, da je tudi P4 ortogonalna. Od
tod sledi, da je

O(P(n,R)) ={Pa; AcO(n)},

O(P(n,R)) = {¢ € G(P(n,R)); (1) = I'}.

Zgled 2. Naj bo P(n,F), F € {C,H}, stozec pozitivnih komple-
ksnih oziroma kvaternionskih matrik znotraj prostora pripadajocih
simetri¢nih matrik S(n,F). Ce torej ozna¢imo

Sn,F)={X e F”"; X* =X},
kjer * pomeni adjungiranje znotraj C"*™ in transponiranje znotraj
H"*"™ je pripadajo¢i stozec

Pn,F)={Y eSnF);Y>0}.
Grupo avtomorfizmov stozca P(n,F) tvorijo preslikave

PA . ]FTLXTL N ]Fan
podane s predpisom
Py(Y)=AY A",

kjer je A € GL(n,F). Ker je na prostoru C"*" realni skalarni
produkt definiran s predpisom (X,Y) = ReSI(XY) in veljata
identiteti Re SI(X) = ReSI(X*) ter Re SI(XY) = Re Sl (YX),
sledi

P = Py

Ce je Ps(I) =1, je AA* = I, kar v prostorih s kon¢no dimenzijo
pomeni, da je A unitarna matrika. Podobno kot v prejsnjem zgledu,
je tudi P4 unitarna matrika, od koder sledi

OQr) ={Pa; AcO(n)},

oziroma

Or)={0€G(Qr); d(I)=1}.
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Zgled 3. Naj bo L,, Lorentzov Casovni stozec oziroma stoZec pri-
hodnosti. V drugem poglavju smo L,, definirali kot

Lo={(a,z);a>|lz||} CRxR" .

V trditvi 2.4.4 smo dokazali, da avtomorfizmu stozca L,,, ki ohranja
element 1 + 0 = I, ustreza unitarna matrika. To pa pomeni, da je
pripadajoca ortogonalna grupa Lorentzovega stozca

O(Ln) ={0eG(Lyn); oI) =1}.

Omenjeni zgledi nas napeljujejo na misel, da za vsak simetri¢en
stozec {2 obstaja tak element e € 2, da velja

0(Q) = {¢ € G(Q); 6le) = e}

V nadaljevanju bomo z G oznacevali komponento enote grupe av-
tomorfizmov G(2). Definirajmo preslikavo

Y :G(Q) — G(Q)
s predpisom
vig)=9g"-

Zaradi zveznosti tako definirane preslikave, je ¢(G) o€itno vsebo-
vana v neki komponenti G(Q2). Ker je ¢(e) = e sledi, da je ¢o(e) € G
in od tod ¥(G) C G. Grupa G je torej zaprta za transponiranje.

Definirajmo mnozico K s predpisom
K=GnNO(Q).

Ker sta G in K Liejevi grupi, jima pripadata ustrezni Liejevi al-
gebri. Oznacimo z G Liejevo algebro, ki pripada grupi G in z G_
Liejevo algebro, ki pripada grupi K. Pokazimo, da je

G ={Xeg; X*=-X}.
Ker sta Liejevim grupam G in K pripadajoci algebri oblik K =

{7(0);v gladka na K in 4(0) =1} in G = {7/(0) ;7 gladka na G
in v(0) = I}, je ocitno £ C G. Ce z O(R™) oznac¢imo Liejevo
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algebro, ki pripada grupi ortogonalnih matrik in upostevamo, da
je K CO(Q) C O(R™), sledi

KCORY={XeG; XT=-Xx},

kar pomeni, da je K C G_. Naj bo X € G_. Potem je y(t) =
exp(tX) gladka preslikava na Liejevi grupi G, za katero velja y(0) =
I [Knapp, 1988, str. 10]. Ker je

exp(tX)exp(tX)" =exp(tX)exp((tX)") =exp(tX)exp(tX™) =

= exp(tX)exp(—tX) =exp(tX —tX)=exp(0) =1,

sledi, da je v(t) € GNO(N) = K in +/(0) € K. Ker je 7/(t) =
Xexp(tX) in od tod 7/ (0) = X I = X, sledi, da je X € K. To
pomeni, da je G_ C K, oziroma G_ = K.

Ce definiramo Liejevo algebro G, s predpisom
G ={Xeg : X"=X},
zaradi zaprtosti G za transponiranje, sledi

G=G:0G-.

V prejdnjem razdelku smo za podalgebri G in G_ dokazali inkluziji
[nga ng ] C g, )

[G-.G+]CGy.

V nadaljevanju naj G, pomeni podgrupo G. = {g € G, g(e) = e},
torej stabilizator elementa e glede na grupo G.

Izrek 2.1. Naj bo 2 simetricen stoZec. Potem obstajajo taki ele-
menti e € , da velja

G(Q) N OR™) C G(Q), .

Za vsak tak element e je
Ge=K

povezana podgrupa v G.
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Dokaz: Ker je grupa O(R"™) kompaktna, je o¢itno tudi H = G(2)N
O(R"™) kompaktna znotraj G(2). Po trditvi 1.4.4 potem obstaja tak
e, daje G(2)NOMR") C G(N)e. Ker je Ge ={g € G; gle) =e},
o¢itno velja G. = G(). N G. Od tod zaradi K = GNO(R") C
G(Q)NO(R™) sledi, da je K C G(Q),. Ker je K C G, sledi K C Ge.

Naj bo G, Liejeva algebra grupe G. in X € G.. Ker je G, C G, je
oCitno G, C G. Zapisimo torej X kot Xy + X_, kjer sta X € G4
in X_ € G_. Ker je K C G, je K C G.. Ce upostevamo, da je
K=G_, sledi G_ C G, oziroma X_ € G.. To pomeni, da je tudi
X — X_ =X €G.. Od tod sledi, da je exp(tX,) v Liejevi grupi
algebre G, oziroma exp(tXy) € Ge. Ker je po trditvi 1.4.3 grupa
G kompaktna mnozica, zaradi omejenosti sledi, da je X4 = 0. To

pomeni, da je G, C G_ = K, oziroma G. C K. O
Trditev 2.2. Naj bo X € G. Potem X € G_ natanko tedaj, ko je
X(e)=0.

Dokaz: Naj bo X € G_. V prejsnjem izreku smo pokazali, da je
G_ Liejeva algebra tako za K, kot za G.. Za vsak t € R je torej
exp(tX) € Ge. To pomeni, da je

exp(tX)e=e.
Ce identiteto odvajamo, dobimo
X(exp(tX)e)=0.
Od tod za t = 0 sledi X (Ie) = 0, oziroma X (e) = 0.

Naj bo X (e) = 0. Ce X zapisemo v obliki X = X, + X_, kjer sta
X+ € G4 in X_ € G_, ter upostevamo, da je tedaj Xy(e) = 0,
sledi exp(tX)e = e. To pomeni, da je exp(tX,) € G.. Ker je G,
kompaktna, je o¢itno X = 0. Od tod sledi, da je X € G_. O

4.3 Simetri¢ni stoZci in Jordanske algebre

Naj bo €2 simetricen stozec evklidskega prostora V in e € § tak
fiksen element izreka 2.1, da je njegov stabilizator ravno grupa K.
Definirajmo preslikavo

T : g+ — V
s predpisom T'(X) = X (e).
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Ker je T po prejsnjem izreku injektivna, je dim(Gy) < dim(V).
Ce je dim(Gy) = dim(V), je T ocitno bijektivna. Pokazimo, da je
bijektivna tudi v primeru, ko je dim(Gy) < dim(V). Definirajmo
preslikavo

p:Gy —V

s predpisom p(X) =exp(X)e.

Mnozica {exp(X), X € G} je komponenta enote grupe G. Ker po
trditvi 2.2 velja G_(e) = 0, sledi

p(G4) ={exp(X)e; X € G} ={exp(X)e; X € Gy }.

Ce upostevamo, da komponenta enote tranzitivno delujo¢e grupe
tudi sama deluje tranzitivno |Faraut, 1994, str.5], je zaloga vre-
dnosti preslikave p enaka G(Q2)e = Q. Ker je Q odprta mnoZica v
R™, je njena mera nenicelna.

Po drugi strani preslikava p slika iz R¥ v R™, kjer je k < n (k je di-
menzija prostora G4, n pa dimenzija prostora V). To pomeni, da je
rang(dpx) < k < n, v vseh to¢kah definicijskega obmodja. Na tem

mestu lahko uporabimo klasi¢en Sardov izrek, ki ga povzemamo po
[ Milnor, 1969, str.10] in se glasi:

Izrek 3.1. (Sardov) Naj bosta f : U — R™ gladka preslikava in
U odprta mnozica v R™. Naj bo
C={xzeU,rang(dfx) <n}.

Potem ima f(C) mero 0 v prostoru R™.

Ker je preslikava p gladka, lahko Sardov izrek uporabimo na mno-
zici C = G4. Po njem ima mnozica p(C) = Q mero 0, kar je
protislovje s trditvijo, da je mera ) nenicelna. Ker torej moznost
dim(G4) < dim(V) odpade, je T surjektivna, oziroma bijektivna.

Ker je T bijekcija obstaja njen inverz. Oznacimo ga z L. Za vsak
element = € V je potem L(x) tak enoli¢no dolo¢en element algebre
Gy, da velja

L(z)e==x.

Naj bosta L(z)e = z in L(y) e = y. Po definiciji je

(L(z)+ L(y) )e=x+y =Lz +vy)e.
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Zaradi bijektivnosti preslikave X — X(e) sledi
L(z +y) = L(x) + L(y),,

oziroma, preslikava z +— L(x) je linearna.

Ce na prostoru V definiramo mnozenje s predpisom
zoy=L(z)y,

je o bilinearna operacija. Za poljubne x1,z2,y1,52 € V in o, 6 € R
namrec¢ velja

(v1+x2)0yr = L(x1 +x2) y1 = (L(z1) + L(z2) )31 =

=L(z1)y1 + L(z2) y1 = 21091 + 22091,
z10(y1+y2)=L(x1) (y1 +y2) = L(x1) y1 + L(z1) y2 =
=T10Y1 +T10Y2,

(ax1)oyr = Lax)yr = aL(r1)yn =a(r1oy1),
z10(By1) = L(z1) (Byr) = BL(x1) yh = B(210u1).

Pokazimo, da je zgoraj definirano mnozenje tudi komutativno. Naj
bosta x in y poljubna elementa prostora V. Po zgoraj dokazanem
sta potem L(z) in L(y) enoli¢no dolo¢ena elementa G.. Ker po
trditvi 2.2 velja enakost G_(e) = 0, za poljubna elementa G pa
velja [G4,G4+] C G, sledi

0= [L(x), L(y) ] e = L(z)L(y) e — L(y)L(z) e =z 0y —y oz,

oziroma
roy=yow.

Ker je za poljuben z € G, preslikava L(x) simetri¢na ( po definiciji
prostora G4 ), za poljubne elemente u,v in x € V velja

<L($)U,’U> = <U7L(x)v>7

kjer je (.,.) skalarni produkt na prostoru V. Omenjeno lastnost
imenujemo asociativnost skalarnega produkta.

Definirajmo asociator elementov x,y in z € }V s predpisom

[z,2,y] =x0(20y)—(zoz)oy=[L(x),L(y)]z.
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Izra¢unajmo vrednost izraza

[[L(z), L(y) ], L(z) ]e.

Ker je [L(z), L(y)] € G- sledi

= [L(x), L(y)] 2 = [#,y, 2] = L[z, 2, 9] ) e.

Zaradi bijektivnosti velja

[[L(z), L(y) ], L(2) ] = L([%, 2, y]) -

Ce uporabimo levo stran dobljene identitete na elementu z € V),
dobimo

[[L(x), L(y) ], L(2) | z = [ L(x), L(y) | L(2) 2= L(2) [ L(x), L(y) | z =

=[L(z), L(y)] (20 2) = L(z) (L(z)L(y) z — L(y) L(x) z)
L(z)L(y) 2>~ L(y)L(z) 2* — L(z) (L(z) (yoz ) — L(y)
=zo0(yoz?)—yo(xo2®)—z0(xzo(yoz)—yol

= [x,2%,y] —zo|[x, 2,

Ker je
L([z,z,y])z=z0[z,2,9],

po zdruzitvi dobljenih enakosti sledi

[1‘,2:2,3/]:2[113,2:,3/]02. (1)

Za poljubne elemente =,y in z € V izra¢unajmo vrednost skalar-
nega produkta ([x2,y,z], z). Z upostevanjem asociativnosti ska-
larnega produkta sledi

([2%y,2], 2) =(2®o(yox) — (a%0y)ow, z) =

= (2?0 (yow),z)—((2%cy)ox,z) =
:<x2, (yox)oz)— z2, (xoz)oy)=

*(yox)oz—(zoz)oy)= (2%, [zzy]). (2

:<x
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Simetri¢ni stozci in Jordanske algebre = 4.3

Podobno velja tudi
([2%y,2], 2) = (2?0 (youx) — (2P oy)ox, 2) =
= (2?0 (youx),z) —((¢?0y)ox, z) =
=(z, (z0a®)oy) —(z,z0(a0y)) =
=(z,(z0a®)oy—zo(a®oy)) = (z,[y,2%2]). (3

Ce v identiteti (1) naredimo substitucijo x =y, z = x in y = z,
dobimo
I:y7$272::| = 2[y7$72] ox.

Po identiteti (3 ) potem sledi
([#%y,2], 2) = (z, 2[y,2,2] o) =

=2(z, [y,z,z]ox) =2(2?, [y,x,2]).
Ker je
[y, 2,2] = —[z,2,y],
sledi
([a%y,2], 2) = =2(a?, [z,2,9]).  (4)

Po zdruzitvi (2) in (4), za vsak z € V velja

([:UQ,y,a:], z)=0.
Od tod sledi
[2®,y,2] =0,
oziroma
2o(zoy) =zo(aoy).  (5)

Algebrsko strukturo, opremljeno z operacijo mnozenja o, ki zadosca
dobljeni enakosti in je hkrati Se komutativna, imenujemo jordanska
algebra. Dokazali smo torej

Izrek 3.2. Naj bo Q2 simetricen stozZec evklidskega prostora V. Tedaj
je V mogoce opremiti s strukturo jordanske algebre.

Identiteta (5) je v matematicni literaturi znana ze iz ¢asov pred
pojavom teorije simetri¢nih stoZcev in z njo povezanih jordanskih
algeber. Jordanske algebre so se prvi¢ pojavile v literaturi leta
1934. Njihovi utemeljitelji, Jordan, von Neumann in Wigner, so
pojem jordanske algebre vpeljali ob iskanju ustreznega formalizma
za obravnavo kvantne mehanike.
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5 Algebraic¢na analiza
evklidskih algeber

5.1 Jordanske algebre
Posplosimo definicijo jordanske algebre na poljuben vektorski pro-

stor J nad obsegom F.

Vektorski prostor 7, opremljen z bilinearno operacijo
o: IxJ —JT,
imenujemo jordanska algebra nad F, ¢e za vsak a,b € J velja
(J1) aob="boa,
(J2) a?o(aob)=ao(a?ob),

2

pri ¢emer je a* = a o a.

Zgled 1. Naj bo § mnozica vseh simetriénih matrik in A, B € S.

Ker velja
(A+B)"=A"+B*"=A+1B,

je § zaprta za seStevanje. Zaradi nekomutativnosti mnozenja ma-
trik, § oc¢itno ni zaprta za mnozenje. Velja namrec

(AB)" = B*A* = BA.
Definirajmo na mnozici & mnoZenje s predpisom
AoB=13(AB+ BA).
Ker velja
AoB=31(AB+BA)=31(BA+AB)=BoA,

je § zaprta za zgoraj definirano mnoZenje. Preverimo Se asociativ-
nost mnozenja. Ker je

Ao(BoC)=1%(ABC+ ACB+ BCA+ CAB)
in
(AoB)oC =1 (ABC + BAC + CBA+ CAB)

v splosnem velja
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5 Algebrai¢na analiza evklidskih algeber
Ao(BoC)#(AoB)oC.

Mnozica S torej za zgornji produkt, razen v primeru n = 1, ko
mnoZenje lahko interpretiramo kot obi¢ajno mnoZenje Stevil, ni
asociativna. Ce pa v zgornjih izrazih nadomestimo C' z izrazom

Ao A= A% dobimo
Ao(Bo(C) =

N
o

(Bo(AoA)):Ao(BoAZ):
A(BoA*)+(BoA*)A)=

A(BA? + A’B) + (BA* + A’B) A) =

ABA% + A3B + BA® + A’BA) =

ABA%* + BA® + A’B + A’BA) =

(AB+ BA)A* + A*(AB + BA)) =
(AoB)A? 4+ A?(AoB)) =
oB)oA?=(AoB)o(AoA)=(AoB)oC,

—~~ —~

—~

Fom S N N [N N [ ST
—

N

oziroma

Ao(BoA?)=(AoB)oA?.
Ce dobljeni izraz zapisemo v obliki
A?0(AoB)=Ao(A*0B)

je §, opremljena z mnoZenjem o, jordanska algebra.

Zgled 2. Naj bo W vektorski prostor nad obsegom F in B : W x
W —— F simetri¢na bilinearna forma. Na vektorskem prostoru
Y =F x W definirajmo produkt s predpisom

(Nu)o(p,v)=(Ap+B(u,v),\v+pu).

Ker tako definiran produkt ocitno izpolnjuje pogoja definicije, je
prostor V jordanska algebra.

Zgled 3. Prostor V, vseh antisimetriénih matrik dimenzije 2m x
2m, opremljen s produktom

zoy=3%(zJy+ylz),
kjer je
0 In| . .
J = , je jordanska algebra.
—L, O
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Jordanske algebre = 5.1

Na jordanski algebri J definirajmo operator mnozenja
L(a) : T —J

s predpisom
L(a)b=aob,

kjer sta a,b € J.

Ce za poljubna operatorja mnozenja A in B jordanske algebre 7,
uporabimo zapis

[A,B]| = AB — BA,

lahko aksiom (.J2) nadomestimo z
[L(a),L(a*)] = 0.
Velja namred
[L(a), L(a®)]b = L(a)L(a*) b — L(a*)L(a)b =

= L(a)(a®ob) — L(a*)(aob) =ao(a*ob) —a’o(aob).

Ob upostevanju aksioma (J1) od tod sledi

[L(a), L(a®)] = 0.

Trditev 4.1. Naj bo J jordanska algebra. Potem veljajo naslednje
identitete:

(i) [L(a), L(?)] +2[L(b), L{aob)] = 0;
(i) [L(a),L(boc)]+[L(b),L(aoc)]+ [L(c), L{aob)] = 0;
(ii) L(a®ob) — L(a®)L(b) = 2 (L(aob) — L(a)L(b) ) L(a)

Dokaz:

(1) Poljubno identiteto, zapisano v operatorski obliki, uporabimo
na enoti e jordanske algebre J. Ker za poljuben a € J velja
L(a) e = aoe = a, je dobljeni izraz polinom oblike p(a, b) = 0.
Definirajmo njegov odvod s predpisom

p(a + tb7 b) B p(aa b)
t t=0

p/b(a7 b) =
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5 Algebrai¢na analiza evklidskih algeber

Ce torej aksiom (.J2), zapisan v obliki [L(a), L(a®)] = 0,
uporabimo na enoti e, dobimo

p(a,b) =aoa* —a*oa=0.

Izrac¢unajmo njegov odvod.

Py(a,b) :%[(a+tb)o(a+tb)2—(a+tb)20(a+tb)

—aoa2+a20a]‘ =
=0
1

:¥[(aot Yo (a®+thoa+taob+t?h?)
—(a*+thoa+taob+t*b*)o(a+th) —aoca® +

+a20a]‘ =
t=0

1 2 2 2
zz[aoa +tao(boa)+tao(aob)+t?aob”+

+thoa® +t*bo (boa)+t%bo (aob) + t3bo b?

—a’oa—ta?ob—t(boa)oa—t*(boa)ob

—t(aob)oa—t(aob)ob—t2b?oa+

+ 130 ob—aoa®+a’oal o
—boa?—a’ob+ao(boa)—(boa)oa+

+ao(aob)—(aob)oa=
—boa?—a*ob+2[ao(boa)—(boa)oa]=0.

Ce dobljeni izraz zapiSemo v operatorski obliki, dobimo
(L), L(a?)] +2[ L(a), L(boa)] = 0,
od koder z zamenjavo spremenljivk a in b sledi
[L(a), L(b*)] + 2 [ L(b), L(aob)] = 0.
(ii) V dokazu prejsnje identitete smo pokazali, da operatorju
[ L(a), L(b¥)] +2[L(B), L{aob)] = 0,
ustreza polinom

p(a,b) =aob* —b*oa+2bo(boa)—2(boa)oa=0.
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Jordanske algebre = 5.1

Izra¢unajmo njegov odvod, p'.(a,b). Po definiciji je

p.(a,b) = %[2(a—|—to)o(bo(a—|—t6))
—2(bo(aote))o(a+tc)+
+bo(a+tc)—(a+tc)>ob—2ao(boa)+

+2(boa)oa—boa*+a?ob] 0
=

Od tod sledi

%[Q(a—l—tc)o(boa—ktboc)
—2(boa-+tboc)o(a+tc)+
+bo(a*+taoc+tcoa+t3c?)

—(a®* +taoc+tcoa+t*c*)ob— 2ao(boa)t

+2(boa)oa—boa’+a?ob] =0,

=0

oziroma

ao( boc)—(boc)oa+bo( aoc)—(aoc )ob+co( boa )—(boa )oc=0.

Ce dobljeno identiteto zapisemo v operatorski obliki, dobimo
[L(a),L(boc)]+[L(b),L(acc)]+[L(c),L{aocb)] =0.

(i7i) Ce uporabimo identiteto (i) na elementu ¢, dobimo
L(a)L(b*)c— L(b*)L(a)c+2L(b) L(aob)c —2L(aob) L(b)c = 0,
oziroma

L(a)(b*oc)— L(b*)(aoc) +2L(b)((aob)oc) —2L(aob)(boc) = 0.

Od tod z uporabo enakosti L(b?)(aoc) = L(b*oc)a in uposte-
vanjem komutativnosti, sledi

L(b*oc)a— L(b*)L(c)a+2L(b)L(c)L(b)a—2L(boc)L(b)a =0,
in od tod

L(b* o c) — L(b*)L(c) + 2L(b)L(c)L(b) — 2L(bo ¢)L(b) = 0.
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5 Algebrai¢na analiza evklidskih algeber

7 zamenjavo b in a ter c in b, sledi
L(a? o b) — L(a*)L(b) = 2L(a 0 b)L(a) — L(a)L(b)L(a),
oziroma

L(a®ob) — L(a®)L(b) = 2 (L(aob) — L(a)L(b) ) L(a).

Trditev 4.2.

(i) Naj bo J jordanska algebra. Potem za vsak a € J in pozitivni

(i)

Stevili p in q velja
[L(a”), L(a)] = 0.

Jordanska algebra je potencno asociativna.

Dokaz:

(i) Najprej z indukcijo po p pokazimo, da je aPoa

2 = aP*2. Denimo,

2

da je a?*! = a? o aP~!. Ker je

AP =qoaP™ =ao(a®oaP™!)

z upoStevanjem (J2) sledi

2 2

aPt? oal =aPloa”.

=d’o(aca’™ ) =a

V nadaljevanju pokazimo, da je [ L(a?), L(a?)] = 0. Ce v iden-
titeti (444) trditve 3.1 pisemo b = a™~! dobimo

L(@"*Y) = L(a®)L(a" ") + 2L(a")L(a) — 2L(a)L(a" ") L(a)

Za vsako naravno Stevilo n je torej L(a™) element podalgebre
endomorfizmov jordanske algebre 7, ki je po (J2) komutativna
in generirana z L(a) in L(a?). Od tod torej sledi

[L(a?), L(a%)] = 0.

Pokazimo Se poten¢no asociativnost. Dokazati zadosca, da ve-
lja aP?oa? = aPT4. Enakost dokaZimo z indukcijo po g. Denimo,
da je a? o a9 = aPT4. Ker velja

aP Tt = gPToq = (aPoal)oa = ao(aPoa?) = L(a)L(aP)a?,

z upostevanjem (i) sledi ™9 = L(aP)L(a)a? = aP o a4! .00
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Minimalni polinomi = 5.2

Opomba: Poten¢na asociativnost pomeni, da je podalgebra gene-
rirana z enim samim elementom a enaka

Gen(a) = {p(a); p — polinom }

in je torej asociativna in komutativna.

5.2 Minimalni polinomi

Naj bo V kon¢no dimenzionalna potenéno asociativna algebra nad
obsegom I z enoto e. Z F[X] ozna¢imo algebro polinomov ene spre-
menljivke s koeficienti iz F. Elementu v € V priredimo mnozico F[z]
s predpisom

Flz] = {p(z); p € Flz] }.

Mnozica F|x] je o¢itno podalgebra V in je generirana z elementoma
x in e. ker je V algebra konne dimenzije, elementi

podalgebre F[x] o¢itno ne morejo biti linearno neodvisni. Za nek
k € N torej velja

ap® + ap_ 12"+ +aiz =0,

pri cemer je vsaj eden od q; razlicen od ni¢. Zaradi potenc¢ne asoci-
ativnosti algebre V, za poljuben = € V potem obstaja tak polinom
p € Flz], da velja p(z) = 0. O¢itno je torej mnozica J(x), defini-
rana s predpisom

J(x) ={peF[X];p(z) =0},
neprazna znotraj F[X]. ker je J(x) neprazna, v njej obstaja po-
linom najmanjse stopnje. Oznac¢imo ga s pg. Ker je za poljuben

polinom p € J(z), st(py) < st(p), po evklidovem algoritmu obsta-
jata taka ¢ in r € F[X], da velja

pP=qpo+T,

in je st(r) < st(po). Ker je
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5 Algebrai¢na analiza evklidskih algeber

zaradi potencne asociativnosti sledi, da je r(z) = 0 in od tod, za-
radi minimalnosti py tudi » = 0. Polinom pg dolocen do konstante
natanc¢no, torej deli vse polinome iz J(z). Ce se dogovorimo, da
bomo s pg oznacevali tistega, ki ima vodilni koeficient enak 1, do-
bimo enoli¢no dolo¢en polinom. Imenujemo ga minimalni polinom
elementa x. Stopnjo minimalnega polinoma pg elementa x ozna-
¢imo z m(z). O¢tno je stopnja m(z) omejena z dimenzijo prostora
V. Definirajmo rang algebre V kot

r = max{m(z); x € V}.

V nadaljevanju bomo element x € )V imenovali reqularen, ¢e bo
veljalo
m(z) =r.

5.3 Evklidske algebre in projektorji

Naj bo &£ vektorski prostor y enoto e nad obsegom R, opremljen z
bilinearno operacijo

o: IxJ—JT,
in skalarnim produktom
() IxJT —R.
Ce za poljubne z,y in z € & velja
(El) zoy=youx,
(E2) 220 (xoy)=x0(220y),
(E3) (woy,z) = (z,y02),

£ imenujemo evklidska jordanska algebra ali krajSe evklidska alge-
bra.

Zgled 1. Naj bo £ Lorentzov stozec. V drugem poglavju smo mu
priredili evklidsko algebro na naslednji nac¢in. Naj bo ‘H n—1 dimen-
zionalen Hilbertov prostor, katerega ortonormirano bazo tvorijo
vektorji x1,x9,...,x, in £ algebrska struktura oblike £ = R ® H.
Elemente & torej pigemo v obliki o + 2. Ce v € definiramo skalarni
produkt s predpisom

(a+z,0+y) =af+ (x,y),
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Evklidske algebre in projektorji = 5.3

kjer je skalarni produkt na desni originalni skalarni produkt pro-
stora H, in mnoZenje s predpisom

(at+z,8+y)=ab+(z,y)+ay+ bz,
je € evklidska algebra. Imenovali smo jo Lorentzova algebra dimen-
zije n in jo oznacili s simbolom Lor(n).

Zgled 2. Naj bo P stozec pozitivnih matrik na realnem, kom-
pleksnem ali kvaternionskem prostoru H dimenzije n. Naj bo &£
podana s predpisom & = {A : H — H; A* = A}. Ce na &
definiramo skalarni produkt s predpisom

(A,B) = ReSl(AB),
ter algebrai¢ni produkt s predpisom
AoB=1(AB+BA),

kjer je AB obicajni produkt matrik, je £ evklidska algebra. Ime-
nujemo jo algebra simetri¢nih matrik dimenzije n X n in ozna¢imo
z Sim(n,R), oziroma Her(n,F), kjer je F = { C,H }.

Element p # 0 evklidkse algebre £ z lastnostjo
p*=p,

imenujemo projektor algebre £. Ce za neka projektorja p in ¢ al-
gebre & velja

poq=0,

pravimo, da sta p in q algebraicno pravokotna projektorja. Naj bo-
sta p in ¢ algebrai¢no pravokotna projektorja algebre £. Ker velja
poq =0, sledi

(p,q) =(pop,q)=(p,poq)=0,

oziroma, p in ¢ sta tudi evklidsko pravokotna glede na inducirani
skalarni produkt.

Ce za projektorje p1,po, ..., pr algebre & velja

P =i,
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5 Algebrai¢na analiza evklidskih algeber

piop; =0, Cei # 7,
pL+p2+...+pp=e,

kjer je e enota v &£, pravimo, da pi,po,...,pr tvorijo kompleten
sistem pravokotnih projektorjev.

Zgled 3. V Lorentzovi algebri Lor(n), kjer je mnozenje podano s
predpisom (a+z,8+y) =af+ (x,y) + ay + [z, so projektorji
elementi 1 + 0 in % + %ﬁ Ce je namre¢ p = « + x nenicelen
projektor, zaradi p? = (a + 2)? = o® + ||z]|? + 20z, velja o? +
l[z||> = a in 2az = z. Resitev dobljenega sistema so projektorji
oblike z = 0 in a =1, ter & = 3 in ||z||? = 1, oziroma [|z|| = 3.
Zgled 4. Znotraj algebre simetri¢nih matrik Her(n,F), so pro-
jektorji matrike, ki zado3¢ajo identiteti A> = A. Ker je kvadrira-
nje znotraj algebre Her(n,F) po definiciji ekvivalentno obi¢ajnemu
kvadriranju matrik, so projektorji v Her(n, F) kar obi¢ajni matri¢ni
projektorji.

Izrek 3.1. (Pruvi spektralni izrek ) Vsak nenicelen element x ev-
klidske algebre £ lahko enolicno zapisemo kot koncno vsoto,

T = Ap1+ Xop2 + ...+ APk

kjer so \; razlicna realna Stevila in py,pa, ..., pr kompleten sistem
pravokotnih projektorjev. Za vsak j =1,...,k, je p; € R[x].

Opomba: Koeficiente \; imenujemo lastne vrednosti, vsoto A\1p1+
Xopo + ... 4+ A\ppr pa spektralna dekompozicija elementa x.

Dokaz: Naj bo y € R[z]. Z Lo(y) ozna¢imo zozitev L(y) na Rz].
Ker je R[z] podalgebra &, v kateri velja

(L(y)z,z) =(yox,z)=(m,yoz)=(z,L(y)z),

je Lo(y) simetri¢en endomorfizem evklidskega prostora R[z]|. To
pomeni, da obstajajo take projekcije Pj, Py, ..., P, prostora R[x],
da velja P+ P> +...+ P, = I, in taka realna Stevila A1, Ao, ..., Ag,
daje Lo(x) = MiP1+XoPa+ ...+ X\ Pi. Od tod sledi, da obstajajo
polinomi ¢;, za katere velja P; = ¢;(Lo(x)). Ce definiramo p; =
¢;(x) in upostevamo asociativnost algebre R[z], dobimo

Lo(pj) = Lo(g;(x)) = q(Lo(x)) = F;.
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Evklidske algebre in projektorji = 5.3

Podobno sledi
Lo(pi o pj) = Lo(ai(x) 0 ¢j(x)) = Lo(qi(x)) Lo(g;(x)) = PPy,
LoD _pj) = LoD _ai(x) = > Lo(g;(x)) =
= qi(Lo(x))=> _Pi=1,
Lo(O) _Aipi) = Lo()_ Ngji(x)) = Lo(Ajgi(x))
=Y AiLo(gj(2)) = Y Ajaj(Lo(x))
=Y NP =Lo(x).

Zaradi bijektivnosti L, sledi injektivnost Ly in od tod
P} =pi,piopj =0, Cei#j,

ij:e, Z)\jpj:x.

Dokazimo Se enoli¢nost. Denimo, da je = ) \;p;. Potem je 2" =
Z)\?pj. Naj bo ¢ poljuben polinom R[z]. Ce zapiSemo ¢(z) =
anx™ + ap_12" L+ ...+ a12 + ao, sledi

q(z) = an(O_Np;) + an1 (O X py) +
R al(z A\jp;) + age
= an(z Nipj) + an_l(z A?_lpj) +
et al(z \jpj) + ao(zpj) =
= (Z anAj + anq)\?_l + ...+ a1Aj+ao)p; =

=> a(\)p;-

Ce za fiksen j definiramo

) =[x~ ).

dobimo

q(j)(x) = H( A1p1 + Aopo + ..+ Appr — )\ie)
i#£]
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5 Algebrai¢na analiza evklidskih algeber

:H(Mm+)\2p2+---+)\kpk—>\i(p1 +pa+...+p))
i#]

= H( (A1 =A)p1+ (A2 = A)p2 + ...+ (Aj — X\)pj

Ker v vsakem ¢lenu produkta nastopa le (A; — A;)p;, dobimo

¢V (@) =TT = 2ps s
i#]

od koder zaradi razlicnosti A; sledi, da je p; € Rlz]. To pomeni,
da so Lo(pj) paroma pravokotne projekcije in \; lastne vrednosti
operatorja Lo(x). Vsak p; je torej pravokotna projekcija enote e na
tisti lastni podprostor prostora Lg(x), ki pripada lastni vrednosti
Aj. To pa pomeni natanko enoli¢nost zapisa = = ) A;jp;. O

Po prejsnjem izreku lahko vsak element evklidske algebre £ eno-
licno zapisemo kot linearno kombinacijo pravokotnih projektorjev.
Podoben sklep velja tudi za poljuben projektor algebre &. Ce pa
projektor p € £ ni nicelen in ga ni mogoce zapisati kot linearno
kombinacijo dveh nenic¢elnih pravokotnih projektorjev, p imenu-
jemo primitivni projektor. Kompleten sistem pravokotnih projek-
torjev p1,po,...,Pm, imenujemo jordanski sistem, ¢e je poljuben
projektor p; primitiven in velja

pjopr =0, ¢ej#k

ter
pr+p2+...+pm=c¢e.

Izrek 3.2. (Drugi spektralni izrek) Naj ima evklidska algebra &
rang r. Potem lahko vsak nenicelen element x evklidkse algebre £
zapiSemo kot koncno vsoto,

x=Mp1+Xp2+ ...+ Aepr,

kjer so \; realna Stevila in py,p2,...,pr jordanski sistem pravoko-
tnih projektorjev. MnoZica spektralnih vrednosti { A1, Aa, ..., Ay } =
o(x) je enolicno dolocena.
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Evklidske algebre in projektorji = 5.3

Dokaz: Ce je x = Aip1+Aopa+. ..+ A-p, spektralna dekompozicija
elementa = € &, je ocitno q(z) = Y q(\;)pi, za poljuben polinom
q € Rz]. Od tod sledi, da je minimalni polinom elementa x oblike

k

FXoa) =TI(X =),

i=1

Od tod sledi, da je k < r, oziroma k = r natanko tedaj, ko je x
regularen element. V tem primeru je vsak p; primitiven, saj bi sicer
obstajal jordanski sistem z ve¢ kot r elementi. To pomeni, da bi
obstajali elementi algebre &£, katerih minimalni polinomi bi imeli
stopnjo vecjo od r, kar je v protislovju z definicijo ranga. Enoli¢nost
zapisa je direktna posledica prvega spektralnega izreka. O

Zgled 5. Naj bo &£ algebra realnih simetri¢nih matrik dimenzije
2 x 2. V tem primeru se lastne vrednosti \; spektralne dekom-
pozicije poljubnega elementa algebre £, ujemajo z obi¢ajnimi ma-
tri¢nimi lastnimi vrednostmi. Spektralna dekompozicija poljubnega
elementa algebre £ je potem oblike

R

b ¢ u — u? 1—u
_ — .2
+)\2[ 1 u2 vVu u]v
U—u U

kjer sta A1 in A9 obic¢ajni matri¢ni lastni vrednosti, u pa ustrezno
realno Stevilo. V primeru, da sta elementa algebre £ oblike

oo e)

sta njuni spektralni dekompoziciji

G
s -eo [} {Jeen ] )

V asociativnih algebrah velja

DO =

L(p)L(p)a?:po(pox):(pop)ox:pQOx:L(p)x,

99



5 Algebrai¢na analiza evklidskih algeber

za vsak projektor p. To pa pomeni, da ima lahko operator L(p) la-
stni vrednosti le 0 in 1. Pri jordanskih algebrah je situacija nekoliko
bolj zapletena. Velja namre¢

Trditev 3.3. Naj bo p projektor Jordanske algebre J. Edine mozZne
lastne vrednosti operatorja L(p) so 0, % in 1.

Dokaz: Ce na identiteti (#i7), trditve 1.1 uporabimo a = b = p,
dobimo

L(p*) — L(p*) L(p) = 2( L(p®) — L(p)L(p) ) L(p)
= 2L(p*)L(p) — 2L(p)®,

L(p*) = 3L(p*)L(p) — 2L(p)*>.

Ker je p? = p?op=pop=p, od tod sledi

L(p) = 3L(p)L(p) — 2L(p)*

oziroma

2L(p)® — 3L(p)* + L(p) = 0.

Lastne vrednosti operatorja L(p) so torej nicle karakteristicnega
polinoma

203 =3\ 4+ 1 =0.

Pripadajoce ni¢le so \; =0, Ay = % in A3 = 1. a

Trditev 3.4. Ce sta p in q pravokotna projektorja jordanske algebre
J, potem L(p) in L(q) komutirata.

Dokaz: Trditev je neposredna posledica identitete (i) trditve 1.1.
Ce namre¢ v omenjeni identiteti piSemo a = p in b = ¢ = ¢, dobimo

[L(p),L(qoq) ]+ [L(q),L(peoq)] +[L(q), L(poq)] = 0.

Od tod, z upostevanjem p o ¢ = 0, sledi

[L(p),L(q)] =0.
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5.4 Mc Crimmonov operator in obrnljivost

Naj bo J jordanska algebra nad obsegom F z enoto e. Definirajmo
preslikavo
P:J— EndJ),

s predpisom
P(a) = 2L(a)? — L(d?).

Tako definirano preslikavo P imenujemo Mc Crimmonov operator.

Ker nas v tem delu zanima zgolj uporaba realnih algeber, se bomo
v nadaljevanju razdelka omejili zgolj na primer F = R. ta omeji-
tev nam bo omogocila precejsnjo poenostavitev nekaterih dokazov.
Preden za¢nemo s proucevanjem lastnosti Mc Crimmonovega ope-
ratorja P, dokazimo naslednjo

Lema 4.1. Ce je p nenicelni realni polinom n spremenljivk, je mno-
Zica M ={x € R"; p(x) # 0} gosta v obicajni topologiji R™.

Dokaz: Naj bo p(a) = 0 za nek a € R™. Ce a ni v zaprtju mnozice
M, potem obstaja taka € — okolica tocke a, da so vse njene tocke
nicle polinoma p. Brez skode za splosnost lahko predpostavimo, da
je a = 0. Polinom p torej lahko zapisemo kot

p(x1, .. xn) = qo(x1, . xn) + qr(x1, . Tn) Ty +

+ qg(xl,...,xn)x% + ...—|—qk(x1,...,xn):cfl.

Fiksirajmo neko tocko b € R"~! znotraj krogle s polmerom e. V
tem primeru dobimo polinom ene spremenljivke

p(b, l’n) = Q(l‘n) )

ki ima po zgornji predpostavki neskonéno nicel, saj mednje sodi
cel interval (—e, €). To pa pomeni, da je ¢ ni¢elen polinom, oziroma
p(b,z,) = 0, za vsak z, € R. Ce bi fiksirali z,,, bi dobili polinom
n — 1 spremenljivk

p(x1, ... xn) =71(T1, . Tpe1)

ki bi imel ni¢le vse (n—1) — terice z lastnostjo | z; | < €. Ker je le teh

neskon¢no sledi, da je r ni¢elen polinom, oziroma p(x1,...,z,) = 0,
za fiksen z, € R. Ker trditev leme oc¢itno velja za n = 1, lahko z
manjsanjem dimenzije in indukcijo zaklju¢imo dokaz. O
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Ce je na algebri J definiran produkt s predpisom

aob:%(ab—i-ba),

velja
P(a)b = (2L(a)?*(a®))b = 2L(a)*h — L(a®)b =
= 2L(a)L(a)b— L(a®)b =
—ao(aob)—a’ob=
= ao(ab+ba) —a’ob=
= 1(a®b + aba + aba + ba®) — §(a®b + ba?),
oziroma

P(a)b = aba.
Ce, podobno kot v dokazu trditve 1.1, definiramo odvod preslikave
P s predpisom

P(a+tb) — P(a)
t =0’

Py(a) =
sledi
t=0
[2L(a + tb)L(a +tb) — L(a®> + aotb +tbo a + t2b?)
—2L(a)* + L(a)?]

Pi(a) = 1[2L(a + tb)? — L((a + th)?) — 2L(a)* + L(a)?)| =
1

Od tod, z upostevanjem linearnosti preslikave L, sledi
Pl(a) = %[2[L(a) + tL(b)][L(a) + tL(b)] — L(a?) + tL(aob) +
tL(boa) + t*L(b*) — 2L(a)* + L(a)?] =
= %[ L(a)? + 2tL(a)L(b) + 2tL(b) L(a) + 2t*L(b)*
L(a?) — tL(aob) — tL(boa) — t*L(b?)
—2L(a)* + L(a®)]| =
)

_l’_

2L(a)L(b) +2L(b)L(a) — L(aob) — L(boa).
Ker je aob =boa, sledi

Pj(a) = 2L(a)L(b) + 2L(b)L(a) — 2L(a o b) .
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Ce definiramo
P(a,b) = 3P(a),

sledi identiteta
P(a,b) = L(a)L(b) + L(b)L(a) — L(aob).
Zapisimo P(a,b) v obliki

P(a,b) = L(a)L(b) + L(b)L(a) — L(a o b) + L(a)®
— L(a)? 4+ L(b)? — L(b)*
+1L(a%) — $L(a®) + 1L(b?) — 1L(b?).

7 upostevanjem linearnosti preslikave L sledi

—~

a?) — LL(aob)
L(a®) = L(b*) — 3L(v?)
a’+aob+boa+b?)

P(a,b) = (L(a) + L(b))(L(a) + L(b)) — 3L
b

_|._
NO[—=
Sy
=
L
|
=
S
e
[N +
: N[

oziroma

P(a,b) = 5(P(a+b) — P(a) — P(b)).
Ce uporabimo P(a,b) na elementu ¢, dobimo
P(a,b)c = L(a)L(b)c+ L(b)L(a)c — L(aob)c =
= ao(boc)+bo(aoc)—(aob)oc =
=1(ao(bcoch)+bo (ac+ca) — (ab+ba)oc) =
= L (abc + bea + acb + cba + bac + ach
+bca + cab — abc — cab — bac — cba) .

Od tod sledi, da v asociativni algebri velja

P(a,b)c = (ach + bea) .
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Naj bo a element jordanske algebre J z enoto e in F[a] njena po-
dalgebra, generirana z elemntoma e in a. Ce v F[a] obstaja enoli¢no
doloc¢en element b, za katerega velja

aob=boa=c¢,

pravimo, da je element a obrnljiv. Element b oznac¢ujemo z obicaj-

1

nim simbolom ¢~ " in imenujemo inverz elementa a.

Opomba: Enakost a 0ob = boa = e sama po sebi ne pomeni, da je
b inverz elementa a. ¢e je namre¢ J = Sim(2,R) in

1 0 1 =z
T R PR LA [

1

je a obrnljiv in velja a™ = a. Ocitno je aob = boa = e, toda

b ¢ Rla|, za x # 0.

Trditev 4.2. Ce je L(a) obrnljiv operator in velja aob = e, je b
wmverz elementa a.

Dokaz: ker je Fla] generirana z e in a, in je L(a) bijekcija, je njena
skréitev na F[a] injektivna. Zaradi kon¢ne dimenzije je ta skréitev
tudi bijektivna. Obstaja torej tak ¢ € Fla], da je L(a)c =aoc =e.
Ker je L(a) bijekcija na vsej jordanski algebri J, je ¢ = b in b je
inverz elemnta a. a

Izrek 4.3. Element a je obrnljiv natanko tedaj, ko je obrnljiv P(a).
Potem velja
P(a)a ' =a,

P(a)"'=Pa™).

Dokaz: Naj bo P(a) obrnljiv. Potem je skréitev P(a) na F[a] bijek-
cija za katero velja b = P(a) " 'a € Fla]. Ker velja

P(a)e = 2L(a)% — L(a®*)e = 2a 0 (aoe) —a’oe = a?,

in po trditvi 1.2

Jac
N
h
—
S
~—
I

2L(a)?L(a)— L(a*)L(a) = 2L(a)L(a*) — L(a)L(a®) =

sledi
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= P(a)"'L(a)a = P(a)1a® = ¢,

od koder je po zgornji definiciji b = a~! inverz elementa a. Poleg
tega sledi

DokaZzimo Se obratno implikacijo. Naj bo a obrnljiv. Ce v identiteti
(ii7) trditve 1.2 nadomestimo b z a~!, dobimo

L(a*oa™") = L(a?)L(a ") = 2(L(aoa™") — L(a)L(a"))L(a)

L(a) — L(a®*)L(a™ ") = 2(L(aoa 1)) L(a) — L(a)L(a ) L(a)) .

Z upostevanjem komutativnosti L(a) in L(a™!), od tod sledi
L(a) — L(a®*)L(a™ 1) = 2L(a) — 2L(a)*L(a™ 1),

L(a)*L(a™")L(a®) L(

S
L
I
=
N
)

oziroma

P(a)L(a™') = L(a).
7 zamenjavo a in a~', dobimo
P(a™")L(a) = L(a™")
in od tod
P(a)P(a™")L(a) = P(a)L(a™ ") = L(a).

Ce je det L(a) # 0 sledi, da je P(a)P(a') = I/ Ce si izbe-
remo v J neko bazo, je preslikava a —— det L(a) polinom. Ker
je det L(e) = detl = 1, je ta polinom nenicelen. Po lemi 4.1 je
mnozica { a; det L(a) # 0} gosta v J. Seveda je ta mnozica gosta
tudi v manjs$i mnozici vseh obrnljivih elementov. Ker je tudi presli-
kava a — P(a)P(a~!) — I polinomska in zvezna, sledi identiteta

P(a)™'=Pa™).

Posledica 4.4. Mnozica obrnljivih elementov Z je podana z
Z={a;detP(a)#0}

in je gosta v algebri 7.
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1

Izrek 4.5. Odvod preslikave a — a~! je —P(a)™!, oziroma

(a™h, = —P(a)"'b.

Ce staa inb obrnljiva, je obrnljiv tudi P(a)b in velja

(P(a)b)™' = P(a )b,

Za poljubna elementa a in b velja
P(P(a)b) = P(a)P(b)P(a)

oziroma

P(aba) = P(a)P(b)P(a).

Opomba: Omenjeno lastnost Mc Crimmonovega operatorja ime-
nujemo kvadratna reprezentacija.

Dokaz: (i) Ce uporabimo Mc Crimmonov operator na elementu
a~!, dobimo
P(a)a™! =2L(a)%a™' — L(a®*)a™' =20 (aca™') —a’0ca™t =a,
oziroma
P(a)a ! =a.
Odvajajmo dobljeno identiteto. Po definiciji odvoda velja
(P(a)a™), = [ P(a+th)(a+ )~ = Pla)a]|
in
(@} = Hl(a+th) —al|_ = i0|_ =0.
Ker velja
P(a+tb) = 2L(a + tb)* — L((a + tb)?) =
= 2L(a +th)L(a +tb) — L(a® + aotb+thoa+ t*?) =
= 2[L(a) + L(tb) ][ L(a) + L(tb)] — L(a®)
+2tL(aob) + L(t*?) =
= 2L(a)* 4 2L(a)L(tb) + 2L(tb)L(a) + 2L(tb)?
— L(a®) + L(2t 0 b) + L(t*?) =
= P(a) + P(tb) + 2P(a, tb)

in
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P(tb) = 2L(th)*> — L((tb)?) = 2L(tb) L(tb) — L(t*V?) =
—t2L(b?) =

) =
2L(b%) = t*[2L(b)L(b) — L(b*)] = t>P(b),

(P(a)cfl)f7 = %[ (2P(a,tb) + P(a) + P(tb))(a + tb) 1 — P(a)a_l]‘tzo

- %[(2P(a,tb)(a+tb)*1+P(tb)(a—|—tb)*1]‘ +

_|_
=

[(Pl@)(a+ )~ Pla)a]|_ =

= ¢[2tP(a,b)(a+tb) "' + > P(b)(a + tb)’ll‘tzo T
+P(a)(a™t), =

= 2P(a,b)(a+tb)! ot tP(b)(a+tb) ™t

+P(a)(a™ ")y,

o

oziroma

(P(a)a™), = 2P(a,b)a™" + P(a)(a™ )}
Po odvajanju dobimo torej naslednjo identiteto
2P(a,b)a” ' + P(a)(a™ '), =b.
Ce upostevamo, da je

P(a,b)a™" = [L(a)L(b) + L(b)L(a) — L(aob)]a™"
= L(a)L(b)a™ " + L(b)L(a)a™' — L(aob)a™!
= ao(boafl)—|—bo(aoa71)—(aob)oa71 =b,

sledi
oziroma

(a™h}, = —P(a)™'b.
(#7) Ce uporabimo identiteto

P(a)L(a™') = L(a)

na elementu b in upoStevamo komutativnost operatorjev P(a) in
L(a™1), dobimo
atoPa)b=aob.

107



5 Algebrai¢na analiza evklidskih algeber

Odvajajmo dobljeno identiteto po ¢. Ker je

(a0 P(@)p). = H(a+1e) o Plattep—ate Plap]| =

=

[(a+t0)_1O(P(a)b+t2p(c)b+2p(a7tc)b)_a_lop(a)b]‘t:o -

= ¢l (a+tc)*1oP(a)b—cflOP(a)b]‘t=o+t(a+tc)flop(c)b‘t=0 *

+ (a+te)~to2P(a, c)b‘ = (a).o P(a)b+2a"" o P(a,c)b =
t=

= —P(aY)co P(a)b+ 24"t o Pa,c)b
in
(aob). = %[(a—i—tc)ob—aob]‘tzo = %tcobtzo =cob,
sledi
—P(a™ Y o P(a)b+2a o P(a,c)b=cob.

Ce v dobljeni identiteti ¢ zamenjamo z b=, dobimo
—P(a Db o Pla)b+2a o P(a, b )b =b"1ob.
Od tod, z upostevanjem P(a,b )b = a, sledi
—Pla Y oPla)b+2a toa=ce.

oziroma

Pla Yo toPla)h=e.

¢e oznacimo y = P(a~!)b~! in 2 = P(a)b, dobljena enakost pred-
stavlja izraz © oy = e, ki pa ne zadosca za zakljucek, da je y
inverz x. Dokazati je namrec8e potrebno, da je y € F[x]. Za dokaz
enakosti (P(a)b)™! = P(a=1)b™!, po trditvi 4.2 zadosca pokazati,
da je det L(P(a)b) # 0. Izraz det L(P(a)b) je polinom na prostoru
J x J. Ker je det L(P(e)) = det I = 1, je ta polinom nenicelen.
Ker po lemi 4.1 pogoj det L(P(a)b) # 0 predstavlja gosto mnoZico,
identiteta
(P(a)b) ' =Pla b !

velja za vse obrnljive a in b € J.
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(i7) Identiteto
(P(b)a)™' = P(b~"a™",

odvajamo po c. Ce izraz na levi odvajamo kot kompozitum, dobimo

((P(b)a)™")e = —P(P(b)a)" (P(b)a), =
~P(P®)a) M [(PO)(a+te) — P)a] | =
—P(P(b)a) ' P(D)}(a+t) —a | =
—P(P(b)a)" P(b)c.
Ker je odvod izraza na desni
(PO = HP( ) a+t0) = Pa] | =

sledi identiteta
—P(P(b)a) ' P(b)c = —P(b"")P(a) tc.

Ce upostevamo, da je P(b~') = P(b)~! in ¢ nadomestimo s P(b),
dobimo

—P(P(b)a) ' P(b)P(b) = —P(b) "' P(a)" ' P(b),
od koder sledi
P(P(b)a)”' = P(b)"'P(a)"'P(b) "

oziroma

P(P(b)a) = P(b)P(a)P(b).
Po substituciji @ z b in b z a sledi
P(P(a)b) = P(a)P(b)P(a).

Omenjena identiteta velja le v primeru, ko sta a in b obrnljiva
elementa. Ker so obrnljivi elementi gosti, ta identiteta velja tudi
za poljubna elementa a in b € 7. O
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5.5 Pierceova dekompozicija

V tem razdelku si bomo ogledali Pierceovo dekompocijo jordanske

algebre J, glede na projektor p € J. V razdelku o projektorjih

smo dokazali, da so edine lastne vrednosti operatorja L(p) Stevila
1

0, 5 in 1. Jordansko algebro J torej lahko zapisemo kot direktno

vsoto lastnih podprostorov
J=0& J% &,
pri ¢emer je
Ji={zxeJ;Lpr=iox}.

Dekompozicijo jordanske algebre J na direktno vsoto lastnih pod-
prostorov imenujemo Pierceova dekompozicija. Elementi podpro-
stora J; so lastni vektorji, ki pripadajo lastni vrednosti ¢. V zgor-
njem primeru jordanska algebra J razpade na direktno vsoto na-
slednjih lastnih podprostorov

Jo={zeJ;Lip)z=0}={zeT;pox=0},
Ji={zeJ;Lpar=s2}={seT;por=ja},

Ji={zeJ;Lp)z=zx}={zecT;pox=x}.

V nadaljevanju razdelka bodo predmet obravnave predvsem multi-
plikativne lastnosti Pierceove dekompozije, ki nikakor niso ocitne.
V kasnejsih razdelkih bomo namre¢ dekompozicijo, zaradi Stevilnih
uporabnih lastnosti uporabljali kot orodje pri dokazovanju nekate-
rih trditev.

Zgled 1. Naj bo J mnozica realnih simetri¢nih matrik dimenzije
m X m, opremljena z jordanskim produktom. V prvem razdelku
tega poglavja smo dokazali, da je J jordanska algebra. Naj bo
m = r + q. Pokazimo, da je matrika oblike

(L0
p7007

projektor prostora J. Ker je
o (L O (L, O [L Of_
PP"=1o o] o o] |o of =P
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oCitno sledi, da je matrika p projektor prostora J. V nadaljevanju
izra¢unajmo Pierceovo dekompozicijo prostora J glede na projek-
tor p zgornje oblike. Najprej si oglejmo dekompozicijo v primeru,
ko je m = 2. Po definiciji lastnih podprostorov, je podprostor Jy
doloc¢en s predpisom

To = a b| |1 0 ola b| (0 O
L I P I VI b c|] |0 0]
Ker za poljubna A in B € J velja

$(AB+BA)=AoB,

ool Lo el b el o a] =210 5]

oziroma
a b n a 0] 10 0
0 0 b 0| |0 0]

Od tod dobimo sistem
2 b| [0 O
b 0] |0 0]

katerega resitev je a = b =0 in ¢ € R. Dobimo torej

jO:{|:O 0:|;CER}.
0 ¢
Za podprostor

- a b |1 0 a b _1|a b
a={s oJelo ol<[b ol=2 10 o]}
dobimo sistem
2a b 9.1 a b
b 0| T 21|b ¢l

katerega resitev jea = c=01in b € R.

Sledi torej

sledi
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Podobno tudi za podprostor

R R

dobimo sistem
2 b | 9 a b
b 0] b c |’

katerega resitev je b =c =0 in a € R. Od tod torej sledi

le{[g 8} ;aeR}.

S kratkim premislekom lahko dobljeni rezultat posplosimo tudi na
jordansko mati¢no algebro dimenzije m x m. V tem primeru so
projektorju p pripadajoci lastni podprostori oblike

J = { [61 8 } ; A je r X r simetri¢na matrika} ,
0 0 . . o .
Jo = 0 B B je g x g simetricna matrika ¢,

0o C . )
j%_{[CT O} 7C’Jer><an1atr1ka}.

Zgled 2. Naj bo W vektorski prostor nad obsegom F in B : W X
W — F simetri¢na bilinearna forma. Vektorski prostor V = FxW,

opremljen s produktom
(Au)o(pv)= A+ B(u,v), v+ pu),

je jordanska algebra. Pois¢imo najprej njegove projektorje. Ker je
(Mu)=(MNu)o(Nu)= (N +B(u,u), \u+ )
= (M 4+ B(u,u), 2)u),

so projektorji resitve sistema enacb

A=+ B(u,u),

u=2\u.
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Nenicelni resitvi zgornjega sistema sta
e=(1,0) in p= (%,w),

pri Cemer je B(w,w) = %. V nadaljevanju izra¢unajmo prostoru V
pripadajoce lastne podprostore. V primeru, ko je p = e, je ocitno
Vi = Vin Vy = Vi = 0. V primeru netrivialnih projektorjev
postopamo na nasledani nacin. Po definiciji je podprostor Vi, ki
pripada lastni vrednosti 1, oblike

Vi={(Nu); Nu)o(tw)=(\u)}.
Ker je
Mu)o(sw)=(3A+B(u,w), dw+ Fu),
dobimo sistem enacb
%)\—FB(u,w) =,
)\w+%u:u,

katerega resitev je

Od tod sledi

()\,u):(23(u,w),2)\w):4B(u,w)(%,w)elﬁ‘-(%,w),

oziroma
Vi={k(3w);keF}=Fp.
Za podprostor
Vo = {()‘7“'); (/\,u)o(%,w) = (070)}7
dobimo sistem enacb

N+ B(u,w) =0,

Aw + %u =0,
katerega resitve so oblike
A= —-2B(u,w),
u=—2\w.

Ce torej zapiSemo
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(Nu)=(—2B(u,w),—2\w)
= —4B(u,w)(%,—w) € F-(%,—w),
sledi, da je
Vo = {k(%,—w); keF}=F-(e—p).
Podobno za podprostor
Vi={(A\u); (\u)o(g,w)=35(\u)},
dobimo sistem enach
A+ B(u,w) = 3A,
AW + %u = %u,
katerega reSitev zadosca pogojema
B(u,w) =0,
A=0.
Podprostor V% je torej oblike

Vi={(0,u); B(u,w)=0}.

1
2

Ce jordanska algebra J zado$¢a pogoju (E3) definicije evklidske
algebre,

(aob,c)=(a,boc) zavseabceJ,
ima razcep J = Jo + J1 + J1 naslednjo lastnost
2

Trditev 5.1. Prostori J; so paroma ortogonalni.

Dokaz: Naj bosta a € J, in b € Jg, pri cemer je a # 3. Tedaj velja
(a—p0)(a,b) = (aa,b)— (a,pfb) =(poa,b) —(a,pob) =0.

Ker je a — 3 # 0, sledi (a,b) = 0. a

Trditev 5.2. Ce je J jordanska algebra in p njen projektor, sta
Jo in J1 ortogonalni podalgebri algebre J,

j()ojl:{o}a

114



Pierceova dekompozicija = 5.5

za kateri velja

(‘70+.71)OJ% cJi
j%OJ%Cjo-i-jl-

Dokaz: Ce v identiteti (37) trditve 1.1, nadomestimo a z pin b z a
dobimo

L(p® 0 a) = L(p*)L(a) = 2(L(p o a) — L(p)L(a) ) L(p),

oziroma

L(poa)— L(p)L(a) =2 (L(poa) — L(p)L(a) ) L(p) -

Naj bosta a € J\ in b € J,. Ce dobljeno identiteto uporabimo na
elementu b, dobimo

L(Xa)b— L(p)L(a) b = 2 (L(Aa)L(p) b — L(p)L(a)L(p) b) ,
)L(a)b—2AL(a)ub+ 2 L(p)L(a) ub =10
)L(a)b—2puAL(a)b+2puL(p)L(a)b=0,
(A= L(p))L(a)b— 21 (A — L(p) ) L(a) b =0,
(A=L(p))(1 —=2p) (acb) =
V primeru, da je p = 0 ali 1, sledi
L(p) (a0b) = Aaob),
kar pomeni, da je aob € Jy. Vzemimo, da je A = 0. Ker za poljubna
a€ Joinbe Jyali J1 velja aob e Jy sledi, da je Jy podalgebra
algebre J. Podobno za A = 1 dobimo, da je tudi J; podalgebra
algebre J. Ker je J direktna vsota podprostorov [Jy, J1 in J%,

sledi
JooJh={0}.

Ce vzamemo, da je A = %, dobimo

L(p) (aob) =3 Laob),

kar pomeni, da je za poljubna a € J1 in b € Jy + J1 produkt
2
aob¢e J1. Od tod sledi
2

(j0+j1)oj% Cj%-
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Kot dokaz zadnje inkluzije zado$ca pokazati, da za a € J1 velja
2

a’ € Jo + J1, oziroma
a’ =ap+a,
pri ¢emer je ag € Jp in a1 € J;. Ce definiramo
a0:a2—a2op in ap :a2op,
sledi
L(p)ap = (I = L(p) a1 = a’ op— (a’op)op=
=a*op® —(a*op)op=(L(a*)L(p) — L(a*op))p,

in od tod, z uporabo identitete (iii), trditve 1.1,

L(p) ao = 2(L(a)L(p) L(aocp))L(a)p =
= (L(a)L(p) — 5 L(a))a = L(a) (L(p) — 5 )z = 0.
Zgoraj definiran ag je torej element Jy. Ker velja
(I—=L(p))ar =0,
oziroma
L(p)ar =poar =a1,
je oCitno tudi a; € Ji. O

Zgornjo trditev lahko predstavimo z naslednjo tabelo

o|Jo J: J1

2

Jo | Jo j% 0
J1 J% Jo+ N j%

2

Ji1] 0 .7% Ji

Iz tabele lahko razberemo, da sta v primeru J1 = 0 podalgebri Jy
2
in J7 celo ideala algebre 7.

V tretjem razdelku tega poglavja smo pokazali, da sta algebrai¢no
pravokotna projektorja tudi evklidsko pravokotna. Pokazimo, da
velja tudi nasprotna implikacija oziroma naslednja
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Trditev 5.3. Naj bosta p in q projektorja evklidske jordanske alge-
bre J. Algebraiéna pravokotnost poq = 0 in evklidska pravokotnost
(p,q) =0 sta ekvivalentni.

Dokaz: Pokazati torej zadosca, da iz (p,q) = 0 sledi po g = 0. Naj
bo (p,q) = 0. O¢itno je tudi (poq,q) = 0. Zapisimo projektor g
v obliki ¢ = qo + q1 + ¢1. Od tod sledi

2

poq:pO(qOﬂLq%+ql)=poqo+poq%+p0q1z%q +q1.

1
3
Zaradi pravokotnosti Pierceovih podprostorov velja
0=(pog.q)=(5a0 +a,a+a +a)=35llal+[al?,
od koder sledi g1 = ¢1 = 0, oziroma po g = 0. O
2
Trditev 5.4. Projektor p € J je primitiven natanko tedaj, ko je
Ji=Rp.
Dokaz: Naj bo J1 = R-p. Ce p ni primitiven, je p = ¢+, pri Cemer
je gor =0. Ker velja
pog=(g+r)og=qoq+rog=q+0=gq,
sledi, da je ¢ € J1 in q ¢ R-p, kar je protislovje.
Naj bo p € Ji primitiven projektor. Ce je z € Ji(p), je po spek-
tralnem izreku z = >~ \; p;, kjer so p; projektorji algebre generirane

z x. Ker je J1(p) podalgebra, so oc¢itno p; € Ji(p). To med drugim
pomeni, da je p o p; = p1, od koder sledi

pr+(p—p1)=p,
(p—p1)=pop—2pop1+piopr=p—2p1 +p1=p—p1,

ter
pro(p—p1)=prop—propr=p1—p1=0.
Ker je p primitiven, je p; = p, preostalih p; pa sploh ni. Torej je
r=Ap€eRp. O
Trditev 5.5. Naj bosta p in q pravokotna primitivna projektorja
evklidske jordanske algebre J, Ji(p) in J1(q) pa njima pripada-
2 2
joc¢a Pierceova podprostora. Ce a € Ji(p) N Ji(q), potem velja
2 2

oIl = [lqll in

o =3 e (P +4).
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Opomba: Ker tmajo torej vsi pravokotni primitioni projektoryi
enako normo, lahko v nadaljevanju brez $kode za splosnost pred-
postavimo, da je ta norma enaka 1. Identiteto trditve torej lahko
zapisemo v obliki

a®=3llal*(p+q).

Dokaz: Ce sta p in ¢ pravokotna projektorja, je projektor tudi p+gq.
Velja namrec
(p+4q)’=pop+pogt+qgop+qoq=p"+¢*=p+q.
Denimo, da je a € J1(p), oziroma velja p o a = a. Ker po trditvi
3.4 L(p) in L(q) komutirata, velja
po(goa)=gqoa.
To pa pomeni, da je goa € Ji(p). Podobno za a € J1(q) sledi,
da je poa € J1(q). Po definiciji je
Ji(p+q)={acT;(p+q)oca=a}
={a€eJ;poa+tqgoa=a}
={a€eJ;poa=aingoa=0}+
+{a€eJ;poa=0ingoa=a}+
+{a€T;poa=Laingoa=3a}.
Ce upostevamo prejsnji ugotovitvi, dobimo

Ji(p+aq)=7(p)+ R(q) + Tu(p)NTi(q).

Cejeac j%(p)ﬂj%(q), po trditvi 5.2 sledi, da je a®> € J1(p) +

Ji(q). Ker sta p in ¢ primitivna, je Ji(p) = R-p in J1(q) = Rq.
Zapisimo a? v obliki
a’>=Ap+pq,
in pokazimo, da je || p|| = || ¢||. Ce upostevamo, da je
Mipl? = (p,a®) =(poa,a) = 3lal],
in
pllall? ={q,a®) = (goa,a) = 3lal],

dobimo identiteti
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MipllP=gllal? i pllgl?=3llalP.
Ker v jordanski algebri J velja
[a%,p,a] =0,
dobimo

[Ap+pg,p,al =Xp,p,a]l+ulgpal =
=A(po(poa)—(pop)oa)+
+u(go(poa)—(gop)oa))=
=A(ja—3a)+p(ga)=
=—1(A-p)a=0,

od koder sledi, da je A = p oziroma

Ipll=1lqll-

Ce torej predpostavimo, da sta dobljeni normi projektorjev p in ¢
enaki 1, sledi

a’>=1al?(p+q).

Posledica 5.6. Naj bosta p in q pravokotna primitivna projektorja
evklidske jordanske algebre J. Ce je Ji(p) N J1(q) # 0, potem
2 2

obstaja tak element w € J, da je w? = e in velja
Plw)p=q.

Dokaz: Naj bo wy tak element J1(p) N J1(q), da je ||wo||* = 2.
2 2

Potem po prejinji trditvi velja wi = p + ¢. Naj bo w = wg + (e —

p — q ). Potem velja

w? =wd +2wpo(e—p—q)+(e—p—q)*=

= w(2]+2wgoe—2woop—2wgoq+
+e2+p?+¢>—2e0q—2eo0q+2poqg=
=p+qg+2wy—wo—wo+e+p+qg—2p—2qg=e.
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Od tod sledi

P(w)p=Plwy+(e—p—q))p=
—2L(wo+e—p—q)’p—L((wo+e—p—q)*)p=
=2L(wg+e—p—q)(wpoa+eop—pop—qop)

—cop=
= 2L(wo+e—p—q)(3wo+p—p)—p=
=Llwo+e—p—q)wy—p=
= w4+ eowy —powy —qowy —p =
:p+q+w0—%wo—%wo—PZQ-

V nadaljevanju si nekoliko podrobneje oglejmo Pierceove podpro-
store J;, ki pripadajo razlicnim paroma pravokotnim projektorjem,
za katere velja p1 + ...+ p, = e. Najprej si oglejmo naslednji

Zgled 3. Naj bo J jordanska algebra realnih simetri¢nih matrik di-
menzije 3 x 3. Ce upoStevamo, da je na J skalarni produkt definiran
s predpisom (A, B) = Sl (AB), so paroma pravokotni projektorji
z lastnostjo, da je njihova vsota identiteta, naslednje matrike

1 00 0 0 0 0 0 O
0 0 0}, 01 0], 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
Ce jih povrsti oznacimo s p, ¢ in 7, so njim pripadajoci Pierceovi
podprostori naslednjih oblik

a 0 0 0 0 0

p: = 000}, Jo = 0 b f )
0 0 O 0 f c
0 d e

j%: |:d00},

e 0 O
0 0 O a 0 e

q Ji = {ObO},jo 0 0 0 )
0 0 O e 0 c
0 d 0
0 f 0
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0
0 , Jo=
c

O e

d 0
b ol %,
00

o oo © oo

0
0
0
0
0
f

O - O

kjer so a,b,c,d,e, f € R. Z R-p, R-q in R-r oznac¢imo tisti Pierceove
podprostore J1, ki pripadajo algebri J glede na projektorje p, g in
r. Ker o¢itno J ne moremo zapisati v obliki 7 = R-p & R-g P R,
je smiselno definirati podprostore oblike

d 0

0 0 0 e
Tpq = d 0 0 v Tpr = 0 0 0 ,
0 0 0 e 0 O
0 0 0
jqr: 0 0 f ’
0 f 0

saj potem velja
j:Rp®Rq®RT@qu®jpr®jqr

Hitro se lahko prepricamo, da so zgoraj definirani podprostori po-
dani z naslednjimi predpisi

qu:{AEJ:poA:%Ainqu:%A}’

jpr:{AEjipoA:%Ain TOA:%A}’
jqr:{Aej:(]OA:%Ain roA=13A}%}.

Zgornja dekompozicija predstavlja zgolj podrobnejso delitev ze ob-
stojeCe Pierceove dekompozicije glede na projektor p. Podalgebra
J1 = R-p je namre¢ ostala nespremenjena, podprostor Ji smo
razdelili na J,q © Jpr, podprostor Jp pa na R-¢g @ R-r @ jq:.

Naj bo {pi,...,pn } sistem pravokotnih primitivnih projektorjev
z lastnostjo p1 + ... + pn = e. Po prejsnjem zgledu je smiselno
definirati naslednje podprostore jordanske algebre J

Jii = Ji(pi) = R-p;,
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Jij = J1(pi) N T3 (p) -
Simbola J1(p;) in J1 (p;) pri tem oznacujeta Pierceova podprostora
2
J1 in J1, ki pripadata projektorju p;.
2

Izrek 5.7. (i) Poljubno evklidsko jordansko algebro J lahko za-
pisemo kot direktno vsoto oblike

J =& Tij.

i<
(i) Veljajo naslednje identitete
Jijo Jij C Tii + Tjj,
Jij o Tjk C Tik, Cei#k,
FisoJu=1{0}, e {ij}n{ki}=0.

Opomba : Dekompozicijo J = @©i<; Jij imenujemo tudi Pierceova
dekompozicija algebre J, glede na sistem pravokotnih projektorjev.
Dokaz: (i) Ker so linearne transformacije L(p;) evklidske jordanske

algebre J simetri¢ne in po trditvi 3.4 tudi komutativne, obstaja

taka baza algebre [J, da so transformacijam L(p;) pripadajofe ma-

trike diagonalne. Ker so 0, % in 1 edine lastne vrednosti transforma-

cij L(p;) in velja Y L(p;) = L(>_p;) = L(e) = I, so edini moZni

skupni lastni prostori
Lii={aeJ,Lipr)a=dia}l,

Eij:{aej,L(pk)a:%(5ik+5jk)a},

pri Cemer je d;, Kroneckerjev simbol. Ce upostevamo definicijo pro-
storov J1(p) in J1(p), sledi
2

Lii = TJii = T(pi),

Lij =T = J1 (pi) N J1 (pj) -

(ii) Naj bo e = p; + p;. Potem je B = Ji+ Jj; + Jij, Pierceova
dekompozicija B glede na p; in p;. Ce zapisemo, da je J; = Bi(pi),
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Jji = Bo(pi) in Jij(pi) = B1(ps), z upostevanjem trditve 5.2, do-
2

bimo naslednje inkluzije in identitete

T € Jiiy Tijo T C Tij, T C T+ Tjj» JuoJj={0},

Geistj.

Naj bo f = p; +p; +pk. Podobno kot prej, je C = Ji; + Jj; +t7kkv+

Jij + T, + T, Pierceova dekompozicija C glede na p;, p; in py. Ce

oznacimo e = p;+pj, je o¢itno e idempotent prostora C, za katerega

velja Ci(e) = Jii + Jij + Tjj, Cole) = Tpr in T1(e) = Ti + Tk

Ker po trditvi 5.2 velja Co(e) o Ci(e) = {0}, sledi Jij o Tr = {0}.
Ce upostevamo, da je C% (e)oCi(e) C C% (e), dobimo

Jij o Tk C Tik + Tk -
Ker velja J;; = Jji in Jj = Jj, sledi tudi
Jij o Tjk = Tkj o Tji C Tki + Tji -
Od tod sledi
Jij o Tjx C (Tik + Tjr ) N (Tni + Tji ) = Ti: -

Pokazimo Se zadnjo identiteto. Naj bo g = p; +p; + p + p;. Potem
je D = TJii + Jjj + Twk + Tu + Tij + Tie + Ta + Tje + Tt + T,
Pierceova dekompozicija prostora D glede na p;, pj, pr in p;. Ce
oznafimo e = p;+pj;, je o¢itno e idempotent prostora D, za katerega
velja Ji; C Di(e) in Ji C Do(e). Po trditvi 5.2 potem sledi, da je
Do(e) o Dy(e) = {0}, oziroma J;5 o Jp = {0}. 0
Trditev 5.8. Za a € J;j in b € Tj, t # j # k veljata naslednji
identiteti

L(a)(aob) = L lal?b,

laobll*=gllall* 6]

Dokaz: Ce v identiteti (4ii) trditve 1.1 najprej b nadomestimo s
pj, nato pa dobljen izraz uporabimo na elementu b, dobimo

[L(a® 0 pj) — L(a®)L(p;)|b = 2[ L(a o pj) — L(a) L(p;) ] L(a) b,

oziroma
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(a*op;)ob—ao(pjob) =2(aopj)o(aocb)—2ac(pjo(ach)).
Ker po trditvi 5.5 velja

a® =3l all*(pi+p;),
od tod sledi
sllall?((pi+pj)opi)ob—gllall’(pi+pj)ol(ciob)=
—2(aop;)o(acb)—2ao(pjo(ash)),
oziroma

sllall?(pjob—pio(pjob) —pjo(pjob))=

=2(aopj)o(aob)—2ao(pjo(aoch)).

Ker je b € Jji Cj1(pj—|-pk) C Jo(pi), sledi, da je pjob = %bin
pi ob=0. Od tod sledi

LlalP(5b—1b)=2(aop;)o(aoh)~2a0 (p;o(aoh)).

Ker je aob € Jip C Jo(pj) sledi, da je p; o (aob) = 0. Ce
upostevamo, da je a € J;;, oziroma velja pj oa = % a, dobimo

HlalPb=ao(aob),

oziroma

%HaHQb:L(a)(aob).
Ce dobljeno identiteto skalarno pomnozimo z b, dobimo
(gllallPb,b) = (L(a)(aob),b),

gllall®(b,b) = (aobaob),
gllall?[1o]*=[lacb|.
Ce zgoraj dobljeno identiteto renormiramo z
=l = alllz]l],
dobimo

o?|[lacb||*=ga?[[lall[>-a?[][b]]],
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oziroma
llaobll =g [[|alll*- |l|b]]>.

Ce v dobljenem izrazu vzamemo, da je a = 2+/2, dobimo

Hlaoblll=alll-[ll6]ll-

Algebrske strukture, opremljene z normo taksne oblike, bodo pred-
met natancnejSe obravnane naslednjega razdelka.

V nadaljevanju si oglejmo Se nekatere lastnosti primitivnih projek-
torjev, ki jih bomo potrebovali v poglavju o klasifikaciji evklidskih
algeber.

Trditev 5.9. Naj bosta p in q razlicna nepravokotna primitivna
projektorja jordanske algebre J. Potem je algebra J(p,q), generi-
rana s p in q, izomorfna Sim(2,R).

Dokaz: Naj bo (p,q) = A. Po definiciji Pierceove projekcije velja
P(p)a=Ap, P(q)p=Aq.

Ce definiramo poq = u, dobimo
Ap=2L(p)L(q)q—L(p*)q =
:2po(poq)—p20q22pou—poq:2pou—u,
oziroma
pou=3(Ap+u).
Podobno dobimo, da je
gou=3(Aqg+u).
Ce uporabimo identiteto (i) trditve 5.1.1 na elementih p in ¢ ter
upostevamo zgornji zvezi, dobimo
0=L(p)Lq)p—L(q) L(p)p+2L(q) L(poq)p
—2L(poq)L(q)p=
= po(gop)—qop’+2go((pog)op)—2(pog)o(gop)=
:pou—u+2qo(pou)—2u2:
= s(Ap+u)—u+tqgo(Ap+u)—2u?=
= %Aa—l—%u—u—l—)\(qop)—i—qou—?uQ:
= %)\p—%u+)\u+%)\q+%u—2u2:
=IAp+3Aqg+Au—2u?%,
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oziroma
u' =3 (p+q+2u).

Ker veljata oceni
A=(p,q)=(p.¢*) =(pog,q) =(L(p)g,q) >0
in
A= (p,q)=(p*q*) = (pog,poq) =||poq|® < |Ip|*|ql* =1,

lahko X pisemo kot A = cos? §. Naj bosta pg in go matriki dimenzije
2 x 2, definirani s predpisom

|10 _ cos? 0 cos @ sin @
Po= 0 0 o d0= cos @ sin @ 0 ’

Ce definiramo uy = Do © qo, kjer o predstavlja obi¢ajni jordanski
produkt matrik, oc¢itno velja

1

e — cos? 0 % cos 0 sin 6
0= 5 cos ) sin 6 0

in
ug =% (po+qo+2uo) .
Ker je A # 0, je o¢itno tudi ug # 0. Naj bo J' = Sim(2,R).

Definirajmo preslikavo p : J' — J s predpisom

plaag+Bg+yu) =ap+Bq+yu.
Ocitno je p homomorfizem jordanskih algeber. Ker je J enostavna,
je p tudi bijektiven. ad

Trditev 5.10. Naj bosta p in q nepravokotna primitivna projek-
torja jordanske algebre [J. Potem obstaja tak element w € J, da
je w? = e in velja

Plw)p=q.

Dokaz: Naj bo wg € J' podan s predpisom

cos b sin 6
sinf — cos@ |~
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Ce sta po in qo iz prejsnjega dokaza in je o obicajni jordanski pro-
dukt matrik, potem velja P(wo)po = qo. Naj bo ¢ = p(eq), pri

cemer je
1 0
0 11"

Ce je w1 = p(wp ), potem velja w? = c. Ce izberemo, da jew =
w1 + e — ¢, sledi

w? =e in P(w)p=q.

Trditev 5.11. Naj bo J enostavna jordanska algebra in { p1,...,pr }
mnoZzica takih pravokotnih primitivnih projektorjev, da je p1+...+
pr = €. Potem za vsak 1 < j <k <7 velja Jj, #{0}.

Dokaz: Denimo, da je J;; = {0}, za neka ¢ in j. Z ustrezno za-
menjavo indeksov lahko dosezemo, da obstaja tak [, 1 <[ < r, da
velja
jlj 7&{0}7 jzlv"'alv
jlj:{()}, J=l+1,....7r.
Naj bo a =p1 + ...+ p;. Potem velja
Ji(a)= > Ty
i<l, j>141
Ker je J enostavna jordanska algebra, o¢itno Ji(a) ni trivialna,
2
oziroma velja Ji(a) # {0}. Od tod sledi, da obstajata taka ¢ in
2 ~
J,dajei <l j>1+1invelja J;; # {0}. Ce privzamemo, da je
Ji # {0}, potem sledi, da je tudi Ji; # {0}, kar je protislovje s
predpostavko. To pomeni, da je Jji # {0}, zavsak 1 < j <k <.
g

Posledica 5.12. Naj bo J enostavna jordanska algebra.
(i) Ce sta p in q pravokotna primitivna projektorja, potem velja

Ji(p)NnTi(q) #{0}.

(i) Ce sta p in q primitivna projektorja, obstaja tak element w €
J, da je w? = e in velja

P(w)p=q.
To pomeni, da grupa avtomorfizmov Aut(J ) deluje na mno-
Zici projektorjev tranzitivno.
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Dokaz: (i) Ker sta po predpostavki p in ¢ pravokotna in primi-
tivna projektorja lahko mnozico { p,q} dopolnimo do sistema pa-
roma pravokotnih primitivnih projektorjev { p,q,p1,...,pr—2}. Po
prejsnji trditvi je potem ocitno j%(p) N j%(q) #{0}.

(7i) Trditev je neposredna posledica trditve 5.10 in posledice 5.6.
O

Izrek 5.13. Naj bodo J enostavna jordanska algebra, { p1,...,pr }
in {q1,...,qx } pa taki mnoZici pravokotnih primitivnih projektor-
jev, da je pr + ... +pr = @ + ... + q = e. Potem obstaja tak
avtomorfizem A, da velja

Api=q;.

Dokaz: Naj bodo p1,...,p; paroma pravokotni primitivni projek-
torji, p in ¢ pa taka primitivna projektorja, da sta pravokotna na
p1,-..,p- Kot dokaz izreka zadosca pokazati obstoj takega avto-
morfizma A, da velja

Apj=pj in Ap=q.

Naj bo f =p1 + ...+ p;. Ker sta p in ¢ pravokotna na pi,...,py,
ocitno velja p in ¢ € Jy( f). Po posledici 5.12 tedaj obstaja tak
element wy € Jo( f), da je wi = e — f in velja P(wo)p = q. Ce
zapisemo w v obliki w = wqy + [, velja

w? = (wo+ f)?=wi +woo f+ 2=
=e—f+(pi+...+p)o(pr+...+m)=
=e—f+piopr+...+pop =
=e—f4+pm+...+p=e—f+f=e.

Ker velja

P(w)p=P(wo+ f)p=
=2L(wo+ f)(woop+ fop)— L{wg+2woo f+ f*)p=
= 2L(wo+ f)(woop)— L(wg+ f*)p=
=2L(wo) (woop)+2L(f)(woop)—L(wi)p—fop=
= 2L(wpy) (woop) — L(wi) = P(wo)p=gq,

je iskani avtomorfizem A = P(w ). 0
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Posledica 5.14. Naj bosta (p1,q1) in (p2,q2) para razliénih pra-
vokotnih primitivnih projektorjev enostavne jordanske algebre [J .
Potem velja

dimj%(m)ﬂj%(ql) :dimj%(pz) ﬁj%(fh)-

5.6 Hurwitzove algebre

Algebro A nad obsegom F = {R,C}, z enoto 1 in nedegenerirano
multiplikativno kvadratno formo N,

N(aob)=N(a)-N(b),

imenujemo Hurwitzova algebra.

Opomba: Kvadratna forma N je nedegenerirana, ¢e za njej pripa-
dajoco simetri¢no bilinearno formo, podano s predpisom

fla,b) = N(a+b)—N(a)—-N(b),
velja
fla,b)=0, Vbe A= a=0.

Ce je A Hurwitzova algebra nad obsegom R in je N pozitivno
definitna kvadratna forma, potem algebro A imenujemo evklidska
Hurwitzova algebra. Ime evklidska Hurwitzova algebra opravi¢imo
z dejstvom, da je omenjena algebra opremljena z evklidsko struk-
turo. Ce je namre¢ A Hurwitzova algebra in N pozitivno definitna
kvadratna forma, lahko definiramo normo

- A—R,

s predpisom
lall=+vN(a).

Za tako definirano normo velja

laobl|[ =/ N(aob) =+/N(a)-N(®) = [[all-[[6]],

oziroma

lacbl[=|la]l-[[o]].
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V nadaljevanju razdelka bodo predmet natan¢nejse obravnave pred-
vsem evklidske Hurwitzove algebre. Naj bo torej A evklidska Hurwi-
tzova algebra in N tista pozitivna kvadratna forma, ki opredeljuje
obic¢ajni skalarni produkt. Namesto oznake f(a,b) bomo tako v
nadaljevanju uporabljali bolj obi¢ajno (a,b). Najprej definirajmo
operacijo konjugiranja. Elementu a konjugiran elementa je podan
s predpisom
a=2(a,1)1—a.

Ker je konjugiranje pravokotna simetrija glede na realno os R-1,
o¢itno veljajo naslednje identitete

Ker je izraz

(a,1) = 3 (a+a)
realno $tevilo, ga bomo v nadaljevanju imenovali realni del elementa
a in oznadili z Re(a).

Podobno kot smo v prvem razdelku tega poglavja na jordanski alge-
bri J definirali operator levega mnozenja, tudi na evklidski Hurwi-
tzovi algebri A definirajmo operatorja levega in desnega mnoZenja

L(a), R(a) : A— A,

s predpisom
L(a)b=aob, R(a)b=boa,

kjer sta a,b € A.

Trditev 6.1. Za poljubne elemente a, b, u in v evklidske Hurwitzove
algebre A, velja naslednja identiteta

(aou,bov)+ (aov,bou)=2(a,b)-(u,v).

Dokaz: Ce v izrazu
laobl[=Ilall-[[o]],
element a nadomestimo z a + u, dobimo

((a+u)ob,(a+u)ob)y={(a+u,a+u)(bb),
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(aobjaob)+ (aobuob)+ (uobjaob)+ (uobuob)=
=[{a,a) + (a,u) + (u,a) + (u,u)]-(b,b)
in |laob|?+2(aobuoch)+||[uob|?®=
= [[alPIIbI* +2(a,u) [[0][*+[Jull?||b]]?,

oziroma

(aobuob)=(a,u)|lbl.

Ce v dobljenem izrazu nadomestimo Se element b z elementom b+,
dobimo

(aob+aov,uob+uov) = (a,u)(b+v,b+wv),

(aobjuob)+ (aobjuov)+ (aocv,uob)+ (aov,uov) =
=(a,u)-[(b,b)+2(bv)+(v,v)].

Ce upostevamo, da za poljubna x,y € A velja

(zy) =5 (lz+ylP = lzl>=1ly[),
dobimo naslednjo identiteto
(aobuob) =g (|[(atu)ob|®—[lacb|]®—|lucd|?) =

= s ([la+ulP=[lal® = |[u|)]6]* = (a,u)-(bb).
Podobno dobimo, da je

(aocv,uov) = {a,u)(v,v),

od koder sledi

(aobuocv)+ (aov,uob)=2(a,u)-(bv).

7 zamenjavo elementov b in u sledi iskana identiteta
(aocu,bov)+ (aov,bou)=2(a,b)-(u,v).

Posledica 6.2. Za poljubne elemente a,b in u evklidske Hurwitzove
algebre A, velja naslednja identiteta

2Re(u)-(a,b) = (aou,b)+(aow,b).
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Dokaz: Ce v izrazu trditve 6.1 nadomestimo element v z elementom
7, dobimo identiteto

2(a,b)-(u,w) = (aou,bow)+ (aou,bou).

Ce v prvem izrazu na desni nadomestimo @ z 2 (u, 1)1 —wu, v
drugem pa u z 2 (u,1)-1 — u, dobimo

2(a,b)(u,u) =2(u,1)[{(aou,b)+ (aow,b)]
+(aou,bo—u)+ (aou,bo—u).

Ker velja
(u,u) = (u,2(u,1)- 1 —u)y=2(u,1)(u,1) = (u,u),
lahko v zgornji identiteti izraz na levi zapiSemo v obliki
2(a,b)-(u, @) =4(a,b)-(u,1)* = 2(a,b)-(u,u).
Izra¢unajmo vrednost izraza

—2(a,b)(u,u) =2(a,—b) (u,u)

=[lla=0b[~Ilal— o]}/l ull*.
Ker tudi vsoto izrazov
(aou,bo—u)=1[|lacu+bo—ull®—|laocul|?>—|[bo—ul*]
=slllacu—boul|?—[lacull*~|[bo—ul?]
=5llla=bl?=1lal® = [[b|*]-[Ju|?
in
(ao®Wbo—1u)=1[|lacT+bo—ul||®>—|lacul|®—|bo—ul?]
=slllaca—boa|? —[laoa|* —|[bo -]
=z [lla=bl—llal® = [[b[2]]]ul[*,

lahko zapiSemo v obliki
{aou,bo—u)+(aow,bo—u) = [[|a=b|[*—|lal|*~[|b[[*}|u]]?,
sledi

—2(a,b) (u,u) =(aou,bo—u)+ (aou,bo—1u).
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Od tod sledi
2(a,b)-(u,1)=(aou,b)+ (aoub),

oziroma

2Re(u)-(a,b) =(aou,b)+ (aou,b).

Trditev 6.3. Naj bo A evklidska Hurwitzova algebra. Potem veljajo
naslednje identitete

(it) Re(aob)=TRe(boa),
(idi)aob=boa,
() aca=|all®

Dokaz: (i) Ce v identiteto trditve 6.1 vstavimo v = 1, dobimo
2Re(u)-(a,b) =(aou,b)+ (a,bou).

Ker hkrati, po posledici 6.2, velja
2Re(u)-(a,b) =(aou,b)+ (aowb),

od tod sledi
(aow,b) = (a,bou).

Ce dobljeno identiteto zapisemo v operatorski obliki, dobimo
(R(u)a,b)y=(a,R(u)b).
Ker je R(u) endomorfizem algebre A, o¢itno velja
R(u)=R(u)*.

Podobno dokazemo, da velja tudi (o a,b) = (a,uob), oziroma

Od tod sledi
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(i) Po dokazu trditve (i) velja
(a,b) = (boa,1) =Re(boa),
od koder sledi

Re(boa)={a,b)={aob,1)=TRe(aob).

oziroma

(iv) Ce v identiteti trditve 6.2 element v nadomestimo z u, dobimo
(llulf-a,b) = (aou,bou) = ((aou)omb),

od koder sledi
u|]?>a=(aou)o.

Ce v dobljeno identiteto vstavimo za a = 1, dobimo
l|u|>=uow.
V splosnem to pomeni, da je
L(w)L(T) = |u>1.
Ce izraz uw = 2 (u,1)-1 —wu, pomnozimo z u, po trditvi (iv) sledi
l|u|>=Tou=2(u,1)-lou—uou.
Po prejsnjem torej sledi
L(u)L(2(u,1)1—u)=2(u,1)u—uou,
2(u,1)L(u)— L(u)L(u)=2(u,1)L(u)— L(uou),

oziroma

L(u)* = L(u?).
Analogno dokazemo tudi trditev R(u)? = R(u?). O
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Definirajmo element a~' s predpisom

V nadaljevanju dokazimo upravi¢enost zgornje oznake. Z uposte-
vanjem identitet (iv) in (v) trditve 6.3, dobimo

L(a)L(a_l): Hiuz L(a)L(a) = ||61L||2 L(a)L(2(l,a)l—a) =
= HCILWL(G)[2<1,a>-I—L(a)]: HC{HZ,[2(1,a>.L(a)_L(a)2] =
1 1

= e [2(La)-L(a) - L(a®)] =

s
h
—
[\)
—~
[

S
~

S

|

IS
(]
~—

I

llal

= Ao Llao(2(1,a)1-a))=rwLlaca)=

lall?

Podobno dokazemo, da je tudi
L@ L(a)=1.

To pomeni, da je operator L(a) obrnljiv. Podobno lahko dokazemo,
da je obrnljiv tudi operator R(a). Algebro A z lastnostjo, da sta
pri vsakem neni¢elnem elementu a € A operatorja L(a) in R(a)
obrnljiva imenujemo algebra z deljenjem.

Ce za poljubna elementa a in b algebre A velja

ao(aob)=a’ob, (boa)oa=boa?,

L(a)*=L(a®), R(a)’ = R(a”),

algebro A imenujemo alternativna algebra. Dokazali smo, da je
vsaka evklidska Hurwitzova algebra alternativna.

Analogno, kot smo to storili v tretjem razdelku Cetrtega poglavija,
tudi na evklidski Hurwitzovi algebri A definirajmo asociator ele-
mentov a,b in ¢ € A, z naslednjim predpisom

[a,b,c] =ao(boc)—(aob)oc.

O¢itno je v primeru, da je algebra A asociativna, asociator ni¢elna
funkcija. Po prejsnjem je algebra A alternativna, ¢e za poljubna
elementa a in b € A velja

[a,a,b] =0, [bya,a]=0.
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Od tod takoj sledi, da je asociator alternirajoca funkcija. Veljajo
namre¢ naslednje identitete

[a,b,c] =[b,c,a] =[c,a,b] =—[c,bya] =—[b,a,c]=—]a,cb].
Zgornje identitete dobimo , ¢e v identiteti [a,a,b] = 0, elementa a

in b zaporedoma nadomestimo z a+b in ¢, a+cin b ter b+ c in a.

Naj bo (A,0) algebra nad obsegom R, z enoto 1 in konjugacijo,
ki elementu a priredi element @. Ce na prostoru A x A = A2
definiramo operacijo mnozenja s predpisom

(a,b)-(u,v)=(aou—vobbou+voa),

A? imenujemo Cayley - Dicksonova razsiritev algebre A. Ce poljub-
nemu paru elementov a in b € A priredimo elementa (a,0) in
(b,0) € A2, sledi

(a,0)-(b,0)=(aocb,0).

V zgornjem smislu torej lahko algebro A obravnavamo, kot podal-
gebro (A2,-). Ocitno je element (1,0) enota v A2. Ce zapisemo
i =(0,1), v smislu zgoraj definiranega mnozenja sledi

i?=(-1,0).

Vsak element (a,b) € A? torej lahko zapiSemo v obliki a + b o i.
Konjugiranje znotraj A? definiramo s predpisom

at+boi=a—boi.

Ocitno je torej A2 algebra z enoto in konjugacijo.

Zgled 1. Naj bo A = R, operacija o pa obi¢ajno mnoZenje realnih
Stevil. Po zgornji definiciji je Cayley - Dicksonova razsiritev algebre
A ravno algebra kompleksnih $tevil, oziroma A2 = C.

Zgled 2. Naj bo A = C. Najprej zgoraj definiran produkt Cayley -
Dickensonove razsiritve priredimo algebri C2. Ce elemente algebre
C pisemo v obliki (a,b), a,b € R in upostevamo, da je operacija o
obi¢ajno mnozenje realnih stevil, sledi

[(a,b),(c,d)]-[(x,y),(z,w)] =
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= [(a,b)-(x,y)—(z,w)-(c,d),(c,d)-(m,y)+(z,w)-(a,b)] =
= [(a,b)-(m,y)—(z,—w)-(c,d),(c,d)-(x,—y)—l—(z,w)-(a,b)] =

= [(ax — yb,bxr + ya) — (zc + dw, —wec + dz ),

(cx+yd,de —yc)+ (za — bw,wa+bz)] =
= [(ax —yb,bT + ya ) — (Zc + dw, —we + dz ),
(T +7yd,dx —yc) + (za — bw,wa + bz )] =
= [(ax — b — Zc — dw, bT + ya + we — dz),
(¢Z +yd + za — bw,dx — yc +we +bz)].
Kersoa,b,c,d,z,y, z,w € R, lahko dobljeni izraz zapiSemo v obliki

[(ax — by — cz — dw, ay + zb+ cw — zd),

(az + zc+ yd — bw,aw + zd + bz — yc) | .

Ce algebro C? obravnavamo kot R*, lahko dobljeni izraz zapisemo
v obliki

(ax — by — cz — dw, ay + b + cw — zd,
az + xc+ yd — bw, aw + xzd 4+ bz — yc ),
od koder sledi

(a,b,c,d)-(x,y,z,w) = (az,0,0,0)+ (0,ay,az,aw ) +

+(0,cw — zd,yd — bw, bz — yc) + ( —by — cz — dw,0,0,0).

Elemente prostora R* zapisimo kot elemente prostora R+R3. Zgor-
nji produkt ima potem obliko

(a+u)(z+v)=ax—(u,v)+av+zu+uxv,
kjer (u,v) pomeni obi¢ajni skalarni, u X v pa obi¢ajni vektorski
produkt v R3. Ce za bazo izberemo éetverko { 1, e1, e, e3 }, kjer je

{e1,e2,e3} standardna ortonormirana baza prostora R?, dobimo,
za zgornji produkt naslednjo tabelo mnozenja
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1 e1 ey e3

1|1 €1 €9 €3
€1 €1 -1 €3 -€2

€2 €y -€3 -1 €1

€31 €3 €2 -€1 -1

Cayley - Dicksonova razsiritev algebre A = C je torej izomorfna
strukturi, ki smo jo v tretjem poglavju poimenovali algebra kvater-
nionov H. V razdelku o kvaternionih smo dokazali, da je H asoci-
ativna in nekomutativna algebra.

Zgled 3. Naj bo A = H. Ce podobno kot v prejsnjem zgledu,
elemente razsiritve H? pisemo v obliki a + u, kjer je a € R in
u € R7, lahko produkt iz definicije pisemo v obliki

(a+u)(z+v)=ar— (u,v)+av+zutuxv.

Izraz (u,v) pri tem pomeni obi¢ajni skalarni, u X v pa vektorski
produkt v R7.

Ce za bazo izberemo osmerico {1, ey, ea,e3,e4, €5, €6, €7 }, Kjer je

{e1,e2,e3,€e4,€5,€6,e7 } ortonormirana baza prostora R7, dobimo,
za zgornji produkt naslednjo tabelo mnozenja

1 el ey ez e4 e; eg er

1|1 e ey e3 e4 es eg er
e1|ler -1 ez -ex e5 -e4 -e7 eg
es|les -es -1 e1 eg e7 -e4 -es
€3|€e3 €2 -€1 -1 €7 -€g €5 -€4
eqsleqs -e5 -eg -er -1 ey eg eg
esles eq -er eg -e1 -1 -e3 eg

€| €7 €4 -€5 -€2 €3 -1 -€1

erler -eg e5 e4 -e3 -eo ey -1

Dobljeno strukturo imenujemo algebra oktonionov Q. O¢itno je al-
gebra H podalgebra algebre Q. Zaradi nekomutativnosti H je odi-
tno nekomutativna tudi Q. Ker je ej-(e2-€4) = e1-¢6 = —e7 in
(e1-e2)-eq = ez-eq = ey, algebra O ni asociativna.
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Trditev 6.4. Naj bo A evklidska Hurwitzova algebra. Potem je
njena Cayley - Dicksonova razsiritev A%, opremljena z normo, po-
dano s predpisom

la+boill*=1lall*+b]?,

evklidska Hurwitzova algebra natanko tedaj, ko je algebra A asoci-
ativna. Dokaz: Izra¢unajmo vrednost izraza

l|[(a4boi)(u+voi)l?.

Ce upostevamo, da je a + bo i zapis elementa (a,b), sledi
I(a+boi)-(utvoi)|? =] (aou—Tobbom+voa)lf? =
= |lacu—Dob||*+|[bou+voall’ =
= |lal* ||l =2(acu,mob) +[|v|*-[[b]* +[[b]]*||u|*+
+2(bomwoa)+|lv[*|lal?.

Od tod sledi, da velja identiteta
[(a+boi)(utvoi)|?=|la+boil®+|lutvoill?,
natanko tedaj, ko velja
(aou,ob)=(bouw,voa),

oziroma
(vo(aowu),b)y={(b(voa)ou).
Od tod sledi, da omenjena identiteta velja natanko tedaj, ko je

vo(aou)=(voa)ou,

oziroma je algebra A asociativna. O

Trditev 6.5. Naj bosta A evklidska Hurwitzova algebra z enoto 1
in B taka njena podalgebra, da je 1 element algebre B in B # A.
Naj bo i enotski vektor algebre A, ki je pravokoten na B. Potem je
podprostor B o i pravokoten na B, vsota B+ B o1 pa je podalgebra,
ki je izomorfna Cayley - Dicksonovi razsiritvi algebre B. To pomeni,
da za poljubna a in b € B velja

(a+boi)(u+tvoi)=(aou—vob)+ (bou+wvoa)oi.
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Dokaz: Dokazimo najprej, da se konjugiranje na B + 3 o i ujema s
tistim iz definicije konjugiranja na A%. Ker je 1 € B, i pa enotski
vektor pravokoten na B, sledi, da je (i,1) = 0. Ker je 1 = 2 (i,1)-
1 —1 = —1, od tod sledi

i =—ioi=—|i|*=—1.

Za vsak a € B torej velja

od koder sledi

104 =a0¢1.

Z upostevanjem dobljene identitete sledi, da je

aci=1i0G=—i0a=—aoi.
Za a in b € B je torej
atboi=a+boi=a—boi.
Ker za poljubna a in b € B velja
(a,boi) = (boa,i)=0,
sledi, da je B o4 pravokoten na B.
Ker velja
(a+boi)(u+voi)=aou+ao(voi)+(boi)ou+(boi)o(voi),
za dokaz izomorfnosti zados¢a dokazati naslednje identitete
(aci)ob=(aob)oi,
ao(boi)=(boa)oi,
(aoi)o(boi)=—boa.

Ker je (b,i) = (i,b) = — (i,b) = 0, za vsak c € A, po trditvi 6.1
velja

0=2(i,b)-(c,a) = (cobaoi)+ (coi,aob).
Od tod sledi
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(c,(aoci)ob)={(c,(aob)oi),

oziroma B
(aci)ob=(aob)oi.

Po konjugiranju obeh strani zgornje identitete, dobimo
bo(aoi)=—(aob)oi,

oziroma - -
bo(aoci)=(aob)oi.

Ce upoStevamo, da za poljubna a in b € B velja

0 = (@ob,i) = ((@ob)oi,1) = ((@oi)ob,1) = (@oi,b) = (@,boi),

po trditvi 6.1 sledi

0=2(a,boi)(c,i)=(coaio(boi))+ (ioa,co(boi)).

Ker je
io(boi)=io0(iob)=R(i)*h=R(i*)b=—b,
sledi
0= (coa,—b)+ (ioaco(boi)),
(c,boa)={(ioa)o(boi),c),
(c,boa)=—{((aoi)o(boi),c),
in od tod

boa=—(aoi)o(boi).

Hurwitzov izrek 6.6. Edine evklidske Hurwitzove algebre so R,
C, H in O.

Dokaz: Naj bo A evklidska Hurwitzova algebra. Ozna¢imo z A; =
R-1. Ce A # Ay, izberimo v algebri A tak enotski vektor i1, da bo
pravokoten na A;j. Po trditvi 6.5 je potem podalgebra Ay = A; +
Ajoiy algebre A, izomorfna C. Ce A # Aj, podobno konstruiramo
podalgebro As, ki je izomorfna H. Ce je tudi A # As, konstruiramo
podalgebro Ay, ki je izomorfna Q. PokaZimo, da je tedaj A = Ajy.
Denimo, da A # A4. Potem lahko v algebri A izberemo tak enotski
vektor i4, da bo pravokoten na A4 in bo podalgebra As = A4 +
Ay 04 evklidska Hurwitzova algebra. To pa po trditvi 6.4 pomeni,
da je A4 asociativna algebra. Ker O ni asociativna, od tod sledi,
da je A = Ay. O
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6 Strukturna analiza
evklidskih algeber

6.1 Ideali

Ker je pojem ideala dobro znan Ze iz dodiplomske algebre, osvezimo
le nekatere elementarne lastnosti idealov, ki jih bomo potrebovali
ob obravnavi strukturne teorije evklidskih algeber.

Naj bo & algebra, lahko tudi nekomutatvna, neasociativna in brez
enote. Podprostor J algebre £ imenujemo levi ideal, ¢e izpolnjuje
naslednji pogoj: produkt elementa mnozice J s poljubnim elemen-
tom algebre &, z leve, je element J. Simbolno pogoj zapisemo

EoJ CJ.

Povsem analogno definiramo tudi desni ideal. V nadaljevanju bomo
z besedo ideal oznacevali dvostranski ideal, torej strukturo za katero
velja

Jo& EoTJ CT.

Elementarno je dejstvo, da je presek poljubne druzine levih ali de-
snih idealov spet ideal iste vrste. Zato vsaka mnozica S C £ gene-
rira najmanjsi levi ideal, najmanjsi desni ideal in najmanjsi ideal,
v katerem je vsebovana. Na povsem naraven nacin lahko torej de-
finiramo wsoto levih idealov L1+ Ly ={a+b : a€ Ly inbe Ly},
ki je prav tako levi ideal. Podobno definiramo tudi vsoto desnih in
dvostranskih idealov. O¢itno je presek [J; N J2 najvedji ideal, ki je
vsebovan v idealih J; in Jo, vsota J; + J2 pa najmanjsi ideal, ki
vsebuje Jp in Js.

V primeru, da je presek dveh idealov 77 in [J> trivialen, njuno vsoto
piSemo kot J1 @ J2. Imenujemo jo direktna vsota idealov Jy in Jo.
Ker je J1 0 Jo C J1 N Ja, je v primeru direktne vsote produkt
obeh idealov trivialen. Mnozenje v J1 ® J2 tako naravno razpade
na mnozenje znotraj Jp in znotraj Jo. Od tod ideja strukturne
teorije, da algebre poskuSamo razcepiti na direktne vsote idealov.
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Ideali, ki jih ni mogoce razcepiti na manjse ideale, bodo tvorili
osnovne gradnike iz katerih bomo tvorili kompleksnejse strukture.
Ce je J tak ideal algebre £, da obstaja ideal J; za katerega velja
J ® T =&, J imenujemo komplementiran ideal. V primeru, da
tak ideal ne obstaja pravimo, da J nima komplementa.

Mnozica, ki vsebuje samo element 0, je ideal v vsaki algebri. Prav
tako je tudi mnozica, ki vsebuje vse elemente algebre £ ideal. Taka
ideala imenujemo trivialna ideala. Pravi oziroma netrivialen ime-
nujemo torej tak ideal, ki ne vsebuje samo elementa 0 in ne vsebuje
vseh elementov algebre £. Denimo, da ima algebra £ element 1 in
da je 1 v nekem desnem idealu J. Ce je k poljuben element iz &,
pripada produkt 1ok = k idealu J. Torej vsebuje J vse elemente
algebre £ in zato ni pravi ideal. Naj bo a poljuben obrnljiv ele-
ment ideala 7. Ker je potem v idealu tudi produkt a o a™! = 1,
¢e je J desni ideal oziroma aloaq= 1, ¢e je J levi ideal, sledi
J = &. Pravi ideal torej ne vsebuje identitete algebre in nobenega
obrnljivega elementa.

Levi in desni ideal imenujemo minimalen, e je nenicelen in ne vse-
buje nobenega drugega nenicelnega ideala iste vrste. Podobno je
definiran maksimalni ideal, ki je po definiciji razlicen od cele al-
gebre. Algebro, ki nima netrivialnih idealov imenujemo enostavna.
Seveda ni nujno res, da enostavna algebra ne vsebuje netrivialnih
levih ali desnih idealov. Ce za ideala J; in J5 algebre € velja, da iz
JioJa =0sledi J1 =0 ali Jo =0, algebro £ imenujemo praalge-
bra. Ideal J algebre £ imenujemo praideal, ¢e iz Jy o Jo C J sledi
J1 C J ali Jo C J. To pa pomeni, da je £ praalgebra natanko
tedaj, ko je ideal 0 njegov praideal.

V nadaljevanju si oglejmo tiste lastnost idealov, ki jih bomo po-
trebovali pri opisu strukturne teorije evklidskih algeber. Naj bo £
evklidska algebra. PokaZzimo najprej naslednjo

Trditev 1.1. Ce je T ideal algebre &, je ideal tudi njegov ortogo-
nalni komplement I, podan s predpisom

Tt ={ac& :VbeZ, (a,b)=0}.
Dokaz: Naj bosta a € £ in b € Z+. Ker za poljuben element ¢ €

velja

(aob,c)=(baoc)=0,
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sledi a o b € TT, oziroma zgoraj definirana mnozica Z+ je ideal. O

Ker je torej £ = T ® I+, je vsak ideal evklidske algebre komple-
mentiran. Denimo, da sta Z in J razliéna minimalna ideala alge-
bre £. O¢itno je, zaradi minimalnosti, Z N J = 0, od koder sledi
ZoJ CINJ =0.0dtodsledi (Z,J) = (1,Z0J) = 0. Dokazali

smo torej

Trditev 1.2. Razlicna minimalna ideala evklidske algebre £ sta
pravokotna.

Tvorimo druzino vseh minimalnih idealov Z,, evklidske algebre £.

Po prejsnji trditvi obstaja direktna vsota

e Td... 0T, CE.

Ker je ortogonalni komplement te vsote ideal v &, ki ne vsebuje
nobenega minimalnega ideala, je nujno trivialen. Ker ima algebra
& kon¢no dimenzijo, velja

Izrek 1.3. Vsako evklidsko algebro & lahko enolicno zapisemo kot
ortogonalno direktno vsoto svojih minimalnih idealov.

Dokaz: Ker ima evklidska algebra £ kon¢no dimenzijo, ima tudi mi-
nimalne ideala. Ker je eksistenca razcepa algebre £ na ortogonalne
minimalne ideale posledica trditev 1.1 in 1.2, zadosc¢a dokazati le
enoli¢nost razcepa. Naj bosta

E=T101®.. L, =TJ1DT2®... 0 TIm,

razliCna razcepa algebre £ na minimalne ideale. O¢itno je presek
Z; N J; ideal. Zaradi minimalnosti idealov Z; in J7, je presek lahko
0 ali Z; = J1. Denimo, da je za vsak ¢ presek enak 0. Ker je potem

LioJhCc,Nng =0

od tod sledi £ o J1 = 0 oziroma J; = eo Jp = 0. Za nek i je torej
presek idealov Z; in J; enak Z; = J;. Induktivno lahko s podobnim
razmislekom pokazemo trditev izreka. O

Trditev 1.4. Vsak minimalni ideal evklidske algebre £ je enostavna
algebra.
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Dokaz: Denimo, da je J1 ® Jo®...D T, razcep evklidske algebre £
na minimalne ideale. Definirajmo J = J2®...®J,. Naj bo Z ideal
algebre J1. Kerje JiocJ CJiNJ =0inJoJh CINIT1 =0,
jeZoJ =J0oZ=0.0d tod sledi

EoT=(N1+T)oI=00oIT+TJoICI+0=1T,

ToE=To(h+J)=ZoJ1+TIoJCI+0=1T,

oziroma Z je ideal v £. Ker je J; minimalen, sledi Z € {0, J; }. To
pa pomeni, da J; nima netrivialnih idealov oziroma je enostavna
algebra. ad

6.2 Enoli¢nost skalarnega produkta

V prejsnjem razdelku smo dokazali, da vsaka evklidska algebra raz-
pade na minimalne ideale, ki so med seboj pravokotni. To pomeni,
da se lahko pri studiju enoli¢nosti skalarnega produkta omejimo na
primer, ko je £ enostavna algebra. Pri tem Studiju bomo potrebo-
vali pomozno sredstvo, ki se imenuje centralizator.

Linearna preslikava C' : £ — &, se imenuje centralizator algebre
&, Ce je
C(aob)=C(a)ob=aoC(b).

Ocitno je vsak skalarni veckratnik identitete centralizator. Poleg
tega lahko s povsem elementarnim rac¢unom pokazemo, da je vsota
centralizatorjev ponovno centralizator, ter da isti sklep velja tudi za
kompozitum centralizatorjev. To pomeni, da lahko vsaki ( neasocia-
tivni) algebri £ priredimo (asociativni) kolobar centralizatorjev
C(€&) z enoto. V primeru, da je £ enostavna algebra, velja Se ne-
koliko mocnejsa

Trditev 2.1. Ce je £ enostavna algebra, je C(E&) obseg.
Dokaz: Naj bo C' # 0 centralizator in K = {a € £; C(a) =0}
jedro preslikave C. Ker velja
C(zoa)=z0C(a)=200=0,
Claczx)=C(a)ox=00x=0,

je K ideal algebre €. Ker je C' # 0, o¢itno moznost K = £ odpade.
Ker je £ enostavna algebra, sledi K = 0, oziroma C' je injektivna
preslikava.
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Naj bo £ = {C(a); a € £} mnozica slik preslikave C. Naj bo
x € £in b € L. Element b torej lahko zapisemo kot b = C(a).
Tedaj velja
zob=x0C(a)=C(zoa)e L,
bor=C(a)ox=C(aozx)€eL,
od koder sledi, da je £ ideal. Ker je C' # 0, moznost £ = 0 odpade.
To pa pomeni, da je C' tudi surjektivna preslikava. Dokazati torej
zadoi¢a, da je tudi C~! centralizator. Naj bosta z,y € £. Tedaj
obstajata taka a in b € &, da velja x = C(a) in y = C(b). Ker
velja
zoC N y)=C(a)oC™'C(b)=C(a)ob=C(aob) =
—a0C(b)=CY(z)oy,

ter

O (zoy) = CL(C(a)oy) = CLC(aoy) =aoy =
c~ o

Yz)oy=a0C(y),

je trditev dokazana. O

Ker ima enostavna evklidska algebra & kon¢no dimenzijo, je C( &)
realen obseg kon¢ne dimenzije. Iz klasi¢ne Wedderburnove struk-
turne teorije asociativnih algeber s kon¢éno dimenzijo, je znano, da
je tak obseg izomorfen bodisi R bodisi C. Dejansko lahko drugo
moznost izklju¢imo in dobimo

Trditev 2.2 Ce je & enostavna evklidska algebra, je c(&)=R.
Dokaz: Ce bi veljalo, da je C(€&) = C, bi obstajal centralizator T,
ki bi zadoi¢al enacbi T? = —I. Ker ima £ enoto, bi potem veljalo
TP =(T1),T(1)) = (L,T(1)oT(1)) = (1, T(1oT(1))) =
(LTT(1)) = —(1,1) = —[[1]]%,

kar je nemogoce. O

V nadaljevanju je nas namen dolociti zvezo med centralizatorji in
avtomorfizmi. Omenjena zveza nam bo namre¢ v veliko pomo¢ pri
dokazu trditve, da je skalarni produkt v evklidski algebri enoli¢no
dolocen. Zvezo podaja naslednja
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Trditev 2.3. Naj bosta & in & enostavni evklidski algebri in
® : & — & algebraicni izomorfizem. Tedaj je ®*® centraliza-
tor algebre &7.

Opomba : Simbol ®* oznacuje adjungirano preslikavo v smislu kla-
sicne teorije Hilbertovih prostorov.

Dokaz: Naj bo C' = &*®. Tedaj velja

(®(acb), @(c)) =(P(a)o®(b),&(c))=
(@(a),®(b)o®(c)) = (B(a), ®(boc)) =
(C(a),boc)=(C(a)ob,c).

Ker so a, b in ¢ poljubni, je C(aob) = C(a) ob za vsaka a in
b € £. Podobno dokazemo, da je C(aob) =aoC(b). O

Posledica 2.4. Algebraicni izomorfizem med enostavnima evklid-
skima algebrama je veckratnik izometrije.

(C(aob),c)

Dokaz: Ker je ®*® = A-I za nek realen in o¢itno pozitiven \, velja

1@(a) || = (®(a),®(a)) = (P"®(a),a) =
= (Aa,a) = X[a|P,
oziroma
1@(a)ll = VAllall.
Na koncu dokazimo Se trditev, ki predstavlja bistvo tega razdelka.

Trditev 2.5. Skalarni produkt evklidske algebre je na vsakem mi-
nimalnem idealu dolocen do skalarnega veckratnika natancno.

Dokaz: Naj bosta na enostavni jordanski algebri J podana taka
skalarna produkta (.,.); in (.,.)s2, da je J evklidska algebra. Ce
je Ji=(J,{.,.)i),jeid : JB — Jo algebrai¢ni izomorfizem. Po
prejsnji trditvi je potem

(a,b)s = (id(a),id(b)) = A(a,b}1 .
6.3 Klasifikacija evklidskih algeber z rangom < 2

Namen razdelka je klasificirati enostavne evklidske algebre. Osnov-
na ideja klasifikacije temelji na rangu evklidske algebre. Definiramo
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ga kot mo¢ najvec¢je druzine nenicelnih projektorjev, ki so paroma
pravokotni. To pomeni, da zadoS¢ajo pogoju

piop; =0 Cei#j.

Tako definiran rang se v primeru matri¢nih algeber ujema s klasi¢no
definiranim rangom.

Ocitno je vsota projektorjev najve¢je druzine { pq,...,p, } vedno
enaka 1. V nasprotnem primeru bi namre¢ druzina { p1,...,pn, 1 —
p1 — ... — pp } bila 8e vecja mnozica paroma pravokotnih projek-
torjev.

Izrek 3.1. Enostavna evklidska algebra ranga 1 je izomorfna R.
Dokaz: Naj bo x nenicelen element enostavne evklidske algebre £.
Po prvem spektralnem izreku 5.3.1 lahko x enoli¢no zapisemo kot

$:A1p1+)\2p2+-~-+)\npn7

kjer so A1,..., A, realna stevila, p1,...,p, pa pravokotni projek-
torji. Ker ima pravokotna druZzina projektorjev mo¢ kvec¢jemu enako
rangu algebre &, je n = 1. To pa pomeni, da je vsak element alge-
bre £ veckratnik projektorja. Naj bo { 1,2, ...,z } ortogonalna
baza vektorskega prostora £. Ker so vsi njeni elementi veckratniki
projektorjev, obstaja ortogonalna baza prostora &, ki je sestavljena
iz projektorjev. Ker je po predpostavki moc¢ druzine projektorjev
enaka 1, sledi m = 1, oziroma € = R. a

V drugem poglavju so bili predmet obravnave Lorentzovi stozci. Po-
glavje smo strnili z vlozitvijo Lorentzovega stozca v algebro Lor(n).
V naslednjem izreku bomo dokazali, da so Lorentzove algebre na-
tanko tiste enostavne evklidske algebre, ki imajo rang 2.

Izrek 3.2. Enostavna evklidska algebra ranga 2 je izomorfna Lor(n).

Dokaz: Naj bo £ enostavna evklidska algebra ranga 2. Potem je
1 = p+ q, pri ¢emer sta p in ¢ neni¢elna ortogonalna primitivna
projektorja. Razcepimo & glede na projektor p. Po trditvi 5.5.2
sta & in & ortogonalni podalgebri. Obe imata enoto, prva 1 —
p = q, druga pa p. Ker aksiomi (F1), (E2) in (E3) drzijo tudi za
podalgebre, sta & in & evklidski algebri. Ker je rang algebre £
enak 2, imata & in & rang 1. Po izreku 3.1 sledi, da je & = Rgq
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in &1 = Rp. Ker je £ enostavna, je o¢itno £ # Rq @ Rp, od koder
sledi, da je &1 # 0.
2

Vzemimo enotski vektor € £:1. Ker po trditvi 5.5.2 velja 22 €
2
E10&1 C E+E&, obstajata taka skalarja o in 3, da je 2 = ap+3q.
2 2
Ker je
r=(p+q)ox=poxtqgox=ix+qouz,
sledi, da je gox = %x, oziroma poxr = qox = %x Ker v evklidski
algebri £ velja identiteta

z?o(pox)=(a’op)oux,

sledi

a?o(pox)=(ap+Pg)o(pox)=(apop+fBgop)ox =
= (ap+0)ox=apox=gux.
Ker po drugi strani velja

(ap+Bq)o(pox)=(ap+Pg)ote=%por+Zpor=9+

SRy

i

sledi identiteta
IT+ g rT=3x,

od koder sledi o = 3. Ker je 22 = ap+ g =a(p+q) = o, velja
allpll®=a(p,p) = (ap,p) = (2*,p*) = (a%,p) =

= (z,pox) = (z,qox) = (2°,q) = (2°,¢°) = a(q,q) = a|q|*,

oziroma || p|| = || ¢||. Ce algebro € renormiramo tako, da je || p|| =
llq|l = %, sta enotska vektorja 1 in p — ¢. Velja namreé

(Lp—q)=(p+ap—q)=|lp|?—(p,q)+ (p.q) —llql* =0,

(p—a,p—q)=|IpIP—(p.a) —(a.p)+qlP=1+3=1.

Vzemimo poljuben z € &1 iny =a(p—q) € R(p—q). Ker veljajo
2
identitete

(Lp—q)=(p+a,p—q)=|p*—pog+qop—|q|*=0,
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<17$>:<p+Q7x> :<p,ac)—|—<q,x>:<p2 $>+<q27x> =
=(ppox)+{gqox)=5(p,z)+5(¢z)=
:%(1,pox>—l—%<l,qox>:%<1,:1:>—|—i<1,:1:>

—1(1,z) = (1L,z) =0

in
<x,a(p—q)> = <xvap_QQ> = <33,ozp> - <$aQQ> =
=(poz,a)—(qozx,a)=(pozx,a)—(pox,a)=0,
sta podprostora €1 in R ( p—gq ) pravokotna na enoto in pravokotna
2
tudi med seboj. Ce oznacimo z F = {1}, sledi, da je F = &1 @
2
R(p — q). Zapisimo elemente algebre £ v obliki a + a, kjer je
« veckratnik enote in a € F ter izraCunajmo vrednost produkta
(a4a)o(B+b). V smislu zgornjega razcepa lahko a in b zapisemo

voblikia=c+vy(p—q)inb=d+d6(p—q), pri Cemer sta c,d € 5%,
v,6 € R. Ker veljajo identitete

<C,C>:<1,COC>:<1,C2>:<1,p>:pzc2

in podobno d? = (d,d) in (c+d)* = (c+d,c+d),sledi cod =
(e, d). Veljata namre¢ identiteti

(c+d)o(c+d)=coctcod+doct+dod= (c,c)+2cod+(d,d)
in
(c+d)o(c+d)=(c+d,c+d)=(c,c)+2(c,d)+(d,d).

Kerstac,deé’%(p)ﬂé’%(q),veljapoc:qoc: %cinpod:
god=1d. Od tod sledi

aob=cod+dco(p—q)+ydo(p—q)+~0(p—q)*=

=(c,d)+70(p—q)*=(c,d)+70(p*—pog—qop+q*) =
=(c,d)+~vd(p+q)={(c,d)+~vd="{(ab).

Mnozenje v algebri £ je torej podano s predpisom

(a+a)o(f+b)=af+ab+fat+aocb=af+{a,b)+ab+fa,
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kar je identi¢no predpisu, s katerim je podano mnozenje v Lorent-
zovi algebri. a

Nadaljna klasifikacija enostavnih evklidskih algeber ranga > 3 te-
melji na evklidskih Hurwitzovih algebrah in njim prirejenih alge-
brah simetri¢nih matrik. Pred koné¢no klasifikacijo evklidskih alge-
ber si torej oglejmo nekatere lastnosti algeber simetri¢nih matrik.

6.4 Algebre Her(m,A)

Naj bo A evklidska Hurwitzova algebra. V petem razdelku prej-
$njega poglavja smo dokazali, da je A izomorfna eni izmed algeber:
R, C, H ali O. V nadaljevanju bomo z M(m, A ) oznacevali algebro
matrik dimenzije m xm s ¢leni iz A. O¢itno je zaradi asociativnosti
algeber R, C in H, asociativna tudi pripadajoca algebra M(m, A ).

Trditev 4.1. Za poljubne a, b in ¢ € M(m,A) veljata identiteti

(i) ReSl(a-b)=ReSl(b-a),
(it) ReSl((a-b)-c)=ReSl(a-(b-c)),

kjer Re Sl (a) pomeni realni del sledi matrike a.

Dokaz: Ce v trditvi 5.6.3 operacijo o obravnavamo kot obic¢ajno
mnoZenje matrik, je identiteta () direktna posledica identitete
(i) omenjene trditve. Za poljubna a in b € A namre¢ velja

Re(a-b) = Re(b-a).

Za poljubne a, b in ¢ € A, z upoStevanjem definicije realnega dela
elementa, velja

Re((a-b)-c)=((a-b)-c,1)=(a-b,¢)=(bac) =
= (b-c,a)=(a-(b-c),1) = Re(a-(b-c)),

od koder sledi identiteta (i ). 0

V nadaljevanju oznac¢imo z Her(m, A ) realni vektorski prostor her-
mitskih matrik dimenzije m x m s ¢leni iz A. Za element a prostora
Her(m, A) potem velja a’ = @, oziroma

@ij = Gji -
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Ker je kvadratna forma
2 2
a?) =) aijraz =y |aij|
i, 2%

pozitivno definitna, lahko na prostoru Her(m, . A) definiramo ska-
larni produkt z naslednjim predpisom

(a,b) = ReSl(ab).
Prostor Her(m, A), opremljen z zgornjim skalarnim produktom
tako postane evklidski vektorski prostor.

Ce na prostoru Her(m, A) definiramo jordanski produkt s pred-
pisom

aob:%(a-b—i—b-a),

lahko zgoraj definiran skalarni produkt zapiSemo v obliki
(a,b) = ReSl(aob).

Ce upostevamo, da je v primeru A = R, C ali H, algebra M(m, A)

asociativna, potem veljata naslednji identiteti
aob=1(ab+ba)=1%(batab)=boa

in
ao(a*ob) = o(a®b+ba?)=

1 (a-(a*b)+ (a* b)a+a(b-a2) (b-a®)-a) =

:i(aQ (ab) ( )a —|—a (ba) (b-a)-aQ):

=1d’o(ab+ba)=a’o(aob).

Algebra Her(m,A), A ={R,C,H }, opremljena z jordanskim pro-
duktom o je torej jordanska algebra.

Pokazimo, da je Her(m,.A) celo evklidska jordanska algebra. Do-
kazati zadoS¢a asociativnost skalarnega produkta oziroma veljav-
nost naslednje identitete

(aob,c)=(a,boc).
Po definiciji skalarnega produkta velja

(aob,c) = ReSl((aob)c) =3 ReSl((ab)c)+3ReSl((ba)c).
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Od tod, z upostevanjem trditve 3.1 sledi
(aob,c) =L ReSl(a-(bc))+iReSl(a(cb))
= ReSl(a-(boc))=(a,boc),
oziroma
(aob,c)={(a,boc).

V nadaljevanju si nekoliko podrobneje oglejmo algebro Her (3,0 ),
dimenzije 27, ki jo imenujemo Albertova algebra.

Trditev 4.2. Za vsak element a € Her(m,Q) velja
a-(a®) — (a®)-a = M\ ,
kjer je A € Q.
Dokaz: Naj bo b =a-(a*) — (a*)-a. Potem za b;; velja
bij = Z i Z AiAj )—Z ( Z Atk Jar; = Z [ ik, akr, arz ] -
k 1 / k k.l
Asociator [a, 3,7], elementov algebre @ je enak ni¢, ¢e je eden
izmed elementov realen ali pa sta dva med seboj enaka. To pomeni,
da je asociator razli¢en od ni¢ le v primeru, ko so indeksi elementov
asociatorja, upostevajo¢ tudi njihove permutacije, razlicni. Od tod
torej sledi, da je za ¢ # j element b;; = 0, oziroma velja
b1 = [a12,a23,a31] + [a13,a32,a21],
baa = [a21,a13,a32] + [a23, a1, a12],
b3z = [a31, a12,a23 ] + [asz, a1, a13] .
Ker je asociator alternirajoca funkcija, sledi

b11 = bao = b33.

Trditev 4.3. Naj bo a taka antihermitska matrika s cleni iz Q, da
velja Sl (a) = 0. Potem je linearna preslikava

D: M(m,A) — M(m,A),

podana s predpisom
Dxr=ax—20a,
odvajanje algebre Her(m, A).
Dokaz: Ker po trditvi 4.2 za vsak z € Her(m, Q) velja
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z-(2?) — () -z =\,
sledi

St(a-(x-(z*)))—Sl(a-((2*)-2))=Sl(aXI)=Sl(a\)
_ )\dz‘mHer(m,@) S (a) —0.

Od tod, z upostevanjem trditve 4.1, dobimo
ReSl((a-x)-2?)=ReSl((z-a)-z*).
Od tod sledi

0=3ReSl((ax)a?)—3ReSl((za)a?) =
—ReSl(%( )w + 32 (az)—32%(ax)— 3 (ax)a?)=

oziroma
(Dz,z*) =0.

Ce v dobljeni identiteti najprej element x nadomestimo z x + vy,
nato pa Se z x — y, dobimo identiteti

2(Dx,xoy)+2(Dy,xoy) + (Dx,y*) + (Dy,z*) =0,
~2(Dz,xoy) +2(Dy,xoy)+(Dx,y*) — (Dy,2*) =0.
Ce dobljeni identiteti odstejemo, dobimo
2(Dy,zoy) =—(Dx,y?).

Podobno z zamenjavo elementa x z elementom x + z, dobimo iden-
titeto
2(Dz,x0z)=—(Dx, 2%).

Ce v identiteti
2(Dy,zoy) + (Dz,y*) =0,
nadomestimo element y z y + z, dobimo
2(Dy,zoy)+2(Dy,xzoz)+2(Dz,xoy)+2(Dz,xoz)+
+(Dx,y*) +2(Dz,yoz) + (Dz,2*) =0,

od koder z upostevanjem zgornjih identiteti, sledi
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(Dx,yoz)+ (Dy,zox)+ (Dz,zoy)=0.
7 uporabo zgornje identitete na elementu z = 1, dobimo izraz
(Dz,y)+ (Dy,z) =0,

ki dokazuje antisimetri¢nost operatorja D. Ob upoStevanju asoci-
ativnosti skalarnega produkta sledi

(Dxoy,z)+ (Dyox,z)—(z,D(zoy)) =0,

oziroma
D(xoy)=Dzxoy+xoDy.

To pa pomeni, da je D odvajanje na algebri Her(m, Q). ad

Izrek 4.4. ( Freudenthalov ) Naj bo H grupa avtomorfizmov algebre
Her(3,0), ki ohranga sled. Za poljuben a € Her(3,0) obstaja tak
h € H, da je h-a diagonalna matrika.

Dokaz: Naj bo a antihermitska matrika s ¢leni iz O, za katero velja
Sl (a) = 0. Po trditvi 4.3 je preslikava D, podana s predpisom Dz =
ax — za, odvajanje algebre Her (3,0 ). Ker je H kompaktna grupa,
za vsak x € Her(3,0) velja, da je orbita H-x kompaktna | Faraut,
1994, str.90]. Denimo, da je maksimum funkcije ¢, definirane na
orbiti H-x in podane s predpisom

dosezen v tocki y € Her(3,0). Pokazimo, da je potem y di-
agonalna matrika. Ce je torej D odvajanje algebre Her(3,0),
je exp(tD), t € R, enoparametri¢na podgrupa grupe H. Ker je
Sl(Dzx) =0, za vsak x, namre¢ velja Sl (exp(tD)z) = Sl (x) +
t Sl (Dz) + % SI(D(Dz)) + ... = Si(z). Ce definiramo

f(t) = w(exp(tD)y),

zp(0)y) = ¢(y). Ker je y maksimum funkcije ¢,
), za vsak t € R. Ce torej zapiSemo

je f(0)

=
sledi f(t) <

(e
f(0
3
Z exp(tD ) yii )?,
=1
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po odvajanju dobimo

3

Fi(t) =2 (exp(tD)yii) D (exp(tD) yii).
i=1

Od tod sledi
3 3
"(0) =2 Z Yii Dyii = 2 Z Yii (Dy)ii
i=1 =1

Ce uposStevamo, da je

3
Z Qi5Y 55 — Z YijQji = Z a;i;Y5i + Z yz] aji)
Jj=1 J=1
aijYji + Z Yija zg Z aijy;‘kj + Z yija;j
j=1 j=1 =1

Moo

<.

Il

[\]
I
="

(aij, yij )
1

j
in velja f/(0) = 0, dobimo

3

3 3
0—2Zyu Dy 42%12 azgayz]
i=1 7j=1

_42 a’L]7yZ] yii_yjj)-
1<J

Ker identiteta velja za poljubno antihermitsko matriko a, sledi, da
je y;; = 0 ali y;; = y;;, za poljuben par indeksov 7 in j. Pokazimo,
da za ¢ # j velja y;; = 0. Denimo, da obstaja tak par indeksov
i in j, da je y;; # 0. Potem po zgornji identiteti velja v;; = v;j
in obstaja tak 8 € O, da velja (3,y;;) # 0. Predpostavimo, da
je i < j. Naj bo a taka antihermitska matrika, da je a;; = § in
a =0, za {k, 1} #{i,j}. Ce odvodu D priredimo funkcijo

y(t) = exp(tD)y

za k # i, 7, dobimo
% ykk(t) =0.
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Od tod sledi, da je yri(t) = yrr(0) = yri. Ker exp(tD ) ohranja
sled, sledi
Yii(t) + 55 (1) = Yii + Yj5 = 2
in od tod
F(8) = wii(6)* + 35 (6) + i -
Ce upostevamo, da je yi, = f(0) —yZ — yjzj = f(0) — 2y2 in velja
()% = 4y2 — 4yii yii(t) + yii()?, sledi

F&) = F0)+yi (1) + (295 —vii(t) )* =2y = £(0)+2 (yii(t) —vii )* -
Ker je f(t) < f(0), sledi y;;(t) = vii, oziroma
0= 42 y(0) =2(aij,yij) =2(Byij ),

kar je protislovje s predpostavko, da je ( 3,;; ) # 0. To pa pomeni,
da je y;; = 0 oziroma, da je y diagonalna matrika. ad

Posledica 4.5. Algebra Her(3,0) je evklidska jordanska algebra
ranga 3.

Dokaz: Da je Her(3,0) jordanska algebra zadoS¢a pokazati, da
za poljuben a € Her(3,0), operatorja L(a) in L(a?) komutirata.
Po trditvi 4.4 lahko matriko a obravnavamo kot diagonalno. Ker
je kvadrat diagonalne matrike diagonalna matrika, diagonalne ma-
trike pa komutirajo, sledi, da je algebra Her(3,0 ), opremljena z
jordanskim produktom aob = % (ab+b-a), jordanska. Ce uposte-
vamo, da je (a,b) = ReSl(aob) in velja (aob,c) = (a,boc), je

Her(3,0) tudi evklidska. Ker matrike

1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0f, 01 0f, 0 0 0f,
0 0 0 0 0 0 0 0 1
tvorijo jordanski sistem, je o¢itno Her( 3,0 ) ranga 3. O

6.5 Klasifikacija evklidskih algeber z rangom > 3

V drugem razdelku smo dokazali, da so enostavne evklidske algebre
ranga 1 izomorfne R, enostavne evklidske algebre ranga 2 pa pripa-
dojo¢im Lorentzovim algebram. V nadaljevanju bomo klasificirali
Se enostavne evklidske algebre ranga > 3.
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Naj bo &€ enostavna evklidska algebra ranga r > 3. Njeno Pi-
erceovo dekompozicijo, glede na sistem pravokotnih projektorjev
{p1,...,pr }, zapisimo v obliki

E=®&;.

i<j
Trditev 5.1. Za poljubne a,c € &; in b € &, pri cemer so i, j in
k razlicni, velja naslednja identiteta

L(c)(aob)+ L(a)(cob) =% (a,c)b.
Dokaz: Ce v trditvi 5.5.8 nadomestimo element a € &ij z elementom
a-+ce 5@', dobimo

L{a+0)((a+c)ob)=1la+c|?.

oziroma

L(a+c)(aob)+ L(a+c)(cob) =
=3 (lallPb+(a,c)b+ (c,a)b+|[c|?b).
Ker je (a,c) = (c,a), sledi
L(a)(aob)+ L(c)(aob)+ L(a) (cob)+ L(c) (cob) =

=g (lalPb+2(a,c)b+][c]b),

in ob upostevanju identitet L(a) (aob) = 2 ||a||?b ter L(c) (cob) =
sllell
L(¢)(aob) + L(a) (cob) = 1 (a,¢)b.

Trditev 5.2. Naj bodo v > 4 in i, j, k ter | paroma razlicni. Za
a € &y, be & in c € &y velja naslednja identiteta

ao(boc)=(aob)oc.
Dokaz: Naj bo p = p; + pj + px. Potem veljajo naslednje identitete
P(p)a=a, P(p)b=0b, P(p)c=0.
Ce namre¢ upostevamo, da je
P(p)a=2L(p)*a—L(p*)a,

in velja
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_ _ 1 1
L(pi+pj+pr)a=pioatpjoat+pyoa=gza+za=a,
sledi
P(p)a=2L(pi+pj+pr)’a—L(pi+pj+pr)a=

=2L(pi+pj+pr)a—a=2a—a=a.

S podobnim sklepom dokaZemo tudi preostali identiteti. Ce uposte-
vamo, v razdelku o Mc Crimmonovem operatorju dokazano identi-
teto

P(a,b)ce=L(a)L(b)c+ L(b)L(a)c—L(aob)c

in trditev 5.5.7.(i7) , po kateri za a € &; in c € & velja L(a)c =0,
sledi
L(a)L(b)c=L(aob)ec,

oziroma

ao(boc)=(aob)oc.
Trditev 5.3. Obstajajo taki elementi e;; € &5, i # j, da velja
(i) €5 =4(pi+p;).
(i) eij 0 ejr = ek
pri ¢emer so ¢, j in k razli¢ni.
Dokaz: Ce upostevamo, da je po trditvi 5.5.5

G=3lle | (pi+p5),

e
lahko identiteto e?j =4 (p; +pj) zapiSemo v obliki
2
leij |7 =38.

Naj bo e1;, i = 1,...,r, tak element £y;, da velja || e1;||> = 8. Ce
za i,j > 2 in 1 # j definiramo

€jj = €15 0 €15,
je ocitno e;; = ej;. Velja namrec
€ij = €14 0 €15 = €15 0 €15 = €ji -

Po trditvi 5.5.8 je potem
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leij 12 =l erio ey |* = g llexi > exs |,
od koder sledi (7).
Za dokaz identitete (1ii) privzemimo najprej, da je i = 1. Potem
po zgornji definiciji velja
€15 C €5 = €15 © (eij oelk),
od koder, po trditvi 5.5.8, sledi
€15 C €jk = % H €1j H2’61k = €1k -

Privzemimo sedaj, da je » > 4 in so 7, j in k vsi razli¢ni ter vecji
od 1. Ce upostevamo zgornjo definicijo, dobimo

eij Oejk = (61,- 061]') oejk,
od koder, z uporabo trditve 5.2, sledi
(erioerj)oejr=eio(ejoej).
Ker je po zgoraj dokazanem ey o ej;, = ey, sledi
€ij © €5k = Cik -

Ker v primeru i # j, Pierceov podprostor &;; ni podalgebra evklid-
ske algebre £, je na &;; potrebno definirati produkt, za katerega bo
&;; algebra. Na prostoru &;; torej definirajmo produkt z naslednjim

predpisom
axb=(egroa)o(egob).

Ker je po trditvi 5.5.7, produkt e;p0a € £ o0& C Ejp inegjobe
Erjo&ij C &g, je produkt axb € &, 0 &y, C &;j. To pomeni, da je
zgornji produkt dobro definiran.

Prostor &;;, opremljen z operacijo * je torej algebra. Ker za a € &;;,
po trditvah 5.1 in 5.3 velja

eijxa=(epoe;)o(egjoa)=cejpo(eyoa)=zlleplPa=a,
in

axej=(epoa)o(egjoe;)=(egoa)oey =gl ex|a=a,
je element e;; enota algebre. Dobljeno algebro z enoto oznac¢imo z

A
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Za a,b € &;, je norma produkta a * b podana s predpisom
laxb[[*=gllal[|0]]
Ce jo renormiramo z izrazom
N(a)*=gllalP,
dobi obliko
N(axb)?>=N(a)*N(b)?,

oziroma

N(axb)=N(a)-N(b),
od koder sledi, da je A;; evklidska Hurwitzova algebra.
Trditev 5.4. Identiteta A;j; — Aj; je anti-izomorfizem.

Opomba: Anti-izomorfizem ¢ : C — D je preslikava, ki zadosca
wdentitets

#ab) = 6(b) - (a).
Dokaz: Ker je evklidska algebra £ komutativna, velja

axb=(eroa)o(epob)=(ejpob)o(exoa)=>bxa,
,] 2,

od koder sledi, da je identiteta A;; — Aj; antiizomorfizem. a

Trditev 5.5. Ce jer >4, je produkt x asociativen in neodvisen od
1zbire k.

Dokaz: Dokazimo najprej neodvisnost produkta * od izbire k. Naj
bo | # i, 4, k. Potem z upostevanjem trditve 5.2 in komutativnosti
evklidske algebre &£, za poljubna a in b € &;; velja

(eikoa)o(ejkob):(eikoa)o((ekloeﬂ)ob

(

((ejgoa)oe)o
(exio(exoa))o
(
(

(

(
(exioey)oa)o(ejob

(

(einoew)oa)o
= (ejgoa)o(ejob).

7 upostevanjem dobljene lastnosti dokazemo Se asociativnost pro-
dukta *.
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% (bxc)=(eroa)o(ejpo(bxc))

)o(
eigoa)olejpo((egob)

)ol

[

€;koa)o ((eiloejk)Ob

)
eixoa)ol(ego(ejrob))o
(eio(ejrob))o(epxoa)
el )
)

iao((ejpob)o(eproa)
eqo((exoa)o(ejrob)
(ezkoa) (ejrob))*c

xb)

Podobno kot v poglavju o Hurwitzovih algebrah, tudi v algebri
Aj;j definirajmo operacijo konjugiranja. Operacijo konjugacije, ki
elementu a € A;; priredi @ € A;j, definiramo s predpisom

(
(
(
(
[
[
[
(
(

a=1%(a.e;)e;—a.

Tako definirana operacija konjugacije je pravokotna simetrija glede
na os R-e;;.

V nadaljevanju bomo operator levega mnoZenja z elementom e;;
simbolno oznacevali z L;;.

Trditev 5.6 Ce so i, 7, k in 1 razlicni, veljata nasledngi identiteti
(Z) Liijka =L;ra, ¢ea € Eul
(Z’L) Liijka = L;ra, ¢ea € 51']‘
Dokaz: (i) Ker po trditvi 5.2 za vsak a € & velja
eijo(ejroa)=(ejoej)oa=eppoa,
ocitno sledi
L'ij ij,a = Lika.
(47 ) Z upostevanjem trditve 5.1 in komutativnosti evklidske algebre
&, velja
eijo(ejroa)=ejo(aoej) =
= %<aaeij>'€jk —ao(ejoej) = i (a,eij)-ejr —aoe;.
Ker velja
(Lika,ejp) = (e oa,ejr) = (a, e 0ej) = (a,eij),

je preslikava L;y : &; — &), izometrija. Od tod sledi
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1 -
eijo(ejroa) =g (Lika,eji)-ejx— Lixa= Liga.

Trditev 5.7. Za razlicne i, j in k, je preslikava
Lij « Ay — Aij,
1zomorfizem.

Dokaz: Po definiciji produkta *, za a in b € A;;, velja
(Lija) = (Lijb) = (e o (eija)) o (e o (eijob)).

),

Ce v trditvi 5.1 nadomestimo element x z a, y z e;; ter z z ey,
dobimo
1 1
eixo(ejoa) = 1 (€ik,a)eij—ao(epoej) = 1 (€ik,a)eij—aoejy
in
eijo(eijob)=glle;l*b=0,
od koder sledi

(Lija)k*j (wa) = (i(eik,a}ezj —aoejk)ob,

%

oziroma

(Lija)k*j (szb) :%<eik,a>-(eijob) —(aoejk)ob.

),

Po drugi strani, velja identiteta

ax b=(ejroa)o(eyob).

Ce uporabimo identiteto trditve 5.1 na elementih e o a, €;; in b,
dobimo

axb=1}(eyepoa)b—eyo((epoa)od)=
:%<el‘]06]]€,a> b_eljo((ejkOa)ob):
:i<elk7a> b—ezjo((ejkoa)ob)_

Od tod sledi
Lij(ai*k b) :%<eik,a>-(eijob)—ezjo [eijo((ejkoa)ob)] =

= i<eik,a>-(eijob)—(ejkoa)ob)a

oziroma
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Lij(a'* b):(Lija) *'(Lijb).
i,k k,j

Naj Ay oznacuje evklidsko Hurwitzovo algebro dimenzije d. Ker so
po Hurwitzovem izreku 5.6.6 edine evklidske Hurwitzove algebre
R, C, H in O sledi, da je d € {1,2,4,8}.

Izrek 5.8. Naj bo £ enostavna evklidska algebra ranga > 3 in d
dimenzija E;j. Potem je € izomorfna Her(r, Ag). V primeru, da je
r=3,jede€{1,2,4,8%}, vprimeru, dajer >4 pajed e {1,2,4}.

Dokaz: Dokazali smo, da je algebra A;;, opremljena s produktom *,
evklidska Hurwitzova algebra. Po Hurwitzovem izreku je izomorfna
Ag, kjer je d € {1,2,4,8}. Ce je r >4, je po trditvi 5.5 algebra
Aj;j asociativna. Ker je Ag = O neasociativna, je torej v primeru
r >4 lahko d € {1,2,4}.

Naj bo ¢ fiksen izomorfizem iz Ag na A;;. Definirajmo druzino
izomorfizmov { ¢;; }, i # j,

pij + Aa — Aij,
z naslednjim predpisom
pr2(a) =p(a), pa(a)=p(a),
prj(a) = Lajop(@), pji(a)=p(a), cejej>3
in
vji(a) =Lijopii(@), gij(a) =pji(a), cejei>21inj > 1.
Ce so 1, j in k razli¢ni, velja
pir(a) =pri(a) = Lo pie(@),
od koder sledi
Lijopjp(a) = Lijopyj(a) = Lijo (Lijoplk(@)
= Lijo((LjioLi)opip(a))
= Lijo(Ljo(Lijop(a@)))
= Lijo (Ljiovir()) = g |l eij [Pon(a)
:(pik(a)’
oziroma
Lijopjr = @ik -
Podobno je
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o(Liiopi(a))
(LijoLyj)opi(a)
= Lijo(Lijo(Lijopi(a)))
= Lij o (Lijo erj(a))

= (),

Lij o pri(a) = Li
:LZJO

—~~ o/~

oziroma
Lij o ori = prj -
V nadaljevanju bomo s ~ oznacevali elemente £ = Her(r, Ag).
Naj bo
pi = Eii
eij =2 (Eij + Eji ),
kjer E;; oznacuje matriko, ki ima na 4, j — tem mestu 1, drugod pa
0. Definirajmo preslikavo

®:E—E&,

s predpisom

{al]}z,] Z Qii-pi + Z 902] az]

1<J

Ker velja
®(pi) =pi,
®(&y) = Eij,
zozitev Py preshkave ® na prostoru EZ] definira izomorfizem alge-

ber Az] in A;;. Ce upostevamo, da je L;j o @ = @i, in Lij o g =
©kj, sledi identiteta

PolL;=Lijod.

Dokazimo, da je preslikava ®, ki zadoS¢a zgornji identiteti, ravno

iskani izomorfizem evklidske algebre £. Zados¢a pokazati, da za

elementa a € &; ;jinbe Ejk, kjer so i, j in k razli¢ni, velja identiteta
D(ab)=®(a) P(b). Ker je

a-b=(Ljza) x (Lib),

i,k
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sledi

®(ab) = Pix ((Ljka) * (Li;b)).

Ce upostevamo, da je &1 : Azk — A;j. izomorfizem, dobimo
<I>(a-b) = (I%k (ijka)i*k (I)ik (Ez]b)
= Ljk ®ij(a) * Lij ®jx(b)
=®(a)D(b).

Ugotovitve poglavja lahko strnemo v naslednji tabeli.

Q £ dim& rang€& d
P(m,R) Sim(m,R) tmm+1) m 1
P(m,C) Her(m,C) m? m 2
P(m, H) Her(m, H) m2m—1) m 4

L, Lor(n) =R x R*~! n 2 n—2
P(3,0) Her(3,0) 27 3 8

Iz tabele je mogoce razbrati naslednje izomorfizme
Sim(2,R) ~R x R?,

Her(2,C) ~R x R?,
Her(2,H) ~R x R®.
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7 ' Klasifikacija simetri¢nih
stozcev

7.1 Stozec kvadratov evklidske algebre

Poglavji o Lorentzovih in Sieglovih stozcih smo sklenili s trditvijo,
da mnozica kvadratov Lorentzove algebre oziroma algebre sime-
triénih matrik predstavlja zaprtje pripadajocih simetri¢nih Loren-
tzovih oziroma stozcev pozitivnih simetri¢nih matrik. Namen tega
razdelka je dokazati, da mnozica kvadratov poljubne evklidske al-
gebre predstavlja stozec, katerega notranjost je simetri¢en stozec.

Naj bo & evklidska algebra. Ce je x € &, lahko definiramo njegovo
determinanto s pomocjo spektralnega zapisa x = A\ip1+. ..+ A\ppn,
kjer so p; primitivni pravokotni projektorji, katerih vsota je 1. Ne-
kateri skalarji A; so seveda lahko enaki 0. Determinanto definiramo
s predpisom

det(x):)\l-)\g-...-)\n.

éeprav spektralni zapis ni povsem enoli¢en (v primeru veckratnih
spektralnih vrednosti), je funkcija det(x) dobro definirana.

Naj bo C mnozica kvadratov evklidske algebre £, podana s predpi-
som

C={z*;zecé&}.

V nadaljevanju si oglejmo nekatere lastnosti mnozice kvadratov C.
Se prej pa dokazimo naslednjo

Lema 1.1. Ce je p projektor evklidske algebre £, za poljuben x € £
velja
(pox,z)>0.

Dokaz: Ce je & + &1 + & dekompozicija algebre &, lahko vsak
2
element x € £ zapiSemo v obliki

r=x90+x1+x1.
2
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7  Klasifikacija simetri¢nih stoZcev
Ker velja
pO.’E:pOl‘O"‘])Ol‘% +p0.’E1 :0x0+%x% —|—x1 — %$ —}-x17

od tod sledi

[y

<pox,.r>:<§x%+x1,xo+%$%+x1> :%||$%||2+Hl‘1|’220.

Trditev 1.2.
C={a*;zec&}={yes;y
=Apr+..-Fpn, i >0inpr+...+p, =1}

Dokaz: Najbo Q={z€&;z2=Mp1+ ...+ AupPn, A\i > 01in p; +
...+ pn=1}1iny € Q. Ker lahko y zapiSemo v obliki

y:(\/Alpl"i‘---"‘ \/)\npn)Qy
sledi, da je Q cC.

Naj bo zdaj y € C. Denimo, da je y = 2. Tedaj je y = A\ip1+...+
AnPn, A = 22. Ce 22 skalarno pomnozimo s p;, dobimo

<Pi7x2>:<pi0$7$>:)\i<xax> :>\2Hx||2

Ker je po prejsnji lemi (p;ox,z) > 0, so vsi A; > 0. To pa pomeni,
da je y € Q, oziroma C C Q. ]

O¢itno je mnozica C stoZec. Njegova notranjost je stoZec podan s
predpisom

C={xeC;det(z)#0}
={ze&;z=Mp1+...+ P, \i >0 in
it tpn=1}.

Dokazimo najprej, da je stozec C konveksen. Naj bosta 22 in 4% € C.
Element 22 = 32 torej lahko zapisemo kot

2?2yt = Mp1+ o A
Ker za projektor p in poljuben = € & velja (pox,x) > 0, sledi
Xl pil> = Xi(pipi ) = (pis i) = (pi2® +97) =
= (pi,2?) + (pi,y*) = (piow, ) + (pioy,y) >0,
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kar pomeni, da so vsi skalarji \; nenegativni. Od tod sledi

22+ oy = (Vapr .+ Ve )2 €C.

Podobno dokaZzemo tudi konveksnost stozca C. Naj bosta 22 in y? €
C. Denimo, da je 22 +4y? € C\C. Potem obstaja neni¢elen projektor
q, ki je pravokoten na x? + 42, oziroma velja { ¢, 2%+ y?) = 0. Ker
sta (g, 22) in (q,y?) > 0 sledi (g,22) = (q,2?) = 0. Ker je
2 € C, je 22 = M\ip1 + ... + \upn, kjer je vsota projektorjev p;
enaka 1 in so vsi A; pozitivni. Ker je

0= (g, \ip1) + ...+ (@ \apn) = M {q,03) + ...+ (g, 02),

oziroma
M{qopi,p1)+ ...+ A{qopn,pn),

zaradi (q o p;,p;) > 0 in pozitivnosti skalarjev \; sledi, da je
(q,pi) = 0. To pa je protislovje, saj bi sicer veljalo

(a:0) = (1,¢*) = (L,q) = (p1,q) + ...+ (pn,q) = 0.
Po definiciji je mnozica
C*={yc&;(y,x*)>0,YreC\0},
odprt dual stozca C. Ker velja
(y.2?) = (yoz,z) = (L(y)z,z),
lahko C* zapiSemo kot
C*={ye€é&; L(y) pozitivno definiten } .

Zaradi zaprtosti C* za seStevanje in mnoZenje s pozitivnim realnim
skalarjem, je C* odprt konveksen stozec.

Izrek 1.3. Stozec C je sebi dualen.
Dokaz: Naj bo y € C. Po spektralnem izreku je potem
y=Mp1+...+A\npn,

kjer so vsi skalarji A\; pozitivni. Ker za projektor p in poljuben
element z € € velja (pox,x) > 0, sledi

(y,x2> = <)\1p1,x2)+...+()\npn,x2) =
=MN(pioz,z)+ ...+ \p(ppoz,z)>0.
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7  Klasifikacija simetri¢nih stoZcev

Ce bi veljalo (y,2%) = 0, bi to pomenilo, da so (p;ox,z) =0 in
od tod

(z,x) = <1,x2> = <p1—|—...—|—pn,x2> = <p1,$2>+...—|—(pn,x2> =0,

oziroma x = 0. Od tod torej sledi y € C*, oziroma C C C*.

Naj bo = € C*. Ce so p; paroma pravokotni projektorji, velja

1 1 1
\i = (z,p;) = (z,p?) = (zopi,pi) =
1 I [ R e o
1

Ce torej zapiSemo

y= VA + AV b,

sledi, da je x = 32, oziroma C* C C. Od tod sledi, da je C sebi
dualen stozec. a

7.2 Simetri¢nost stozca kvadratov

Namen razdelka je dokazati simetri¢nost notranjosti stozca kva-
dratov evklidske algebre. V prejsnjem razdelku smo dokazali, da
je njegova notranjost sebi dualen stozec. Za dokaz simetri¢nosti
torej zadosca pokazati Se homogenost. Preden dokazemo homoge-
nost dokazimo, da lahko notranjost stozca kvadratov definiramo
kot mnozico oblike

C={expr;x e},

kjer je exp x definiran s predpisom

o0

expr = g %x"

n=0

Definicija je smiselna zaradi poten¢ne asociativnosti evklidske al-
gebre £ in konvergence eksponentne vrste na realni osi.

Naj bo 2% € C. Tedaj 22 lahko zapiSemo v obliki 22 = A\ipy + ...+
AnPn, kjer so \; > 0. Ce uporabimo zapis A\; = e®, lahko piSemo
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22 = eYpi+... +e*p,. Ce upostevamo, da za poljuben projektor

p; velja pi'* = p;, sledi

n n [e%S) " n ) S
=Y en =3 (3 Hon-3 Y
i=1 i=1  m=0 i=1 m=0
n [ S n
DI IR B I
m - m!
i=1 m=0 m=0 i=1
[ n S
m
—Zm:(zaz’m) ZZU—;ZGXPU
m=0 =1 m=0

To pomeni, da lahko z? € C, zapiSemo kot expwu, za nek u € &,
oziroma velja C C {expu; u e € }.
Ker za poljuben y € {expu; u € £} velja

= pouv =102,

(NI
(NI

y=expr=e* =c2o0c¢

sledi, da je y € C. Ker je exp(x) o exp(—z) = exp(0) = e, je
{expu; u € €} vsebovana v mnozici obrnljivih elementov, ki lezijo
v notranjosti C. To pomeni, da je {expu;u € £} C C, oziroma
velja C = {expu; u € £ }. Dokazali smo torej naslednjo

Trditev 2.1. Notranjost stoZca kvadratov C lahko zapisemo kot
C={expzr;zecf}.

Trditev 2.2. StoZec C je povezana komponenta enote mnozice obrn-
ljivih elementov I (E).

Dokaz: Dokazimo najprej, da je C = exp( £ ) povezana mnozica. Ker
je e = exp(0), je e € exp(&). Naj bo y € exp(E). Tedaj obstaja
tak a € &, da je y = expa. Definirajmo preslikavo v : [0,1] —
exp( &) s predpisom (t) = exp(at). Ker velja v(0) = ein y(1) = v,
zaradi zveznosti vy sledi, da je v pot med e in y. To pomeni, da sta
e in y povezana. Ce definiramo preslikavo § : [0,1] — exp(&)
s predpisom 6(t) = (1 —t), velja §(0) = y ter 6(1) = e. Zaradi
zveznosti je 0 pot med y in e. Naj bodo z,y € exp(£), v pot od e
do y in § pot od z do e. Potem preslikava y*4d : [0,1] — exp(€E)
podana s predpisom

)

9(2s),0<
1

s <
), 3 <

(VAR T

(7*5)(8)2{

v(2s — <1
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Q——£&

Korenspodenca 2 «+— C

predstavlja pot od x do y. To pomeni, da sta elementa x in y pove-
zana, oziroma, da je povezana C.

Kot dokaz, da je C povezana komponenta enote v Z (£ ), zadosca
pokazati, da je C zaprta in odprta v Z (&). KerjeC=CNZI(E),
zaradi zaprtosti C v £, sledi, da je C zaprta v Z (€ ). Po drugi strani
jeCodprtav . KerjeCCZ(E)inveljaC=CNZI(E),sledi, da
je C tudi odprta v Z (&). 0

Trditev 2.3. StoZec C je homogen. Potem po izreku 5.4.5 zaradi
obrnljivosti operatorja P(z)P(y)P(z) sledi, da je obrnljiv tudi
P(x)y. Ker je po trditvi 2.2 stozec C povezana komponenta enote
mnoZzice obrnljivih elementov Z (&) in velja P(x)e = 2% € C, sledi,
da je P(z)C C C. Ker po izreku 5.4.3 velja P(x)"1C = P(z71)C,
je tudi P(z=1)C C C. Od tod sledi, da je P(x)C = C. To pomeni,
da so operatorji P(x) elementi grupe avtomorfizmov stozca C. Naj
bosta 2% in y? € C. Ker sta potem P(z) in P(y) elementa grupe
avtomorfizmov stozca C, je avtomorfizem stozca C tudi preslikava
definirana s predpisom R = P(y)P(z~!). Ker je P(z)e = 22, je po-
tem P(z) 2% = e. Od tod sledi, da je R(2?) = P(y)P(z~1)a? =
P(y)P(z) '2? = P(y)e = y*. Ker torej Ze podgrupa operatorjev
P(z), deluje na stozcu C tranzitivno, ocitno tranzitivno deluje tudi
grupa avtomorfizmov. 0

Dokazali smo torej, da je stozec C, notranjost mmnozice kvadratov
evklidske algebre &, simetricen stozec.

7.3 Simetri¢en stoZec in stozec kvadratov

V prejsnjem razdelku smo torej dokazali, da mmnozica kvadratov
poljubne evklidske algebre predstavlja stozec, katerega notranjost
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je simetriéni stozec. Poglavje o simetri¢nih stozcih smo strnili z
ugotovitvijo, ki predstavlja obrat omenjene trditve. Ce je namrec
dan simetri¢en stozec znotraj evklidskega prostora, lahko prostor
opremimo s strukturo evklidske algebre.

Namen tega razdelka je dokazati, da obstaja bijektivna korespon-
denca med simetri¢nim stozcem €2 znotraj evklidske algebre £ in
stozcem C, ki predstavlja notranjost mnozice kvadratov evklidske
algebre £.

Trditev 3.1. Naj bo ) simetricen stoZec in £ mjemu prirejena
evklidska algebra. Potem velja

O={2?;2c€}=C.

Dokaz: Pokazali smo, da je C = {expx, z € £ }. Po definiciji pro-
dukta evklidske algebre £ vemo, da so operatorji levega mnozenja
L(x) elementi Liejeve algebre £, ki je prirejena grupi avtomorfiz-
mov stozca Q. Ker je exp(Ly) vsebovana v Liejevi grupi iz katere
izhaja Liejeva algebra, je exp(L(x)) avtomorfizem stozca . Od
tod sledi, da je exp(L(z))e € Q. Ce izratunamo vrednost izraza
exp(L(x)) e, ob upostevanju potencne asociativnosti in identitete

L(z)"e = z™, dobimo

[e.e]

exp(Lx)e= (S L@ e=S 4 (L =

n=0 n=0

o0
1 _
E L E n,w =expzx.

To pomeni, da je exp(é’) C Q, oziroma C C Q.

Od tod sledi, da je Q* C C*, kjer * pomeni dual stozca. Ker sta €2
in C simetri¢na stozca, velja Q* = Q in C* = C. Od tod sledi, da je
Q) C C, oziroma 2 =C. O

7.4 Klasifikacija simetri¢nih stozcev

Naj bosta 1 C &1 in 9 C &> simetri¢na stoZca evklidskih prosto-
rov &1 in &. Stozca 2p in 9 imenujemo izomorfna, ¢e obstaja taka
bijektivna linearna preslikava ® : & — &, da velja (1) = Qs
in @71(92) = 0.
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Trditev 4.1. Naj bosta 1 in Qs simelricna stozca, £1 in E pa
njima prirejent evklidski algebri. Ce sta algebri £ in Ey 1zomorfni,
sta izomorfna tudi stoZca 1 in Qo.

Dokaz: Naj bo preslikava @ : & — &y izomorfizem evklidskih
algeber & in &. To pomeni, da je ®(zoy) = ®(x)o P(y) in
®(e) = e. Dokazali smo, da sta 7 in 2y podana s predpisoma
0 = {u?, u €&, uobrljiv } in Oy = {v?, v € &, v obrnljiv }.

Naj bo u? € Q. Tedaj je uou~! = e. Ker velja ®(u?) = ®(u)? in
P(u) o ®(u™l) = d(uout) = ®(e) = e, sledi, da je ®(u) € Qg,
oziroma ®(€;) C Qo.

Naj bo v? € Qy. Ker je v = ®(x), zanek x € 2 veljav? = &(z)? =
®(22). Ker je v obrnljiv, obstaja njegov inverz v—! € Q. Ker je ®
izomorfizem, je v™! = ®(y), za nek y € Q. Ker velja

P(zoy)=0(x)od(y) =vov ! =e=d(e)

in je ® injektivna, je x oy = e, oziroma y = x~!. Torej je z? € Oy
in v?2 = ®(2?) € ®(;). To pomeni, da je Qs C ®(£), oziroma
@(Ql) = 9. a

Trditev 4.2. Naj bo Q) simetricen stoZec in € njemu prirejena
evklidska algebra. Denimo, da je € =T & T, kjer sta T in J ne-
nicelna ideala. Naj bosta Qz in Q7 simetricna stoZca, ki ustrezata
evklidskima algebrama T in J. Tedaj je stoZec € izomorfen stoZcu
QI X Qj,

Dokaz: Definirajmo preslikavo ® : 7 x J — & s predpisom

®(i,7) =i+ j. Ker je ® bijektivna, zados¢a dokazati identiteto
(I)( QI X QJ ) =0Q.

Naj bo z € Q7 x Q7. Tedaj lahko = pisemo v obliki z = (a,b),

kjer je a € I N Inv(Z) in b € J2 N Inv(T).

Pigimo a = i? in b = j2. Tedaj je ®(a,b) = i*+j2. Kerje ZoJ C IN
J =0, je o¢itno ioj = 0. Torej je (i+j)% = i2+j2+2i0j = i®+;2,
kar pomeni, da je ®(a,b) = (i + j)?, oziroma ®(a,b) € £2.

Po drugi strani zaradi obrnljivosti elementov i in j, i~' € T in
jteJ,slediitoj=ioj t=i"1loj ! =0. Ker velja

(i+j)o(it+i ) =ioit4+ioj t4joit4jojt=
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1

=ioi ' +joj  =ertey =es,

sledi, da je (i+j)? € Q, oziroma ®(Qz x Q7) C Q.

Naj bo y € Q. Tedaj je y = x?, x € £ obrnljiv element. Ker je
& =1aJ, lahko pisemo x = i+ 7, kjer sta¢ € Zin j € J.
Podobno lahko 2! zapiemo kot z=! = i + ji, kjer sta iy € 7 in
j1€J. Kerjee=xzox ' =ioij+joj1 €IDT,e=er+eg,ter
velja enoli¢nost razcepa, sledi, da je 104y = ez in joj;3 = ey. To
pomeni, da sta i in j obrnljiva, oziroma i% € Q7 in j2 € Q. Ker je
®(i%,5%) =2+ 2 = (i+7)? = 2% je 2% € ®(Qr x Q7 ), oziroma
velja Q C ®(Qz x Q7). To pomeni, da je ?(Qzr x Q7 )=Q. O
Izrek 4.3. Vsak simetricen stozZec je izomorfen kartezicnemu pro-
duktu naslednjih stoZcev:
(i) Rt
(ii) Lorentzovih svetlobnih stozcev L(n)
(ii1) stoZcev pozitivnih matrik P(n,TF), kjer je
Fe{R,CH} inn>3.

(iv) stoZcev pozitivnih matrik P(3,0).
Dokaz: Izrek je posledica trditve 3.3, uporabljene induktivno na
simetricnemu stoZcu prirejeni evklidski algebri in klasifikacije eno-
stavnih evklidskih algeber. O
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