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86 Matematika

O PREMOCRTNEM IN KROZNEM GIBANJU

Telo, ki se giblje premocrtno s konstantno hitrostjo, pride v enakih ¢asih
enako dale¢. Isto velja za telo, ki enakomerno krozi po krogu: v enakih
casih opise enako dolge loke, enaki loki na krogu pa imajo enake tetive.
Zato se telo tudi v tem primeru v enakih ¢asih enako oddalji. Ali je se
kak drug naéin gibanja s to lastnostjo?

Pa denimo, da se tockasto telo giblje v ravnini tako, da pride v enakih
¢asih enako dale¢. To pomeni: ¢e je v ¢asu t; v tocki Ty in v éasu to v Th
in ¢e je nadalje v ¢asu t} v tocki T}, v éasu t5 pa v T4, potem je razdalja
T,T; enaka razdalji T, T3, brz ko je razlika éasov enaka, to se pravi, brz
koje t’2 —t'l =1 — i3

Zaznamujmo s Tp lego naSega telesa v nekem zatetnem ¢asu ¢ = 0 in
s T'(t) njegovo lego v poljubnem ¢asu ¢. Tu seveda privzamemo, da telo
ne dela skokov. Zato je tocka T'(t') tako blizu tocke T'(t), kakor Zelimo,
¢e je le éasovna razlika t' — ¢ dovolj majhna.

Telo pride ¢ez nekaj ¢asa v neko sosednjo tocko T # Ty (primer,
da telo miruje, seveda izklju¢imo). Zaznamujemo ta ¢as z 27, tako da je
T, = T(27). Pisimo

T(kr)=Te, k=0,1,2,3,...

V éasut = k7 se je potemtakem telo premaknilo iz tocke T v Ty.. Dobimo
zaporedje tock Ty, T1,T5, . .. Vse daljice T T)41 so enako dolge, saj pride
telo iz vsake tocke T v naslednjo Tjiyq v enakem casu 7. Isto velja za
daljice 73T} 42, ki so tudi vse med seboj skladne (telo se premakne iz T},
v Tyyo v Casu 27), skladne so tudi daljice Ty T3 itd.

Ker je Ty # Ty in ToT) = T1 13, so Ty, Ty in T, razliéne tocke. Lezijo
lahko vse tri na isti premici ali pa so ogliséa trikotnika, ki je seveda v
ravnini, v kateri se giblje telo. Oglejmo si obe moznosti:

(I) Tb, Ty, T3 so na isti premici, ki jo imenujmo p (slika 1). O¢itno je T
med Tp in T5. (Samo v tem primeru je namre¢ ToTh = T173.) Kje lezi
tocka 737 Ce T3 ne bi bila na premici p, bi bile tocke T, T3, T3 ogliiéa
pravega trikotnika. Stranice tega trikotnika so T1'T» = TpT) = a, TeT3 =
=TTy = ainT1T3 = TpTy = 2a. Vsotastranic 11715 in T>T3 je a+a = 2a,
torej je enaka tretji stranici 7773 = 2a. Toda v pravem trikotniku je vsota
dveh stranic vselej ve¢ja od tretje stranice. Zato morajo biti ogliséa T,
T3 in T3 na isti premici. Torej lezi tudi toéka T na premici p, in sicer na
nasprotni strani tocke Ty kakor T7.
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To T, Ty T3 Ty
Slika 1.

Ce izhajamo iz trojke T, T3, T3 namesto iz trojke Ty, T}, T5. ugoto-
vimo, da je tudi totka Ty na premici p. Tako nadaljujemo in vidimo, da
so v tem primeru vse tocke T} na premici p.

(I1) Ty, Ty, T so oglisca trikotnika, in sicer enakokrakega z vrhom v
T, ker je TyTy = T1T; (sliki 2a in 2b). Naj bodo njegovi koti a, 8 in 7.
Kje lezi v tem primeru tocka 737 Trikotnika TyT)T5 in T 71575 sta skladna
(ujemata se v vseh stranicah: ToT = 11Ty, Th Ty = ToT5 in TpT, = T1T35),
zato imata pripadajoci oértani kroznici K in K’ enak polmer. Ker gresta
obe kroznici skozi tocki T} in T5, imamo spet dve moznosti:
(ITa)  Sredisci S in S’ kroznic K Ty
in K’ lezita na isti strani stranice
T\T>. V tem primeru sredis¢i sov-
padata in prav tako obe kroznici, to- 7o
rej 8 = S in K = K'. (Sredisée '
kroznice, ki je oértana enakokrake-
mu trikotniku, lezi na isti strani kra-
ka kakor trikotnik. V nasem primeru
sta torej oba trikotnika ToTiT5 in
T1T5T3 na isti strani stranice T7T5,
kakor kaze slika 2a.) Ker se kroznici
K in K’ ujemata, ima Stirikotnik
ToTyT>Ts oértano kroznico, namreé KX = K’ v
’C = K:f. T4
Slika 2a.

:g K’

S K ToTh =TTa = TaTs = TsTy = TuTs

Slika 2b.



(IIb)  Srediséi S in S’ sta na nasprotnih straneh stranice T775. Isto
velja v tem primeru za trikotnika 737175 in 7175753, ki sta tudi na nasprot-
nih straneh imenovane stranice (slika 2b). Enakokraki trikotnik 717574
ima pri vrhu T3 kot «, pri 71 in T3 pa sta kota enaka o = 3. Zato je
Stirikotnik TT>T3T; paralelogram, nasprotne stranice so v njem vzpored-
ne. Oértane kroznice ta Stirikotnik nima. Kroznici K in K’ sta namreé tu
razliéni.

Poiséimo zdaj tocko Ty! Oglejmo si najprej primer (Ila). Ker sta
stirikotnika TpTyToT3 in T1T5T53Ty skladna (ujemata se v vseh stranicah
in obeh diagonalah), premore tudi stirikotnik 7175737} oértano kroznico.
Ta kroznica pa je K, saj gre K skozi ogliséa Ty, T, in Ty (slika 2a). To
pa pomeni, da je tudi totka Ty na kroznici K. Ce tako nadaljujemo,
ugotovimo, da lezijo vse tocke T} v primeru (Ila) na kroznici K.

V primeru (IIb) stirikotnik 7373747> nima ocrtane kroznice, ker
je skladni stirikotnik T37573T) nima. Zato lezita trikotnika 777573 in
Ty T5T, na nasprotnih straneh stranice T»Tj (slika 2b). Tocke Ty, T3, Ty
in Ty so ogliséa paralelograma in je zato stranica 75T vzporedna stranici
T1T3. Ker je tudi stranica TpTy vzporedna stranici 7773, vidimo, da so v
tem primeru tocke Ty, Ts in T} na isti premici.

Vzemimo zdaj zaporedje tock

« T .
;=T 3), §=0123,...

Telo pride iz tocke T v naslednjo tocko T}, pri vsakem j v casu 3.
Novo zaporedje vsebuje prejsnje: pri j = 2k je namre¢ Ty, = T'(2k - 5) =
= T(k7) = T}. Glede lege tock 7} imamo seveda tudi zdaj tri moznosti:

e (I) Vse totke T so na isti premici. To velja potem tudi za tocke
Ty = Ty, tako da so vse tocke T; na premici p. Za prvotno zaporedje
nastopi torej primer (I).

e (ITa) Vse tocke T} lezijo na kroznici, ki je o¢itno kroznica K, na kateri
so tocke Ty. Torej imamo pri prvotnem zaporedju 7). prav tako primer
(Ila).

e Ce nastopi za zaporedje T} primer (IIb), so tocke Ty = T, Ty = T in
T} = T na isti premici. To pa pomeni, da nastopi za zaporedje T} primer
(I). Ker smo izérpali vse moznosti za zaporedje T} in se primer (IIb) za
prvotno zaporedje pri tem ni pojavil, sklepamo, da primer (IIb) sploh ni
mogo¢. Tako smo dokazali, da so vse tocke 7). prvotnega zaporedja bodisi
na premici p bodisi na kroznici K.
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Izberimo poljubno naravno stevilo n > 1 in postavimo
- Ty _ mpln) .
T{JE)_T; E] 3_0}11211"'

Za vsak n dobimo zaporedje tock Té“), 1("),... Kakor za zaporedje T}
dokazemo, da lezijo vse tocke teh zaporedij bodisi na premici bodisi na
kroznici. Ker je T,-E:) = T(kn- L) = T(kr) = T}, je prvotno zaporedje
vsebovano v vsakem izmed nasih zaporedij. Ce so torej vse tocke Ty na
premici p, velja isto za vse tocke Tj("} pri poljubnem j in poljubnem n.
Kadar pa lezijo tocke T} na kroznici K, so tudi vse tocke TJ{“) na K.

Naj bo t poljuben ¢as in se vprasajmo, kje je telo ob ¢asu ¢, se pravi,
kje lezi tocka T'(t). Denimo, da so vse tocke zaporedja T} na premici p.
Izra¢unajmo kvocient /7. Ce je racionalen, npr. enak ulomku j /n, je
t=jr/n,totkaT(t) =T(j-I) = T}“) pa lezi, kakor smo pravkar ugotovili,
na premici p. Ce kvocient ¢/7 ni racionalno §tevilo, izberimo ulomek j/n,
ki se zelo malo razlikuje od tega kvocienta. Potem se j7/n zelo malo
razlikuje od t. Ker telo ne naredi nobenega skoka, je pripadajoca tocka
Tj{") zelo blizu totke T'(t). Toda totka TJ-(") je na premici p. To pa
pomeni, da so na premici p tocke, ki so poljubno blizu tocke T'(t). To je
o¢itno mogoce le tedaj, kadar je tudi T'(¢) na p. Torej za vsak t, naj bo
kvocient /7 racionalen ali iracionalen, lezi T'(t) na premici p. Podobno se
prepricamo, da so vse tocke T'(t) na kroznici K, kadar nastopi za zaporedje
T} primer (I1a) in so vse tocke T} na K. Tako smo dokazali trditev

(A) Ce se tockasto telo giblje v ravnini tako, da se v enakih
- éasih enako oddalji, je njegov tir premica ali kroznica.

Torej tocka ne more potovati po elipsi tako, da bi prisla v enakih
¢asih vedno enako dalec.

Kroznica je ravninska krivulja, pri kateri imajo enako dolgi loki
enako dolge tetive. Ali je Se kaka druga krivulja s to lastnostjo?

Panaj bo K ravninska krivulja (K ni premica), pri kateri pripadajo
enakim lokom enake tetive. Ce se tockasto telo giblje po tej krivulji s
konstantno hitrostjo, opise v enakih ¢asih enako dolge loke, tem lokom
pa pripadajo enako dolge tetive. Zato pride telo v enakih casih enako
daleé. Po trditvi (A) je tir K kroznica. Torej:
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