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16 Racunalnistvo

PROGRAMERSKE PRIGODE

Véasih, ko mi ¢as dopusca, reSujem programerske naloge z razliénih stu-
dentskih in srednjeSolskih tekmovanj. Ze kar nekaj ¢asa naloge izbiram s
streznika Univerze v Valladolidu v Spaniji, ki je dosegljiv na naslovu

http://acm.uva.es/problemset/

Na strezniku pa ni samo obsezna zbirka nalog. Na njem je namescen
tudi Sodnik — posebna programska oprema, ki omogoca, da lahko po
elektronski posti posljemo svoje resitve nalog v (avtomatsko) preverjanje.

Pri sestavljanju resitev, ki jih posiljamo v preverjanje Sodniku, se
moramo drzati nekaterih pravil. Vhodne podatke vedno beremo s standar-
dnega vhoda (to je obi¢ajno tipkovnica, operacijski sistemi pa omogoé¢ajo,
da ob zagonu programa za standardni vhod uporabimo npr. datoteko),
izpisovanje pa poteka na standardni izhod. Oblika vhodnih in izhodnih
podatkov je natanéno opisana v besedilu naloge in se je moramo strogo
drzati. Obicajno Sodnik reditev preveri tako, da prejeti program (ta mora
biti napisan v jeziku C, C++, pascal ali java) prevede, nato pa ga pozene
na nam neznanih vhodnih podatkih. Odgovore, ki jih izpise nasa resitev,
primerja s tistimi, ki jih ima shranjene v svoji bazi pravilnih resitev.
Ce se ujemajo, je reditev sprejeta, sicer je zavrnjena. Pri nalogah, ki
dopuscajo veé razlicnih resitev, je preverjanje bolj zapleteno in vkljucéuje
tudi posebne programe, napisane posebej za preverjanje resitev takih
nalog.

Sodnik postavlja Se nekaj drugih omejitev. Velikost programov, ki
jih lahko posljemo v presojo, je omejena na 40000 znakov. Sodnik tudi
ni “neskonéno” potrpezljiv. Ko pozene prevedeno resitev, na odgovore
caka le dolocen €as (ta je v splodnem odvisen od naloge). Véasih je bil
ta cas pri veéini nalog enak 90 sekund, po posodobitvi Sodnika pa so ga
skrajsali na 30 sekund. Torej: resitve, ki jih pripravimo, morajo delovati
povsem pravilno, ne smejo biti preveé¢ “razvlecene”, pa se dovolj hitro
morajo najti odgovore (kar véasih ni prav preprosto).

Pred casom sem imel precej opraviti z nalogo stevilka 106 (na So-
dniku so jo poimenovali Fermat vs. Pythagoras). Gre za ne prezahtevno
matematicno nalogo o pitagorejskih trojkah. Spomnimo se. da trojici
naravnih Stevil x, y, z pravimo pitagorejska trojka, ce zadosca enakosti
x? 4+ y? = 22, Trojka je primitivna, ée so si &tevila @, y in z paroma tuja.
Kratek razmislek pokaze, da za primitivnost trojke zadosca, da sta si tuji
le stevili « in y. Najbolj znana pitagorejska trojka je gotovo x = 3, y = 4
in z=>5: 32 + 42 = 5%. Ta trojka je tudi primitivna.
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Opis naloge. Naloga zahteva, da napiSemo program, ki bo z vhoda bral
naravna Stevila in za vsako prebrano Stevilo n na izhod v svojo vrstico
izpisal dve stevili. Prvo Stevilo mora biti stevilo primitivnih pitagorejskih
trojk z, y, z, za katere je 1 < z < y < z < n; drugo §tevilo pa pove, koliko
stevil iz mnozice {1,2,...,n} ne nastopa v nobeni pitagorejski trojki , y,
z, ki zadoséa omejitvi 1 < 2 < y < z < n. Branje se konéca, ko na vhodu
zmanjka Stevil (pogoj end of file). Na primer, ¢e so na vhodu §tevila

10
25
100

mora program izpisati

14
49
16 27

Da bomo nalogo bolje razumeli, poglejmo, kako iz stevila n = 10
pridemo do odgovorov 1 in 4. S poskuSanjem hitro ugotovimo, da je ze
omenjena trojica z = 3, y = 4, z = 5 edina primitivna pitagorejska trojka,
ki izpolnjuje zahtevo 1 < 2 < y < z < 10 (trojka 2 = 6, y = 8, z = 10
tudi ustreza neenakostim, a ni primitivna). Drugi odgovor, 4, pa pomeni,
da so med Stevili 1,2,...,10 natanko 4, ki niso del nobene pitagorejske
trojke z, y, z, ki ustreza omejitvam 1 < z < y < z < 10. To so stevila 1,
2, 7in 9.

Nadaljevanje opisa naloge. Pri opisu naloge sem izpustil $e eno zelo
pomembno podrobnost. Ko sem se naloge lotil prvié, je veljalo, da nobeno
Stevilo na vhodu ne bo veéje od 1000.

Kadar je stevilo razliétnih moznih vhodnih podatkov majhno (pri
nasi nalogi 1000), se resevanja lahko lotimo tako, da vnaprej izracunamo
vse mozne odgovore, te vgradimo v program, dodamo Se branje vhodnih
podatkov ter pravilen izpis pripadajocih odgovorov in ze imamo delujoco
reditev. Ker taka resitev ne opravlja nobenega zamudnega racunanja, saj
vse odgovore pozna ze vnaprej, je tudi zelo hitra.

Odgovorov seveda nisem iskal s svinénikom in papirjem, ampak sem
sestavil pomozni program, ki je to opravil namesto mene. Program je ob
nekaj omejitvah pregledal vse dopustne trojice. Ker pa sem ga zagnal le
enkrat, me ni skrbelo, ker ni bil ravno najhitrejsi. Izra¢unane vrednosti
sem v primerni obliki shranil na datoteko, dodal se nekaj vrstic kode in
ze sem imel reSitev (zapisano v jeziku C). Njen bistveni del je podan v
nadaljevanju:
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#include <stdio.h>
#define MAXN 1000

int stevci[MAXNI[2] = {
{0,1},{0,2},{0,3},{0,4},1{1,2},
{1,3},{1,4},{1,5},{1,6},1{1,4},

(tu manjka 196 vrstic, narejenih s pomoznim programom)

{157,202},{157,203},{1567,204},{157,205},{157,203},
{157,204},{158,204},{158,205},{158,205},{168,205}
T

int main(void)
{

int n;

while (scanf("%d", &n) == 1)
printf("%d %d\n", stevciln - 11[0], stevci[n - 1][1]);

return 0;

}

Nekaj ¢asa sem se lahko ponaSal z eno od najhitrejsih resitev, a
stasoma se je na Sodniku nabralo ogromno podobno hitrih resitev, zato
so se sestavljavei nalog odloéili, da nalogo nekoliko otezijo. Zgornjo mejo
za velikost stevil na vhodu so s 1000 dvignili na 10000.

Seveda se je bilo tudi spremenjene naloge moé¢ lotiti na enak nacin, le
da je imela dobljena resitev namesto nekaj ¢ez 200 veé kot 2000 vrstic. In,
zlomka, vec kot 40000 znakov. Seveda sem takoj pomislil, da bi izracunane
vrednosti lahko zapisal v bolj strnjeni obliki, z manj znaki. Do n = 10000
obstaja le 1593 primitivnih pitagorejskih trojk, v nobeni trojki pa ne
sodeluje 1669 stevil. V program bi tako lahko zakodiral le vrednosti, kjer
se spremeni Stevilo trojk, na zacetku resitve pa bi iz teh podatkov hitro
nara¢unal prave odgovore. A nisem imel prave volje za take dopolnitve.
Raje sem vzel ze napisani pomozni program, s katerim sem stel trojke,
mu dodal branje podatkov ter prilagodil izpis. Tako sem dobil naslednjo
resitev:
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#include <stdio.h>
#define MAXN 10000

extern long gcd(long, long); /# PoiSZe najveZji skupni */
/* delitelj Stevil. */

int main(void)

- 3
int stevci[MAXN][2]; /* tabela odgovorov */
int vtrojki[MAXN + 1] = {0}; /* Ali je Stevilo v kaki trojki? */
int zunaj = 0; /* Koliko &tevil od 1 do n ni v nobeni trojki. */
int trojke; /* Koliko primitivnih trojk z z <= n smo naZli. */
long x, y, z; /* long: kvadrati morda lahko preseZejo INT_MAX. */
int n;
for (n = 1; n <= MAXN; n++) {
/% I8%emo trojke, pri katerih je z = mn. */
zunaj++;
for (x =1, y=n-1, 2z =n; x < y; x++) {
while (x * x + y * y > 2z * z) y——;
if (x * x+y *y==2*2z) { /* nova trojka */
/* Za primitivnost zado3Za, da sta si tuja le x in y. */
if (ged(x, y) == 1) trojke++;
if (lvtrojki[x]) { vtrojki[x] = 1; zunaj--; }
if (lvtrojkilyl) { vtrojkily] = 1; zunaj--; }
if (!vtrojkilz]) { vtrojkilz] = 1; zunaj--; }
}
} /*for x,y,z*/
stevei[n - 1][0] = trojke; /# Zapomnimo si Btevilo trojk */
stevciln - 1][1] = zunaj; /* in 3tevilo 3tevil zunaj trojk. */
} /#for n*x/
while (scanf("}%d", &n) == 1)
printf("%d %d\n", stevciln - 1]1[0], stevciln - 1]1[11);
return 0;
}

Ko sem se pocasi le sprijaznil z ugotovitvijo, da moja resitev ni veé
med najhitrejsimi, so na Sodniku ponovno popravili nalogo. Tokrat so
zgornjo mejo za Stevila na vhodu poveéali na 100000. Ni¢ posebnega, sem
si mislil. Popravim vrednost MAXN na 100000, spremenim tip n-ja v long,
pa bo. A to je bil ra¢un brez krémarja. Resitev je bila tako pocasna,
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da je prekoracila ¢asovno omejitev, ki jo postavlja Sodnik. Tudi majhne
izboljsave niso pomagale. Cas je bil za korenite posege.

Poznal sem formule, s katerimi opisemo primitivne pitagorejske troj-
ke. V vsaki primitivni pitagorejski trojki sta stevili « in y razli¢ne parno-
sti. Vse primitivne trojke, pri katerih je x sodo stevilo, dobimo iz formul

r=2ab, y=a>-0b’

in z=a*>+b%,
kjer sta @ in b, @ > b, naravni Stevili razlicne parnosti, ki sta si tuji. Z
zgornjimi formulami vsako primitivno pitagorejsko trojko dobimo na en
sam naéin. Dokaz nastetih trditev ni tezak, najdete ga npr. v [1, razdelek
10]. Gornje formule opisujejo primitivne trojke, pri katerih je x sodo (y
pa potem liho) Stevilo. Za dano vrednost komponente z je takih trojk
seveda natanko toliko kot tistih, pri katerih je x < y.

Na osnovi zgornjih formul sem sestavil naslednjo resitev, ki je na
Sodnikovem seznamu Se vedno ena od najhitrejsih:

#include <stdio.h>
#define MAXN 100000
extern long gcd(long, long);

int main(void)
const int meja = 316; /* koren iz MAX je zgornja meja za a */
long n, %, ¥, 2, XX, ¥y, a, b;
long stevci[MAXN] [2] = {{0,0}};
long prva[MAXN] = {0}; /* najveZje Ztevilo v najmanjsi trojki */

/* Generiranje pitagorejskih trojk. */
for (a = 2; a <= meja; at+)
for (b=1; b<ak&k (z=2a*a+ b * b) <= MAXN; b++)
if (a% 2 1=b % 2 & ged(a, b) == 1) {
/* Imamo novo primitivno pitagorejsko trojke. */
X=2%*a*b; y=a*a-b=*b;
stevci[z - 1]1[0]++; /* ena primitivna trojka vet */
/* Pregledamo vefkratnike in beleZimo "najmanjse" trojke. */
for (xx = x, yy =y, n = z; n <= MAXN;
XX += X%, yy += y, n += z) {
if (prvalxx-1] == 0 || prvalxx-1] > n) prvalxx-1] = n;
if (prvalyy-1] == 0 || prvalyy-1] > n) prvalyy-1i] = n;
if (prvaln -1] == 0 || prvaln -1] > n) prva[n -1]
} /xforx/
} /xifx/

[}
=]
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for (n=1; n < MAXN; n++) stevci[n] [0] += stevci[n-1]1[0]; /#*(1)*/

for (n=0; n < MAXN; n++) [*(2)*/
if (prvaln] !'= 0) stevcil[prvaln]-1] [1]++;

for (n=1; n < MAXN; n++) stevciln] [1] += stevci[n-11[1]; /*(3)*/

for (n=0; n < MAXN; n++) stevcil[n][1] = n+l-stevciln] [1]; /*(4)*/

while (scanf("%1d", &n) == 1)
printf ("%1d %ld\n", stevciln - 11[0], stevciln - 11[1]1);

return 0;

}

Program zahteva kratko razlago. Z zankama for pregledamo vse
primerne vrednosti za a in b (1 < b < a < \/ﬁ, test parnosti in test
tujosti) ter tako odkrijemo vse primitivne pitagorejske trojke do 10°.
V prvem delu tabele stevci stejemo, koliko je takih trojk z izbrano
vrednostjo z-ja. Te kasneje v zanki (1) Se sestejemo od zacetka do tekocega
elementa in tako ugotovimo, koliko je primitivnih trojk, ki imajo vse
komponente manjse od izbrane vrednosti.

Za izracun drugih delov odgovorov pa je pomembna pomozna tabela
prva. V njej za vsako Stevilo zabelezimo najmanjSo pitagorejsko trojko
(glede na vrednost komponente z), ki to stevilo vsebuje. Vrednost k >
> 0 v i-tem elementu tabele (ta ima indeks 7 — 1) tako pomeni, da
smo nasli pitagorejsko trojko. ki vsebuje stevilo i, katere komponenta
z je enaka k, trojke z manjso vrednostjo komponente z pa nismo nasli.
Vrednost £ = 0 po koncu obeh zank for pomeni, da stevilo i ne nastopa
v trojkah s komponentami do 10°. V nadaljevanju iz vrednosti v tabeli
prva izracunamo druge dele odgovorov. Najprej v zanki (2) za vsako
stevilo n < 10° ugotovimo, koliko je stevil m, za katera je n najvecje
stevilo v najmanjsi pitagorejski trojki, ki vsebuje m. Ta Stevila so se
pri tem n-ju prvi¢ znasla v kaki pitagorejski trojki. Nato v (3) podobno
kot v (1) izraunamo vsote zacetkov tabele, da ugotovimo, koliko Stevil
do tekoega je v kaki pitagorejski trojki. V (4) nato v tabelo vpiSemo
“nasprotne” vrednosti, tiste, ki povedo, koliko stevil do tekocega ni v
nobeni pitagorejski trojki. Pri vseh operacijah z elementi tabel moramo
paziti na indekse, saj ima v C-ju prvi element tabele indeks 0.

Nedavno so na Sodniku zgornjo mejo za stevila na vhodu Se enkrat
dvignili, in sicer na 10°. Resitve skoraj ni bilo treba spremeniti, le vred-
nosti za konstanti MAX in meja je bilo treba popraviti na 105 oz. 1000.
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