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V élanku dokazemo manj znano formulo E. Landaua, ki povezuje sestevanje ¢lenov
z” po netrivialnih niclah p Riemannove funkcije zeta in von Mangoldtovo funkcijo A(z).
Formula enostavno ilustrira princip, da lahko iz poznavanja netrivialnih nic¢el dobimo
prastevila.

RIEMANN’S ZEROS AND PRIMES

We prove not so well-known E. Landau’s formula, which connects the summation
of terms z” over nontrivial zeros p of the Riemann zeta function with the von Mangoldt
function A(x). This formula simply illustrates the principle that nontrivial zeros determine
prime numbers.

Uvod

Riemannova funkcija zeta je ena najbolj studiranih funkcij v matematiki.
Georg F. B. Riemann (1826-1866) jo je leta 1859 uvedel kot funkcijo
kompleksne spremenljivke s. Tak$no pomembnost ima zaradi neposredne
povezave s praStevili. Temeljnega pomena je enakost

()= =Tl &

za R{s} > 1, kjer se produkt po prastevilih imenuje Fulerjev produkt. Lo-
garitmiranje in odvajanje formule (1) po spremenljivki s da zvezo

=y A @)

nS

n=1

kjer je A(n) von Mangoldtova funkcija. Ta aritmeti¢na funkcija je razliéna
od ni¢ le pri potencah prastevil, za potenco prastevila p pa je enaka logp.
Nemski matematik Hans C. F. von Mangoldt (1854-1925) jo je leta 1895
vpeljal preko enakosti (2) z namenom bolje razumeti porazdelitev prastevil
in podati dokaze Riemannovih trditev. Prav na podlagi njegovega ¢lanka
sta leto pozneje francoski matematik Jacques S. Hadamard (1865-1963)
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in belgijski matematik Charles J. de la Vallée Poussin (1866-1962)
uspela dokazati prastevilski izrek lim, oo w(z)z " logx = 1, kjer smo s 7(x)
oznadili stevilo prastevil, ki ne presegajo stevila z. Ze pred njim je tako
funkcijo elementarno obravnaval Pafnutij L. Cebisev (1821-1894), ki je
leta 1852 naredil prve pomembne korake k dokazu prastevilskega izreka. Vec
o njegovi zgodovini si lahko bralec prebere v ¢lanku [3].

Riemann je pokazal, da lahko funkcijo ((s) s polravnine R{s} > 1 ana-
litiéno razsirimo na C\ {1}. Pri tem je dokazal funkcijsko enacbo

™8

(;)s cos (52)T()¢(s), (3)

(1) =

veljavno za vse s € C\ {1}. Funkcija I'(s) je Eulerjeva funkcija gama. Ta
enacba odraza simetrijo funkcije zeta glede na kriticno premico R{s} = 1/2.
Opazimo, da zaradi enakosti (1) nimamo nicel z realnim delom veéjim od
1. Zato so po (3) edine ni¢le na polravnini R{s} < 0 (imenovane trivialne)
negativna soda Stevila. Vprasanje ostaja kriticni pas 0 < R{s} < 1. Ne-
kateri avtorji izpuscajo enakosti v definiciji, saj je ze dolgo ¢asa znano, da
na premici #{s} = 1 (in posledi¢no tudi na R{s} = 0) ni nicel. Kriti¢ni
pas vsebuje netrivialne nicle, ki jih oznacujemo z p = 8 + iy. Po funkcijski
enacbi so tudi p, 1 — p in 1 — p nic¢le, zato jih je potrebno poznati le na
zgornji polravnini {s} > 0. Realnih netrivialnih nicel ni. To najenostav-
neje sledi iz enakosti (1 —2'7%) ((s) = Y02, (=1)""n~%, ki jo dobimo po
ustrezni preureditvi ¢lenov v (1). Slika 3 prikazuje morebitno niclo p levo
od kriti¢ne premice in pripadajoco ni¢lo 1 — p. Morebitna zato, ker vse
znane netrivialne nicle lezijo na kriti¢ni premici. Riemannova hipoteza je
domneva, da vse netrivialne ni¢le lezijo na kriti¢ni premici. Po dogovoru z
{1 }52, oznacujemo narascajoce zaporedje imaginarnih delov netrivialnih
nicel na zgornji polravnini. Opozoriti moramo, da pri tem upostevamo tudi
morebitno veckratnost nicel. Domneva je, da so vse nicle enostavne, vendar
se za zdaj ne ve niti to, ali ta lastnost sledi iz Riemannove hipoteze. Ze Rie-
mann je v svojih belezkah izra¢unal v, ~ 14,14 in nakazal, da je to res prva
nicla na zgornji polravnini, glej [2, str. 159]. Pozneje bomo podali preprost
argument, da na obmocju |3{s}| < 2 ni netrivialnih nicel.

V popularni literaturi o Riemannovi hipotezi je mogoce zaslediti trdi-
tev, da lahko iz zaporedja {v,}72; dobimo prastevila. Knjiga [9] nam zelo
nazorno pokaze, da moramo vzeti trigonometrijske vsote

cos (71 log x) + cos (y2logx) + - - - + cos (y, log z) .

Grafi nad kon¢nimi intervali, ki jih dobimo z vetanjem Stevila n, imajo na
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Bralcu, ki se je ze srecal s Fourierovo analizo, zato ne bo tako nenavadno,
da zaporedju {v,}22 pravijo tudi Riemannov spekter. Razsirimo von Man-
goldtovo funkcijo na realna stevila tako, da za x ¢ N definiramo A(x) = 0.
Obstajajo dokaj splosne eksplicitne formule (npr. Weilova [8, str. 337-343]),
ki povezujejo A(x) in nicle p, toda iz njih je tezko izlus¢iti preproste argu-
mente za prej opisani pojav. Morda ga Se najlazje opiSe naslednja trditev:
za 1zbran x > 1 velja

S aP = A(x) + O (logT). (@)

2w
0<S{p}<T

Spomnimo se, da za realni funkciji f in g izraz f(x) = O(g(x)) pomeni, da
obstaja konstanta C' > 0, da za vse dovolj velike = velja |f(z)| < Cg(x).
Formulo (4) je zapisal Edmund G. H. Landau (1877-1938) v [7]. Dokaz
zahteva poznavanje nekaterih pomembnih lastnosti funkcije zeta ter izrek
o residuih. Obravnava je zato primerna tako za zacetnika v tej teoriji kot
tudi za nekoga, ki bi rad spoznal manj trivialno uporabo residuov'. Sledili
bomo njegovemu dokazu in pokazali naslednje.

Izrek 1. Za vsak x > 1 velja

A(z) = — lim il Z xP, (5)

T—o0

kjer so p netrivialne nic¢le Riemannove funkcije zeta.

Ce je Riemannova domneva pravilna, se nam formula poenostavi v obliko
zgornje trigonometrijske vsote. Za x > 0 enostavno izrac¢unamo

2P = 2Pz = 2P (cos (ylogz) + isin (ylogz)),
od koder sledi 2 + 2 = 22 cos (ylog ). Za T > ; definirajmo

Ar(z) == v Z cos (7, log x).

T
n<T

Riemannova domneva (5 = 1/2) nam takoj da posledico izreka.

Posledica 2. Privzemimo veljavnost Riemannove domneve. Potem za vsak
x> 1 velja A(z) = limy_yo0 Ar(2).

1 Zanimivo je, da kljub enostavnosti formule (4) in vizualni nazornosti njene izpeljanke
(5) njunih obravnav ni mo¢ zaslediti v standardnih monografijah o Riemannovi funkeciji
zeta, npr. [10, 2, 6]. Je pa zapisana v prvi izdaji Titchmarshove knjige (1930).
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il Mw

2 5 11 17 23 31 41 47 59 67 73 83 97
3 7 13 19 29 37 43 53 61 71 9 89 101

Slika 1. Graf funkcije Ajps(2) in nenicelne vrednosti funkcije A(z) na intervalu [2,102].
Pod grafom so izpisana prastevila.

Limita v izreku in posledici ni enakomerna na vsem intervalu (1, 00), saj
je A(z) nezvezna funkcija, medtem ko je Ap(z) zvezna. Grafa, narejena s
programom Mathematica, na slikah 1 in 2 prikazujeta graf funkcije Ap(x)
za T = 10* (upostevamo 10142 nicel) na intervalih [2,102] in [1950,2050].
Za primerjavo so s ¢rnimi pikami prikazane tudi nenicelne vrednosti von
Mangoldtove funkcije. Pri prvem grafu opazimo dobro ujemanje in ostre
konice, medtem ko na drugem grafu vidimo odstopanja in »divje obnaSanje«
med zaporednimi prastevili, ki pa jih lahko Se vedno brez tezav prepoznamo.
Pri §tevilu 2! = 2048 je mogoce opaziti zelo majhno spremembo v strukturi
grafa.

Organizacija ¢lanka je naslednja. Najprej podamo idejo dokaza, kjer z
uporabo teorije residuov prevedemo problem na oceno dolo¢enih integralov.
Potem pripravimo orodja iz teorije Riemannove funkcije zeta, s katerimi v
Cetrtem razdelku primerno ocenimo integrale in s tem dokazemo izrek. Za
zakljucek ¢lanka omenimo Se nekatere posplositve.
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e

1951 1979 1993 1999 2011 2027 2039
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Slika 2. Graf funkcije Ajgsa(z) in nenicelne vrednosti funkcije A(x) na intervalu
[1950, 2050]. Pod grafom so izpisana prastevila.

Ideja dokaza izreka 1

Dokaz temelji na funkcijski enac¢bi (3) in Hadamardovem produktu po netri-
vialnih niclah

27 =/2(s — 1)T (g n 1) Cls) = e B T] <1 - ‘9) esle, (6)

P P

kjer je B := 1+ C/2 — log(2y/7) in C Euler-Mascheronijeva konstanta.
Dokaza obeh enac¢h lahko najdemo v katerikoli od prej nastetih monografij
o Riemannovi funkciji zeta, npr. [6, izrek 1.6 in razdelek 1.3]. V podrobnosti
izraza (6) se ne bomo podali. Namignimo samo, da je leva stran formule (6)
cela funkcija, katere nicle so samo netrivialne nicle funkcije zeta. Teorijo
produktov, kakrsen je zgoraj, pa lahko bralec poisée v [1, 5. poglavje].

Zaradi enostavnosti bomo za realna stevila a < b in ¢ < d definirali (za-
prte) pravokotnike [a,b] X [c,d] == {z € C: a < R{z} < b,c < {2z} < d}.
Podobno definiramo tudi polodprte in odprte pravokotnike. Daljico s kraji-
S¢ema z in w na kompleksni ravnini bomo oznacili z [z, w].

Nicle holomorfne funkcije f na neki odprti mnozici 2 C C lahko po-
vezemo z integriranjem po sklenjenih krivuljah. Osnovni rezultat je znan
pod imenom izrek o residuih, glej npr. [1, str. 148-154]. Mi potrebujemo
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naslednjo verzijo. Naj bosta f in g holomorfni funkciji na odprti mnoZici
Q) C C. Recimo, da notranjost pravokotnika P C Q vsebuje nicle a1, ...,an
(Stete z veckratnostmi) funkcije f, na robu OP pravokotnika P pa ni nicel.
Potem velja
1 f’
— z)dz = 7

kjer integriramo po pozitivno orientiranem mbu OP.

Vrnimo se k nasi nalogi. Naj bo T' > 2. Glede na enakost (7) ni tezko
uganiti, da je temeljna ideja dokaza integriranje funkcije 2:5¢'(s)/{(s) p
robu pravokotnika [T, 2] x [2, T'], kar lahko vidimo na sliki 3. Po (7) imamo

i 2421 C/ T+iT C/ T+2i C/ )

- 54 25d 25d

T(/_mlc() S+/2+iT b ”/Tmc() :
i 2+1T CI o

== C()Sds—? Yoo (8)

242 0<S{p}<T

Seveda mora biti T tak, da ni nobenih nicel na daljici [T + T1i,2 + Ti].
Integracija zajame vse nicle p z 0 < I{p} < T, saj pravokotnik [0,1] x
[—2, 2] ne vsebuje nicel. Pokazali bomo, da je absolutna vrednost izraza v
oklepaju manjsa od D(z)logT, kjer je D(x) neka funkcija. Torej bo po
zgornji enakosti veljalo

LT 2 D(@)log T
1/2 = (s)x ds+% Z of| < 082 9)

r +2 ¢ 0<S{p}<T T

Integral v neenakosti (9) lahko preko zveze (2) povezemo z von Mangoldtovo
funkcijo. Natanc¢neje, pokazali bomo, da obstaja funkcija C(z), za katero

velja

’ i /2+1T CI( ) “ds +A( )

T Jata €

Enak postopek lahko naredimo tudi za pravokotnik, ki je zrcalno simetri¢cen
na realno os, tj. pravokotnik [T, 2] x [-T, —2]. Tedaj seStevamo po ni¢lah
z imaginarnimi deli na intervalu (=7, —2). Izkaze se, da oceni (9) in (10)
veljata tudi za integriranje po stranici [2 — iT,2 — 2i]. V kombinaciji s
trikotnisko neenakostjo bomo imeli

< @) (10)

27 C(z)+ D(x)logT
2A(z) + T Z Pl <2 T ,
1S{p}<T

kar pa ze dokazuje izrek 1.
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Slika 3. Obmocje integracije v dokazu izreka 1. »Odebelitev« kriticnega pasu nam
omogoéa Studiranje funkcije ¢’ /¢ v kritiénem pasu.

Priprava

Zanimala nas bo rast izraza |¢'(s)/{(s)| na obmocju |I{s}| > 2, kjer seveda
s ni nic¢la funkcije zeta. Tega se lotimo tako, da najprej razdelimo dano
obmo¢je na tri dele: desno od premice R{s} = 2, pas —1 < R{s} < 2 in
levo od premice R{s} = —1. Na prvem delu imamo zvezo (2), za tretji del
bo poskrbela funkcijska enacba (3). Pravi izziv predstavlja drugo obmocje,
kjer na zvit na¢in uporabimo Hadamardov produkt (6).
Po zamenjavi spremenljivke s z 1 — s v (3) ter logaritmiranju in odvaja-
nju, dobimo
/ / !/
CC(S> :log(27r)+7rcotm—r(1—5)—2(1—5). (11)
Naj bo s iz obmoéja (—oo, —1] X [2,00). S tem je 1 — s iz obmocja [2, 00) X
(—o0, —2]. Vsak ¢len absolutno ocenimo. Prvi je konstanta in nam zato ne
dela nobenih tezav. Tudi drugi je omejen z neko konstanto, kar se enostavno
preveri z uporabo formule
) eiz + e—iz
cotz = 1m.
Zadnji ¢len je po (2) prav tako omejen z neko konstanto, zato preostane Se
¢len s funkcijo gama. Potrebujemo verzijo Stirlingove formule na polravnini
R{z} > 20 > 0. Za R{z} > 0 imamo

I’ 1 o 2xdx
Z(2) —1 = _— _ 12
p(2) —logz=—o /0 (22 + 22) (eZme — 1)’ (12)
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glej [1, str. 202]. Razdelimo polravnino R{z} > 2 na |3{z}| < (V2 —1) 2o
in [3{z}| > (V2 — 1) 20, ter z naj bo realno stevilo. Za z iz prvega obmocja
dobimo ’1‘2 + 22‘ >R {;E2 + z2} > R{212-3{z}2 > 2 (\/§ — 1) 2(2), za drugo
obmogje pa |22 + 22| > S {2? + 2%} = 2R{2}S{z} > 2(V2—1) 2§. Torej
je |22 + 22| > 2 (V2 — 1) 22, zato po (12) za R{z} > 2o sledi

1
22 2 (V1)

pri ¢emer naj si bralec pomaga z integralom na str. 214 v [1]. Enacba (12)

dokazuje tudi simetrijsko lastnost IV(z)/T'(z) = " (z) /T (2). S tem imajo
tako lastnost vsi ¢leni na desni strani enakosti (11), od koder sledi

¢ ¢
(W=7

za s € (—oo,—1] X [2,00). Ker je R{1 — s} > 2, lahko uporabimo oceno
(13) za zp = 2 in dobimo |IV(1 —s)/T(1—s)| < log|l —s| + 2. Ker je
2 < |1 —s| <|s]? sledi [T"(1 —s)/T(1—s)| < 2log|s| + 2. Ce vse skupaj
zdruzimo, dobimo [('(s)/¢(s)| < 2log|s| + A za neki A > 0. Toda A <
(2A/log 2) log|s|. Zato obstaja konstanta C7 > 0, da velja

F/
)| <toukl+ G+ (13)

(5)

/
=0
¢
za vse s € (—oo, —1] X [2,00). Zaradi simetrije ta neenakost velja tudi za s,
torej na obmodcju (—oo, —1] x (—o0, —2].

Tezja je obravnava obmocja [—1,2] X [2,00), saj imamo opravka z ne-
trivialnimi ni¢lami. Pri tem nam bo v veliko pomo¢ Hadamardov produkt.
Logaritmiranje in odvajanje izraza (6) nam da

< C1log |s| (14)

¢ _ C 1 1TV /s S
C<S>—1°g<2ﬂ>—1‘z‘s,_l‘zr<z“>+zpzp<s—p>'

Kljucen element v dokazu enakosti (6) je netrivialno dejstvo, da za vsak
e > 0 vrsta ), |p|~17¢ konvergira, za ¢ = 0 pa divergira. Slednje lahko
uporabimo tudi za dokaz, da je netrivialnih nic¢el neskonéno mnogo. Torej
je vrsta v zgornjem izrazu absolutno konvergentna. Za s = 1 jo lahko z
nekaj truda celo izrazimo z znanimi konstantami. V nadaljevanju bomo
to storili za vrsto po {p} > 0, kar je zaradi simetrije med ni¢lami ravno
polovica celotne vsote. Zgornji izraz za s = 1 ni dobro definiran, vendar
velja limg,1 (¢'(s)/¢(s) + (s —1)7!) = C, glej [10, str. 20]. Privzemimo,
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da poznamo Se vrednost I(3/2)/T'(3/2) = 2— C —log4, glej npr. [5, 8.365
1 in 8.366 2]. Dobimo

R B 1-B -(1_1>
2 5= 2 et ao et e e

3{p}>0 (1= p=F+iy
>0
p 1-p > 4
- Y ( T D
2 1 — pl2 1 4~2
RN i Ly i T4
B>1/2,y>0 B=1/2,y>0
= B ~ 00,0231,

kjer je B konstanta iz Hadamardovega produkta. S to enakostjo lahko
pokazemo, da na obmodcju [0,1] x (0,2] ni ni¢el. V nasprotnem primeru bi
za niclo p s tega obmodcja veljalo |p| < /5, [1 —p| < V5 in v < 2. Ce
nicla ne lezi na kriti¢ni premici, upoStevamo samo prvi ¢len v drugi vrstici
zgornje enakosti in dobimo B > 2/5, kar je protislovie. Ce pa nicla lezi na
kritiéni premici, nam drugi ¢len da B > 4/17, kar je ponovno protislovje. Ce
zdruzimo $e ugotovitve iz uvoda, lahko zaklju¢imo, da obmo¢je [0, 1] x [—2, 2]
ne vsebuje nicel.

S podobnim argumentom kakor pri dokazu neenakosti (14) ugotovimo,
da obstaja konstanta C’ > 0, tako da velja

45%2@ < ('log |s| (15)

za vse s € [—1,2] x [2,00). Ta neenakost je ze dovolj, da lahko nekaj
povemo o zgornji meji za Stevilo netrivialnih nic¢el v kvadratih z enotskimi
stranicami.

Lema 3. Obstaja konstanta C > 0, da je stevilo nicel Riemannove funkcije
zeta v kvadratu [0, 1] x [t,t + 1] mangSe kot Clog |t| za vse [t| > 2.

Dokaz. Zaradi simetrije lahko predpostavimo t > 2. Izberimo t > 2 in
definirajmo sg := 2 + it. Po trikotniski neenakosti iz (15) sledi

>

> (50— p)

(2) < % logt

!

< C'log |sg| —

¢

za neko konstanto C > 0. Po drugi strani pa se lahko brez tezav prepricamo,
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da velja
50 %{50} %{ 1}
ZP:P(So—p) ZZP: p(so—p) >Zp: So—p
_ 28 B

kjer smo z N oznadili tevilo nicel iz leme. Ker je sop™ (so — p) " = p~ 1 +
(so — p)fl, sledi druga neenakost. Zadnjo neenakost pa dobimo tako, da
upostevamo samo nicle iz kvadrata, torej (¢ —)? < 1. Dokaz leme je s tem
koncan. "

Izrek 4. Obstaja konstanta Cs > 0, da velja

()= ¥ | <Culoglt (16)

[t-S{p}|<1

za s = o +it, pri cemer je o € [—1,2] in |t| > 2.

Dokaz. Zaradi simetrije lahko privzamemo t > 2. Izberimo t > 2 in defini-
rajmo sg := 2 + it. Uporabimo neenakost (15) in dobimo

C—/s— Sp— 8 g;/s_ s S0
¢ zp:(s—p)(SO—p) ¢ zp:p(s—p)JrEp:p(sO—p)

!/

< C'log |s| 4+ C"log|so| — 2(2)

!

< 20" Tog |so| — Cé_(z) < Cylogt

za neko konstanto C3 > 0. Ker je vrsta po ni¢lah absolutno konvergentna,
jo lahko razdelimo na dele

Z + Z 4 Z So— S + So— S

Sl tigag o<sirei TP (o=p) (s =p)(s0 =)

Naj bodo 51, Ss in S3 zaporedoma zgornje vsote. Obravnavajmo So. Naj bo
n naravno tevilo in p ni¢la z imaginarnim delom na intervalu [t+n, t+n+1].
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Potem je |s — p| > |S{s—p}| > n, [so —p| > n in |sp — s| < 3, prav tako
za p. S temi neenakostmi ocenimo

Z 50— 58 N 570_8 ] S%Nl,
t+n<S{p}<t+n-+1 (s=p)(so—p) (s—p)(s0o—p) n

kjer je N; stevilo nicel v kvadratu [0,1] X [t + n,t + n + 1]. Po lemi 3 je
N; < Clog (t + n), zato

~ = log (t+n
|52|<602g(n2)

n=1

< 6C <log(t+1)+/0010g(t+$)d ) _60(1+2t)1;>g(1+t)
1

Torej obstaja konstanta C; > 0, da je |Sa| < Cilogt. Na podoben naéin
dobimo tudi |S3| < Cslogt za neko konstanto Cy > 0. Imamo

2(8)_5 i() S1— (S2 4 S3)| + |S2 + S3|
< (C1 + Ca + Cs) logt. (17)

Naj bo p nic¢la z imaginarnim delom na intervalu [t — 1,¢ + 1]. Potem je
lso—p| >R{so—p} >1,|so—p| >1in |s—p| > I{s—p} > 1. Zato po
neenakosti (17) sledi

¢ 1 ¢ 1

=(s)— > S-S+ - > —

¢ sy P16 -Sfpt<1 ® P
gl 1 . S0 — S
R R D DRt r ey

t=3{p}|<1
< (Cy1 + C2 + Cs) logt + 4Ny,
kjer je N stevilo nicel v kvadratu [0,1] x [t — 1,¢ + 1]. Po lemi 3 je Ny <

C (log (t — 1) +logt) < 2Clogt. Zato's Cs := Cy + Cy + C3 + 8C dobimo
(16). L]

Izrek 4 je eden izmed pomembnejsih izrekov teorije Riemannove funk-
cije zeta, katerega dokaz pa je relativno preprost. Uporablja se v dokazu
Riemann—von Mangoldtove formule

N(T) = % log l + 0 (logT), (18)
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kjer je N(T') obicajna oznaka za Stevilo nicel p s pogojem 0 < I{p} < T.
Ta formula je natanénejsa oblika ocene N(T') = O (T'logT), ki jo dobimo
po lemi 3.

Dokaz

Sedaj smo pripravljeni na dokaz relacije (5) v izreku 1. V dokazu neenakosti
(10) ne potrebujemo ocen iz razdelka Priprava, zato ga bomo najprej na-
redili. Preostanek razdelka je namenjen Se tehni¢no zahtevnejSemu dokazu
neenakosti (9).

Po relaciji (2) med odvodom logaritma funkcije ¢ in von Mangoldtovo
funkcijo A imamo

2+iT C/ 2+HiT

i s T\$
T Jora C =7 ZA /2+2i (E) o

Sumacijo in integracijo lahko zamenjamo, saj je vrsta absolutno konvergen-
tna. Integral na desni strani izracunamo tako, da lo¢imo primera x = n in
x # n. Dobimo

i 2+1T</ Sd A
T Sy C() s+ A(z) =

2A(zx)
T

iz? n T\ i N 2i
+Tn#x7m(?g(M<(n)T—<n)2>'

Podobno naredimo Se za integral po stranici [2 — iT,2 — 2i]. Pri tem se v
zgornji formuli spremenita le ¢lena v oklepaju, in sicer T' se spremeni v —2
in 2 v =T. Kakorkoli, absolutna vrednost desne strani je v obeh primerih
neka funkcija oblike C'(x)T~!. S tem smo dokazali neenakost (10).

Obravnava integrala po daljici [T + iT, =T + 2i] je zelo enostavna.
Parametrizirajmo daljico s s = —T + it, kjer gre t od T do 2. Ker je
|s| < T + t, nam ocena (14) zagotavlja

T+21 +1
‘ / C Yt ds
THT C

<g Tlo (T +t)dt
<ot ) loe

— %(2—T+2Tlog(2T) — (T +2)log (T +2))

401 4C’I

10 T< l/log:vlogx

<

log T,
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kjer smo upostevali x > 1, T > 2 in log (2T) < 2logT. Zadnjo neenakost
dobimo tako, da izra¢unamo maksimum funkcije T2~7 v spremenljivki 7.
Podoben postopek z enako oceno naredimo Se za stranico [T —2i, =T —iT].
Izberimo ¢, 2 < |t| < T. Integral po daljici [-T + it, 2 + it] razdelimo na
dela po [T +it, —1+1it] in [-1+it, 2+ it]. Podobno kakor prej nam ocena
(14) da
1+it -7
‘ / C 5ds
T+it

T T
< Cl/ log (|t| + o)z™%do < Cylog (|t]| + T)/ x %do
1

1 1 201 log T
:cllog(tHT)( ) 108 %

zlogz 2T logx xlogw

Pomnozimo izraz (16) v izreku 4 z |z°| = 27, kjer je x > 1 in 0 € [—1,2].
Dobimo

< C32% log |t| < C3z?log [t].
[t=S{p}|<1

Od tod sledi

24+t #1 2+it s
/ C )zids — Z / ds < 3Cs32%log T.

S —
1+1t lt—S{p}|<1 14it

Naj bo p ni¢la iz pravokotnika [0,1] x [t,t + 1]. Po izreku o residuih za
pravokotnik [—1,2] x [t,t + 2], glej (7) za f(s) = s — pin g(s) = z*, velja

/2+it 75ds ) /2+i(t+2) 5ds /1+i(t+2) 25ds /1+it 5ds

=zf — — — .
—1+it S P 2+it §—p 2+i(t+2) ST P —1+i(t+2) § — P
Ker je |s — p| > 1 za s po daljicah integracije na desni strani izraza, je abso-

lutna vrednost levega integrala omejena z neko funkcijo Ca(z). Upostevamo
Se lemo 3 in dobimo

/2+it .QTSdS
Z —14it S P

[t—{p}I<1

< 2CCy(z) log |t| < 2CCy(x) log T.

To nam konéno da
’/2-{-115 C/
1+it C
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Absolutna vrednost integrala po daljici [-T'+it, 2+it] za t € [2, T|U[-T, —2]
je tako manjsa kot (201/(:U log z) 4+ 2CCh(z) + 303302) logT. Seveda je s

tako oceno omejena tudi absolutna vrednost integrala po daljici [2+it, =T+
it]. S tem smo pokazali, da neenakost (9) velja za

4C 4Ch

= AC 2
xl/logz Jog z; * xrlogx +4CC(@) + 65

D(z) :

Posplositve

Naravno vprasanje je, ali lahko trditev posledice 2 podamo tudi za z € (0, 1).
Primer z = 1 lahko izlo¢imo, saj gre po Riemann—von Mangoldtovi formuli
(18) vrednost Ar(1) pri 7' — oo proti neskonénosti.

|

Slika 4. Graf funkcije Ajgs(x) in nenicelne vrednosti funkcije A(1/z) na intervalu
[1/102,1/2].

Slika 4 nas prepricuje, da se tudi na tem intervalu dogaja nekaj zanimi-
vega. Opazimo lahko, da nam sedaj funkcija Ap(z) prepoznava reciprocne
vrednosti potenc prastevil. Zakaj? Zaradi simetrije med netrivialnimi ni-

clami velja
N S
[S{p}|<T IS{p}|<T [S{p}|<T
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Ker je 2~! > 1, lahko uporabimo izrek 1 za z—!'. Dobimo

zA (m_l) = —Th_rgog Z z”.
IS{p}<T

Ce je Riemannova domneva pravilna, potem za vsak z € (0,1) velja
zA (:z_l) = limyp_ 00 Ap(x). Torej je limyp_oo A7 (p™") = p~ " log p za vsako
nad obratnimi vrednostmi prastevil, vse skupaj pa gre z veCanjem prastevil
proti ni¢. Oblika grafa na sliki 4 je tako pojasnjena.

Na podoben nacin, le s skrbnejSim ocenjevanjem izrazov iz razdelka Do-
kaz, je Steve Gonek v [4] dokazal

T
Z xf = —2—A(:E) + O (xlog (22T) log log 3x)
0<S{p}<T T

10 <logxmin {T, <i>}> +0 (log (27") min {T’ 10;}) ’

kjer (x) pomeni razdaljo od x do najblizje potence prastevila, razlicne od
x. S tem mu je uspelo poenostaviti dokaze nekaterih pomembnih izrekov, ki
obravnavajo razdalje med zaporednimi ordinatami nic¢el. Podrobnosti pre-
puscamo radovednim bralcem, ki naj posezejo po spodaj navedeni literaturi.
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