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MIMO KVADRATNE ENACBE

Tine Golez
Skofijska klasi¢na gimnazija, Ljubljana

Povzetek - Za nadarjene srednjeSolce prvih letnikov je naloga, ki zahteva kvad-
ratno enacbo, terra incognita. Morda je taka naloga prilika, da spregovorimo o iteraciji.
Prav to je prikazano na treh primerih fizikalnih nalog.

Abstract - A physical problem involving a quadratic equation is, even for talen-
ted first-year high school students, terra incognita. Maybe such a problem is a good
starting point for the introduction of iteration. This is shown on three exercises.

uvoD

Priznati moramo, da se da veliko nalog pri srednjesolski fiziki izracunati kar z osnov-
noSolsko matematiko. Prav zato z veseljem (in ne prevelikim navdusenjem z dijaske stra-
ni) kdaj pa kdaj zastavimo tudi nalogo, kjer dijaki osmislijo srednjeSolska matemati¢na
orodja, saj jih kon¢no uporabijo za stvarne naloge. Logaritmi so ze tak primer, a namesto
vzklika navdusenja, da jih bomo uporabili, iz razreda najveckrat sliSimo le vzdih, da se
bodo se tu mucili s temi ¢udnimi logaritmi.

Se bolj osnovna stvar je kvadratna enaéba. Dijaki jo sreajo v drugem letniku, ko je
vecji del mehanike ze mimo. Vsekakor pride prav tudi pri le¢ah pri nalogah, kjer je podana
razdalja med predmetom in zaslonom. Izracunati moramo, kam je treba postaviti leco, da
dobimo ostro sliko. Resitvi ustrezne kvadratne enacbe sta v tem primeru obe legi, ki dasta
ostro sliko na zaslonu (povec¢ana, pomanjSana). Pa vendar se ozrimo Se v mehaniko in se
vprasajmo, ali se da naloge, ki sicer zahtevajo poznavanje resevanja kvadratne enacbe,
resSiti tudi po stranski poti. Glede na naslov ¢lanka je vprasanje zgolj retori¢no.

NAJPREJ AVTO

Izberimo najprej nalogo z avtom. Hitrost avta je 10 m/s. Potem 40 m zavira s kon-
stantnim pojemkom 1,1 m/s2. Koliko ¢asa je zaviral?

Ta naloga je Se posebno primerna, saj jo lahko reSimo na tri nacine: s kvadratno
enacbo, z dobrim poznavanjem kinematike in Se z »obvodom« kvadratne enacbe, ki se
po priblizkih odpravi proti resitvi (iteracija). Poglejmo si vse tri poti.
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S kvadratno enacbo
Ljubitelj kvadratne enacbe bi se naloge lotil z enacbo za lego telesa.
x=uv.t- at
ot 2
Z minusom je uposteval, da gre za zaviranje. Spremenljivka je ¢as in smiselna resitev
kvadratne enacbe je:

p= o (@)2_ 2x

a a) a

kar da 5,94 sekunde. (V »Dodatku« je krajSa razlaga, zakaj je smiselna reSitev tista, pri
kateri je pred korenom minus.)

Poznavalec kinematike
Kdor dobro zna kinematiko, se zna izogniti kvadratni enacbi - vsaj pri tej nalogi. Naj-
prej izracuna, kolikSna je hitrost na koncu zaviranja:

2= 2.
v =1, 2ax

Hitrost se zmanjsa na 3,46 m/s. Hitrost se enakomerno zmanjsuje, zato lahko pov-
prec¢no hitrost izracunamo kot (vo + v])/2. Povprec¢na hitrost med zaviranjem je zato
6,73 m/s. Prevozena pot med zaviranjem in povprecna hitrost med zaviranjem pa nas
privedeta do ¢asa zaviranja:

X
t= =594s
Upoup

Pot priblizkov

Nazadnje se odpravimo po poti priblizkov. Zelo smiselno je, da novo orodje, ¢e sme-
mo prvemu stiku z iteracijo tako reci, preizkusimo na primeru, ki ga sicer znamo analiticno
resiti.

Prvi priblizek bo ¢as, ki ga porabi avto za to pot, ¢e sploh ne bi zaviral. Ta ¢as je to¢-
no 4 sekunde. Sedaj pa upostevamo, da je imel pojemek stiri sekunde ¢asa, da je oviral
potovanje avta. Zato:

at?
Xpot =7y = 8,8 m

Izracunali smo navidezni podaljSek, ki ga dobimo z enacbo za enakomerno pospe-
Seno gibanje. Zaviranje ima v prvem priblizku tak ucinek, kot da bi avto moral prevoziti
s konstantno hitrostjo 10 m/s kar 48,8 m in ne le 40 m. To nas pripelje k naslednjem
priblizku za ¢as voznje, ki ga dobimo iz podaljSane poti in konstantne hitrosti avtomobila:
48,8 m
10mst — 4,88 s

t2=

Ampak ta podaljSani ¢as voznje pomeni, da je v igri Se daljsi podaljSek poti, saj je
imel pojemek kar 4,88 sekunde ¢asa (in ne le 4 sekunde, kot smo upostevali pri prej-
Snjem priblizku), da je oviral voznjo:
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-2 2
11 m52(4,88 s)’_ 1310's

xpodZ -

In od tod izraGunamo nasledniji priblizek ¢asa:

53,10 m
“10ms' 531s

ts

Zgodba se ponovi: daljsi ¢as spet pomeni ve¢ zaustavljanja, kar podaljsa pot na
55,506 m. No, gre seveda za priblizek navidezne poti, za katero porabi ob konstantni
hitrosti 10 m/s toliko ¢asa kot z zaviranjem na poti 40 metrov.

Tabela priblizkov ¢asa (od drugega naprej) in priblizkov »podaljSkov poti« in navidez-
nih poti.

Cas zaviranja | podaljSek poti | navidezna pot
4,88 13,10 53,10
5,31 15,51 55,51
5,65 16,95 56,95
5,69 17,84 57,84
5,78 18,40 58,40
5,84 18,76 58,76
5,88 18,99 58,99
5,90 19,14 59,14
5,91 19,23 59,23
5,92 19,30 59,30
5,93 19,34 59,34
5,93 19,37 59,37
5,94 19,38 59,38
5,94 19,40 59,40
5,94 19,40 59,40
5,94 19,41 59,41
5,94 19,41 59,41

Po vec¢ korakih uvidimo, da so razlike med priblizki ¢asa potovanja vse manjse. Slu-
timo, da bo 5,94 sekunde kar prava vrednost. Seveda to tudi preverimo, ko ta ¢as vsta-
vimo v enacbo:

at?
x = vot—?
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in s tem ¢asovnim priblizkom dobimo pot 39,99 metra, kar je dovolj blizu, da verjamemo,
da je 5,94 ustrezna zaokrozitev ustreznega (= dovolj poznega) priblizka ¢asa. Do cilja
smo prisli po korakih, pri katerih je vsak pomenil boljsi priblizek. Ni¢ nas ne moti, da je
potrebno neskonéno korakov do popolnoma prave resitve. V fiziki je resitev prava ze te-
daj, ko je znotraj merske napake ali pri nalogah znotraj natan¢nosti danih podatkov. Do
tja je pa le konéno mnogo korakov.

V Dodatku je Se graficna razlaga, kaj na grafih v(t) pomenijo tu zapisani racunski
koraki, ki vodijo do vedno boljSega priblizka.

KROGLA PADE IN ZADENE DNO

Poglejmo si drugi primer, kjer bosta poti k resitvi le dve: kvadratna enacba in pot s
priblizki. Imamo torej Zzelezno kroglico in prepad. Kroglico spustimo v prepad in toéno 3
sekunde po spustu zaslisSimo udarec krogle ob dno prepada. Vprasamo se, kako globok
je prepad. Pri tem za gravitacijski pospesek vzamemo 9,81 m/s?. Navedemo $e hitrost
zvoka, ki je 342 m/s, kar bi ustrezalo temperaturi zraka 20 °C.

V igri sta dva dogodka: prvi je padanje krogle do dna prepada, drugi pa potovanje
zvoka od dna do nas. Obe dogajanji trajata del izmerjenih treh sekund. Celotni ¢as, ki je

3,00 sekunde, je vsota dveh ¢asovnih intervalov:
t=t+t,

Pri prostem padu uposevamo, da gre za enakomerno pospeseno gibanje, zato je
Cas padanja enak: 57

t1= =

8

Pri potovanju zvoka je v igri enakomerno gibanje, zato je:

Oznaka { je globina prepada in ¢ hitrost zvoka.

_4021. 1
t= ?4'?

Zato je:

Pred kvadriranjem enacbe poskrbimo, da je na desni le korenski ¢len. Tako se znebi-
mo korenov. Postopek kvadriranja tu ni nevaren, saj nastopajo le pozitivne koli¢ine (globi-
na, ¢as, gravitacijski pospesek, hitrost zvoka). Po kvadriranju dobimo kvadratno enacbo:

!

£- 2t CL+(7) 21

B

2

c
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Smiselna resitev kvadratne enacbe je:

2 2 2
=5+ 40 (L_,_ )_22
g tc g tc|-c*t

Globina prepada je 40,71 metra oziroma zaokrozeno na tri mesta: 40,7 m.

Sedaj se postavimo v kozo dijaka, ki Se ne zna resiti kvadratne enacbe. Najprej izra-
¢unajmo prvi priblizek. Pri tem privzamemo, da zvok neskonéno hitro pripotuje do uses.
Gre torej le za prosti pad: e
h="7

Pri danih podatkih dobimo prvi priblizek za globino prepada 44,145 metra. Ker je
zadnja decimalka ravno 5, bi jo bilo nerodno zaokroziti ali navzgor ali navzdol.

Sedaj pa vendarle priznamo, da je nekaj ¢asa porabil tudi zvok. Zato ¢as, ki je na vo-
ljo za padanje navzdol, zmanjSamo za ¢as, ki ga zvok porabi za pot navzgor. Pri tem upo-
Stevamo, da je moral zvok prepotovati ravnokar izracunani priblizek za globino prepada.
Od tod pa bomo izra¢unali naslednji priblizek, ki seveda predstavlja manj globok prepad:

2

-4

l,=—5— =4043m
2
Seveda toliko decimalk piSemo le zato, ker gre za vmesni rezultat. Po isti poti se
odpravimo do naslednjega priblizka. Tokrat upostevamo, da mora zvok prepotovati 40,43
metra in ne 44,145 m: )
L
e
l,= —5 = 40,73 m

Nasledniji priblizki so: 40,71, pa potem spet 40,71 (ko zaokrozimo na dve decimalki)
... Vsekakor zaslutimo, da smo Ze zelo blizu prave vrednosti. Zato rezultat zaokrozimo na
40,7 m. Ker poznamo resitev kvadratne enacbe, smo z rezultatom zadovoljni. Dijak, ki
ne pozna pravega rezultata, ki ga da kvadratna enacba, pa izracuna oba ¢asa in ugotovi,
da je vsota obeh ¢asov (ob predpostavki, da je prepad globok 40,7 metra) enaka 3,00
sekunde (zapisano na ve¢ mest: 2,99957 s), kar je res dovolj blizu ¢asu, ki je podan
v nalogi. Zato dijak utemeljeno domneva, da je globina prepada zadovoljivo natan¢no
izracunana.

Na koncu spregovorimo $e o uporu zraka. Ce gre za 120-gramsko Zelezno kroglico,
se Cas padanja podaljSa za dobre 0,03 sekunde. Kogar to moti in se mu zdi prevec, naj v
mislih to kroglico preoblikuje v telo z »ribjo obliko«, pa bo podaljsek ¢asa (ob predpostavki
kvadratnega zakona upora) le Se 0,003 sekunde, kar res zanemarljivo vpliva na rezultat.
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KROGLICA PADA, A JO RESI ELASTIKA

Druga kroglica bo tudi padala, a jo bo pred padcem na tla resila elastika. V mislih
imamo kroglico, ki je privezana na elastiko. Tako nalogo smo v reviji ze srecali [1, 2],
poleg tega so jo letos resevali na regijskem tekmovanju. Ko so se z njo spopadli srednje-
Solci prvega letnika (bila je ena izmed nalog prve tekmovalne skupine), so imeli kar nekaj
tezav. K resitvi vodi pot, ki zahteva kvadratno enacbo, a ta je vendar snov drugega letnika.

Elastika je dolga 50 cm, privezana je na strop. Koeficient je 5N/m, velja Hookov
zakon. Masa kroglice je 50 gramov. Kroglico, ki je pritriena na elastiko, dvignemo do
stropa in spustimo. Koliksna je celotna dolzina raztegnjene elastike, ko kroglica doseze
najnizjo tocko?

Na sistem elastika-kroglica sicer deluje poleg teze Se zunanja sila (sila stropa), ki
je med poskusom znatno razlicha od nic. Ker pa se prijemaliSce te sile ne premakne,
je delo vseh zunanijih sil (razen dela, ki ga opravi sila teze) enako nic¢. Izrek o mehanski
energiji tako postane izrek o ohranitvi energije. Ravnina, kjer je potencialna energija ena-
ka ni¢, je oddaljena od stropa za vsoto dolzine elastike () in najvecjega raztezka (x).
Zacetna potencialna energija se v trenutku, ko kroglica doseze najnizjo tocko, v celoti
spremeni v proznostno energijo:

2
mg (1+x) =5
Gre za kvadratno enacbo s spremenljivko x:
2mg  2mgl
— ,2_ -
O0=x P X P

Smiselna resitev je:
_ mg 2kl
xX= I <1+V1+7mg )

Resitev je 43 cm, kar pomeni, da je najnizja tocka, ki jo kroglica doseze, 93 cm pod
stropom.

Do resitve se podajmo Se s priblizki. Najprej predpostavimo, da se potencialna ener-
gija zmanjSuje le toliko, kolikor je dolzina elastike. Ne upostevamo, da raztegnjena ela-
stika pomeni Se nekoliko zmanjsanja potencialne energije in s tem moznost za nekoliko
vecje povecanje proznostne energije. Dobimo seveda Sele prvi priblizek raztezka, x1:

2
mgl=k7x1

Prvi priblizek je 0,313 metra. Za sedaj Se obdrzimo tri decimalke, pozneje bomo
zaokrozili konéni rezultat. Sedaj pa upostevamo, da se kroglica ni spustila le za pol metra,
pac pa za 0,813 m. Dolzini elastike smo pristeli Se prvi priblizek. To nam omogoca, da
izracunamo drugi priblizek:

2
mg (l+x1)=k7x2
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Od tod izratunamo, da je x, = 0,399 m. Postopek ponovimo in dobimo tretji pribli-

zek: 0y
mg 1+ %) =25

Ta je enak 0,420 metra. Cetrti je 0,425, peti 0,426, Seti 0,426, sedmi 0,426 m ...

Morda smo izra¢unali ze dovolj priblizkov. Rezultat zaokrozimo na 0,43 m. Naredimo
Se preizkus dobljenega rezultata. Najprej izraGunamo, koliko se spremeni potencialna
energija, Ce se kroglica spusti za 0,93 metra. Rezultat je 0,456 J. Sedaj Se izracunamo,
koliko dela moramo opraviti, da to elastiko raztegnemo za 43 cm. Rezultat dobimo iz iz-
raza za proznostno energijo in je 0,462 J. OcCitno se za toliko elastika ni mogla raztegniti
(proznostno energijo placuje potencialna energija), zato je pravi rezultat malo manj kot 43
cm. A ker smo rezultat zaokrozili na dve mesti, smo ga pravilno zapisali, saj priblizki stalno
narascajo. Oc¢itno smo izracunali dovolj priblizkov.

SKLEP

Vsekakor ne priporo¢am, da bi te nacine na veliko vpeljevali v pouk. Raje pocakamo
na kvadratno enacbo in se tedaj lotimo takih nalog. Za zares odprte glave pri fizikalnem
krozku pa je smiselno, da jim pokazemo, koliko neizrabljenih moznosti je skritih v njiho-
vem dosedanjem znanju, ki $e ne obsega kvadratne enacbe. Z »obvodnim« reSevanjem
kvadratne enacbe tako obidemo Se nepredelano snov (kvadratno enacbo), hkrati pa s
fizikalnim razumevanjem rezultata in uporabo dosedanjega znanja utemeljimo resitev, ki
je sicer priblizek, a je znotraj okvira natan¢nosti podatkov. Prav to pa je pomemben kriterij
za ovrednotenje resitve.

Za dijake je to morda prvo srecanje z iteracijo. Kaze jih opozoriti, da vselej ni na
voljo analiticne resitve in da v resnici tudi pravi znanstveniki pogosto pridejo do rezultata
z iteracijo. V Solski fiziki seveda tezimo k temu, da nalogo resimo analiticno. A ¢e Se ne
obvladamo ustreznega matemati¢nega orodja, je pac treba na pot z iteracijo. Seveda ta-
kih zahtev ni pri Solskih nalogah, medtem ko za fizikalno tekmovanje tovrstna zahtevnost
ne bi smela biti prepovedana.

Morda bi bilo bolj primerno, da bi se dijaki najprej srecali s primerom, ki je tu opi-
san na drugem mestu (padanje kroglice v prepad). Najbrz bi jim bil konceptualno bolj
razumljiv. Po drugi strani pa je smiselnost prvega primera v tem, da ga znajo resiti tudi
analiticno, ne da bi morali uporabiti kvadratno enacbo. Ucitelj naj sam presodi, kaj bi bil
ustreznejsi uvodni primer za njegove dijake.

Dodajmo Se jezikovni namig. Ni¢ ne bo narobe, ¢e bomo iskanje teh priblizkov po-
imenovali z nazivom iteracija in se bodo dijaki srecali tudi s to tujko,. Navsezadnje lahko to
besedo uporabimo za opis nekaterih dogajanj, nenazadnje tudi za nastajanje tega ¢lanka:
»Po nekaj iteracijah sta pisec in recenzent dala ¢lanku kon¢no podobo ...«
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DODATEK

Najprej se vprasajmo, kako smo ugotovili, da moramo izbrati resitev kvadratne enac-
be »z minusom«. NariS§imo graf ustavljanja. Hitrost se enakomerno zmanjsuje, plosc¢ina
pod grafom v(t) pa je natan¢no dani premik avta, 40 metrov.

Med ¢rno daljico, ki kaze spreminjanje hitrosti, in vodoravno osjo je ploscina, ki
ustreza 40 metrom, ki jih avto prevozi med zaviranjem.

Se enkrat si oglejmo enadbo, s katero smo izradunali &as:

vy (vo )2_ 2x

t=—L
a a a

Prvi ¢len predstavlja celotni ¢as, ¢e bi se avto popolnoma zaustavil z danim pospes-
kom (pojemkom). Prav zato ni tezko uganiti, da moramo ta ¢as zmanjsati; da bo torej
pravilna tista reSitev kvadratne enacbe, pri kateri kvadratni koren odstejemo. In kaj bi
pomenila resitev, pri kateri kvadratni koren priStejemo? Ta resSitev predstavlja avto, ki se
je popolnoma ustavil, takoj nato pa zacel voziti nazaj z istim pospeskom (kot Zoga, ki
jo ob metu navzgor gravitacija najprej zaustavlja in potem pospesuje navzdol). Vrednost
Casa ob koncu ¢rnega trikotnika na vodoravni osi ustreza Casu, ko je spet 40 metrov
dale¢ od zacetne lege in vozi vzvratno natanc¢no s tako veliko hitrostjo, kot jo je imel pri
voznji naprej pri koordinati 40 metrov. Sivi in ¢rni trikotnik sta seveda enaka. Namenoma
sta narisana malo premajhna, da je siva ¢rta, ki predstavlja namisljeno nadaljevanje voz-
nje, bolj vidna. Sivi trikotnik ustreza premiku od koordinate 40 m do tocke, kjer se avto
ustavi, ¢rni trikotnik, ki je pod osjo, pa predstavlja premik nazaj, ki je po velikosti enak.
Kvadratna enacba je torej pravilno napovedala, da bo avto kar ob dveh trenutkih 40 m od
zacCetne toCke, ¢e bomo seveda poskrbeli, da bo pospesek ves Cas enak.
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Grafi¢no pojasnimo Se racun s priblizki. Nas prvi priblizek je bila voznja avta brez za-

viranja. Avto bi porabil to¢no 4 sekunde za 40 metrov. To pot predstavlja sivi pravokotnik.
Zavedamo se, da je bil ¢as daljsi, saj sega graf v(t) bolj na desno. V igri je pac Sele prvi
priblizek.

v

Prevozena pot je sicer res 40 metrov, a ¢as je prekratek. Iz grafa vidimo, da se po-
Sevna ¢rta (hitrost) konca pozneje kot ob ¢asu t = 4,0 s.

Pojemek je imel (v tem priblizku) stiri sekunde ¢asa, da je oviral potovanje. Lahko si
predstavljamo, da je dodatna pot, ki smo jo tako pridobili, enaka »plo$c¢ini« sivega pravo-
kotnika, ki je nad grafom v(t). Zato natan¢no tako veliko plosc¢ino dodamo $e desno od
sivega pravokotnika. S tem bomo pot navidez podaljsali, a bomo spet pri novem priblizku
upostevali, kot da ni zmanjSevanja hitrosti. Ta podaljSek poti znasa 13,1 metra, kar smo
izracunali na zaCetku Clanka.

¥
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Tako smo dobili Zze nekoliko daljsi ¢as voznje. Pospesek je lahko dlje ¢asa zmanjSe-
val hitrost in ne le 4 sekunde. Podobno kot prej spet pogledamo, koliko plos¢ine je nad

v A

v

grafom v(t) (kolikSno navidezno podaljSanje poti je pripeval pojemek). Zraven polnega
sivega pravokotnika bomo zato postavili Se malenkost vecji pravokotnik (in prejSnjega
odstranili).

Vsak naslednji priblizek bi povecal desni pravokotnik. A desni pravokotnik se vse
manj povecuje. Pravzaprav le toliko, da sivi in desni pravokotnik skupaj segata v desno
natan¢no tako dalec, kot sega graf v(t). Tako smo s predpostavko o konstantni hitrosti in
z ustreznim navideznim podaljSanjem poti, ki ga dolo¢a zaviranje, z iteracijo reSili nalogo.
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