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1.0V 0D

Prve resitve stabilitetnega problema na tlak obremenjene pravo-
kotne stene (samo v svoji lastni ravnini obremenjene ploXde) je
nakazal Ze NAVIER leta 1823. Z vkljuditvijo striZnih robnih
obremenitev je ta problem re¥il leta 1888 BRYAN in sicer s po-
mo¥jo ravnoteZne in energi jske metode.

V naslednjih desetletjih se je vrsta raziskovalcev ukvarjala s
problemi pravokotnih, izotropnih .in anizotropnih, homogenih in
nehomogenih sten v elastidnem kakor tudi elastoplastiénem pod-
ro&ju tako, da dandanes na tem podro&ju ni ve& veliko neznanega
in neobdelanega. Zanimivo je, da so se prvi rezultati raziskav
stabilitete kroZnih plo¥d pojavili precej pozno. Kriti&no osno-
gimetri¢no obremenitev polne kroZne stene je obravnaval prvi
DINNIK leta 1910, za njim pa leta 1915 NADAY, ki je analiziral
poleg osnosimetridne deformacije tudi neosnosimetri&no izbodle-
nje.

Stabilitetni problem stene, ki je omejena z ve& kot eno samo
zakl judeno konturo, ni bil nafet vse do leta 1933, ko je
MEISSNER objavil re¥itev kroZne stene s centri®no kroZno odprti-
no, ki je bila obremenjena 2z osnosimetri&no tlacno obremenitvi-
jo po zunanji konturi. ReSitev je zajemala samo prosto poloZen
in pa vpet zunanji rob. To zakasnitev lahko pojasnimo z dejst-
vom, da povzrola Ze samo eksaktno reSevanje diferencialnih

enacb stabilitetnih problemov, ki za razliko od klasi®nih ela-
stomehanskih enadb upoitevajo dodatno %e tudi vpliv deformaci}
na ravnoteZno stanje, ponavadi velike teZave, Prilagojevanje
reSitev teh enaldb vnaprej podanim robnim zahtevam pa pri stenah
2z velkrat sovisnimi obmo&ji skoraj v vseh primerih odpove Ze za-
radi tega, ker vsebujejo reSitve premalo prostih konstant, s ka-
terimi bi lahko zajeli vse robne pogoje. Zato je tudi razuml ji-
vo, da so se raziskovalci lotili najprej stene, ki je omejena 2
dvema takima zakljudenima konturama, ki se matemati®no najlaZje
definirata. Tako konturo predstavlja brez dvoma krog, ki je v
polarnem koordinatnem sistemu osnosimetri¥ni lik. Ce sta Ze
obremenitev in deformacija kroZne stene osnosimetri&ni, potem
lahko definiramo tako napetostno kot tudi deformacijsko stanje
poljubne tolke stene z eno samo spremenljivko. Posledica tega
je, da je vsak robni pogoj na kroZni in osnosimetriZno obreme-
njeni ali prav tako deformirani konturi opisan z eno samo enad-
bo., S tem lahko refitev diferencialne enalbe Cetrtega reda s



Stirimi integracijskimi konstantami prilagodimo po dvema robni-
ma pogojema na vsaki od dveh kroZnih kontur.

Dva primera radialno po zunanjem robu obremenjene kroZne stene
z odprtino pri spremenljivi debelini je resil EGGER leta 1941,
.prav tako steno, obremenjeno s striZnimi obremenitvami, pa
FEDERHOFER leta 1943. Eggerjeva reSitev se je nanaSala na steno
s prostim notranjim robom, zunanji rob pa je bil prosto poloZen
ali pa vpet. Federhoferjeva stena je imela obe konturi vpeti.
Istega leta je iz3la tudi razprava WILLERSa; ta je refila sta-
bilitetni problem prav take stene, ki je obremenjena poleg ra-
dialne tla&ne obremenitve na zunanjem robu Se 2z upogibnim momen-
tom v ravnini stene. Zaradi matemati®nih teZav je bil problem
reden z diferenéno metodo.

PopolnejsSo reXitev stabilitete okrogle stene z odprtino, ki je
obremenjena z enako veliko radialno tlaéno obremenitvijo na obeh
robovih, ‘je objavil leta 1947 SCHUBERT. V njegovih reZitvah je
zapopadeno Sest razlifnih kombinacij robnih pogojev, manjkata

pa primera s popolnoma prostim notranjim robom pri vpetem in
prosto poloZenem zunanjem robu. PFLUGER v svoji knjigi /1/ ome-
nja tudi delo japonskega znanstvenika YAMAKIja, ki naj bi iz3lo
.leta 1959. Po sliki 80 priloge omenjene knjige lahko sodimo, da
obravnava to zadnje delo neosnosimetriéni primer izbodenja kroZ-
ne stene z odprtino, ki je na zunanjem robu prosta, znotraj pa
prosto poloZena ter obremenjena z enako veliko radialno obreme-
nitvijo na obeh robovih, Sama razprava nam zaenkrat ¥e ni do-
stopna.

Vei navedeni avtorji, ki so se ukvarjali s temi problemi, so

pri nastavljanju enatb uporabili vse tiste poenostavljajode su-
pozicije teorije ploX%& in teorije stabilnosti, ki so ravno 3Ze
zadostne, da se dobijo uporabni rezultati. Osnova vseh radunov
je torej KIRCHHOFFova teorija, ki daje zadosti to&ne rezultate
samo pri tenkih stenah. Pri vseh stabilitetnih problemih pa ims-
mo tako opravka. samo s takimi stenami, saj pride pri debelih
prej do plastifikacije kot pa do izbocenja. Da ne dobimo samo
enoliénih pomikov, da torej sploh lahko dobimo stabilitetni pro-
blem, moramo nastaviti ravnoteZne enalbe seveda na deformiranem
telesu in s tem zajeti Se vpliv deformacij na napetostno stanje.
To je tudi edina razlika med teorijo II. reda in pa teorijo

I. reda, ki ta vpliv zanemarja. S tem, da zanemarimo deformacije
seme srednje ravnine stene (v lastni ravnini) in pa da radunamo
po teoriji II., reda, dobimo Ze vedno linearne diferencialne
enatbe. Ker predpostavljajo zgornje supozicije tudi teorijo



ma jhnih pomikov, dobimo iz nje lahko samo velikost kritiéne
obremenitve, ne moremo pa kvantitativno dolo&iti pomikov,

Zgornji kratki zgodovinski pregled dokazuje, da stabilitetni
problem stene, ki je omejena z ve& kakor eno samo zaklju&eno
~ konturo, v sploZnem sploh Ze ni obdelan. Se ved, niti problem
kroZne stene s kroZno odprtino Se ni dokon&no refen. Poleg obeh
primerov, ki jih Schubertova refitev ne vsebuje, manjkajo Ze
primeri za drugadne robne pogoje iz Meissnerjeve resitve, manj-
kajo primeri obremenjenega samo notranjega roba, in koné&no
manjkajo vsi primeri kombinacije poljubnih zunanjih in notra-
njih obremenitev.

Cilj te razprave naj bo razjasnitev zgornjih vpraSanj.



2. RKASTAVITEY STABILITETNEGA KRITE-
RIJA ZA OSNOSIMETRICNI PRIMER
KROZNE STENE S CENTRICENO KROZNO
ODPRTINO

Zngno je, da imamo za radunanje stabilitetnih problemov na raz-
polago dve metodi, in sicer ravnoteZno in energijsko. Druga me-
toda je sploZnejSa in bolj vsestransko uporabna glede na to, da
omogofa poleg eksaktnega reSevanja Se aplikacijo pribliZnih me-
tod, ki izhajajo iz nje. Brez posebnih teZav lahko iz energij-
skih enadb izpeljemo tudi diferencialne enadbe, ki bi jih dobi-
1i s pomo&jo ravnoteZne metode, medtem ko obratna pot ni moZna.

2.l1. Energijska metoda in Trefftzov
stabilitetnl kriteril ]

«Celotni elasti®ni potencial poljubnega elastidnega telesa lahko
pisemo. kot vsoto potenciala notranjih in potenciala zunanjih

8il. Drugi sumand je moZen seveda samo pri takih sistemih, pri
katerih je delo zunanjih sil odvisno samo od zaletnega in kond-

nega stanja. Zato se bomo pri izvajanjih omejili na konzervativ-
ne sisteme. )

U=U +0U
n z

Kot potrebni in zadostni pogoj za ravnoteZje lahko uporabimo
znani princip virtualnih pomikov, ki pravi, da bo sistem v rav-
notezju takrat, ko je pri variaciji deformacijskega stanja vso-
ta virtualnega dela zunanjih in notranjih sil ni%na. Ce sta obe
deli izraZeni s potencialom, bo torej

JUn + du, =dU = 0

Stabilitetni problem je definiran za razliko od trdnostnega pro-
blema z zahtevo, da obstoja poleg osnovne ravnoteZne lege vsaj
Se eno sosednje deformacijsko stanje, ki je tudi ravnoteZno, pri



nespremenjenem napetostnem stanju. Osnovno indiferentno ravno-
teZno stanje bo torej definirano z ena&bo

JUO =0 e (|

sosedno stanje pa 2z

Jn.l =0 viw KEe)

Elastidni potencial sosednjega stanja lahko napiSemo

- & : P
Uy = U+ AU =0+ dU+ 2 &£ U s

Z2 zanemaritvijd vigjih 3lenov in upoStevanjem izraza (2.1), bo .
1
Uy =T 34T,

Je ta igraz vstavimo v ena¥bo (2.2) in ponovno upo¥tevamo (2.1),
dobimo kon&no TREFFTZov energijski kriterij za indiferentno
ravnote¥no stanje [2]

~

d(u) =0 oo (243)

2,2. Potencialna energija kro%# ne st e-

ne

Celotni elasti®ni potencial kroZne stene s kroZno odprtino pri
prehodu iz plane v osnosimetri®no izboleno lego je sestavljen
iz elasti®ne energije sil v srednji ravnini stene in elastine
energije zaradi upogibnih napetosti. Stena naj bo konstantne
debeline h in omejena z notranjim radijem &a ter zunanjim b,

Potencialna energija na enoto volumna zaradi sil v srednji rav-

nini pri variaciji deformacijskega stanja bo v polarnih koordi-
natah

IV, = GJE, +G,3E,



fe predpostavimo, da sta napetosti G_ in G., (Z = 0 zaradi
osnosimetri¥nega stanja) enakomerno porazdeljeni po debelini,
dobimo za celotni elastiéni potencial izraz

F14

r b é '
‘,I'U’5 = h /[(GrJgr" 6,6'5,.) r dr dy = h//qfw r dr dy

S pomo&jo Hookeovega zakona

r 1-”2

preide zgo.rnji izraz v
E
SN = 7 (€, 6+ & Sy (n (&, dE+ €,.E,)]

Ker pa lahko pi¥emo

<2 : 2
&, £ '
frdzr 5 J—IZ;- ; 6” Jé;’= J_2L i "‘fJEr+ £rd'f, ™ J(fr Er)
bo koné&no
. B 2 2 2
J‘ws - ——2(1-{2) [Jer J'f,' + 21“J(£r E')]

Deformaciji & in f, pri osni simetriji seveda tudi nista od-
visni od e zZato preide izraz za celotni elastidni potencial v

b

2 2
s=1_rg ‘f/(fr + ff +2{L£rfr)rdr

(-3




Obe komponenti deformaci;]skega tenzor:}a v tem izrazu lahko za-
menjamo s pomikoma u in w (v = O zaradi osne simetrije). Za-
radi osne simetrije lahko tudi parcialne odvode po '‘r oznaimo
‘enostavneje s &rticami.

u 1 ,0w. 2 ' L 2
Cp =t 3.5 = u s 5w
- 4
Ef_r

Tako bo konéni izraz za elastidno energijo zaradi sil v srednji
ravnini

U = ZIhE /[(.u' + % w'2)2+ _(%)2+ 2,“(% u o+ %; w'2)] r dr
(2.4)

Potencialna energija na enoto volumna zaradi upogibnih napeto-
8t pri variaciji deformacijskega stanja je

I, = 6. J¢E + G, JE,

z znanimi relacijami upogibne teorije ploid

fra—zw" '; éya--lz-.W' $ kr=-w'
A
3
R = : S 'S
Mra:/Grzdz, M, /Grzdz, ky =W
-f ‘f _

dobimo izraz za celotno elasti&no energijo pri upogibu

7 :
= // (Mrd'kr + Mrd'kr) r dr dy
o a

Z zamenjavo obel> momentov



=
n

D (kr +o M kf)

=
|

=D (k, + k)

ter z nadomestitvijo izrazov

23
W

' r 5 -
k| Jkr = d'-2— Pk J‘k,, = J-2— ok Jkr+ k, ka J(kr k,)

in.integraci;jo po ¢ , dobimo
JUu =D Flf/[w"2+ (-:‘-‘ w')2+ 2!“% w'w’]r dr
J

oziroma kon&ni izraz za elasti®no energijo pri upogibu
| N
b 4
_ w2, (1 12 . "]
Uu-Dﬁ/[w +(rW)+2r"rww r dr aee (2.5)
Qa
Celotni elasti®ni potencial osnosimetri&no obremenjene kroZne

stene 8 kroZno odprtino dobimo s seltevanjem obeh izrazov (2.4)
in (2.5)

b

Eh o 1l ,2,2 2 ) 2
U= F/{l—(.?[( Haw )+(‘-1§)+2lu(“u+‘-‘—w )]

a

+ D[w"‘2+ (% w')2+ 2(-(3'1:w'w']} r dr NET (2.5)



2.3. Trefftzow stabilitetni krite-
: rij,aplieciran na kr ofno steno z

odprtino

Treffzovemu stabilitetnemu kriteriju (2.3) zadostimo tako, da
najprej poiX¥%emo drugo variacijo izraza (2.6). Pri tem variira-
mo seveda samo pomik w, ki nam definira prehod iz osnovnega v
sosedno ravnoteZno stanje. Virtualni pomik naj bo dan z izrazom
z(r), ki je poljubna funkcija in mora zadoZ3ati le robnim pogo-
Jem, Pomik w variiramo torej tako, da vstavimo namesto w iz-
raz w+z, Ce ozna¥imo prvi oglati oklepaj v (2.6) z V., in ga
napiSemo razvitega ter zanemarimo &len s &etrto potenco, dobimo

2 u2

2 ! ] . ' ]
+ TU W + > - 2(tuu + peuw

2
)
Vl =ru

V tem izrazu nadomestimo pomik w 2z izrazom w + 2z in dobimo

% JQV1+ cee = ru'2+ ru'w'2+ oru' w'z' +

2 ul )2 ¥l 12
= +2luuu’ + puw +2ftuwz tMu z

V1+ Avl = Vl+ JV1+

+ 'z’
Be od tege izraza odStejemo prvotno funkcijo V. in izlodimo ¥le-

ne, ki vsebujejo funkeijo 2z na prvi potenci, kot prvo variaci-
Jo, nam ostane za drugo variacijo

B Lo

J2V1 = ru' 2’ 2+lu uz’ 2

ogziroma

Pv

1.= 2 (rg‘+f4u5 2! 2 svk 42:T)

Na podoben nadin dolodimo Se drugo variacijo drugega oglatega
~xlepaja (2.6)
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2 a— 2rw’z" + rz”2+.% w2,

2 1 '
B S z'2+ 2p(w‘w” e % whieh 4 8’ s%)

4.2

=
<
]
2]
N
=
n

l 3 'I ”n
- r-z + ka? Z

=2 (rz”2+.% 2’2, 2pz’ 2") ' .v. (2.8)

Z izrazoma (2.7) in (2.8) lahko napi¥emo drugo variacijo celot-
nega elastifnega potenciala

b

620-277'/‘[—(1'\1 +(tu) z2+D(r22 ;1;2'2+ 2,42'2")} dr
s
s (2.9)

V radialnem pomiku. u se skriva zunanja obremenitev, Po Hooke-
ovem zakonu lahko namre piSemo

r

£, = u' = 5 (6~ pu6)

Potek obeh napetosti pa je znan. Ce oznadimo konstantno tladné
obremenitev na zunanjem robu (pri r=b) s P,» na notranjem robu
(pri r=a) pa s p,s» potem je [3]



2 2
S a“b (pz- pn) 1. : P8 - pzb
r b2_ a2 r2 b2- a2
2.2 ; 2
b "y b.(pz- pn) 1 X P8 - pzb
Y TR TR T

Ozna&imo nadalje obe razmerji

'd"d
=

s katerima lahko napifemo obe napetosti tudi tako

- i
6, = By (P 22 + B)

1
6,= PZ ("P;-é"" R)

kjer poﬁenita

.
1- ¢
. 3

R = r-1

P

Z enadbame (2.12) bo Hookeov zakon preXel v

%[PZ(P ig + R) e (-p ig + Rﬂ

u’

u’

-;—z-[P (1+@) i—aw R (1-(4)]

Odtod pa dobimo 2z integriranjem

u = P2

-;-[-P (1) 2 + R x (1-{*)]

—

sns (2.20)

ann (2s1X)

saies (2412)

sie (2513)

sias: [2514)

" ene $2515)
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2.3.1. Prehod k brezdimenzijski koordinati

Iz izrazov za napetosti sledi, da ostane napetostno stanje ena-

ko, ne glede na velikost stene, Ce sta le obe obremenitvi enaki

pri enakem razmerju p . Iz tega se takoj vidi, da se brez dvoma

splada zemenjati koordinato r 2z neko brezdimenzi jsko koordina-

to in si s tem olajSati primerjanje razlidnih dobljenih rezul-

tatov. Ta brezdimenzijska koordinata, oznadimo jo z x, naj bo
definirana 2z

r = Xx.b
x ==
0
_/// Ker je po tej definieciji
a
a=X.,b 3 x ==
) a a b T
L a
b b= xb.b PoXy = i;
e |
mora leZati koordinata x v ob-
moé& ju
sl, 1

’~< X € 1

V tem primeru se spremeni izraz parametrov P in R v (2.13) in

bosta oba parametra zdaj
Y e ))

.o (2.16)
b ]
Prva enadba bi se sicer morala glasiti

2 2

7
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vendar se nam v obeh ena¥bah za napetosti (2.12) kraj3a v 2

enako velidino, ki jo dobimo pri grehodu k brezdimenzi jski koor-
dinati v imenovalcu 1/r2 = 1/x2v2,

Uvedba nove spremenljivke x v izraz za elastini potencial nam
8 pomo&jo posrednih odvodov

2 2

Gu 1 du dz _ 1 dz g’z 1 4°%
= &= e—==.s o e i e — — —
dr b dx ar. -Dd ax dr2 b2 dx2
spremeni enadbo (2.9) v
‘4
%0 =27 (xb-u+ u) z’2+ D(xbl—z'2+ d_ Ll g2,
- 1"1“2 l“ 'b4 xb 'b2

+2/A%zl§ )]'bdx

oziroma v

L

2z’ 2, 2luz' z" )] dx

(2.17)

U =27 [—-—(xu' +ru) g'% D i (xz"2+
b

b(1-,f) g

Tudi enadbi (2.14) in (2.15) napi¥emo z novo spremenljivko

o' - [parep i; + R(1-p)]

(2,18)
u = [-P(1+ft) -3?‘» Rx(l-(‘)]

V izrazih (2.17) in (2.18) pomenijo zdaj &rtice seveda odvode
po x.

Zamenjave obeh izrazov (2.18) v ena&bo (2.17) nam da
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1

bp

u=2F {’ kR =
b(l-,?)

+ WRx(1-p) ] 2'%4 :—2 (x2"

Z

[P(1+,u) -i‘ + Rx(1-p) - luP(l+(u);1c- +

2 -1;.2'-24- 2fcz'z")-} dx

Z vpeljavo.obremenitve na enoto dolZine zunanjega roba

N =p,.h : oers (2419)

dobimo ‘

el

1 2
(Px+Rx) z

+ (x2"%

2. _ 27D [Nb
U = . >

Ll

2’ % 2luz' 2" )] dx

o

r

Konstantni &len pred prvim oklepajem integranda, ki vsebuje to-=
rej zunanjo obremenitev, zamenjamo zaradi krajSe pisave z

ok =T ien (2;20)

Ko uredimo prej3njo enalbo, dobimo
/

J2U _ 2iD /{xz"2+ z'2[;]: (1+a2P) + «‘?Rx] + Zraz' z"}dx
’ cus L22L)

o



15

2.3.2. Stabilitetni kriterij

A Bed b o ada add

Stabilitetni kriterij (2.3) napi¥imo krajZe
JO.=0 §.Q= 0

in variirajmo izraz za Q, podan z enadbo (2.21) tako, da name-
sto funkcije 2z pifemo 2z = z+t(x), kjer pomeni +t(x) spet

- virtualni pomik, to je poljubno funkcijo, ki zadoX&a geometrij-
- skim robnim pogojem.

nas s aa L * ol B i gl

Q+AQ—2F /{x(z+t)2+ (z'+ t') [1(1+a?P)+al?RxJ
+2(M(z+t)(z+t)}

. 4
i Q + AQ = 2—212 /-{x(z"2+ 2z"t" + t"‘?) +
S
+ (z'2+ 2z' ¥ + t'z) [% (1+a?P) + «ZRxJ +
+ Zr(z' '+ 2°t+ 2't'+ t t")} dx

fe od tega izraza odStejemo prvotni Q in upo¥tevamo samo ¥le-
ne, ki vsebujejo t mna prvo potenco, dobimo Trefftzov kriteri;]

r /{2xzt+22t[(1+012P)+de}+2{u(zt+zt)}dx=

Zgornjo ena&bo lahko napifemo po krajSanju tudi kot vsoto inte-
gralov



16

4 {

‘ . ¢
/xz't" dx + (1+£P)/% z't'dx + oczR/xz't' ax +Iu/z't' ax +
r ’ I : '

!
+p z't'dx = 0
r

Vsak‘élen zgornje enacbe integrirajmo per partes tako, da zmanj-
amo red odvoda funkcije t (pri prvem integralu postavimo npr.
u = x2' in dv = t'dx itd.) ter dobimo

2
x

zz't'-/t'(z"+ xz") dx + (1+cl2P) [% z't —/t (- g, %z”) dx] +

+ oCR [xi't -/t (z'+ rz")dx] + rz't -f./tz"dx +
+luz't'-(u/t' z'dx = 0

"Prvi in zadnji integral integriramo per partes Ze enkrat ter
enalbo uredimo

4
t'(xz"+(uz")‘ + t{-xz' = B z'[-)lz(huzP) + ot‘?Rx]}‘ +
f v " «|1 2 3 i §
+ [t {x2 + 22 - 2 —(1+a¢2P) + o°Rx| + z | = (1+£P) -
r/ { [x } [x2

- a.zR]} dx = 0 see (2:22)

Obe meji vseh treh &lenov zgornje enalbe pomenita :

X = } ... notranji rod

Xx =1 ... zunanji rob.
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R4. Robni pogoJji

prej¥njem poglavju smo omenili, da predstavlja funkcija t(x)
virtualni pomik in mora torej zadoslati geometrijskim robnim po-
gojem. Za vsak rob pa imamo tri mejne moZnosti, in.sicer je robd

lahko popolnoma prost, prosto poloZen ali pa vpet.

Prosti rob : 2a funkeijo t(x) ni pogojev. Da zadostimo
enadbi (2.22), morajo biti zato vsi trije oklepaji nidni.

b) Prosto poloZeni rob : Funkeija t(x) = 0. Prvi in tretji
~ oklepaj enadbe (2.22) morata biti nidna.

¢) Vpeti rob : Funkcija t(x) = O in njen prvi odvod t' (x) = O.
.~ Ena%ba (2.22) zahteva torej, da bo tretji oklepaj niZen.

Veem trem primerom je skupen pogoj, da mora biti tretji oklepa}]
pogojne enafbe niden. e tako dobljeno ena&bo pomnoZimo Ze z
'x3, dobimo diferencialno enalbo Zetrtega reda

4 ‘z" + 2x72" - x2z' (1+Pa2+chx2) + xz'(1+PoL2-Regx2) =0

s (2.23)

Punkcija z = z(x) predstavlja tudi pomik v smeri oei z, to je
pravokotno k steni. Zato mora tudi ona ustrezati geometrijskim
‘robnim pogojem.

Pogoj, ki ga poleg zadostitve ena¥be (2.23) zahteva prosto po-
‘JoZeni rob pri x = ’-ali x =1

xz" +rz' =0 sner (Ro2W)

peveda ni ni& drugega kot dinami&ni robni pogoj, pri katerem mo-
ra biti radialna komponenta upogibnega momenta na prosto polo-
Zenem robu niéna.

Prav tako pomeni pogojna enaba
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R e X [-i—‘ (1+o?P) + o?Rx} =0

%e znani robni pogoj, po katerem mora biti na prostem robu ni&na
tudi preéna sila. NajlaZe to uvidimo v primeru stene, ki je obre
menjena 'z dvema enakima tladnima obremenitvama. V tem primeru je

P=0 in R = =1. Zgornja enalba preide tedaj v

%8 S -3 z'(a?x2- 1) =0

Do enake enalbe pridemo, &e predpostavimo majhne pomike in izena-
gimo znani izraz za pre&no silo v polarnih koordinatah s pre&no

.komponento obremenitve na deformiranem prostem robu.

d _2 dz
Dder Ndr

Prehod k brezdimenzi jski koordinati x nam da prav
(2.26). '

v C2.05)

sow L 2+26)

enadbo
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3, SPLOSNA RESITEV DIFERENCIALNE
ENACBE

3.J . kond&dna oblika diferencialne
' enadcdhbe

V poglavju 2.4 dobljeno diferencialno enadbo (2.23) lahko z za-
menjavama

)@ - -o?R - o? l:jué

1-fF
.o (3.1)
2
n2 = 1+a?P = 1+a? l;il:fl

1-F
napiSemo v kon&ni obliki

x4z & 2x3z' + x22" (A?xz-ne).+ xz' (M°x°+n®) = 0 awe, (3:2)

Pri tej diferencialni enalbi pade takoj v ofi dejstvo, da vsebu-
je samo odvode funkcije 2z in sama funkeija sploh ne nastopa.
Zato je jasno, da bo eno relitev predstavljale konstanta.

Z izrazi (3.1) preide tudi pogojna enadba za prosti rob (2.25)
v

x°z" + xz' + z'(h?xz—nz) = 0 sos (3:3)
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3.2. Analiza diferencialne enachbe

Vzemimo splodno obliko Besselove diferencialne ena&be [4]

2 2.9
n  1-2& r-1,2 < =p p k!
il +[(/9rx 2 Jy-—O

.o (3.4)
ki ima splo3no reSitev

y=x 2, (ﬁﬁ')

in vzemimo : &= o, L= l, p=nin /$2 = AZ. Po mnoZenju z x2
dobimo enadbo :

xzy" + xy' o+ ( Xx%-n?) y

I
o

‘z znanimi reditvami Jn(Ax) ter J_n(Ax) ali Nn(Ax).

fe zgornjo enadbo enkrat odvajamo ter uredimo, dobimo
xzyw + 3xy” + (/\2x2— n2+ 1) y' o+ 2/\2xy =0
Iz prve enalbe lahko piSemo

. _ xy' + (A2x2- n227x
X

Xy

ter to vrednost zamenjamo v drugem &lenu odvajane enalbe. S tem
dobimo

' 2P 2
x°y" + oxy' - ELZ (Axx =D)Y . (Rx%- n% 1)y '+ 2Rxy = 0

fo enabo, pomnoZeno z X, lahko Se uredimo ter dobimo
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-3 33y~ + 2x2y” + X(A2x2— nz)y'+ (/\2x2+ n2)y= 0 “oe (305)

Z zamenjavo y = z' preide zgornja ena¥ba prav v emadbo (3.2).

)

[z tega sledi, da predstavlja naSa osnovna enalba (3.2) dife- .
rencialno enalbo Besselovega tipa.

1?3._3 eBSevanje difere n-c ialne enadhbe
o) ,
nano je, da lahko izrazimo drugo reSitev y, linearne homogene
encialne enalbe drugega reda 2z nekonstantnimi koeficienti

y' + a(x)y’ + v(x)y =0

V=V —ls e-fa(x)dx dx wons 1GR

1

+ 02y2

r Vri7v linearne in homogene diferencialne enatbe tretjega re-
~ A ;;:: 5 . ‘ . .

'y' + a(x)y” + b(x)y' + clx)y =0 sve (D)

,(éjoznamO‘dve partikularni resitvi y, in y,.

fapisimo splodno re¥itev v obliki
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y=uy1 s e (C)

in jo vstavimo v zadetno enadbo (b). Po ureditvi in zamenjavi

w o=v ee. (@)

dobimo diferencialno enaébo drugega reda

v'yl + vVB+vA=0 aine )

kjer pomenita oznadbi

A = 3y1" + 2ay{ + byl
LU (f)

ol
1l

ayl + 3yi

S predpostavko, da je znana ena reSitev te ena&be, npr. v,, lah=-
‘ko 8 pomo¥jo obrazca (a) dobimo tudi drugo reditev., Celotha re-
Zitev je torej

v = C3v1 - 02v2

S ponovnim prehodom na spremenljivko u po (d) dobimo

u=~06u, +C

3. G

o%s *+ Uy

S pomo&jo predpostavljene reditve (c) lahko piXemo

y = C3ulyl + 02u2y1 + Cly1

Splo%na reditev diferencialne enaZbe (b) je sestavljena torej
iz treh re3itev

y=2¢C + C c

e¥la T 5y
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od katerih pa sta. dve in sicer y. iny po predpostavki Ze
SRR A 2 -
znani, Iz zgornjega sledi

Vo = Vahy
| Y2
| s Ty
1
o s e TR
2 2 ¥y

| " B - A

vV +—Vv +=—v=20
1 Y1

’!blana reSitev te enadbe bo ob predpostavljeni znani relitvi \L

v = w, : n wwe KB

1}
wn 2V2 B
ik S
2 N

w" 2vé 37,
F+_V-+a+_=o
2 71

ter po integriranju

! 2 3
Inw + 1ln vyt 1n ¥y +‘/;dx = 1ln 03
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ali drugafe napisano

ali antilogaritmirano

C
w' = —5—1—3 e-/adx
Vo N

S ponovno integracijo dobimo

c
W = -_5}__5 e-jadx dx + C

= 2

2 1

Zamenjava v izrazu (g) nam da splofno reSitev enadbe (e)
_ 1 —]hdx
v = 02v2 + C3v2 // 3 > € dx
i V2 |

V tej reSitvi pomeni konstanta C seveda novo konstanto, S

prej izraZeno znano reditvijo Vs bo konéna splo¥na relitev
enadbe (e)

Y2 I2 1 - fadx
v -.Cz(yl) + C3(y1) =t 8 dx

9" Y2
Z uporabo izraza (d), dobimo z integracijo zgornje reXitve

2 To.! 1 —]édx
= C_ =— C — —
u > % + 3 ( 1) dx . 3[(y f ) e dx + C1
3 ¥y )
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Tako smo na%li funkcijo wu in lahko zapiSemo splofno relitev
gafetne diferencialne enadbe (b) v obliki (e).

y = Cyy; + Coy, + Cyy,y

V tej resitvi pomeni Y3 tretjo re3itev, izraZeno z dvema zna-
nima refitvama ¥y in Y5

DWW
. y 3[(-—-2) ]
1 ¥y

Zgornji izraz se da Se nekoliko poenostaviti, Delimo ga z ¥y
in integrirajmo desno stran per partes

y y o y =
'3 %2 1 oJadx o[22 1 o—Jadx

¥y [(g)] ¥, [(g)]

dx

Kvadrat oglatega oklepaja lahko napiSemo tudi tako

/ !
[('y_z)'lz s[ya yl - yl y2 2 _ ;“;2-
¥ 4

2
1 1

kjer pomeni W Wronskijevo determinanto obeh znanih re¥itev
B 75

Y, ¥
s Tk, W2

] ]
y1. ¥

Tako pridemo kondno do enostavnejSega izraza za tretjo re¥itev
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Y1 -fadx Y2 _fadx
y3 =y2/w_23 dx—yl v12 e dx “es (3.6)

Rezultat (3.6).predstavlja skupaj z dvema znanima re3itvama

¥y Jn(Ax)

RZ J_ (Mx) ali y, = N _(Ax)

splo¥no reSitev diferencialne enadbe (3.5). S to ena&bo pa je
diferencialna enadba na¥ega problema (3.2) vezana s pomo&jo re-
‘lacije y = z'. Zato sta dve reZitvi enadbe (3.2) podani z

z, = /Jn(Ax) dx

2, = /J_n(Ax) dx ali z, = /Nn(Ax) dx

fetrta reSitev je tako konstanta, kot je bilo ugotovljeno Ze v
poglavju 3.1, '

Tretja reditev pa sledi iz (3.6). Ker pomeni a(x) v zadetni
enadbi (b) funkcijo ob y” takrat, ko je ¥len y* brez koefi-

cienta, moramo tudi enalbo (3.5) deliti z x3. V naZem primeru
Je torej

a(x) =

Mo

S tem bo
oy
e-fadx - o-JxOx _ -2lnx _ 1
o2
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Wronskijeva determinanta-bo v primeru, da n ni celo Btevilo

sin nW

- J;I(AX);‘I;I(AX) - Jr'l(/\x).J_n(Ax) B

Za n, ki je celo 3tevilo pa

W= Jn(,\x).NI:(/\x).- 3 (Ax).N_(Ax) =

TAx
V obeh primerih lahko torej piZemo
2
C C
e 2 2 T
w= - ; W = =
X
' 2
1 -Jaax _xZ 1 _1
wl gg =xf 02
0 0

S tem bo kon¥ni rezultat za tretjo reditev

zy = ;—1—2- /[-Jn(Ax) /J_n(ax)dx + J_n(Ax) /Jn(Ax)dx] dx
5 .

. A £

V primeru, e je n celo Stevilo, moramo v zgornjem izrazu
Besselovo funkeijo J_n(Ax) zamenjati z Neumanovo funkei jo
N (x). :

sploinem n brez dvoma ni celo Xtevilo. Zato se splo¥na re-
Sitev diferencialne enadbe (3.2) pojavi v obliki

2 = A /Jn(Ax)dx + B/ J_n(/\x)dx +

+ C/[-;Jn(;\x) / ._I_n(kx)dx + J_n(Ax) /Jn(a\x)dx] dx + D
s 137D
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Te resitve v splo¥nem ni mogo&e napisati v zakljudeni obliki,
pal pa lahko posamezne reSitve izrazimo s pomo&jo neskon&nih
vrst, ki slede iz integralnih formul Besselovih funkcij [4].

- /Jn(,\x)dx - £ él T

> /J_n(Ax)dx = ;\g lél I 42k1 (Ax) seo (3:8)

] !
| z3 = /(-21.22 + 21’22) dx

e konstanto pred znakom sumacije v zgornjih izrazih izpustimo,
ker jo tako lahko zdruZimo z integracijskimi konstantami, lahko
obe prvi reXitvi piXemo %e nekoliko drugade

m
!
z, = kZ=1Jn+2k-l (Ax) + [Jn+2m (Ax) ; 2, = Jn(,\x)

z2 = kZlJ-xHZk-l (/\x? +/J-n+?.m (4x) ;‘22 = J_n(/lx)

Ta' dva izraza vstavimo v izraz za z3 in dobimo

2y = //J_h()x)/ Jn.+.2m(/\.x)dx - Jn(Ax) /J_n+2m(4x)dxjdx +

m m
+ /[J’_n(Ax) kZ=1Jn‘+2k-l (Ax) - Jn(Ax) kZ—IJ__ka_l(a\x)j dx

Prvi integral limitira k ni&, ko gre m proti neskondnosti. Ta
integral predstavlja pravzaprav ostanek vrste, ko smo neskon&no
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vrsto po k prekinili pri k = m, Ce gre torej m-~ee |, ostane
gamo He '

kZ=1 [7:809) Tnya 08) = 3,03 3, 160 ] o

Ta izraz se da ¥e spremeniti v [5}

2k
z, = (aayEe el
- i g;l k(1%-n%)(3%-0%)... [(2x-1)%-n7]...

Splo¥na re&itev difefencialne_enaébe (3.2) v priﬁeru, da n ni
celo Stevilo, je torej

g— ne2x-1(4%) + B kz_l I _ne2k- 1("") ¥
2k
o (-l)k'l (Ax) D
i kZ-I 1(12-n%)(32-0?)... [(2k-1)%-n7] ... 4
LR (3.9)

V primeru, ko n je celo 3tevilo, lahko iz enadb (3.8) dobimo
- resitve

/J (M) ax =§- 3 s oeq (A)

o (3.9a)

- 7_(x) / Nn(Ax) dx] dx
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V posebnih primerih, e je n celo liho ¥tevilo, torej za

n = 2m-1, pa se pojavijo reSitve v zakljuleni obliki in sicer so
izraZene s kon&nimi vrstami. '

. m-1
Z, = Jo(Ax) + 2 él_ J2k(/\x)

N
"

" m-1
> No(Ax) + 2 kél Nzk(/\x).

' n-1
3 = /{Jo(Ax) + Zél J2k(/\x)]N2m_1(4x) -
' m-1 '

=[x ax) + 2 g::l N2k()x)]J2m_1(Ax)} ax

sos (3:10)

Xon&no lahko izdvojimo Se prav posebni primer, ko je n = 1., Pr-
vi dve reSitvi se poenostavita v (Ze opustimo pisanje konstant -1

z, = /Jl(/\x) dx = Jo(/\x)

z, = /Nl(/\x) dx ='NO(Ax)

Tretja reS8itev pa postane

N .
"

3 /[Jo(Ax) ﬁ;(dx) - No(/\x) J;(Ax)] ax = /W Aas /;];_ e

In (x)

SploSna re¥itev za primer n =1 bo torej

z = A Jo(/\x) + BNO(Ax) +Ciln (x) + D Ceee (3.11)
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Vse v tem poglavju dobljene reditve predstavljajo refitve dife-
rencialne enalbe (3.2), ki je dobljena s predpostavko, da je
stena obremenjena na zunanjem in notranjem robu s tladnima gbre-
‘menitvama p_in p_ (2.10). Zato mora biti tudi vrednost o“ v
izrazu (2.207 vedng pozitivna. V nasprotnem primeru bi bilo
glede na izraz (2.20)

N:pzh<0

kar pa Jje v nasprotju z zadetno predpostavko. Sprememba predzna-
ka pri «2 nam torej nakazuje prehod iz zunanje tlaZne obreme-
nitve v natezno. Smer obremenitve na notranjem robu p_ pa je
odvisna od predznaka pri razmerju P . Dokler je §p poz?tivno,

Je tudi rnotranja obremenitev nasprotno usmerjena zunanji, d&e

‘pa je p negativno, imata obe obremenitvi isto smer.

8e napiXemo obe ena¥bi (3.1) nekoliko drugade

i e 3e12)

4l

R ooln. 2Ll L LF
o D 1-,‘2?

2 2
1+‘2 &-_ﬂ =1 + “Zr - - ér ¢ 06w (3’13)
1-"2 1-;2 1-¢

2 1+12P




32

vidimo, da predstavljata oba izraza (3.12) in (3.13) enadbi dveh
premic z enakim smernim koeficientom m. Predznak smernega koefi
cienta pa je v enadbi (3.12) odvisen od predznaka pri koeficien-
tu R, v enadbi (3.13) pa od predznaka pri P. Iz izrazov (2.16
sledi, da se bg predznak P  spremenil pri p =1, predznak R
paprif=1/r., :

Da si ustvarimo jasno razmejitev vseh moZnih primerov, si oglej-
mo ¥e enkrat enadbo (2.23)

x4z~ + 2x3z'" - x2z"(1+Pu2+ Rd?xz) + xz’ (1+Pa2- Ralgxz) = 0

ki jo z zamenjavama

)? = a? R

: ik 31k}
n2 1 + a? P '

lahko pretvorimo tudi v obliko

x¥e" &+ ox35" - xzz"(A2x2+ n2) - xz'(A2x2— n2) 8 0 e (3.35)

Podobno, kot smo dokazali v poglavju 3.2, da predstavlja enadba °
(3.2) diferencialno enalbo Besselovega tipa, ki ima za reditve
Besselove funkcije 2z rea}nim argumentom, lahko z enostavno za-
menjavo v enadbi (3.4) #° = -)2 dokaZemo, da predstavlja enad-
ba (3.15) tudi Besselovo diferencialno enadbo, ki pa ima reZitve
v obliki Besselovih funkcij s &isto imaginarnim argumentom
In(Ax) ali Kn(Ax). Glede na to, da so vse funkcije I_in K_
vedno samo monotono narascajoe ali monotono pojemajoge in ?ma-
jo samo eno ali pa nobene ni&le, te funkcije tudi ne morejo
predstavljati refitve stabilitetnega problema,

Do podobnega zakl jufka pridemo lahko tudi z neposrednim opazova-
njem izraza za A2 v (3.1) -ali (3.14). Pri vnaprej podanem obre-

menitvenem primeru, to je pri podanih razmerjih f in g , ima

R enolidno doléden predznak, o2 pa mora biti pozitivno Ztevi-

1b. Ce sedaj A2 spremeni predznak, pomeni to, da postane o2

negativno in torej ne more predstavljati realne re3itve zastav-
ljenega problema.
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Iz vsega povedanega sledi, da lahko pri%akujemo realne relitve
- vseh problemov, pri katerih je zunanja kontura obremenjena na
tlak, samo v tistih primerih, ki so podani z diferencialno
enaébo (3.2), in 3e to samo v obmo&jih, ko je R <0, to pa je
pri p< 1/}

Zunanja in notranja natezna obremenitev nas pripelje do podob-
nih rezultatov. V tem primeru moramo v izrazih za napetosti '
- (2.10) spremeniti predznak pri p,, oziroma, kar'je isto, spre-
meniti predznak pri _a2’ v enadbi (2.23). Na ta nadin lahko to
enalbo z zamenjavama

M = o R

2 1 - a? P

(3.16)

n

v katerih poménita P in R vrednosti po (2.16), pripeljemo do
‘Besselove diferencialne enalbe; ki ima reSitve z realnim argu-
‘mentom, ali pa z zamenjavama

/\2 _ 2

I
I

R
e

(3.17)

R

n

do redSitev z imaginarnim argumentom. Z enakim sklepanjem kot
zgoraj lahko torej redemo, da dobimo realne relitve problemov,
pri katerih je zunanja kontura obremenjena na nateg, samo Vv
primerih, ko je R > 0, to pa je pri § >'14r

¥ s1iki Bt. 2 so zajeti vsi moZni primeri in prikazani grafig-
no. Obmodja, ki oznadujejo imaginarne reditve, so tista, v ka-
terih do izbolenja stene sploh ne more priti. Fizikalno si to
lahko razlagamo s tem, da v vseh takih obremenitvenih primerih
relativno velike natezne normalne napetosti v cirkularni smeri,
ki delujejo stabilizacijsko, prevladajo.

Z matemati¥nega staliXda Bredstavljaao enadbe (3.1) in njim po-
dobne ostale enadbe za A2 in n2 sisteme enadb s tremi neznan-
kami, in sicer so to A2, 'n2 in «2, Tretjo enadbo pa predstav-
ija robnim pogojem prilagojena reSitev enadbe (3.2).
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-~

Iz sl. 2 lahko izluseimo karakteristi&ne primere, ki ustrezajo
posebnim vrednostim ) in p. Ti primeri, ki so v nadaljevanju
razprave ob¥irneje obdelani, so :

=0 (polna stena)
¢ =1 (znotraj in zunaj enaka obremenitev)

f = 0 (obremenitev samo zunaj)

L

,2

% = 0 (obremenitev samo znotraj)
f =




- N ’
N0
n'ed (<o)
\ v
\
o A‘ 20 (i o’e 0 ) ‘C’n
i ) ’ 1 TR TP

ni pevarnosti izbocenja ni nevarnesti izbocenja nevarnost izbocenja

( zvnaj naleg, znotraf liak) (#vnaj in znolraj nateg) {Zvmay in znolraj nateg)
nevarnosl izbocenja nevarnost i2zbocenja , i nevarnosty izbocenja

(Zvnay llak, znofraj naleg) (2vnaj in znolraf Yiak) (2vnay in znotraj liak)

sl 2
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4. HOMOGENO NAPETOSTNO STANJE

4.1, Polna kroZ2na stena, obremenjena
z radialno tladno osnosimetri@-

""no obremenitvijo

Polna kroZna. stena je pod vplivom radialne osnosimetriéne obre-
menitve v homogenem napetostnem stanju. Obe napetosti G_ in G,

sta po vse]j steni enaki in odvisni samo od zunanje obremenitve!

Ker je notranji premer a = 0, bo po (2.11)

P l= % =0
. . ter obe konstanti (2.16)
Pa0 § R=-a1
in s tem obe napetosti (2.10)
sl. 3 6G,=-p; Gy=-p

Glede na to, da sta oba koeficienta po izrazih (3.1)

Aa woe 3 2 = 1

je podana reSitev z enadbo (3.11)
z = A Jo(ug) + B No(ax) +Cln(x) + D ... (4.1)

Pogojno enadbo za predno silo (2.25) lahko s pomodjo izrazov (3.
napifemo enostavneje

" " 2

xz" + 2’ + 2'°(ax - =) =0 ? s (A2}

el
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Za na zunanjem robu vpeto ali pa prosto poloZeno steno lahko za-
radi osne simetrije napiSemo dva skupna robna pogoja za srednjo
todko stene, torej pri x =0 (r=0)

z' =0
Lyt e z'(d?x & %) =0

fe odvode funkcije (4.1) (zaradi krajSe pisave opustimo pisanje
argumentov pri Besselovih funkcijah)

E - i
g' = %(-A Ji= BN+ C %)

z' = 42[.&(‘-1‘; Jl J ) > o B(‘x l NO) - C ]2- 2] "o (403)

5) + &; 3 ]+ B[N (1- —=—

~
z = { J.(1-
[ “ x 2 2 ax: o

vetavimo v drugi pogoj, dobimo

2[ 2. 2. _ 2. g
A(u “x)Jl‘l-B(“x “x)N1+C =0,

iz gesar eiedi

Cc=20

“

Isti rezultat sledi tudi Ze iz same funkcije (4.1), ker doseze
In( x) pri x = 0 neskon®no vrednost in mora biti konstanta ob
njem niéna. '

Iz prvega robnega pogoja

2 = [-A Jl(o') - B Nl(o)] -

pa sledi, da je tudi B = 0, ker je Jl(O) = 0 in Nl(o) = =00,
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Tudi tretji robni pogoj 2z =0 pri x =1 (r="Do) je skupen za
vpeto in prosto poloZeno steno

A Jo(d) + D=0
D= -A Jo(ot)
Zadnji robni pogoj pri vpetem robu
I

z = -A Jl(ﬁ) =0

nam da 2znano reditev

R
|

= 3,8317

D
N, = 14,68 —
k b2

Prav tako zahteva &Cetrti robni pogoj pri prosto poloZenem robu

n ]
Mr-xz +{uz = 0

2oL 3,) = 3 @] +pef-a g @] =0
a3 (@) = (1-p) 7))

Ta enadba pa nam da pri f‘= 0,3 2znano kriti&no obremenitev

22

N, = 4,2 =

k

o

Konéni izraz za pomik je

z = A Jo(ax) + D= A [Jo(dx) - J°(¢)]




39

lede na nedolodeno veli-koet konstante A Je tudi pomik kvanti-
itivno nedologen.

imeru natezne obremenitve moramo v oznadbah za G_ in G',,
> (2.10) epremeniti predzneka pri P in R. Zato bo zdaj

P=0 ; R=+1"
®@ napetosti sta enaki in natezni .
5; =P 3 G,= P

k saradi tega tudi ne moremo priéakovati da do nestabilnosti
)loh lahko pride,
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4.2, K roZ2na setena 8 centriéno krozno
odprtino, ki . je obremengjena na
obeh robovih 2z enako veliko radi-

alno tladno obremenitvigjo

V primeru, da je kroZna stena s centritno kroZno odprtino obre-
menjena na zunanjem in notranjem robu z enako veliko enakomerno
razporejeno tlaéno obremenitvijo, imamo spet opravka s homogenim
napetostnim stanjem.

B; «0; #p
P
P:—n-=1
pZ

Obe konstanti (2.16) sta tudi v tem
primeru

a P=03; R= -1
¢ :
in sta obe napetosti (2.10)
sl. 4 :
Glede na to, da sta tudi
Raeol; n2an

je reditev diferencialne enalbe enaka kot pri polni steni v po-
glavju 4.1.

z = A Jo(ax) + B No(ax) + C 1n(x) + D

Ta enadba popolnoma ustreza enadbi, s katero je A. Schubert re-
§i1 ¥est razlidnih kombinacij robnih pogojev pri taki steni [7]
Pri njegovih reSitvah pade takoj v o&i dejstvo, da ne vsebujejo
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Se zadnjih dveh moZnosti, in sicer proste poloZenega ter vpete-
ga zunanjega roba pri popolnoma prostem notranjem robu. IzkaZe
pa se, da lahko z vpeljavo Zestih novih funkecij, ki se dajo iz-
lus¥iti iz vseh osmih moZnih kombinacij robnih pogojev, ves pro-
blem razdelimo v dve skupini reZitev. Druga skupina vsebuje 5ti-
ri primere z enim prostim robom, prva pa 3tiri ostale primere.
Zamenjava vrstnega reda obeh skupin je napravljena.zaradi laZje
merjave s Schubertovimi reZitvemi.

‘sk.upina H I. Zunanji in notranji rod vpeta
IT. Zunanji rob vpet, notranji prosto poloZen
-III, Zunanji rob prosto poloZen, notranji vpet

IV. Zunanji in notranji rob prosto poloZena

skupina :* . V. Zunanji rob prost, notranji vpet
' VI. Zunanji rob prost, notranji prosto poloZen
VII. Zunanji rob vpet, notranji prost

VIII. Zunanji rob prosto poloZen, notranji prost

'; primer rafunanja 1., skupine vzemimo primer IV, Na vsakem ro-
lahko nastavimo po dva robna pogoja.
- Zunanji rod (x = 1)
zsAJo(ct) +BN°(°‘)_+Cln1+D=O
” 95" 1l i
X2z +(¢.z = cg{n{‘—‘al(d) - Jo(ot)J + B[%Nl(at) - No(d)J- C “2} +
SAJ(¢) -BN () +CE =0
/““[ 1 1 «

Notranji robd (x =f)

zaAJo(dr)+BN°(df) + 0 .In (r)+D=O
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xz'+./“z"l‘°‘2( “r NCRRRRCS RS o 1(4) - § (“/')]‘ ¢ -3 ’z

flud—AJ(“f)"BN(“r)*c, -0

Stabilitetni pogoj sledi iz determinante zgomjega eistema homo-
genih enald

3 () N (=) n1 A
I, (=) - . .' N_(«4) ' 1n p 1

ad (-7 (@)« (- ) ) o | T O
apd («f)=(1-p)3, (%p)  apN (2¢f)-(1-p)N, (xf) l‘ (1-m) O

Z odstevanjem prve vrstice od druge, deljenjem tretje in Cetrte
vrestice s tretjim ¢lenom in razvijanjem po zadnjem stolpcu, do-
bimo . determinanto tretjega reda

I (ep) - T () N, () - ()
- 1n p 1np
g [ e0-pn @] e~ @] 1] =0

$Llep ep-aepaep)  SLfepn ap-opry ep] 2

fe oznadimo ¥e kombinacije Besselovih funkeij v posameznih élenih
s Sestimi novimi funkei jami

J (ur) =l («) N (d-f) - N ()
¢ = J‘ Vo - lnl‘ 5

G = aps (4p)-(QpT (4p) 5 P) =& (0)-(1-p)T, ()
Vi @) = apn (@p)-(1-pN, (£p) 5 Y, («) = aN (€)-(1-pN, ()

. (4.4)
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kY

2

ACR
aJl(a)

apd, (4f)

Yo &)

aNl(a)

.“I'Nl (0‘[‘)

Yo o)

ale(ol)

et S0l

¥, (&)
ap N, ()

1 a0

Yo (o)
i Y1 @
TG e

lahko stabilitetni pogoj napifemo z njihovo pomo&jo tudi krajZe

a podoben nalfin lahko izrazimo tudi primere I, II in III prve

sgkupine, Iz vseh determinant se dajo izluZ&iti iste funkecije
(4.4) in z njimi napisati naslednji stabilitetni pogoji

1
-] =0
-1
1
-] =0
1
5 §
-] =0
1
1
a X =0
1
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Druga skupina, ki jo sestavljajo Stirje primeri, pri katerih je
en rob vedno prost, ima to skupno znadilnost, da v veeh njenih
primerih odpade tretji &len v reSitvi (4.1). fe vstavimo namred
odvode (4.3) re¥itve v pogojno enalbo za prosti rob (4.2), dobi-
mo enak rezultat kot v poglavju 4.1, torej

C=0

Kot primer za ralunanje stabilitete druge skupine vzemimo pri-
mer VII, to je steno, ki ima 2zunanji rodb vpet, notranji pa
prost.

a) Zunanji rob (x = 1)

zZ = A.Jo(d-) + BNO(«) + D=0

" ¢

z = A J'(d) + B N,(d) =0

b) Notranji rob (x =,‘)

xz" +(v~z' = raZ{A[,-,lT- Jq(ep) - Jo(af)}; BL-}F N, (&) No(at,)]} +
+(¢«[-A Jl(dr) - B Nl(ar)] = 0 |

S pomo&jo izrazov (4.4) lahko zdaj napiSemo stabilitetni pogoj
z determinanto zgornjega sistema.

I (at) N (&) 3
Jl(a) L () 0 =0

¢ «p)  y @y o

Z razvijanjem po zadnjem stolpcu lahko zgornji izraz Ze poeno-
stavimo. Na podoben nalin izrazimo lahko tudi Ze primere V, VI
in VIII,
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Y (@) T (ap) - B («) N (@) =0
P (ap) Wy (@) -y (€p) B (<) = 0
W () 3, (x) - B lep) ¥ (@) = 0
--- Y, (@) @ (@) - @i () Yo () = 0

rimerjava pogojne enadbe VIII in VI pokaZ¥e, da sta obe enadbi
maki. To pomeni, da reSitev do zdaj ¥e nereSenega problema

111 sovpada z %e znano Schubertovo reSitvijo VI, kar tudi fi-
ikalno gledano ne presenela. Bolj presenetljivo je dejstvo, da
ba Se nerelena primera VII in VIII spadata v laZje re3ljivo

g0 skupino, ki ima sploZno reSitev brez logaritmilnega &lena,
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V nadaljevanju sta izradunani in tabelarigno podani obe funkeci-

ji @.(x) in y'(x) po (4.4), ki ju rabimo za radunanje primera
VII o% upoétevanem Poissonovem Htevilu fhm 0,535

=
"
"

¢a(x) Ylﬁf)_ ¢H(X) ¥, (x) qﬁ(x) yi(x)

0,0648 | 4,3686
0,1283 | 2,1106
0,1895 | 1,3630
0,2470 | 1,0043
0,2996 | 0,8072
0,3465 | 0,6966
0,3865 | 0,6384
0,4189.| 0,6151
0,4426 | 0,6162
0,4571 | 0,6351
0,4619 | 0,6671
0,4565 | 0,7085
0,4407 | 0,7564
0,4143 | 0,8084
0,3773 | 0,8622
0,3297 | 0,9160
0,2721 | 0,9677
0,2049 | 1,0159
0,1289 | 1,0590
0,0441 | 1,0957
-0,0479 | 1,1246
-0,1463 | 1,1447
-0,2503 | 1,1550
-0,3581 | 1,1546
-0,4690 | 1,1431
-0,5812 | 1,1195
-0,6936 | 1,0840
_0,8048 | 1,0361

-1,5422|-0, 3461
-1,5214|-0,4992
-1,4847|-0,6516
-1,4320(-0,8012
-1,3642(-0,9467
-1,2805|-1,0868
-1,1824|-1,2197
-110703 -193433
-0,9450 -1, 4566
-0,8072|-1,5581
-0,6587|-1,6460
-0,4999 [-1,7197
-0,3333(-1,7782
-0,1595|-1,8194
0,0192|-1,8441
0,2016|-1,8506
0,3852(-1,8385
0,5683|-1,8086
0,7496(-1,7592
0,9264(-1,6923
1,0873|-1,6067
1,2607 {-1,5035
1,4136(-1,3838
1,5556|-1,2486
1,6842[-1,0976
1,7983|-0,9336
1,8959 |-0,7583
1,9769 |-0,5724

1,3823 | 1,7585

1,2182 | 1,8987

1,0214 | 2,0218

0,8214 | 2,1259
.0,6122 | 2,2103
0,3917 | 2,2735
0,1650 | 2,3150
-0,0654 | 2,3341
-0,2975 | 2,3294
-0,5298 | 2,3018
-0,7603 | 2,2509
-0,9844 | 2,1761
-1,2019 | 2,0793
-1,4098 | 1,9610
-1,6070 | 1,8216
-1,7890 | 1,6616
-1,9550 | 1,4842
-2,1040 | 1,2899
-2,2331 | 1,0805
-2,3415 | 0,8576
-2,4268 | 0,6247
-2,5278 | 0,1345
-2,5413 |-0,1180
-2,5294 -0, 3459
-2,4925 |-0,6236
-2,4291 |-0,8273
-2,3417 }-1,1148

-
-

L D I I I I
L B
B

- W W WM Y W e w e

WWWWWwWWWwwwWw NN NODNONNDHEENEMNERERESRERERPOOO0OOO0OO0OO0O0O0O
-
O OOV EaEWNHNHFHFOWOLWIITOAVMLHWNOHOOWOIOOWVMASAWNHFOWOWDODIOWV &N

-
L N . - I R D D I D I I R L L I I B

HHEEE .
O0O00DO0OO0OO0OWVOVVOUWOUWOWWOUWWOUW O OO -]

-

'

OOV pEpWNNFHFOOLWOENONMAWNNDHFOOUWOYIAANBEWNEHOW

M Y Y Y W W w e
T I T I I R T I D D I B N

OB WNHFOOWOITOVMAsEAWNNDHOWODIOAVMapWwNNDFHFOWOWODOOMMIAEWND O

,9 -0,9132 | 0,9758 2,0387|-0,3774 |10,7 |-2,2298 |-1,3485 |-
-1,0717 | 0,9034 | 6,9| 2,0813|-0,1764 |10,8 |-2,0950 |-1,5702
-1,1161 | 0,8189 2,1040| 0,0306 [10,9 [-1,9381 |-1,7793

-1,2075 | 0,7232
-1,2907 | 0,6165
-1,3641 | 0,4999
~1,4265 | 0,3744
~1,4773 | 0,2410
-1,5147 | 0,1009
—1,5388 -0,0448
11,5480 0,1942

2,1060| 0,2395 |11,0|-1,7594 |-1,9714
2,0867| 0,4495 -1,5622 |-2,1469
2,0460| 0,6577 (11,2 |-1,3469 |-2,3012
1,9849| 0,8623 -1,1167 |-2,4349
1,9026| 1,0611 -0,8725 (-2,5451
1,8007| 1,2522 |11,5 |-0,6187 |-2,6303
1,6795| 1,4337 |11,6 |-0,3550 |-2,6912
1,5391} 1,6029 |11,7|-0,0859 [-2,7247

-
-
it

[
[y
- -
> w

. W W W M w w w e
- W W v e e e

JC YN TR SO TONC SR TR SO TN B, P, Y. P M- s e e < N R G, RC BE, RE, NG, C T RN, [T, I G N -~ U SO N S |

-
»
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x [0 [y | x |6 | ko | x| gm | pm-

11,8 0,1626(-2,7317 | 13,1 | 2,8232|-0,5947 | 14,4 | 1,4041| 2,6795
11,9 | 0,4578|-2,7103 | 13,2 | 2,8794|-0,3119 | 14,5| 1,1334| 2,8160
12,0 | 0,7288|-2,6624 | 13,3 | 2,9070|-0,0249 | 14,6 | 0,8616| 2,9249
12,1 | 0,9944|-2,5875 | ¥3;4-| 2,9056| 0,2662 | 14,7 0,5567| 3,0053
12,2 | 1,2520(-2,4863 | 13,5 | 2,8759| 0,5561 |14,8| 0,2565| 3,0570
12,3 | 1,4988|-2,3595 | 13,6 | 2,8161| 0,8422 | 14,9 [-0,0495| 3,0765
12,4 | 1,7335|-2,2079 | 13,7 | 2,7285| 1,1228 |15,0 |-0,3566| 3,0677
12,5 1,9521|-2,0323 | 13,8 | 2,6125| 1,3938 |15,1|-0,6634| 3,0258
12,6 | 2,1528(-1,8360 |13,9 | 2,4705| 1,6535 |15,2 |-0,9637 | 2,9548
12,7 | 2,3343|-1,6188 | 14,0 | 2,3020| 1,8974 |15,3 |-1,2576| 2,8541
12,8 | 2,4933(-1,3819 | 14,1 | 2,1095| "2,1241 |15,4 |-1,5401 | 2,7235
12,9 | 2,6284|-1,1338 |14,2 | 1,8941| 2,3316 |15,5 |-1,8096 | 2,5639
13,0 | 2,7389|-0,8695 |14,3 | 1,6581| 2,5183

_Gre;fiéna predstava obeh funkcij je na sl, 5.

Pri poljubnem razmerju polmerov f lahko s pomo&jo zgornje tabe-
le in tabel [4] izraunamo koren « , ki zados&a pogojni enadbi
primera VII

Yo () 3y (x) = @ (xp) W () =0
V naslednji tabeli so vrednosti teh korenov za razliéne.vrednosti,

p= 0,1 0,2 0,3 0,4

o« = 3,6177 3,2435 3,1817 3,3104

r= 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
&= 3,6459 4,3163 5,5243 8,0734 16,3760

Vrednost o za $#= 1, torej za neskonéno tenak obro&, zraste ez
vse meje. Pri I\s 0, kar pomeni polno steno brez odprtine, pa do-



a40%

¥ (x)

sl 5

L

gY



49

seZe o vrednost, ki smo jo za tako steno Ze izradunali v poglav-
ju 4.1 in sicer

r:O s o= 3,8317

Na sliki 6 je ¢rtkano vrisanih vseh Sest prvih primerov, ki jab
Je re8il Schubert, s polno &rto pa sta vne3Sena Se tu izradunana
primera VII in VIII,

8e pri taki steni zamenjamo smeri obeh obremenitev in to v ena&-

bah za napetosti upoStevamo tako, da spremenimo predznak pri P
in R, dobimo

in sta obe napetosti
Gr=GY=p
Ker stg obe napetosti ne glede na velikost p vedno natezni, ta

primer ne more predstavljati stabilitetnega problema in se tako
obremenjena stena ne more izboditi.
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5. SAMO NA ENEM ROBU OBREMENJENA
STENA

5.1. Zunanji ro b obremen jen na tlak

Napetostno stanje kroZne stene z.odprtino, ki je obremenjena sa-
mo na zunanjem robu z enakomerno porazdeljeno tlano obremenit-
vijo P, = P ni ve& homogeno.

Zaradi pn==0 bo f=0 in

Obe napetosti sta zdaj

2
G'=_2_(L_1)
r 1_,2 x2

sl., 7

Gy = - —2—3 (lg + 1)

=P

Oba koeficienta po (3.1) sta

2
A2 ']%F ' H n2 =1 + '«_2£2 sen (5.1)
- 1—,

Splo¥no refitev diferencialne enadbe (3.2) lahko napifemo po
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z = A-/Jn(Ax)dx + B/ (Ax)dx + C Z (_1)k‘1 S._l_Ax

k=1

s 165429

V zgornji enadbl pomeni
Za vstavljanje v robne pogoje rabimo ¥e vse tri odvode, ki so

k-1 2k A%k x2k--1
Pk

z =AJ(Ax)+BJ (Ax)+CZ (-1)
k=1

5w AA[- :\E; Jn(z\x) + Jn_l(Ax)J + BA[-:I—X J_n(/\x) + J_n_l(A_x)J +

= 2k 2k-2
v C kZ () gk(z"'l)l,’\ X vee (5.4)
=] k

il R | Az[ :2;2(1+n) Jn(Ax) 2:‘1; ()x) + 3 ()x)]

+ B ,\2[ ;xz(n-l) J_n()x) + g—g’% J_n_l(Ax) + J_n_z(,{x)] +

T 2k _2k-3
. G Z (c1)k-1  2e(2k-1) (2k-2) A

k=1 S5 ?k




3.3

5.1.1. Notranji rob popolnoma prost

V primeru kroZne plo3&e z odprtino, ki je obremenjena samo na
zunanjem robu, njen notranji rodb pa je popolnoma prost, morata
biti na notranjem robu izpolnjeni enadbi (2.24) in (2. 25) ozi-
roma (3.3). Ce v enadbo (3. 3)

.2 m

x°z + xz" + z'(A2x2

-n2)=0

pri x = p (notranji rob) vstavimo zgoraj napisane odvode, dobi-
mo enadlbo '

A ’\?'2-[7!21',—2‘(1"“) IO - —2},‘,1 I (AP + Jn_2()r)}

+

+ B RF [_._;21'2 (n-1) J__(Ap) + _:\1;_1 IO+ J-n_z("l‘)} )
ZZ (1)1 2ke(2k-1) (2k-2) 22k 2Kk-3

ME | By

+

A/\r[ B 1. + 3, 4]+ By [“7 T+ 3 )] -

Z_ (L1yk-1 2k(2k-1) ,\21‘ k-2

+

+

V& "
2 2 2.2 > k-1 2k X 21
+ 4222 5 (A +lB RF 5 _Op) +c 23y él (-1) 5 -
- 2k 2k-1
- An% 3 (M) - Bn® J__(Ap) - ¢ n° kZ=1 (-1)k-1 e Pk’2 =0

Po krajSanju vrste &lenov ostane v zgornji enacbi Se
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A [—2n A Jn_l(Ar-) + 2z\r Jn—l("f') + Azfz Jn_z(A;-) + AZI?Jn()/')]+

+ B [Zn Ar J_n_l(i\r) + 2Ar J-n-l('ir)* A2,2 J_ (Jf) + /\

S k=1. (2k-1)°="ns A%p° ok 2k-1
+2c ) (-1) =2 =20 =0

k

oziroma

A{2)r(1-n) Jn.l()r) + A2I‘2 [;}n_2(/\,) + Jn(A,-)J} i

+ Bf20p(1m) T (Ap) R[4+ 5, p)]} +

S k-l (k1) 0% 2 ok 2k
+20 ) (<) - /

k=1 : k

S pomoé&jo znane rekuren&ne enadlbe

Jp_l(x) +dJ (x) = gﬁ Jp(x)

p+l

lahko prevedemo zgornjo enadbo Se v obliko
A [-2 Apm I (Ap) + 24¢m Jm(ﬂt)] -

+ B[2dpm I () - 2dpm 3 (4p)] +

[ 2 - I
+ 20 Z (_1)k—1 (2k-1) -(m;l) + A ﬁ /\Zk r?k-l LB
= X

J ()’iy#

in tako zlehka dokaZemo, da sta oba oglata oklepaja pri kons-
tantah A in B niéna. Ostane ¥e zadnji &len, ki pa je nifen pri

poljubnih vrednostih A in J‘ samo, &e je

C=0
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Poleg zgornjega robnega pogoja mora biti na notranjem robu iz-
polnjen tudi drugi pogoj (enalba 2.24). Za x = { velja torej

,z"+ﬂz'=0

Ko vstavimo ustrezni vrednosti za oba odvoda, dobimo

_A,\,[_AQF%W) e o ,\,.)]'.+ BA,-[;‘;,— I_ (AP + J_n~1(1,)] +
+ (A I (Ap) + uB I (Ap) =0

oziroma urejeno

A [ Qo) 3,00+ Apa 0P ]+ B 3G+ dpa_ L Op)] =
*0 s (5.5)

V primeru vpetega zunanjega roba lahko napiSemo robni pogoj ta-
ko, da mora biti pri x = 1 tangenta nespremenjena, torej
z' =0,

AJ (M) +BJI_(4)=0 eos (5.6)

V primeru prosto poloZenege zunanjega roba pa zahtevamo, da bo
na tem robu radialna komponenta momenta niéna. Iz tega sledi
enadbi (5.5) podobna enadba

A[([u—n) J (A) + AJn_'l(A)] + B[(/un) J_,(A) + AJ_n_l(J)] =0
eee (5.7)

V obeh zgornjih primerih lahko ﬁépi§emo Se pogoj, da mora biti
ne zunanjem robu pomik z = 0,

s [1_(dax + B/J_nw)ax + D=0 ver (5.8)
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Iz pogoja, da mora biti ni¥na determinanta sistema enaddb (5.5),
(5.6) in (5.8), dobimo stabilitetno determinanto za primer vpe-
tega zunanjega roba :

Q«-n)Jn(Ar% ArJn_l(Ar) 91+n)J_n(/\,)+A,J_n_l(a\,) 0

Jn(A) (1) 0 =0

J
' -n
[ / 3_ (") ax L 3 / [ J_ Anax ]" ' 1

ter iz nje stabilitetno ena&bo

S W[ Opyeaps,_op)] - Jn(A)/({¢+n)J_n()//)+A/J_n_l(/l/—)/g
=0

ki jo lahko napiSemo tudi tako

J,(4) ) (@-n) 3 () +ap 3. _,(Ap)
Tn) T uam) T () wAp T (40

S pomo&jo znane formule

(x)

]
x Jn(x) +n Jn(x) = X Jn—l

preide zgornja enadba v

T AT )+ m ()
J—n—(j) /\r J:n(ﬂi) + p J_n(A/‘)

eee (5.9)

Na podoben nadin dobimo tudi iz enadb (5.5), (5.7) in (5.8)
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AT+ pd (A) MpIGAp) + wd (Ap)
: = . v (9510
I p(A) + 3 () Apa_ (Ap) + T (A) ’

Pogojna enadba (5.9) popolnoma ustreza Meissnerjevi re¥itvi za
primer vpetega zunanjega roba, enalba (5.10) pa naegovi resitvi
za prosto poloﬁen zunanji rob.

5.1.2. Zunanji rob popolnoma prost

Tudi v primeru kroZne stene s centriéno kroZno odprtino, ki je
obremenjena samo na zunanjem robu, podprta pa samo na notranjem,
veljata oba prva robna pogoja iz prejsSnjega poglavja s to razli-
ko, da se nanaSata zdaj na zunanji rob, to je na x = 1, Robni
pogoj, ki zahteva, da mora biti na tem robu izpolnjena enadba
(3.4), nam da v bistvu enako enalbo kot prej in s tem tudi

C=0
Drugi robni pogoj z enal&bo (2.24) lahko v tem primeru dobimo ne-
posredno iz enadbe (5.5) s tem, da nameeto ! piSemo 1, S tem

dobimo seveda prav ena&bo (5.7).

Vpeti notranji rob zahteva, da mora biti pri x = r tangenta
horizontalna, torej z'= 0,

AJ (Ap) + BJI_ (4p) =0 coer(5s11)
Prosto poloZeni notranji rob pa zahteva ni&no radialno komponen-
to momenta; izpolnjena more biti torej enadba (5.5).

Zadnji robni pogoj, ki velja za obe pritrditvi notranjega roba,
ustreza smiselno enalbi (5.8) in je

A//Jn()x)dzf]+ B//J_n(Ax)d;f/+ D=0 ..o (5.12)

'-r Irr
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Stabilitetni problem obravnavane stene pri prosto poloZenem no-
tranjem robu dobimo zdaj iz determinante sistema enadb (5.5),
*(5,.7) in (5.12). Takoj pade v oli dejstvo, da je poddeterminanta
k zadnjemu &lenu enaka kot v primeru prostega notranjega roba
pri prosto poloZenem zunanjem robu. Enalba (5.9) predstavlja to-
rej tudi reXitev-tega primera, '

Stabilitetni problem vpetega notranjega roba pa reSimo z deter-
minanto enaddb (5.6), (5.10) in (5.11). Na enak nadin kot v prej-

njem poglavju dobimo ena&bi (5.9) podobno enadbo, v kateri sta
samo zamenjana argumenta Besselovih funkeij

I (Ap) y AT () + w3 (A)
I_,AP) ATl D)+ pma (D)

oziroma

J (AP i (u-n) I (A) + AJn—l (A)
J_n(Af) ?¢+n) J_n(A) + AJ;n-l(A)

vss (5413)

Vsi Stirje obravnavani primeri so zdruZeni v naslednjem pregle-
du : :

Iy ). em)d, Opdedyd,, O
J_,(A) ((wn)J_n(Ar)H/J_n_l(Ar)

euin $9 1K)

(u-n)g (A)+Ad _, (/').= -n)a  Gp)+dpa o (Ap)
Qen)a_ (A)eag_ () uen)d_ Apdeapa_ o (Up)
o+ (5.140)
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Q«-n)Jn (A)+aa,_, (A) _ (u-n)3  Ap)+dpa . (4
(un)g_ ()+d3_ 1 (A)  @an)d_ (Af)+dpa_ o (4F)

ses (5,140)

I (/'f) ) QM-H)Jn (A)+ '{Jn-l (4)
J_n(/\r) Q.+n)J_n(/\)+ AJ_n_l(/\)

o0 (s 14A)

Enadba (5.13) je visoko transcendentna in na njeno neposredno
razreditev ni misliti. Najvedja teZava je v tem, da nastopa nez-
nanka o v redu Besselove funkcije n in v njenem argumentu A ,
in sicer po enadbah (5.1). Kljub temu pa lahko zgornjo enadbo
refimo na podoben na&in, kot je to storil Ze Meissner z enadbo
(5.9). .Vnaprej si lahko izberemo neko vrednost za red funkcije
n. Po (5.1) dobimo

R
!

2= X -/
221+ )?r?

iz drugega izraza pa argument leve strani ena&be (5.13)

Ap = fn%a - suw (5026)

S to vrednostjo je levi ulomek pogoj¢ne enalbe dololen. Zdaj pa
8 poskulanjem dolo&imo argument desne strani tako, da bo vred-
nost desnega ulomka enaka vrednosti levega.

Y dne  (Bed5)

o]
]

S pomo&jo enadbe (5.16) lahko zdaj dobimo ustrezno razmerje f,
iz (5.15) pa kon&no Ze ®2, Radunanje samo je precej dolgotraj-
nej%e, kot je bilo Meissnerjevo radunanje, ker je pal ulomek,

ki vsebuje argument A , v naZem primeru precej bolj kompliciran.
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V naslednji tebeli so rezultati zgoraj nekazanega raduna. Glede

na to, da so bili raduni izvedeni s pomoljo log. radunala, izra-
¢unane vrednosti niso posebno natanéne, vendar pa so za risanje

diagrama dovolj todne.

n 4r A ! . u?

1 0. 2,05 0 4,2
1,05 0,32 2,17 0,147 4,6
152 0,663 2,34 0,283 5,6
1,5 1,12 3,00 . 0,374 T:1
- 1,73 - 3,89 0,445 12,1

3 2,83 5,40 0,524 21,2

Na sl.8 eta &rtkano narisana primera I in II, ki jih je re%il
Ze Meissner, s polno &rto pa Ze oba tu refena primera III in
Iv.

5.1.3. Ostali primeri robnih pogojev

V prejSnjem poglavju obdelani $tirje primeri imajo vsi to skup-
no znaéilnost, da pri njih odpade tretji &len v splo3ni redit-
vi (5.2). Zato so bile tudi pogojne enadbe relativno enostavno
resljive, ker so se dali &leni z argumentom Ap loditi od &le-
nov z argumentom A , V vseh ostalih primerih robnih pogojev, se
pravi pri stenah, ki nimajo nobenega prostega roba, pa te poeno-
stavitve nimamo ve& in postane rafunanje veliko teZje.

fe vpeljemo zaradi krajSe pisave tretjega &lena sploZne reditve
(5.2) '

2k
k-1 (A
7k = (-1) . L%__ .o (5017)

1-hko nastavimo z reSitvijo (5.2) in njenimi odvodi (5.4) pogoj-
ne determinante za vse 3tiri ostale primere.



Primer V

' //&n(dx)df]x=r '

Jn(Ar)

[/}n(kx)d%]x=‘

J (4)
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Robni pogoji :

[/&_n(Ax)dx]x=’

J_n( A,-)

//J_n(/\x)dx/x=l

I_yh

[

[

o




Primer VI

Robni pogoji : xar: z=0
. ] <
Xz +/«.z = 0

x-=1: 2=0

z'=0

[fJn(Ax)dx]x___r [fJ_n()x)dx x=p | /kZ:l 71:] x=p

. ., l L v
Y«-n)Jn(Ar)-o- /\rJn_l.(Ar) ?4+n)J_n(/\r)+ ),J_n_l(/\,) F/kz=le(2k-l+{u)Zk]x=,

[/Jn(Ax)dx]x=1 [/J_n()x)dx]le /kz:l 7k] e

]

€9



Primer VII

(,,,-n).yn(A)+)Jn_1())

Robni pogoji : x =) :z= 0

//J_nux)dx]x:, [Z=1 7k]x=[‘
J_ (4P /%/kz:l 21‘71,] x=J

[T PR A

vnn)J_n() )+AJ_n_1() ) [élzk(‘?k'hf‘) ?{:] =1

]

¥9




Primer VIII

[/Jn(/\x)dx]xﬁ‘

(u-n)3 (AP)+Ap3 ) (Ap)

[/Jn(Ax)dx]x=1

Y&—D)Jn('\)'* Jn-l(")

Robni pogoji : -x = p :

[/ e,

((”n)',y_n(/\r)w_n_l(alf)

[/J_n(A x)dx]x=1

(‘,A+n)J_n(A )+ J_n_l(/\ )

z=0

xz" +"MZ' =9
t 2=0
xz" + uz' =0

[; ?k]xr»l‘

oo

}‘l-[ Z 2k ( 2k-l+{¢)7k} x=y

k=1

o

3 4.
[ 21 2c( 26147 k/ x=1

o)

o

69
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Vse kaZe, da iz zgornjih determinant ni mogo&e dobiti kake pri-
kladnej%e oblike pogojnih enacb, ki bi omogofile lod&itev obeh
argumentov in s tem 2zvezano enostavnejSe rafunanje. Numerid&no
radunanje je seveda kljub temu moZno izpeljati na podoben nadin
kot v prejs3njih primerih. Integrale Besselovih funkcij lahko s
pomodjo integralne formule '

oo |

= &
/Jn(,\x)dx T kZ=O Jn+2k+1("x)

prevedemo v za radunanje prikladnej%o obliko, izberemo red funk-<
cij n  ter iz enadbe (5.16) dolodimo ustrezno vrednost Ap . Na
ta nalfin lahko numeriéno izrazimo &lene tistih dveh vrstic v
veaki determinanti, ki vsebujeta samo argument Ax . V primeru,
‘da vzamemo za n celo Stevilo, moramo namesto Besselovih funk-
cij J _(x) vzeti seveda Neumannove funkcije N_(x). S posku-
éanjem”?ahko zdaj najdemo tisto vrednost A , ki zadoZ%a deter-
minanti, z njeno pomo&jo pa Se razmerje ) . Kontno dobimo po
enadbi (5.15) e vrednost za «2. Radunanje niti ni tako zamud-
no, ker vse vrste, razen tistih pri velikem A , hitro konvergi-
rajo.

|
|
|

Za zgled izradunajmo kfitiéno obremenitev na zunanjem in notra-
njem robu vpete stene (primer V), &e izberemo red funkeij
n=1,5. Po (5.16) bo

M= \/1,52- 1 =1,12

Pogo jno deferminanto lahko napiSemo 2z okrajSavami

AL LI X A B AT R
L5003 s0) FRUpN o
Det('\) = =0
A2'¢1“) )?T¢2(’\) @, (N 1
7y ™) Ty B 0
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kjer pomeni jo

N

J (x)

¢5(x) = 2k+2,5

k

I
o

?,(x) = J2k-0,5(X);

v

o 2k
TGN Y X’
% éz; , k(1%-n) (3%-02).. . f(2k-1)%-0?]

D (-ykt | 2k 32K
k=1 k(1°-n°) (3%-n)... [(2k-1)%-n?]

¢4(x) =

Glede na zadnjo tabelo v poglavju 5.1.2, v kateri smo dobili

pri n = 1,5 .vrednost A = 3, lahko v na%em primeru pribliZno
ocenimo, da bo morala biti vrednost A nekoliko vi¥ja, ker ima-
mo opravka 2z obema vpetima roboma. Zato v naslednjih radunih po-
leg funkeij za Ap = 1,12 izradunamo ¥e vrednosti istih funkei j
8 predpostavljenima vrednostima A= 4 in A = 5. Rezultati so

X = 1,12 4 5

¢(x) = 0,07796  0,41991  0,37586

$,(x) = 1,14484  0,23397  0,06937

@y(x) = -0,91073 -4,39245 -3,15224

¢,(x) = -0,14573 6,231 40,410

Determinanta ze A = 4 je zdaj
0,038 0,572 -0,911 1
| 0,329 -1,151 -0,520 O
Det(4)= | 0,20 0,117 -4,392 1 | =*09762.

0,116 0,230 6,231 0
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za A =5 pa

0,031- 0,458  -0,911 1

0,329 -1,151  -0,650 0 |
Det(5) = | 5 150 0,028  -3,152 p | = -0.0281

-0,095 0,180 40,410 0

Oba rezultata kaZeta, da bo pogojni determinanti zadostila vred-
nost A=~ 5, Z interpolacijo dobimo todnejso vrednost

A = 4’97

Iz Ap= 1,12 sledi razmerje radijev

0,225

r

in kon%no po (5.15) e

u2 = /\2(1-)2)

24,7(1-0,051) = 23,4
Kriti&na obremenitev bo torej po (2.20)

D
N, = ph = 23,4 o2
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5.2. Zunangji rob obremenjen na nateg

V primeru, da je stena obremenjena samo na zunanjem robu z na-
tezno obremenitvijo, dobimo njeno napetostno stanje s spremembo
predznakov pri P in R iz prejEnjega poglavja.

Obe napetosti sta zdaj

2
6;;?(-13”)

2
G:-L(‘L-O'l)
f 1_,2 <2

Glede na to, da je r2 vedno pozitivno in manjSe od 1, x° pa

lezi med r2 in 1, bosta obe napetosti vedno in v vsaki todki
stene pozitivni. Zato do izbodenja take stene ne more priti.
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5.3. Notranji rob obremengjen na nateg

‘Pri steni z odprtindé, ki je obremenjena 2z natezno obremenitvijo

samo na notranjem robu, je p_ =0 in 1/p = 0. Zato postanejo

do zdaj uporabljeni izrazi za P in R neuporabni. Radunanje bo

najenostavne jSe, &e nastavimo za ta primer posebej obe enaldbi za
napetosti (2.10)

/ | ¢ s 1 g2
| éz B R " B TR

v

@ ) X

sl. 9
bita naslednjo obliko

ki v brezdimenzijski koordinati do-

6 &2 L _Fp £ 1,
r l’f? x2 1_’2 1_,? x2

! 1-,~2°::3 1- £ -pl-,? x

oziroma z novima oznadbama

Y

3 |
5% £5+18)

rz
Rf__i

preideta v krajda izraza
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1
6,=p (P 2 + Ry)
(5.19)
Gy=p (-P, &+ R))
X
Enadba (2.23) bo z oznalbama (5,18)
x4£~ + 2x22" - x22 (1+G?P1+ a?x R ) + xz' (1+a?P1- 2 2R ) =0
in z novima zamenjavama
2
/\2 = -012 R, = P ol
1 e
/ ver (5.20)

2 =1 + a? P 1 + m —ti-

: 1‘2
pre3la v znano diferencialno enadbo (3.2) z reSitvami v obliki

Besselovih funkecij z realnim argumentom. ReXitev je torej tudi
e znana in jo predstavlja izraz (5.2).

=)
|

Glede na to, da je [ lahko samo pozitivno Stevilo in manjSe od
1, je tudi po (5.18) Pl vedno pozitivno, R, pa vedno negativno.
S tem je A2 v (5.20) vedno pozitivno étev%lo in predstavlja ta
obremenitveni primer vedno stabilitetni problem,

Tudi robni pogoj za popolnoma prost rob (2.25) preide v tem pri-
meru v enadbo (3.3).

Ker so vsi dosedanji zskljulki tega obremenitvenega primera for-
malno popolnoma enaki primeru samo na zunanjem robu tladno obre-
menjene stene, ki je obdelan v poglavjih 5.1.1. in 5.1.2., lah-
ko pridakujemo tudi tu formalno enake rezultate, Vse pogojne
enalbe pri notranjem ali zunanjem prostem robu lahko torej pri-
vzamemo iz pregleda, ki je podan v poglavju 5.l1l.2., pogojne
enadbe za ostale Stiri kombinacije robnih pogojev pa imamo v
Azterminantni obliki napisane Ze v poglavju 5.1,3.
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Iz prvih Stirih primerov robnih pogojev, za katere imamo v sl.8
%e narisane refitve, lahko brez teZav nariSemo diagrame tudi za
primer samo na notranjem robu na nateg obremenjene stene., Iska-
nje lastnih vrednosti A iz pogojnih enalb lahko poteka na po-
polnoma podoben nalin kot v poglavju 5.1.2. Iz drugega izraza
(5.20) R

A TS

: 3
n? =1+ of —5—5 w1 A
1-p

lahko pri vnaﬁrej izbranem n dobimo

A =Yn°- 1

in s to vrednostjo izradunamo eno stran pogojnih enatb, in si-

cer tisto, v kateri nastopa v argumentu Besselovih funkcij sa- '
mo A . Potem poi%femo tisti produkt Ap , ki zado¥la drugi stra-

ni enadbe. Iz obeh rezultatov dobimo ustrezno razmerje ! iz

prve enadbe (5.20) pa Ze

2w ) l;ﬁf e (5.21)

Ker so pogojne enalbe popolnoma enake Ze prej izvrednotenim
enadbam, lahko s primerjanjem izrazov (5.15) in (5.21) dobimo
nove vrednosti za «2 enostavno s tem, da prejs3nje delimo z‘r2.

1

Na sl. 10 so rezultati teh radunov. Crtkano so za primerjavo
vrisane Ze znane krivulje za obremenjeno zunanjo konturo. Nove
vrednosti potekajo popolnoma tako, kot smo jih fizikalno gleda-
no lahko tudi pridakovali. Pri majhnih odprtinah so odstopanja
velika, &im tanjSi pa je obroé, tem bliZe =i leZijo ustrezne
krivul je. ;

Zaradi zelo velikih vrednosti, ki jih u? dosega, so v sl, 10
narisane funkcije a«= f(}) namesto «l = f(r).
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54. Notranji rob obremenjen na tlak

Ta obremenitveni primer se od prejsnjega razlikuje éamo.po pred-
znaku obeh napetosti. 'Napetosti pa spremenijo predznak, &e ga
spremenita P, in R, v izrazih (5.18). Torej velja za ta primer

2
P1=--;'.;Ll'2
2
ng_[_

-7
Enaba (2.23)

& 2

x'z.  + 2x3z". -~ x2z'(1+a?P1+ &« x2R1) + xz'(1+d?Pl— a?xznl) =0

preide z zamenjavama
B o= o R

2 2
n =1+ o Pl.

v diferencialno enadbo (3.15), ki ima za reXitve Besselove funk-
cije 2z imaginarnim argumentom. Glede na konne zakljulke poglav-
ja 3.3 in glede na to, da je R, vedno pozitivno ¥tevilo, lahko
trdimo, da tak obremenitveni primer nikoli ne more pripeljati do
nestabilnosti stene.
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6. STENA Z ODPRTINO, KI JE OBREMENJ E-
NA NA ZUNANJEM ROBU S TLACNO, NA
NOTRANJEM PA 2 ENAKO VELIKO NATE 2-
NO OBREMENITVIJO

Primer stene, ki je obremenjena na zunanjem robu s tlacéno, na
notranjem robu pa z natezno obremenitvijo, pravzaprav ne spada
ved med tiste posebne primere, ki smo jih izlu3&ili lahko iz

8l. 2. K1ljub temu pa ga je vredno obravnavati posebej, &e se od-
likuje s karakteristiko, da je pri njem p = -1. Po (2.16) je

2 2
p padlicf) 2L

1-f 1-f
ses: (65T)

1-f 1-

Enadba (2.23) preide z zamenjavama
sl, 11 (3.1) zopet v znano enadbo (3.2).

Glede na vedno negativno vrednost R bo izraz za A2 vedno
pozitiven in predstavlja tak obremenitveni primer ne glede na
velikost p tudi vedno stabilitetni problem. Ker ostane tudi
robni pogoj (3.3) nespremenjen, bo glede na poglavje 5.1.1 pri
gteni, ki ima en rob popolnoma prost, iz refitve (5.2) izpadel
tretji &len zaradi

¢C=20

Prav tako bo na prostem robu zaradi pogoja (2.24) pri x =p
veljala pogojna enaZba (5.5), pri x = 1 pa enadba (5.7).

Tudi ostale pogojne enadbe (5.6), (5.8), (5.11) in (5.12) za
vpeti rob lahko privzamemo iz poglavij 5.1.1 in 5.1.2. Iz vsega
vtega sledi, da so tudi stabilitetne enadbe za razliéne robne
pogoje Ze znane in navedene v omenjenih poglavjih. Naelno to-
rej ni nikakrSne razlike od Ze obravnavanih primerov, razen sa-
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mega racdunanja. Zaradi

e
,\2 = “2 R = 2 h—L
2
1-¢
. “en (602)
n2 = 1+a? P=1+ a2 QJE;

2

-F

ne moremo pri vnaprej izbranem n-u ve& tako enostavno izradu-
nati argumenta A ali Ap ene ali druge strani pogojne enadbe
v primeru, da je eden obeh robov prost. Ista argumenta rabimo
seveda tudi za raunanje pogojnih determinant pri ostalih rob-
nih pogojih. '

Iz prve enadbe (6.2) lahko dobimo

2
d2 = /\2 };L2 e (603)

l+r

8 tem izrazom pa preide druga enalba v

0 a 1% 2 JEIE . ees (6.4)

iz tega pa

2
A ___.’]; }/&—;—]: (.1+’2) wne, (6a5)

Zadnji izraz lahko z okrajSavo

7
- -1 2
c = lFZ (1+ %)

napifemo 3e enostavneje

... (6.6)

|0
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+ c A T W
0,1 a k- T 5 -2,39
0,1375 1,24 9,0 -1,402
0,2 1,25 6,25 -1,162
0,216 1,253 5,8  -27,442
0,217 1,2536 5: 717 oo,
0,22 1,254 5,7 +8,608
0,224  1,2544 5,6 +3,857
0,23 1,255 5,46 +2,717
0,25 1,26 5,05 +1,002
0,3 1,28 4,26 +0,387
0,38 1,32 3,45 +0,0017

0,4 1,32 3,3 -0,140

iz katere Je razvidno, da je reSitev zgornje enadbe
r= 0,38 c = 1,31 A= 3,45

Tz tega sledi po (6.3)

2
o2 = 3,452 1—0,}82
1+0, 38

«? = 8,9

Zgorej navedena tabela nam tudi pokaZe, da moramo biti pri radu-
nanju previdni. Prehitro sklepanje lahko pripelje do grobih na-
pak. fe bi npr. v zgornjem radunu predpostavili enkrat r= 90,2,
potem pa j = 0,3, bi nas oba rezultata za ¢, ki sta razlidnega
predznaka, lahko zavedla do prenagljenega sklepa, da leZi redi-
tev med tema dvema vrednostima, in bi nas interpolacija pripe-
ljala do napadnega rezultata.
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Obratnega primera obremenitve, torej primera, ko je stena na
zunanjem robu obremenjena na nateg, na notranjem pa na tlak,
glede na rezultate poglavja 3.3 sploh ni treba posebej obravna-
vati, Z gotovostjo lahko trdimo, da taka obremenitev sploh ne
more pripeljati do nestabilnosti. :
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7.POSEBNI PRIMER p=1/pF

Ze sl. 2 je dala slutiti, da bo v primeru, ko je stena na zu-
nanjem in notranjem robu obremenjena tla&no, razmerje obeh obre-
menitev pa je p = 1/}2, nastopil posebni primer. Oba izraza
(2.16) sta zdaj

P=-1
R= 0
in napetosti po (2.10)
1
Gr =Pz 72
x
Gigom i
g P
Z x2

Obe napetosti sta si torej v vsaki tolki stene enaki, vendar
razlidnega predznaka. '

Enadba (2.23) preide v

x4z" + 2Xx

32" - xzz' (1-«?) + xz'(l-ag) =0

oziroma 2z

vos LT41)

x4z~ + 2%

3 2.2

" ;
z - nx 2

z'  + n°xz = 0 vee (T:2)

To je znana Bulerjeva diferencialna enadba, ki nam da z nastav-
kom



81

karakteristidno enadbo
£(t-1) (£-2) ($-3) + 2t(t-1)(£-2) - n°t(t-1) + n%t = O

s Btirimi razli¥nimi koreni

t, =0, té =2, ty=lm, t,=1n
ReSitev diferencialne enadbe (7.2) je torej
2 l+n 1l-n

g=AX" +Bx + C x + D eoe (7.3)

Kot vidimo, je resitev sestavljena iz treh eksponentnih funkei]
in konstante. Prav tako bodo tudi vsi odvodi, ki jih rabimo za
nastavitev robnih pogojev, v obliki eksponentnih funkcij. Ker
pa so te funkcije vedno samo monotono naraldajole ali pojemajo-
de, pridemo tudi v tem obremenitvenem primeru do zakljudéka, da
taka res3itev ne more predstavljati stabilitetnega problema.

Do enakega zakljulka pridemo tudi, &e iz prve enadbe (3.1) izra-

zimo 2
* = A2 .1_'l2_

PIo-1

Ta vrednost pa raste ez vse meje, ko gre P proti ‘//,‘2
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8. SPLOSNI PRIMER

'V prejinjih poglavjih so bili delno samo naSelno, delno pa tudi
numeriéno obdelani posebni obremenitveni primeri. Skupna znadil-
nost za vse pa je bila izhodi¥&na diferencialna enalba (3.2)

ter obe enalbi za dinamidne robne pogoje (2.24) in (3.3). V po-
glavju 3.3. je bila podana sploSna refitev osnovne diferencial-
ne enalbe. Izkazalo se je, da je red Besselovih funkcij sploZine
refitve popolnoma definiran samo v primerih homogenega napetost-
nega stanja. V vseh ostalih primerih pa se neznanka o2 skriva
tako v argumentu kot tudi v redu Besselovih funkcij. Ker so s
tem funkei je same vnaprej neznane, tudi ni mo& eksplicitno iz-
raziti neznanke in so zaradi tega vse pogojne stabilitetne enal-
be visoko transcendentne. Kljub temu pa so relativno enostavno
redljivi tudi vsi splodni primeri sten, ki so na zunanjem obodu
obremenjene tlafno in je razmerje obremenitev

L

P<)‘2
in pa sten, ki so na zunanjem obodu obremenjene natezno pri

P>z

r2
Obremenitveni primeri, pri katerih razmerje obremenitev ne

ustreza zgornjima pogojema, po izsledkih poglavja 3.3 s stali-
8¢a stabilitete niso zanimivi.,

Za refSevanje poljubnega primera imamo na razpolago v vseh pri-

merih, ko za n ne vzamemo celega #tevila, sploZno resitev v
obliki

2 = A /Jn()«x)dx + B /J_n(Ax)dx + C.Z‘?k + D

k=1

pri Cemer je
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)2k

e (-l)k-l : (Ax
T« k(1-02)(3%02). oo f2k-2)207]

V primeru, da je n celo liho 3tevilo, lahko vzamemo reEitve-v
kon®ni obliki (3.10), %e pa je n celo sodo Stevilo, imamo na
razpolago reditve (3.9a).

V vseh primerih je radunski postopek v bistvu enak. Iz prvega
izraza (3.1)

A% = of ;;Lé own LB d)
-
izrazimo
42 * A2 l-‘f‘
1-¢F°

in ga vstavimo v drugo enalbo (3.1) ter dobimo
n2 A2’2 1- ¢
1- f,

Iz tega izraza pa izlodimo

(8.2)

2
R R e e (8.3)

Vedno moramo izbrati vnaprej red Besselove funkcije n in s
tem to funkcijo tudi definirati. Pri podanem razmerju obremeni-
tev ® si potem izberemo vrednost p in po (8.3) izradunamo
A . Tako dobimo ¥e argument Besselovih funkeij. Pogojni enadbi
ali pa pogojni determinanti zadostimo zdaj s spreminjanjem raz-

3 [e)

kjer je




l

1

|

84 |
merja ) . Na koncu.dodimo po (8.1) izboditveni koeficient ¢2 1
ter po (2.20) ¥e kriti¥no obremenitev. |

Iz zgornjega sledi, da na ta nadin dejansko sploh ne moremo iz-
radunati konkretnega in vnaprej podanega primera stene z odprti=
no. Pred koncem rafunanja namred ne vemo, kateremu razmerju ra-
dijev p nad predpostavljeni 'n ustreza. Zato je edina mo%-
nost, in za prakso brez dvoma tudi najzanimivej¥a, da na opisa-
ni nadin za razli®na obremenitvena razmerja p izralunamo ved

. vrednosti p in rezultate podamo tabelarilno ali He boljSe, Vv
obliki diagramov tako, kot je to Ze storjeno za nekaj posebnih
primerov v prejinjih poglavjih., To delo bo seveda ¥e zelo ob-
Sirno, ker je potrebno za vsak obremenitveni primer racunati se-
dem razlidnih kombinacij robnih pogojev. Vseh moZnih kombinacij
je sicer osem, vendar reSitvi za prosto poloZeni notranji ali
.pa zunanji rod sovpadata.

Pri prakticénem relevanju je omembe vredno tudi dejstvo, da vsi
robni primeri razpadejo v dve ve&ji skupini, in sicer v skupino,
pri kateri je eden obeh robov popolnoma prost, ter v drugo sku-
pino, ki prostega roba sploh nima., Prva skupina je laZja za ra-
tunanje, ker pri njej odpade tretji &len splofne resitve, kot
8mo to dokazali Ze v prej3njih poglavjih., Red pogojne determi-
nante se zato zniZa in je radunanje bistveno kraj3e.

Zgled za reSevanje splodnega obremenitvenega primera je izdelan
Ze v poglavju 6., kjer je bilo predpostavljeno razmerje obreme-
nitev ? = "1. 2
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9. PRIBLIZNA RESITEV STABILITETE
STENE 2 DIFERENCENO METODO

Vsa dosedanja razprava je temeljila na eksaktnem radunskem po-
stopku. Glede na dejstvo, da je tak postopek primeren le za ra-
Sunanje tabel in diagramov, pa se pri reSevanju posameznega
konkretnega primera e najhitreje pride do rezultata z eno od
aproksimativnih metod. Iz ve& razlogov damo med razlidnimi pri-
bliZnimi metodami lahko prednost diferenéni metodi. Glavne pred-
noati diferenéne metode so : zelo enostavno nastavljanje dife-
rendnih enadb v obliki matrik, ki so primerne za rafunanje tako
z relaksacijsko metodo kot z digitalnim radunalnikom, poljubna
natangnost rezultatov, ki je odvisna samo od ZStevila enadb, to
je od velikosti mreZne razdalje, in pa dejstvo, da ima radunski
center pri IMFM Ze izdelan program za iskanje prve lastne vred-
nosti na elektronskem radunalniku. V primeru osne simetrije, ki
jo v tej razpravi predpostavljamo, pa je uporaba diferen&ne me-
tode 3e toliko prikladnejSa, ker se sploZni dvoosni problem zre-
ducira na enoosnega.

Izhodisfe za diferenéno metodo je spet osnovna diferencialna
enadba (3.2)

x*" & 2x3z. + xzz” (A?x2- n2) + xz'()@x2+ n2) =0

v kateri odvode zamenjamo z diferenénimi koliéniki

z' a i+l i-1
i 2h
2 - 22.+ 2

z; = e il vise 1G9:1)
2
h

- BiyoT OBy gt 2By 4= ¥y s

z; ~ 3



in dobimo osnovno diferenéno enadbo za todko 1

o M £ Il S T o o SO (B 1 B 7>

Z -2
o Zis2 i . 1-17%4-2
2n

x
1 h4 i

o (9.2)
2 -2%2.4+2

2 -2
BT T i e T S-S S S £ i 5 (‘3112*32) g

i h2 ! i 2h

v kateri pomeni h ekvidistan®no razdaljo med tolkami,

Prav tako pretvorimo tudi obe enadbi za dinamidne robne pogoje
(2.24) in (3.3)

xz" + ‘uz' =0
x°z" + xz" + z'(A2x2- n2)'é 0
v diferendéni enadbi

Z4 01" 2zi+ zi—l z

Xy ) ¢ h =0 e (9.3)

o By,07284 1422 =% o 2y,17°%3%2% 3
X + X +

i 2h3 . i h2

o0 % o (0 |
b Aol

2h '\2x 2" n2) = 0 "o (9.4)

1
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9.1. Homogen Q' napetostno stanije

V poglavju 4.2 smo dokazall, da se v primeru kroZne stene 2z od-
prtino, ki je obremenjena na obeh robovih z enako veliko tla&no
obremenitvijo, poenostavita oba izraza (3.1) in sta

/\2=¢

n2

i

Zato se diferendna enadba (9.2) tudi poenostavi. To enalbo de-
limo Se z X, in pomnoZimo z 2h ter dobimo

x3 x2

i —
( bz, +62,-4z, .+z, ) + 2 (2, -2z, .+22

2 —(z, -4z, -Z, ) +
h3 i+2 i h i+l i-1 "i-2

X 2x2
i o
s g e K g Tt I R

Zaradi krejSe pisave zamenjamo e

X
nk
r=yi o s (9.5)

«*n® = x ver (9.6)

in dobimo kon&no enostavne jSo obliko‘diferenéne enatbe za homo-
geno napetostno stanje
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2 ' 3 - 2 G O
s1;2(2y3 -2yi) + zi_l[Byi +4yi +2yi(Xyi -l) - (Xyi +12] +
3 2 . 3 2 2 ;
+ zi[IZyi -4yi(ﬁyi —1)] + zi+1[—8yi -4yi +2yi(1yi -1)+(Xy1+lz}+

SO |
zi+2 (Zyi + 2yi) =0 ce s (907)

+

Tudi oba robna pogoja (9.3) in (9.4) spremenimo z obema izrazoma
- (9.5) in (9.6) ter z upostevanjem Poissonovega ¥tevila m = 0,3.

Da se znebimo decimalnega Stevila v prvem robnem pogoju, pomno-

‘%¥imo ena&bo z 20h. Tako dobimo za popolnoma prost rod

2, _1(20y;- 3) - 40y,2z, + 2, ,(20y,+ 3) = 0 soe (948)

in

21_2(-3!1) + zi-l 2yi + 2)’1— (Xyi -1) A+ zi(_4yi) +

+ zi+l[—2yi + 2y1+ (Xyi -1)] ¥+ Zi+2(yi) =0 . s (9.9)

Na prosto poloZenem robu mora biti z, = O in zato preide enad-
ba (9.8) v

2, _1(20y,- 3) + z, ,(20y,+ 3) =0 ss (9.10)

Vpeti rob pa zahteva poleg =z, = 0 e z{ = 0, torej po (9.10)

zi+1 = zi_l “ee (9011)

1
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V nadaljevanju je s pomoljo zgornjih difereninih enalb izradéuna-
nih nekaj primerov pri razli¢nih razmerjih p v poglavju 4.2
obdelanega primera VII, to je stene z vpetim zunanjim in pro-
stim notranjim robom.

Za zgled vzemimo steno z razmerjem radijev p= 0,5 in jo razde-
1imo na deset-delov, vzemimo torej h = 1/20. V sl.11 je nari-
san prerez skozi polovico stene, oznafene posamezne tolke in

ustrezne vrednosti Xy ter Yy

>4
]
n
-]
‘
1
x
-~
<
x
~
3
S
2T

c E F 66 H I J K 1
10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
X5 120 20 20 20 20 20 20 20 20

- ] P i )

Za vsako totko od C do I nastavimo diferen&no enadbo (9.7)
in dobimo deset enalb z 14 neznankami. Iz po dveh robnih enadbd
za notranji in zunanji rob sledijo e 3tiri ena&be in je problem
torej resljiv.

Piferenéna enadba za todko C bo npr. po (9.7)

1800A + (=7621+1900X) B + (12040-4000X) C + (-8419+2100X) D +
+ 2200 E=0
Podobne enadbe dobimo za vse ostale tolke.

Robni pogoj (9.8) za to¥ko C

197 B - 400 C + 203 D=0
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robni pogoj (9.9) pa
~100 & + (221-100 X) B - 40 C + (-181+100 X) D + 100 E = 0
Oba roﬁnavpogoja.za toko ‘M pa sta

M=0
"N =1

Zaradi- zadnjih dveh robnih pogojev imamo kondno sistem dvanaj-
stih linearnih homogenih enadb, iz katerih moramo izradunati
najmanjfo lastno vrednost X. Za radunanje na elektronskem ra-
Sunalniku je najprimerneje, fe vse te enafbe napiSemo v obliki
dveh matrik, od katerih vsebuje prva koeficiente ob funkeijskih
vrednostih, ki ne vsebujejo X-a, druga pa tiste ob X-u. Ce
imenujemo torej prvo matriko A, drugo pa B, lahko determinanto
sistema nafih dvanajetih enadb piSemo kot

Det = Det (A + XB)

Na naslednjih straneh sta napisani obe matriki, s katerima je
radunalnik ZUSE - Z 23 izralunal prvo lastno vrednost v obliki

L - 30,1607

>~

S to vrednostjo pa sledi po enadbi (9.6)

2 400

o ™ 30,1607

= 13,262

Za ocenitev natan&nosti je bil ponovljen ra%un ¥e z dvakrat
gostejXo mreZo, torej z h = 1/40, Rezultat tega raduna je

®? = 13,284

Primer java teh dveh rezultatov kaZe, da dvojno stevilo todk po-
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pravi rezultat Zele v drugi ‘decimalki. Primerjava z v poglavju
4.2 izradunano to&no vrednostjo

o 'w 3,6450° = 13,2933

pa kaZe ne to, da ‘je Ze prva z diferen&no metodo izrafunana
vrednoet brez dvoma dovolj natan¥na. V- naslednji tabeli je pri-
kazana primerjava eksaktno izradunanih vrednosti 'z vrednostmi
.‘2, izradunanimi PO, diferenéni metodi.

P 0,3 p=0,4 p=0,5 f=0,7

tosne vrednosti of 10,125 10,959 13,293 30,515
priblilne vrednosti «2 9,981 11,365 13,262 30,506

mreZna razdalja h 1/30 1/20 1/20 1/70



Matrika A

A B c D E P G i, & J K L
0 197 | =400 203 | o
200 | 221 | -s0| -181| 100
1800 |-7621 | 12040 | -8419 [ 2200
2420 (-10187 | 16016 111153 2904
3168 |-13273 | 20784 |-14423 | 3744
4056 +16927 | 26416 |-18277 | 4732
5096 |-21197 | 32984 |-22763 | 5880
6300 |-26131 | 40560 [-27929 | 7200
7680 31777 | 49216 |-33823 | 8704
9248 |-38183 | 59024 40493 | 10404
11016 |-45397 | 70056 |-47987
12996 |-53467 | 96824

4



Matrika B

A B c D E P G H I J K L
0 0 0 0 0
0 -100 0 100 0
0 1900 | -4000 2100 0
0 2541 | -5324 2783 | ©
0 3312 | -6912 3600 0
0 4225 | -8788| 4563 0
0 5292 [-10976 5684 o‘
0 6525 |-13500 | 6975 0
0 7936 |-16384 8448 0
0 9537 |-19652 | 10115 0
0 11340 |-23328 | 11988
0 13357 (27436

€6
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9.2 Splosni primer

V primeru poljubnega razmerja ¢ lahko spet izhajamo iz splo&-
ne diferendéne enadbe (9.2), iz katere dobimo seveda nekoliko
daljse konéne enalbe za posamezne tolke, kot pa v primeru homo-
genega napetostnega stanja, ker dasta oba oklepaja v tretjem in
Setrtem &lenu sploXne enadbe malo bolj komplicirane izraze. Zal
ge nikakor ne moremo znebiti glavne in najvelje slabe lastnosti
diferenéne metode, ki je v tem, da moramo za vsak nov primer
ves sistem enadbdb nastavljati znova. Vedno pa se splada vse di-
feren&ne enadbe prirediti tako, da koeficienti niso decimalna
ftevila temveld cela, kot smo to storili Ze v prejsSnjem primeru.

Za zgled vzemimo tudi zdaj steno, obremenjeno na zunanjem in
notranjem robu s tladno obremenitvijo, ki pa na obeh robovih ni
enako velika, temveZ je na notranjem za 20 # vedja od zunanje.
Vzemimo torej

p=1,2=

Ujon

Na zunanjem robu naj bo stena spet vpeta, na notranjem pa pro-"
ata, razmerje radijev pa naj bo

2
r= O,4=-§-
Obe vrednosti po (3.1) sta
2 i ciSutd
02 o2 LopE 2 5 25 _ 101 .2
W g e 4 305 *
e ki e

2 R T
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Z uvedbo nove zamenjave zaradi krajSe pisave

/4 = 105 eee (9.12)

lahko napiSemo oba zgornja izraza krajse

X =101 /,2 vois £ 9413)

n~ =1 -4 /12

8 Se dvema okrajSavama

-
h Yy

¥ =/@2h2 ves (9:153

preide,osnovna diferen¥na enalba (9.2) v enadbi (9.7) prej¥nje-
ge primera podobno diferendno enadbo

3 2 3 3 2 2 :
21_2(2y1-2y1) - zi_l(-8y1+202yix + 4y; - 101y(X - 2y, +

+ 3200y,X + 1600X - 1) + zi(12yi 404yix + 4y,- 6400y,X) +

2
i

3

3
+ zi-l(-8y1+ 202y3X - 4y1 + 101y X - 2y,+ 3200y,X - 1600 + 1) +

3 - T

Robni pogoj na notranjem robu po (9.3) ostane enak kot v prej-
Snjem primeru, ker v njem ne nastopata ne A2 ne n2,

Z; 1 (20yi- 3) - 40y, 2, + 251 (20yi+ 3) =
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Drugi robni pogoj na istem robu pa- bo
2
z_ 2(—yi) 3 1(2yi— 101yy X + 2y;- 1600 X + 1) +
+ 2, (=43,) + 5. ..(-2y%+ 101y° X + 2y.+ 1600.X - 1) +
§3=y i+l i i i

2
¥ Biop\ag) =0

Se vzamemo mre¥no razdaljo spet h = 1/20 in oznadimo posamez-
ne 'todke po sl. 12

— _1_ ——
>
L2
~
L2
~
-
L
E 3
-~
o
=4

~4
i
L

C D E F G H 8 & J K L M N
.| 8 9 20 11 12 13 14 15 16 17 18 19
i 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20
¥i 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
sl, 12

dobimo 42 diferen¥nih enadb (9.16) za tolke C do N, dve robni
enadbi iz obeh robnih pogojev za todki A in B ter iz dveh
robnih pogojev na zunanjem robu funkcijski vrednosti:

P=0 in R=N

Celotno determinanto tako dobljenega sistema homogenih enalb

razstavimo spet v dve matrikl, ki sta izpisani na naslednjih
dveh straneh,

2 elektronskim raunalnikom je bila izrafunana prva lastna vred-
nost

s 1

X = 3345,8955 3246




Matrika A

A B ¢ D . E F G H I J K L M N
0 157 | -320 163 0
<ek-| 38} w32 | -1a3 64
896 | -3857 | 6176 |-4367 1152
1296 |-5527 | 8784 | -6173| 1620
1800 |-7621°| 12040| -8419 | 2200
2420 | -10187| 16016 |-11153| 2904
3168(-13273 | 20784 |-14423 | 3744
| 4056 |-16927 | 26416 |-18277 | -4732
| 5096 |-21197 | 32994 |-22763 | 5880
6300 |-26131 | 40560 | -27929| 7200
7680 | -31777 | 49216 |-33823 | 8704
9248 | -38183 | 59024 |-40493 | 10404
0 11016 [-45397 | 70056 |-47897
0 0 | 12996 |-53467 | 96824

L6



Matrika B

B c D E r G H § I J K L M N
0 0 0 0
-8064 | © 8064, 0
124160 [-258048 | 133888| ©
0 | 169477 }-352116| 182639 O
0 225500 |-468000| 242500 | ©
0 2934411-608124 | 314683 ©
0 | 374512 |-774912| 400400 | ©
0 | 4699254970788 | 500863| ©
0 |580892 {1198176| 617284| ©
0 | 708600 }1459500| 750900| ©O
0 854336 1757184 899848 ©
0  |1019237}-2093652 1074413 O
0 0 1204540-24713231226788
0 0 0 [L411457 892636

86
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Iz ena¥be (9.15) dobimo zdaj

2 X _ _400
£ = T3 = 3246

=3

in kon&no iz (9.12)

2 2 _ 105.400
o” = 105/3 3246

Se koeficient izbolenja tega primera
o® = 12,94

Primerjava tega rezultata z rezultatom, dobljenim v poglavju
4.2 za r= 0,4 pri =1

o = 10,959

poka#e, da nam za 20 % povelani notranji tlak pri tem razmerju
radijev poveda stabilnost za dobrih 18 %.
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10, ZAKXKLJUCGCEK

ReSitev stabilitetnega problema kroZne stene s centri&no kroZno
odprtino je bila v tej razpravi obravnavana s temi predpostavka-
mi in omejitvami :-

- Osna simetrija obremenitve in deformacijskegg sténja
- Tenke sféne s konstantno debelino

- Veljévnost Hookeovega zakona

‘- Teorija majhnih deformacij

Vee navedene supozicije, ki so nas pripeljale do relativno eno-
stavnih kon&nih enadb, seveda pomenijo bistvene omejitve splol-
nosti relitev. Taka je posebno prva predpostavka, ki zaradi ome-
jitve na osno simetrijo obremenitve Ze sama po sebi mo&no skréi
raznolikost primerov, ki bi v praksi lahko nastopili. Se vedje
teZave pa povzroda zahteva po osni simetriji deformacijskega
stanja, s katero smo dobili sicer teoretino popolnoma jasen od-
govor o najmanjsi kritidni kakor tudi o visjih kritidnih obreme-
nitvah, vendar pa brez odgovora na vpraSanje, ali obstaja pri
poljubnem razmerju radijev morda neka neosnosimetrilna deforma-
cijska oblika kot rezultat neke e manjsSe kritifne obremenitve.
Pri kroZni steni brez odprtine je %e dokazano [3], da najniZja
kritidna obremenitev ustreza osnosimetrinemu izbo&enju ne gle-
de na pritrditev konture, da pa je v cirkularni smeri valovite
izbolenje tudi moZno, vendar samo pri visji obremenitvi. Razme-
re pri izbolenju stene ,z odprtino se pri vedanju radija notranje
konture vedno bolj oddaljujejo od razmer pri polni steni in pri-
bliZujejo razmeram pri ozki pravokotni steni, za katero pa vemo,
da se bo izbo&ila v vel& valovih, Tudi rezultati, ki jih najdemo
v Pfliigerjevi knjigi [1] za kroZno steno z odprtino, obremenje-
no na obeh konturah samo s striZno obremenitvijo, nam potrjuje-
Jo prejsnjo trditev. Neosnosimetriéne razmere pri izbolenju
kroZnih sten z odprtinami, kaZe, da e niso obdelane. Zato mora-
mo biti pri uporabi v tej razpravi dobljenih reditev previdni v
vseh primerih velikih odprtin. Pri majhnih in srednjih odprti-
nah pa so rezultati brez dvoma uporabni.
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Glede na uporabljeno teorijo majhnih deformacij smo dobili v
rezultatih razprave samo kritine obremenitve brez kakrinihkoli
kvantitativnih podatkov o velikosti pomikov. Zato uporabljena
metoda tudi ne more biti osnova za Studiranje obnadanja in no-
silnosti stene v nadkritiénem obmo&ju. Prav tako nas supozicija
preme sorazmernosti med napetostmi in deformacijami omejuje na
tenke stene, pri katerih pride do izbolenja pri napetostih, ki
so pod mejo proporcionalnosti. )

V ‘okviru navedenih omejitev pomeni razprava, kljub omejeni upo-
rabnosti rezultatov, zakljuleno celoto. Podala je splofno refi-
tev osnosimetrilnega primera, ki do zdaj ni bila znana. Ta re-
Sitev je omogodila izpopolnitev manjkajo&ih robnih primerov iz
problemov, ki sta jih zastavila in delno reSila Schubert in"
Meissner, poleg tega pa je 2z njo moZno reSevanje popolnoma po-
ljubnega osnosimetrilnega obremenitvenega primera. Z nekaj zgle-
di emo ilustrirali radunsko metodo, ki v vedini primerov niti ni
tako zapletena in dolgotrajna.

V zadnjem poglavju prikazana, za te primere zelo prikladna dife-
rendna metoda, lahko koristno rabi pribliZnemu reSevanju kon-
kretnih primerov, vse dokler ne bodo s pomo&jo sploSne resSitve
izdelani diagrami, ki bodo rezultate tega teoretilnega dela brez
dvoma najbolj pribliZali prakei.

v L;jubljani,' dne 2. marca 1967
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