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Izvlecek

V ¢lanku predstavljamo tehnike delitve mnogokotnikov v trikotnike oz.
triangulacijo  mnogokotnikov. Namen delitve mnogokotnikov je v
poenostavitvi obdelovanja mnogokotnikov, saj so lahko le-ti v geodetskih
aplikacijah zelo kompleksni (vsebujejo veliko Stevilo konkavnih oglis¢, imajo
ugnezdene luknje). Vsak mnogokotnlkje mogoce triangulirati z vstavljanjem
diagonal, kar je razvidno iz dokaza o triangulaciji mnogokotnlka Obstaja
veliko postopkov, ki uporabljajo to dejstvo, vendar pa je mogoce triangulirati
mnogokotnike tudi s popolnoma drugimi pristopi. Algoritme delitve
mnogokotnikov lahko delimo na tri skupine: algoritme, ki temeljijo na
vstavljanju diagonale, algoritme, ki temeljijo na Delaunayevi triangulaciji in
algoritme, ki uporabljajo za delitev Steinerjeve tocke.

Abstract

This paper considers different approaches how to divide polygons into
triangles what is known as a polygon triangulation. Polygons can be very
complex in geodesic applications (they could have a lot of concave vertices,
they could contain holes) therefore there is often a need to decompose them
into simpler components. Every polygon can be triangulated by inserting
diagonals what is shown in the proof of existence of polygon triangulation.
There are a lot of polygon triangulation techniques which use that fact.
However, polygons can be triangulated by some other approaches, too. The
algorithms performing polygon triangulation can be classified into three
major groups: algorithms, which are based on diagonal insertion,
algorithms, which are based on Delaunay triangulation, and algorithms
using Steiner’s points.

1. UVOD

Mhogokotniki so brez dvoma najpogosteje uporabljeni geometrijski objekti
v naJrazllcneJS|h inzenirskih aplikacijah. V 3D pr||<a2|hJ|h lahko uporabimo za
opis lica geometrijskih objektov, predstavljenlh z ovojnico (Zalik, 1999), v 2D
prikazih pa mnogokrat predstavijajo Ze konéno obliko geometrijskega
objekta, ki ga predstavljamo. Paleta teh apllkacu je iziemno $iroka: od
nacrtovanja razporeditve opreme v stanovanJu pa do dolocitve ocrtij ¢rk v
vektorski predstavitvi. Podrocje, kjer sreamo izredno zapletene oblike
mnogokotnikov, so brez dvoma geografski informacijski sistemi - GIS. V GIS
niso redki mnogokotniki, ki so doloceni z nekaj 10.000 oglis¢i in vsebujejo
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veliko Stevilo (ugnezdenih) lukenj. Prav taki mnogokotniki mnogokrat
predstavljajo veliko tezavo pri njihovi obdelavi. Zato je ugodno, ce jih znamo
razdeliti v enostavnejse geometrijske oblike. Mnogokotnike lahko npr. delimo
na trikotnike, trapezoide ali celo na mnogokotnike v obliki zvezde. Najbolj
raziskani so algomml ki delijo mnogokotnike v trikotnike, temu procesu pa
pravimo triangulacija mnogokotnlka Ce oglista mnogokotnlka vsebujejo
tudi informacijo o nadmorski visini, lahko trianguliranemu mnogokotniku
mnogo natancneje dolo¢imo ploéc’ino, dolo¢imo lahko njegovo najbol;
razgledno tocko. Nekateri algoritmi Boolovih operacij nad mnogokotniki
(presek ali unija mnogokotnika) konkavne mnogokotnike najprej razdelijo na
trikotnike, nad katerimi je omenjene operacije zelo enostavno opraviti, nato
pa Boolove operacije z lepljenjem delnih rezultatov tvorijo izhodni
mnogokotnik. Algoritme triangulacije lahko uporabimo tudi v aplikacijah
interpolacije izolinij, rekonstrukcije 3D objektov in predstavitve ploskev.
Algoritmi triangulacije mnogokotnikov so zelo dobro raziskani. Delimo jih
lahko v tri skupine, ki se med seboj locijo po hitrosti in kakovosti tvorjenih
trikotnikov.

V tem ¢lanku bomo v petih poglavjih predstavili povzetek triangulacijskih
tehnik in omenili algoritme ki so najznaéilnejéi predstavniki. Drugo poglavje
zelo na kratko uvaja osnovna dejstva in terminologijo. V' tretjem poglavju
predstavljamo pregled postopkov trlangulacue mnogokotmkov na osnovi
vstavljanja diagonal, cetrto poglavje opisuje algoritme omejene Delaunayeve
triangulacije, peto poglavje pa podaja algoritme, ki temeljijo na Steinerjevih
to¢kah. V zadnjem poglavju na kratko povzamemo delo.

2. OSNOVNA TERMINOLOGIA

Vsak enostavni mnogokotnik (stranice se med sabo sekajo le v ogliscih) z
N oglis¢i je mozno triangulirati. Klju¢ do dokaza triangulacije je dejstvo, da
ima vsak mnogokotnik diagonalo, ki obstaja, ¢e ima mnogokotnik vsaj eno
konveksno oglisce. Velja trditev (O’Rourke, 1994):

e vsak mnogokotnik ima vsaj eno konveksno oglisce,
e vsak mnogokotnik z n 2 4 oglis¢i ima diagonalo,

e vsak mnogokotnik z n oglis¢i je mogoce razdeliti na trikotnike z
dodajanjem diagonal (nobene ali ve¢ diagonal).

Obstaja mnogo nacinov trianguliranja mnogokotnikov. Vse moznosti imajo
skupno to, da je Stevilo diagonal po koncani triangulaciji n - 3, Stevilo
generiranih trikotnikov pa n - 2. Dokaze in detajle najdemo na primer v
O’Rourkovem delu iz leta 1994.

Iz dokaza o triangulaciji je razviden algoritem, ki bo trianguliral
mnogokotnik: razdeli mnogokotnik na dva dela z vstavljanjem diagonale in
tako dobljena mnogokotnika rekurzivno deli naprej. Vendar je taksen
neposreden pristop preve¢ neucinkovit - potrebuje O(n’) ¢asa (O’Rourke,
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Slika 1: Razlicni nacini
triangulacije
mnogokotnika
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1994), zato je mnogo avtorjev predlagalo bistveno hitreje algoritme. Avtorji
predlagajo razli¢ne tehnike in pristope. Nekateri triangulirajo mnogokotnik
neposredno, drugi pa ga najprej delijo v enostavnejse mnogokotnike
(monotone, konveksne,...), ki jih je mogoce potem triangulirati v linearnem
casu.

Za nekatere aplikacije je bistveno, da je minimalni notranji kot trikotnika
izracunane triangulacije maksimiziran, s ¢imer zagotovimo “lepe” (¢im bolj
enakostranicne) trikotnike.

a) b) ©)

Na sliki Ta lahko vidimo triangulacijo mnogokotnika slabe kakovosti, ker je
razdeljen na veliko ozkih mnogokotnikov. Algoritmi, ki temeljijo na
Delaunayevi triangulaciji tock, zagotavIJaJo boIJso kakovost (slika 1b).
Delaunayeva triangulacija mnoZice tock v ravnini je namre¢ maksimalno
povezan ravninski graf, katerega oglis¢a so dane tocke in katerega robovi se
med seboj ne sekajo, razen v krajis¢ih. Poleg tega velja, da oértan krog
kateregakoli trikotnika ne sme vsebovati katerekoli druge tocke (t.i. lastnost
praznega kroga) (O’Rourke, 1994) in ravno ta lastnost zagotavlja omenjeno
boljSo kakovost. Kakovost bistveno izboljsamo z uporabo tako imenovanih
Steinerjevih tock (slika 1c). Steinerjeve tocke so tocke, ki jih dodamo med
triangulacijo na robove mnogokotnika oz. v notranjost mnogokotmka Tocke
v konéni triangulaciji predstavIJaJo oglis¢a trikotnikov. Seveda lahko z
uporabo teh tock bistveno povecamo Stevilo trikotnikov na izhodu.

Mnogokotniki lahko vsebujejo tudi luknje (slika 1d), kar je bistvenega
pomena za nekatere aplikacije. Nekateri algoritmi ne morejo triangulirati
taksne vrste mnogokotnikov, medtem ko je za druge to nepomembno.

V splosnem lahko delimo triangulacijske algoritme mnogokotnikov na tri
skupine: algoritme na osnovi vstavljanja diagonale, algoritme, ki temeljijo na
Delaunayevi triangulaciji in algoritme, ki uporabljajo za triangulacijo
Steinerjeve tocke.

V nadaljevanju bomo predstavili splosne lastnosti algoritmov iz omenjenih
treh skupin. Atributi, zanimivi za primerjavo, so (Shewchuk, 1999):

e kakovost triangulacije,
e Stevilo mnogokotnikov na izhodu,

® moznost triangulacije mnogokotnika z luknjami.



Slika 1 prikazuje, kako razli¢no je mozno triangulirati enak mnogokotnik z
razlicnimi algoritmi:

e triangulacija na sliki Ta je generirana s Seidlovim algoritmom (Seidel,
1991), torej z vstavljanjem diagonal;

e slika 1b prikazuje omejeno Delaunajevo triangulacijo (de Floriani, 1992),
ki temelji na Delaunayevi triangulaciji;

e slika 1c prikazuje izbolj3an Rupertov Delaunayev algoritem (Ruppert,
1994), ki temelji na uporabi Steinerjevih tock.

OC|tn0Je da algorltml ki temeIJUo na uporab| Steinerjevih tock, zagotavljajo
najvecjo kakovost, saj imajo edini vgraJen mehanizem za zagotavljanje le-te,
vendar pa zato proizvedejo tudi vecje 3tevilo trikotnikov na izhodu. Algoritmi,
ki temeljijo na Delaunayevi triangulaciji tock, zagotavljajo najve¢jo mozno
kvaliteto triangulacije na oglis¢ih mnogokotnika (slika 1b). Med izgradnjo
triangulacije namre¢ upostevajo t. i. lastnost praznega kroga. Algoritmi, ki
temeljijo na vstavljanju diagonal, nimajo nobenega mehanizma za
zagotavljanje kakovosti, zato so lahko triangulacije med seboj zelo razli¢ne.
Algoritmi, ki temeljijo na Delaunayevi triangulaciji, in tisti, ki temeljijo na
vstavljanju diagonale, vedno ustvarijo n - 2 trikotnikov.

Algoritmi, ki temeljijo na Delaunayevi triangulaciji tock, praviloma
triangulirajo tudi mnogokotnike z luknjami. V bistvu triangulirajo tudi luknje,
iz katerih po koncu triangulacije odstranimo trikotnike. Vecina algoritmoyv, ki
temeljijo na vstavljanju diagonal, ne more triangulirati mnogokotnikov z
luknjami. Edina iziema je Seidelov algoritem. V osnovni izvedbi tudi ta
algoritem ni bil namenjen triangulaciji mnogokotnikov z luknjami, vendar se
je izkazalo, da razmeroma enostavna izboljSava ucinkovito resi ta problem.

3. ALGORITMI TRIANGULACIJE Z VSTAVLJANJEM DIAGONALE

Matematike so zanimali predvsem konstruktivni dokazi (algoritmi) obstoja
triangulacije za enostavne mnogokotnike. Zgodovina algoritmov za
triangulacijo se zacne leta 1911. Tega leta je Lennes objavil rekurzivni
»algoritem« z vstavljanjem diagonal med pare oglis¢ mnogokotnika P.
Algoritem je deloval v ¢asu O(n?). Od takrat so te vrste algoritmov prirejali in
jih objavljali v velikem $tevilu ¢lankov (Lennes, 1911).

Meisters je tako leta 1975 predlagal malo spremenjen induktiven dokaz za
triangulacijo. Predlagal je metodo, ki temelji na iskanju uhljev in rezanju teh
uhljev. Oglis¢e v; mnogokotnika P je glavno, ¢e nobeno drugo oglisce ne lezi
v notranjosti trikotnika V4, V;, Vi;; 0z. na diagonali ViyVi,;. Glavno oglisce v,
imenujemo uhelj, e diagonala V.Vi,; leZi povsem v notranjosti
mnogokotnika P. Pravimo, da sta uhlja v, in Vv, neprekrivajoca, ce velja:
notranjost [Vi, Vi, Vi.1] N notranjost [V,4, Vi, Vi,;] = 0. Kot je pokazal Meisters,
ima razen trlkotmka vsak enostaven mnogokotnik P najmanj dva
neprekrivajoca uhlja (Meisters, 1975). Neposredna implementacija tega nas
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vodi do Ze omenjene Casovne zahtevnosti O(1’). Vendar je bilo odkrito (leta
1990), da je mogoce s tehniko »obreZi in iS¢i« (»prune-and-search«) najti
uhelj v linearnem casu, kar je zmanjsalo celotno ¢asovno zahtevnost na O(?)
(Elgindy, 1993).

Prvi algoritem, ki je rusil mejo O(n?), je bil algoritem, ki so ga predlagali
Garey, Johnson, Preparata & Tarjan leta 1978. Njihov algoritem se je izvajal v
¢asu O(nlogn). Njihov pristop je zajemal dva koraka: v prvem koraku so delili
mnogokotnik v monotone mnogokotnike (O(nlog n)), v drugem koraku pa so
te monotone mnogokotnike triangulirali v linearnem ¢asu (O(n)) (Garey,
1978). Drugo metodo z enako ¢asovno zahtevnostjo je predlagal Fournier
leta 1984. Popolnoma drug pristop, ki je temeljil na postopku »deli in
vladaj«, je predstavil Chazell, prav tako z zgornjo mejo O(nlog n). Po zacetnih
neuspehih sta leta 1986 Tarjan in Van Wyk uspela predstaviti algoritem s
¢asovno zahtevnostjo O(n log log n), ki pa je vseboval zelo zapletene in
svojevrstne podatkovne strukture (Tarjan, 1988). Enostavnejsi algoritem z
enako casovno zahtevnostjo je kasneje predstavil tudi Kirkpatrick
(Kirkpatrick, 1990).

Naslednja pospesitev je bil doseg ¢asovne zahtevnosti O(nlog'n). (Zapis logn
predstavlja, kolikokrat mora biti log iteriran, da vrednost n zmanj$amo na 1
ali manj.) Algoritmi tega razreda niso bili samo hitrejsi, ampak tudi
preprostejsi. Prvi takSen algoritem Je bil naklju¢ni algoritem Clarksona.
Naklju¢ni algoritmi (v¢asih se imenujejo tudi »Las Vegas« algoritmi) VsebUJEJO
naklju¢ne spremenljivke za pospesitev. Algorltem z enako dasovno
zahtevnostJOJe predstawl tudi Kirkpatrick, ta je temeljil na mnogokotnikih z
ustrezno omejenimi celostevilénimi koordinatami (Toussaint, 1991). Se en
naklju¢ni algoritem je opisal Seidel (Seidel, 1991), in sicer nakljucni
inkrementalni algoritem, prav tako s ¢asovno zahtevnostjo O(nlog'n). Tako je
njegova zahtevnost skoraj linearna za veliko vecino enostavnih
mnogokotnikov. Ta algoritem najprej inkrementalno izra¢una trapezoidno
delitev mnogokotnika - najprej se izracuna naklju¢na permutacija robov,
nato pa se zaporedoma vstavljajo daljice. Seidel je pokazal, da je mogoce to
delitev opraviti v O(n log'n) Casu. Iz te delitve se nato v linearnem casu
izra¢unajo monotone mnogokotniske verige, ki jih je mogoce triangulirati v
linearnem ¢asu.

Hertel in Mehlhorn sta tako opisala algoritem, ki temelji na algoritmu
pregledovanja ravnine in tece tem hitreje, ¢im manj konkavnih oglis¢ ima.
Casovna zahtevnost algoritma je O(n + r log r), kjer je r Stevilo konkavnih
oglis¢ v mnogokotniku P. Prvi korak v tem prilagojenem algoritmu je
pridobitev informacije o obliki mnogokotnika. Na Zalost pa r ni relevantno
merilo oblikovne kompleksnosti mnogokotnika (Hertel, 1983). Chazelle in
Incerpi sta prav tako predstavila algoritem, katerega ¢asovna odvisnost je
odvisna od oblike. Vendar, za razliko od prej omenjenega algoritma, ¢asovna
zahtevnost bolj zvesto sledi oblikovni kompleksnosti mnogokotmka Opisala
sta algoritem, ki tece v ¢asu O(nlog 8), kjer je s < n. Stevilo s meri vijugavost
(»sinuosity«) mnogokotnika oz. kolikokrat se meja mnogokotnika menjava



med zakljucenima spiralama nasprotne orientacije. Za razliko od r ima sto
prednost, da je v prakti¢nih primerih zelo majhen oz. celo konstanten
(Chazelle, 1984).

Toussaint je predlagal algoritem, ki ima ¢asovno zahtevnost O(n(1+ty));
t, < n (Toussaint, 1991). Vrednost t, meri kompleksnost triangulacije, ki jo
poda sam algoritem. Bolj natancno je t, Stevilo trikotnikov v triangulaciji
(izhod algoritma), ki si ne deli nobenega robu z vhodnim mnogokotnikom in
je tako povezan s samo obliko mnogokotnika. Ceprav je ¢asovna zahtevnost
v najslabsem primeru O(1?), tece za kar nekaj razredov mnogokotnikov v
linearnem casu. Prakti¢ne prednosti algoritma so te, da je izredno preprost,
ne zahteva urejevanja oz. uravnotezene drevesne strukture.

Omenimo $e algoritem, ki temelji na Grahamovem pregledu (Kong, 1990).
Grahamov pregled je osnovna tehnika vracanja v racunalniski geometriji,
prvotno uporabljena za izracun konveksne lupine mnozice tock v ravnini. V
Kongovem besedilu je prikazana uporaba Grahamovega pregleda za
triangulacijo enostavnih mnogokotnikov v O(kn), kjer je k - 1 Stevilo
konkavnih og||sc v P. CepraVJe v najslabsem primeru zahtevnost algoritma
O(n?) med najenostavnejSimi za implementacijo (Kong, 1990).

Leta 1990 je Bernard Chazelle kon¢no pokazal, da je enostaven mnogokotnik
mogoce triangulirati v O(n) ¢asu. To odkritje je bilo pomemben teoreti¢ni
dosezek. Osnova je deterministi¢ni algoritem, ki temelji na t.i. vidni mapi
(»visibility map«), ki je posplositev trapezoidne delitve (skozi vsako oglisce
mnogokotnika se nariSejo vodoravne tetive v obe smeri). Kot razlaga
Chazelle, njegov algoritem posnema urejanje z zlivanjem (»merge sort«),
splosno tehniko pri urejanju z »deli in vladaj«. Algoritem pa ima veliko
slabost v tem, da je v celotnem postopku ogromno detajlov in ga je zato zelo
tezko skonstruirati (Chazelle, 1991). Dolgoro¢ni problem triangulacije
(namrec triangulacije enostavnega mnogokotnika v linearnem ¢asu) je tako
teoreticno dokonéno reden, vendar je 3e vedno odprto vprasanje
enostavnega, hitrega in prakti¢nega algoritma za triangulacijo na osnovi
omenjenega postopka.

Tabela 1 prikazuje pregled vseh omenjenih algoritmov ter njihove ¢asovne
zahtevnosti. |zhajali smo iz O’Rourkove tabele (O’Rourke, 1994), vendar
smo jo dopolnili z dodatnimi algoritmi.
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Tabela 1: Razvoj
triangulacijskih
algoritmov z
vstavljanjem diagonale
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Cas. zahtevnost Avtor Leto

o(n?) Lennes 1911
o(n’) Meisters 1975
o(n?) ElGindy, Everrett, Toussaint 1990
O(nlog n) Garey, Johnson, Preparata, Tarjan 1978
O(nlog n) Chazelle 1982
O(n+rlogr) Hertel & Mehlhorn 1983
O(nlog s) Chazelle & Incerpi 1983
O(n(1+ty)) Toussaint 1988
O(kn) Kong, Everett, Toussaint 1990
O(nlog log n) Tarjan, Van Wyk 1987
O(nlog log n) Kirkpatrick 1990
O(nlogn) Clarkson, Tarjan, Van Wyk 1989
O(nlogn) Kirkpatrick, Klawe, Tarjan 1990
O(nlogn) Seidel 1990
O(n) Chazelle 1990

4. ALGORITMI TRIANGULACIJE Z UPORABO DELAUNAYEVE
TRIANGULACIJE TOCK

Problem izra¢una Delaunayeve triangulacije mnozice tock v ravnini je dobro
znan problem v racunalniski geometriji. Delaunayevo triangulacijo mnozice
tock so kasneje razsirili tako, da so dopuscali, da vhodna mnozica vsebuje
tudi daljice (v naSem primeru so to daljice stranice mnogokotnika). V
racunalniski geometriji je ta problem znan kot problem omejene
(»constrained«) triangulacije, rezultat te triangulacije pa imenujemo
omejena Delaunayeva triangulacija (CDT).

Algoritme za CDT lahko razdelimo v dve skupini: algoritme, kjer lahko
vhodna mnoZica vsebuje samo daljice, ki tvorijo enostaven mnogokotnik, in
algoritme za splosne vhode oz. splosne ravninske grafe (daljice + tocke).
Razlika med obema skupinama je v tem, da prvi Ze med izvajanjem
upostevajo, da triangulirajo enostaven mnogokotnik in zato s pridom
izkoris¢ajo to informacijo, medtem ko drugi ne upoltevajo omenjene
informacije. V nadaljevanju podajamo glavne predstavnike prve skupine
algoritmov.

Lewis in Robinson opisujeta algoritem s ¢asovno zahtevnostjo O(?) , ki
temelji na pristopu »deli in vladaj«. Mejo mnogokotnika rekurzivno delita v
mnogokotnike skoraj enake velikosti, ki jih posebej triangulirata. Tako
nastalo triangulacijo potem »optimizirata«, da dobita Delaunayevo
triangulacijo (Shewchuk, 1999).

Drugi taksen rekurzivni algoritem, ki pa temelji na vidnosti tock, je podala de
Floriani. Algoritem izracuna vidni graf oglis¢ mnogokotnika P v O(?) in
standardni Voronoijev diagram Qv ¢asu O(nlog n). Delaunayeva triangulacija



se zgradi z zdruzitvijo vsake tocke p mnogokotnika p z vsemi tockami, ki so
vidne tako iz P kot tudi iz Voronoijevih sosedov tocke p. Skupna ¢asovna
zahtevnost algoritma je O(1?) (Shewchuk, 1999).

Algoritem ¢asovne zahtevnosti O(n log n) sta opisala Lee in Lin. Temelji na
Chazellovem teoremu odstranjevanja mnogokotnika. Chazelle je pokazal, da
lahko v enostavnem mnogokotniku P z n oglis¢i najdemo dve oglis¢i Ain Bv
linearnem casu tako, da daljica AB cela lezi v notranjosti mnogokotnika P.
Prav tako je dokazal, da mnogokotnika, ki sta nastala z delitvijo
mnogokotnika P z daljico AB, vsebujeta najmanj n/3 oglis¢. Algoritem Leea in
Lina razdeli dani mnogokotnik P v dva podmnogokotnika P, in P, in nato
rekurzivno izracuna omejeno Delaunayevo triangulacijo T, in T, teh dveh
podmnogokotnikov. Celotno triangulacijo T mnogokotnika P dobimo z
zlivanjem Ty in T, (Shewchuk, 1999).

Mnogo vec je algoritmov iz druge skupine, kjer se ne uposteva informacije o
mnogokotniku med triangulacijo. Ti algoritmi niso tako zanimivi za
triangulacijo mnogokotnikov, zato omenimo samo najosnovnej3e: Lee in Lin
predlagata podoben algorltem za CDT, kot je opisani algoritem za enostavne
mnogokotnike in tece v casu O(n?) (Shewchuk, 1999). Chew je predlagal
algoritem, ki temelji na pristopu »deli in vladaj« in tece v ¢asu
O(nlog n)(Chew, 1987). Algoritem, ki temelji na predhodni obdelavi daljic in
pretvorbi problema CDT v osnovno Delaunayevo triangulacijo, je podal
Boissonnat (Boissonnat, 1988). Od vseh omenjenih algoritmov se razlikuje
algoritem, ki ga predlagata Floriani in Puppo (Floriani, 1992) in za razliko od
ostalih resuje problem CDT z vzdrZevanjem zaCetne CDT z zaporednim
vstavljanjem tock nin daljic |.

V tabeli 2 so prikazani vsi omenjeni algoritmi, ki izvirajo iz osnovne
Delaunayeve triangulacije tock. Vhod doloca, ali gre za triangulacijo
mnogokotnika ali pa algoritem lahko triangulira tudi splosen ravninski graf.

Casovna zahtevnost Avtor Leto Vhod
o(n?) Lewis, Robinson 1979 Enostaven mnogokotnik
O(nlog n) Florianis 1985  Enostaven mnogokotnik
O(nlog n) Lee, Lin 1980  Enostaven mnogokotnik
o(n?) Lee, Lin 1980 Splogen
O(nlog n) Chew 1987 Splosen
O(nlog n) Boissonnat 1988 Splogen
ol m Floriani, Puppo 1992 Splosen

5. ALGORITMI TRIANGULACIJE Z UPORABO STEINERJEVIH TOCK

Posebno poglavje predstavljajo tudi algoritmi, ki poleg same triangulacije
poljubnih ravninskih grafov zagotavljajo tudi ustrezno kakovost le-te. Se
pravi, da dopusdajo nastavitev najmanjsega moZnega notranjega kota v

Tabela 2: Algoritmi
omejene Delaunayeve
triangulacije za
enostavne
mnogokotnike
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izhodni triangulaciji. To lahko dosezemo samo, c¢e dovolimo uporabo
Steinerjevih tock. V tem primeru je seveda Stevilo izhodnih trikotnikov vnaprej
neznano. Zato pomen kakovosti dobi v tem primeru Se dodaten parameter,
in sicer je poleg oblike (¢im vedji notranji kot oz. ¢im bolj enakostrani¢ni
trikotniki) trikotnikov potrebno zagotoviti ¢im bolj optimalno $tevilo
trikotnikov v triangulaciji. Rezultat triangulacije pogosto imenujemo tudi
mreZa.

Ena izmed tak$nih tehnik kvalitetne triangulacije tock in daljic je tudi t. i.
izboljsana Delaunayeva triangulacija (»Delaunay refinement«). Tako se
imenuje, ker ohranja osnovno triangulacijo ob tem, da se dodajo nekateri
kriteriji za zaporedno dolocanje in dodajanje novih tock (Chew, 1989). Chew
je predstavil taken algoritem, ki triangulira dani mnogokotnik v mrezo, v
kateri so vsi koti med 30° in 120°. Algoritem poda enoli¢no (»uniform«)
mrezo, kar pomeni, da so vsi trikotniki v grobem enake velikosti. Ta mreza je
optimalna glede na velikost vseh enoli¢nih mrez. Vendar pa obstajajo primeri,
ko mreza vsebuje veliko ve¢ trikotnikov kot je potrebno.

Drugi takSen algoritem je podal Ruppert (Ruppert, 1994). Zacetno
triangulacijo predstavlja kar osnovna Delaunayeva trlangulaC|Ja tock V
(zacetna mnoZica vsebuje vsa krajis¢a daljic in morebitne samostojne tocke).
V nadaljevanju se nato dodajajo tocke k zacetni triangulaciji iz dveh razlogov:
da izbolj$amo obliko trikotnika in da zagotovimo, da so vse daljice z vhoda
prisotne tudi v Delaunayevi triangulaciji. Tocke, ki jih dodajamo, so sredis¢a
daljic in sredis¢a ocrtanih krogov trikotnikov. Algoritem triangulira splosen
ravninski graf tako, da imajo vsi trikotniki notranje kote med o in T - 20
Parameter a lahko izberemo med 0° in 20°. Velikost trikotnikov je razli¢na.
Stevilo trikotnikov na izhodu je optimalno v okviru konstantnega faktorja, ki
je odvisen od izbranega kota a.

Obstajajo 3e drugi algoritmi, ki pa so bolj zapleteni in ne temeljijo na
Delaunayevi triangulaciji tock. Baker (Baker, 1988) je podal algoritem, ki
triangulira notranjost enostavnega mnogokotnika s trikotniki, katerih
notranji koti so med 13° in 90°. Vendar je lahko Stevilo tako tvorjenih
trikotnikov zelo veliko. Bern, Eppstein in Gilbert (Bern, 1992) so izboljsali to
lastnost tako, da so dolocili novo zgornjo mejo za Stevilo tvorjenih
mnogokotnikov. Njihova triangulacija tece v O(n log n + K) casu, kjer je n
Stevilo stranic in k Stevilo trikotnikov. Bern, Dobkin in Eppstein (Dobkin,
1995) so pokazali, kako je mogoce triangulirati mnogokotnik z zagotovljeno
kakovostjo. Zagotavljajo, da z uporabo O(n log n) trikotnikov lahko
triangulirajo enostaven mnogokotnik s temi trikotniki tako, da najvecji kot ne
bo vecji od 150°. Tak$no triangulacijo je mozno doseci v ¢asu O(n log n).



Casovna zahtevnost Avtor Leto Vhod

O(nlogn + k) Bern, Eppstein 1991 Splosen
O(nlog n) Bern, Dobkin 1995 Enostaven mnogokotnik
O(nlog n) Bern, Mitchell 1995 Enostaven mnogokotnik
o(M) Chew 1989  Enostaven mnogokotnik

oM Ruppert 1994 Splogen

Se en algoritem so predstavili Bern, Mitchell in Ruppert (Bern, 1995). Njihov
algoritem triangulira mnogokotnik z n oglis¢i (tudi mnogokotmkz luknjami),
tako da noben trikotnik v konéni triangulaciji ne meri ve¢ kot T/2. Stevilo
trikotnikov v takdni triangulaciji je samo O(n). Algoritem tece v O(n log? n)
¢asu. Osnovna nova tehnika, uporabljena v algoritmu, je t.i. rekurzivno
deljenje diskov. Tabela 3 (parameter M pomeni Stevilo trikotnikov na izhodu
triangulacije) prikazuje algoritme, opisane v tem poglavju.

6. ZAKLJUCEK

Triangulacija enostavnih mnogokotnikov je pogosta naloga v racunalniski
geometriji in njenih aplikacijah: v geografskih informacijskih sistemih in
generaciji mreZ za metodo kon¢nih elementov. Algoritme lahko razvrstimo v
tri glavne skupine: algoritme z vstavljanjem diagonale, algoritme omejene
Delaunajeve triangulacije in algoritme, ki temeljijo na Steinerjevih tockah. Iz
vsake skupine algoritmov smo nasteli najznacilnejse algoritme. Opisali smo
najznacilnejSe karakteristike vsake skupine algoritmov: 3tevilo trikotnikov na
izhodu, kvaliteto triangulacije in moznost triangulacije trikotnikov z luknjami.

Razvoj algoritmov triangulacije je Se vedno zanimivo podrocje raziskovanja.
Velik izziv predstavlja Chazellov algorltem ki temelji na vstavIJanJu diagonal.
Ceprav je bil teoreti¢no izdelan Ze leta 1991, vse do zdaj $e ni na voljo
enostavne in ucinkovite implementacije. Nove algorltme lahko pri¢akujemo
na podrocju omejene Delaunayeve triangulacije in triangulacije z uporabo
Steinerjevih tock. Tudi sami razvijamo algoritem, ki bo ucinkovito trianguliral
mnogokotnike z velikim Stevilom oglis¢ in visoko stopnjo vijugavosti.
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