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MATEMATIKA

KROG IN KOCKA

1 Predmet naSega razmiiljanja sta na]agi;
A) Kako dolgo okroglo palico debeline 4 lahko 3e spravimo v kocko z robom a?

B) Koliksna je plo3¢ina najvecjega kvadrata (kroga, Sestkotnika, romba), ki
se da vértati v dano kocko z robom a?

:2 Pri tovrstnih vpradanjih rabimo Pitagorov izrek in njegove posledice.
Ponovimo: Ze je trikotnik 48c ob oglis¢u B pravokoten, je ZE- + 50° = CA°.
Oznatimo 4B = x, BC = y, CA = d, pa imamo =~ + y* = 4°.

Posledice. Diagonala 4 kvadrata s stranico g je d = v2a. V enakostraniénem
trikotniku s stranico a« je vidina v = JZ a, polmer ofrtanega kroga r, =

v; a, polmer vértanega kroga r, = r /2, plodtina p = f: a>.

Postavimo skozi oglisce ¢ na ravnino tri
kotnika ABC pravokotnico TD = z. Potem
jex:+ya+zz=ﬁz

Posledice. Telesna diagonala d kvadra z
robovi a, b. e ustreza enakosti a° + b +
+¢® = d* (Slika 1).

Telesna diagonala kocke z robom a pa je
Slika 1 d = V3a.

:3 Zdaj se lotimo naloge A) pri pogoju, da je palica tanka! Palico debeli-
ne d spravimo v kocko v smeri telesne diagonale, saj domnevamo, da je lahko
v tem primeru dolZina % palice najdalj3a! Iz slike 2 preberemo zveze:

—éu d = J: a”, oziroma a” = V3d; a” s V2a, r] = J: a’, a’ = V28" in
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r; =d, 8" = V3d/V2 = V6d/2; konéno v"* = 7% - p;* = 2d°/4, v" = V2d/2. 0d
tod dobimo za dolZino » palice h = V3a - 2v7, ali & = V3a - V2d. To velja
pri pogoju, da je a” < V2a, torej V3d = V2a, ali d s '[: a = 0,817a.

4 piskusija. Pri a” = V2a dobimo, da je - d = 2 v2a =2 aind-=

= "j a. Torej je h = V3a - V2 ";: a= —‘—/—:— a. V tem primeru je dolZina h

enaka tretjini telesne diagonale kocke.

h=V3.a-2.v'

Slika 2

4-1 Poglejmo, koliksna je lahko debelina palice, ¢e je najvefja dolZina i v
mejah a £ 2 £ V3a in smo palico spravili v kocko "diagonalno". Imamo a =
< V3a - v2d < V3a, oziroma 0 £ v2d £ (V3 - 1)a. Sledi
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Debelina 4 je v teh primerih v mejah med O in V2av3/3 = v6a/3 = 0,817a.

‘1.:! Lotimo se moZnosti v3a/3 < h < a. Potem je zaradi omejitve d = V6a/3 in
zaradi v2d = V3a - h, d = —gfsgz-fL-debe1ina d v mejah -fﬁvg—l— a<d<

< —%?—a, ali 0,518a < d < 0,817a. V teh primerih lahko spravimo palico kar
"naravnost" (to pomeni pravokotno na stransko ploskev kocke) v kocko!

55 Pa denimo, da je zdaj debelina d palice vetja od V: a. Kako dologimo
najveéjo dolZino k v teh primerih? Prouimo moZnost, da je palica "vloZena"
v smeri telesne diagonale (tako, da je sredi3énica palice v telesni diagona

11; sredidénica je daljica, ki veZe sredii¢i mejnih krogov palice)!

Oznatimo v kocki ABCDEFGH njeno sredi3€e 5 in poglejmo ravninski presek sko
zi 5, vzporedno z ravninama trikotnikov BED in ¢FH (slika 3). Opazimo, da
je ta presek 3estkotnik z ogli3&i 4,, 4,., A,, 4, Ag, A,. Ta Sestkotnik ima
vse stranice enake v2a/2, to pa je polovica diagonale kvadrata najveijega

Slika 3 Slika 4 s



kvadrata na povriju kocke. Tudi vse diagonale tega Sestkotnika so si med se
boj enake, namre¢ po Pitagori dobimo za vsako izraz v2a. Sledi, da je ta

Sestkotnik pravilen! Polmer vértanega kroga je v tem 3estkotniku zato enak
V6a/4, premer pa je potem v6a/2 = 1,2254. Torej je mogoca vedja debelina 4
palice od vrednosti v6a/3 £ 0,817a, namreé vrednost 6a/2 = 1,2254. Kolik-
$na pa je v tem primeru najveéja dolZina 4? Premislimo: €e ravnino Sestkot-
nika A,4,4,4, 4.4 malo vzporedno premaknemo v lego A A A 4,4 4., se vidi,

da se diagonale Sestkotnika po dolZinah prav ni¢ ne spremene, vse so %e ved
no enake Y2z, spremenijo se pa dolZine stranic 3estkotnika, saj oitno ve-

1ja npr. AJA7 <A A, AA, < AJAS . 0d tod z nazornostjo lahko domnevamo,

da ima med vsemi ravninskimi preseki z ravninami, ki so vzporedne trikotni-
kovima ravninama BED, CF# in leZe med njima, najveéjo plos¢ino ravno vérta-
ni krog v Sestkotniku 4.4,4.4,4.4,.

te je debelina d v mejah fx_; acd< —‘/:— a, ali pribliino v mejah 0,817a<
<d < 1,225a, je dolZina najdaljse "diagonalne" nalice v mejah 0 < & <

<Y o, a1i 0 <h <0,577e.

Vaja. Dani debelini d dolo€ite pri zgornji omejitvi ustrezno najdaljso dol-
3ino h!

6 Ogledali si bomo %e nekaj vértanih krogov kocke.

Poglejmo na sliki 4 v kgcki ABCDEFGH Stirikotnik PQRS". pri emer so tocke
P, @, R, S° po vrsti na robovih 4B, FG, GH, DA, tako da je PB = QF = RH =
= 57D = a/4.

Po Pitagori dobimo, da je potem 5P = 3vV2a/4, PQ = 3v2a/4. Nadalje je PR =
= 3a/2 in tudi 57 = 3a/2. 0d tod sledi, da je §tirikotnik PQRS° kvadrat s
plod&ino p(PQRS”) = —¢— a* = 1,125a%, kar pomeni, da se da v kocko vErtati
veéji kvadrat, kot je osnovna ploskev kocke!

6-1 Plos¢ina kroga, ki je vértan v ta kvadrat, je enaka
v(3v2a/8)* = —3- ma® = 0,884a"
PlosCina v Sestkotnik 4 4_A A A _A_ vértanega kroga pa je enaka

12 3 456

T(V6a/a)? = 3 a® = 1,1782%
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torej znatno vecja kot prejinja!

Se vedno pa je odprto vprasanje, ali se da v kocko vértati Se veCji kvadrat,
kot smo nasli v 6 , in ali se da v kocko vértati 3e ve¢ji krog, kot smo ga
nasli v omenjenem Sestkotniku.

6.2 Videli bomo, da se da v kocko vértati romb, ki ima vecjo ploifino, kot
jo ima kvadrat iz 6 :

Oglejmo si namreC tale ravninski presek,
ki poteka skozi telesno diagonalo DF koc
ke ABCDEFGH in sece robova AE, GH v sre-
diséih v, v: (prim. sliko 5). Zaradi
skladnosti pravokotnih trikotnikov 14D,
VGH, VED, UBF sklepamo, da je UD = WF =
= [F = 7D. Po Pitagori je 7D° = (a/2)* +
+ a® = 5a*/4, torej VD = V5a/2. To pome-
ni, da je Stirikotnik UFVD romb, njegovi
diagonali sta DF, UV. Ker je DF = V3a in
UV = V2a, je ploiEina tega romba enaka
_;. oF .0V = -;— V3a.V2a = —% 7 o=l VR L o
to je pa res malo vecje od plo3éine kva-
drata PQRS°, saj je ta enaka 1,125a>,
Slika 5 kot smo dognali zgoraj.

Vértajmo rombu UFVD krog! Njegov premer je enak viSini romba; to pa doloci-
mo kot koliénik med plo3€ino in stranico. Ra&un da V30Da/5. Potemtakem je
ploicina v romb virtanega kroga enaka v(v30a/10)* = 37a®/10. Ker je 9/32
manjse od 3/10, je ta drugi krog ve€ji od kroga, ki smo ga konstruirali v
6.1 . Toda je manjSi od kroga, ki je vértan v Sestkotnik A A A A AA_, saj
je 3/10 manjse od 3/8.

63 V prejinjih odstavkih smo v 5 in v 6 opazili tudi dva Sestkotnika, ki
sta vértana v kocko:
- v 5 je Sestkotnik 4 4 A4 AA_ pravilen,
- v 6 pa oznafimo presek med ravnino kvadrata P2RS” in robom 5F z W, prese
€ii¢e med tem kvadratom in robom D pa z Z; tako dobimo tudi Sestkotnik

PWQEZS™ (ta seveda ni pravilen).



Kateri od njiju ima veZjo plo3¢ino? Plos€ina prvega je enaka 3V3a%/4 =

* 1,299a*. Ploi&ino Zestkotnika PWQRZS” pa dobimo tako, da plo3gini kvadra-
ta PQRS” pristejemo plod&ini trikotnikov PW@ in 8°RZ. Najprej dobimo W2 =
(a/4)? + (a/2)? = 5a*/16, potem vidino v iz W na stranico P@, v* = PW* -
(P4/2)? = 2a%/64, v = V2a/8. Konéno dobimo za plo3&ino p(PWQRZS") = P~ +
+ PQ.v = 21a%/16 = 1,3125a°. Torej je Sestkotnik PWQRZS " nloi&inkso veéji
od pravilnega 3estkotnika 4,4 4.4 A A , medtem ko je vertani krog v prvem
primeru manjsi kot v drugem primeru!

Povzetek. Nalog A), B) smo se lotili s kar se da preprostimi matematicnimi
pripomocki. Re$ili smo ju pa delno. Dodajmo tema nalogama Se:

C) Kolik3en je v dani kocki ravninski prerez z najvecjo ploiéino?

Morda bodo zgornje vrstice spodbuda, da se boste lotili teh problemov.

Opomba. Analogne probleme lTahko postavimo pri drugih geometrijskih telesih
(pri kvadru, pravilnem €etvercu, pri pravilnih poliedrih ali pa pri okro-
q1ih geometrijskih telesih). Zanimiva bi bila tudi racunalniska obravnava
problema C).

7 S poznavanjem osnovnih geometrijskih zakonitosti iz srednje3olskega te-
taja se da pokazati, da je drugi od krogov v 6.1 v kocki z robom g najvec-
ji (taki krogi so pa 3tirje). Eden od dokazov je opisan v dvanajstem zvezku
zbirke matematicnega kroZka Univerze v Moskvi: Sklarskif, Cencov, Jaglom:
Geometrideskie neravenstva 1 zadadi na maksimum i minimum, atr. 77-80. To
delo je tudi v angleskem prevodu. Dokaz pa teCe tako: Majprej pokaZemo, da
prihajajo v poStev za "maksimalne" kroge le krogi s sredi3em 5 (srediie
kocke); potem konstruiramo oblo s srediiéem 5 in polmerom r = V6a/4; ta iz-
sefe iz Sestih mejnih kvadratov kocke Sest kroZnic; Ze poveiemo sredisce 5
s tockami teh kroZnic, dobimo Sest plasfev stoZcev: potem pokazemo, &a bi
morala imeti ravnina kroga k(5,R), ki ima polmer R vedji od r, s temi Zesti
mi plaséi samo skupno totko 5 (z vsemi!); konéno pokaZemo, da taka ravnina
ni mogoca!

Ivan Pucelj
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