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1 Integral

x
1. Pod katerim kotom seka graf funkcije F'(x) = [ v/2%? + 1dt abscisno os? Zapisi
1

enacbo tangente na graf funkcije v tej tocki!

Resitev: Najprej pois¢imo nicle funkcije F(z). Ker je funkcija f(t) = V22 + 1 povsod
pozitivna, vrednost funkcije F(z) za = > 1 predstavlja plog¢ino lika, ki ga graf funkcije
f(t) oklepa z abscisno osjo na intervalu [1,z]. To pomeni, da je F(x) pozitivna za x > 1.
Pri z < 1 pa vrednost funkcije F'(z) predstavljala negativno predznaceno plos¢ino lika, ki
ga graf funkcije f(t) oklepa z abscisno osjo na intervalu [z, 1]. Torej bo za x < 1 vrednost
F(x) vedno negativna.

1
Ker je F(1) = [ V2?4 1dt = 0, je to (o¢itno) edina nicelna vrednost funkcije F(x).
1

Kot pod katerim graf funkcije seka abscisno os je enak kotu, pod katerim seka abscisno os
tangenta na graf funkcije v preseCis¢u. Smerni koeficient tangente je enak tangensu kota,
ki ga tangenta oklepa z abscisno osjo. Smerni koeficient tangente na graf funkcije F(x) v
tocki © =1 je kp = F'(1). Po Newton-Leibnitzevem izreku je

F'(z) = f(z) = v2%22 + 1
in zato kr = v/21-12 4+ 1 = /3. Kot pod katerim seka graf funkcije F(x) abscisno os je
torej ¢ = arctg v/3 = g
O enachi tangente na graf funkcije F(x) v tocki = 1 vemo le to, da ima obliko y = v/3z4-n.
Tangenta se grafa funkcije dotika v tocki T'(1,0), zato morajo koordinate to¢ke T' ustrezati
enachi tangente. Tako dobimo 0 = v/3-1 + n oziroma n = —/3. Enacba iskane tangente

jey =3z —V3aliy=+3(x—1).

™

3
2. Izracunaj [ sinzdz in izracunaj ploscino lika, ki ga oklepata graf funkcije

3
f(z) = sinz in os x na intervalu [-3, 5].

Resitev: Ker je primitivna funkcija funkcije sin o funkcija — cos x, je doloceni integral enak:

7, = — COo8 (E> + cos (—i) —1
-5 2 3/ 2

Ker je funkcija sinz na intervalu [—%,O) negativna, zgoraj dobljena vrednost ni enaka

ploscini lika, ki ga graf funkcije sin x oklepa z osjo x na intervalu [-%, §].

sinx dx = [— cosx]

\wh\

w|y
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y =sinx

rowlx

w(|y
INEN

1z lihosti funkcije sinx lahko sklepamo, da sta lika, ki ju oklepata graf funkcije sinz in

abscisna os na intervalih [0, %} in [—%,O] skladna in imata zato enako plosc¢ino. To pa
0 7\'

pomeni, da je vrednost integrala f sin z dx nasprotna vrednosti integrala f sinz dx. Za-

piSimo zgornji integral malo drugace

sinzdx = [ sinxdzx.

w\ﬂ\m‘:‘

Ker je funkcija sin x na intervalu [%, %] pozitivna, je torej plos¢ina lika, ki ga oklepata graf

(VB

funkcije sinx in abscisna os na intervalu [% g] enaka dolofenemu integralu [ sinz dz in je
3
zato enaka %
Iskana ploscina lika, ki ga oklepata graf funkcije sinz in abscisna os na intervalu [—%, g]
se izracuna
Pli-z.3) = 2Plp.3) + Pl 3)-

Izrazimo plo§¢ino iskanega lika s pomocjo dolo¢enih integralov in jo izra¢unajmo.

xom = 51nxd:n+ smxdx—Q[fcos:p]%Jrl:2(fcos< )+c050)+1:
755 0 "2 3 2
0 T
3
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3. Integriraj.

(a)

O =3

(222 + cosz + z + 1) dz ftg x dx

M:\

(b)

H%l\'}

2(5y/7 +273) da (&) [3e" d
0

™
f 3$4;?ff+1dm () [ V1+sin2zdx
0

Resitev:

(a) Prvega primera se lotimo pocasi in zapisimo vse korake.
Najprej bomo uporabili pravilo vsote (integral vsote je vsota integralov), potem bomo
pisali skalarje pred integral, Sele nato bomo poiskali primitivne funkcije in uporabili
posledico Newton-Leibnitzevega izreka, da bomo dokon¢no izrac¢unali vrednost dolo-
Cenega integrala.

m m ™ ™ m

/(2m2+cosm+x+1)dx—/2m2d:c+/cosxda:+/xd:c+/lda;—
0 0 0 0 0
s ™ ™ ™
:2/x2d:v+/cos:vdx+/a:d:v+/da::
0 0 0 0
3337r ™ x271' ™
=2—| +sinz| +—| +z| =
3 lo 0 2 lo 0
3 03 2 02
:2<7;—3>+(sin7r—sin0)+<7;—2>+(7r—0):
27r +7T2+
3 2 "

Zadnjih treh integralov se lahko lotimo tudi grafi¢no.

wola
3

X

Y = Ccosx

Ce skiciramo graf funkcije y = cosx na intervalu [0, 7], vidimo, da sta lika, ki ga okle-
pata graf funkcije y = cosx in abscisna os na intervalih [O, %] ter [%, 77] ploséinsko
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()

™

s 2 s
enaka, zato je vrednost integrala [ cosxzdz = [ coszdz + [ cosz dz enaka 0.
0 0 z
Y y=u

X

™

Graf funkcije y = x je simetrala lihih kvadrantov. Ker je na intervalu [0, 7] ta funkcija
s

pozitivna, je vrednost integrala [ x dz enaka plos¢ini lika, ki ga oklepata graf funkcije

0
y = x in abscisna os na intervalu [0, 7]. Ta lik je pravokotni trikotnik oziroma polovica
kvadrata z osnovnico dolzine 7. Njegova plos¢ina je polovica plo§¢ine kvadrata, kar
2
pa znafa -

Graf funkcije y = 1 je premica, vzporedna abscisni osi, ki seka y os pri 1. Ker je na
s

intervalu [0, 7] ta funkcija pozitivna, je vrednost integrala [ 1dx enaka plo§€ini lika, ki
0
ga oklepata graf funkcije y = 1 in abscisna os na intervalu [0, w]. Ta lik je pravokotnik

z osnovnico dolzine 7 in visino 1. Njegova plos¢ina je enaka dolZini osnovnice, torej
.

Ker pri integriranju ne poznamo pravila produkta kot pri odvajanju, se poskusimo
produkta znebiti, ¢e se to le da. Poudarimo e dejstvo, da funkcija ™3 sicer ni
definirana povsod, ampak na intervalu [1, 2] pa je, zato v tem primeru (8e) ne govorimo
o izlimitiranem integralu.

2 2 2
3 212 .73_1 2
a:(5\/5+x_3) dr = (5$\/5+x_2)d:c = [ (bx2 —l—x_2) dx = B~ —| =
/ / / rh =t
:2(2%—1%)—(%—1):2(\/2?—1)+%:2(4\/§—1)+%:8f—;

Tudi kvocientnega pravila za integriranje ne poznamo, zato bomo ulomke preobliko-
vali. Pri racionalni funkciji lahko polinome preprosto zdelimo. Tokrat bomo deljenje
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polinomov izpeljali elegantneje: ulomek znotraj integrala bomo zapisali v vsoto dveh

a+b Q+Q

ulomkov po pravilu ct e

dr =

1
/3x4+3x2+1

3zt + 322 1
z2+1 + de =

x2+1 z2+1
0

2(..2 1
33:%1/%17_'_ s
el 2+ 1

1 31 1
2 —_— pr— —_—
<3x + :c2+1> dx 33 ‘O—i-arctg :1:‘0

0
l—i—arctgl—arctg()—l—i—z
(d) Za razliko od odvajanja, pri integraciji nimamo niti pravila kompozituma, zato mo-
ramo funkcijo znotraj integrala preoblikovati do funkcije, katere integral ze poznamo
Pri tem bomo uporabili definicijo funkcije tangens tg z = ig;‘; in zvezo sin®x +
cos? x = 1. Opozorimo $e na dejstvo, da funkcija f(z) = tg x sicer ni povsod defini-

rana, je pa definirana na intervalu [—%, 0].

(e) Tudi naslednjo funkcijo preoblikujemo do funkcije, katere primitivno funkcijo lahko
najdemo v tabeli nedolo¢enih integralov.

L x
/ gt 0/ - 15(6:),)6)

(f) Uporabimo zvezi sin?x + cos?z = 1 in sin2z = 2sinx cosz ter definicijo absolutne
vrednosti Va? = |a|, da preoblikujemo funkcijo znotraj integrala.

1_ 3e—1
1+In3

/\/1+sin2zdaz:/\/sin2x+cosz:p+2sinxcosxd:c:
0 0
:/\/(sinm—{—cosm)Qdaz:/sinx—i—cosx\ dx
0 0
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Da bi lahko izrac¢unali doloceni integral se moramo znebiti absolutne vrednosti. Funk-
cija sinx + cosx je zvezna funkcija z niclo vz = ?jf (saj je sin 4 = \f = —cos 3:)
Pozitivna je na intervalu [O, %”), zato tukaj velja [sinz + cos x| = sinx + cosx. Nega-
tivna pana (2%, 7| in zato je [sinz + cos z| = — (sinz + cos ). Razdelimo nas integral
na dva integrala, opustimo absolutni vrednosti ter vrednost integrala poracunamo.

37r

/sm:z:—i—cosx dx—/sm:z:—i—cosx dx—}—/smx—i—cosx\ dx =

4

3T
4
:/(sinx—i-cosx) da:—/(sinx—i—cosx) dx
0 3m
4
37

v
. 4 .
:(—cos:ersmq:) 7(—cosx+smx>3 =
0 ST
4

3 3
= —cos—ﬂ+sin—7r—|—0050—sin()

4 4
. 3m . 3

—(—COS7T+SIH7T+COSZ—SID1) =
\2f+\f+1_1+\[+\2[ 2v/2
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4. Z uvedbo nove spremenljivke izra¢unaj doloceni integral.

tg xdx

—
Qo
S—
o
aQ
[9%)
8
IS8
8
—
=
S’
O — iy

2
c) [ e?'22=2(3 _ 1) dg
1

€ 10
(e) {de 1frz1)‘”;§xdg: (Nasvet: t =1 — x.)

Resitev: Ker funkcije iz integralov v dani nalogi niso nujno tabelarne (njihove primitivne
funkcije ne najdemo v tabeli nedolo¢enih integralov), jih je potrebno preoblikovati. To
bomo naredili s pomod&jo uvedbe nove spremenljivke. Pri tem uporabimo naslednji
izrek.

Izrek: Naj bo f(x) zvezna na [a, b], funkcija z(t) zvezno odvedljiva na [«, 8] in z([a, 8]) C
[a,b]. Potem velja

(a) Za prvi primer bomo za novo spremenljivko izbrali kar izraz v eksponentu, t(z) = 3z.
Tako smo izrazili novo spremenljivko ¢ kot funkcijo x. Funkcija z(t), ki nastopa v
izreku, je njena inverzna funkcija in ima predpis x(t) = % (tega funkcijskega predpisa
ni potrebno eksplicitno zapisati). Funkcija z(t) je zvezna in zvezno odvedljiva (saj je
polinom v ¢-ju). Novo spodnjo in novo zgornjo mejo bomo dobili iz zvez o = t(0) =
30=0in 8 =t(1) = 31 = 3. Ker velja dz = 2/(t)dt, imamo za na$ primer dz = %dt.
V integral vpeljimo novo spremenljivko in integral izra¢unajmo.

; ; d 1 ; 1,3 1
. t
3z t t t
/6 o /63 3/6 360 3
0 0 0

OPOMBA: Za primer, ko novo spremenljivko ¢ uvedemo z zvezo f(z) = g(t), velja
f(x)dz = ¢'(t) dt (kjer vsako funkcijo odvajamo po njej pripadajoci spremenljivki).
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5
(b) [ Adx==x
0
Nova spremenljivka: t=a—2 ; a=a
dt = —dx ; B=7%
dxr = —dt

a

*—/2 /dt /dt 1n\a:\)

a

(SIIS)

2
) [ e 22 (g — 1) dr = «
-1
Nova spremenljivka: ¢t = 22 — 2z — 2
dt = 2z — 2)dz = 2(x — 1) dx

(x—1)de =%

)

7

bl
(d) [sinzcos®zdr = *
0

Nova spremenljivka: ¢ =coszx ;o oa=1
dt = —sinzxdx ; (=0
sinxdr = —dt

0 0

— 30t _ 1

1
-+
(e)if +nz T = %
Nova spremenljivka: t=1+Inz ; a=1
dt=21dx ; p=2
2
_ [+10 i)t _ 2l
*—{‘t dt—ﬁl— 11

3 .
(1) [tgadr=[2dr =
0 0

Cos T

Nova spremenljivka: ¢ =cosx "
dt = —sinzxdx ; 0

N =

1

1

2 =
x+=—[2=_Int|”=-Inl+Inl=1In2

1 1
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2z
0052 T

dr = %

(g)

O%M:

Nova spremenljivka: ¢ =1tgx ;o a=0
dt = Cos%da: ;o B=1
; 2 !
0
? d
h) {ﬁm_l =
Nova spremenljivka: ¢t =/x —1 ;o oa=1
t+1)2=x ;. B=2

de =2(t+1)dt
2 2
1f2<tj1>dt=21f(1+%)dt=2(t+1nt)§:2(2+1n2—1—1n1)=2+1n4

FI= ] e =
Nova spremenljivka: t=nm—2z ; a=mn
r=n—t ; B=0
dr = —dt
0 0 ™
/ (m —t)sin(w )(—dt):—/ (m—t)sint dt:/ﬂsint—tsintdt:
1+ cos?(m —t) 1+ (—cost)? 1+ cos?t
™ 0
msint tsint sint
— | —————dt=7 | —————dt—1
/l—i-coszt /1—1—00th /1+cos2t
0 0 0

FEnacimo zacetni in konéni izraz, dobljeno ena¢bo malo preuredimo in izrazimo iskano
vrednost.

s

sint
I= ——dt -1
7T/ 14 cos?t

0
sint
21 = ——dt
7T/ 14 cos?t
0
T
T sint
I=— [ ————dt
2 / 14 cos?t
0

Dobljen integral je v primerjavi s prvotnim dosti bolj preprost. Uvedemo novo spre-



Resene naloge iz INZENIRSKE MATEMATIKE II, Mojca Premus 12

menljivko (u = cost, du = —sintdt, « = 1, § = —1) in izraGunamo.
-1 1 1
T 1 T 1 T 1 1
I1=— —du)=—= | —du=2--7 | ——=du= t =
2/1+u2( v) 2/1+u2u 22/1+u2u rarets Ul
1 21 0
(arctg 1 — arctg 0) = 7 m
= m(arc —arc —r- =1

5. Vrednosti naslednjih integralov izra¢unaj s pomocjo integracije po delih.

(a) j" 4% dx (c) fe zlnzdr
0 1

eCE

(b)

O — ol

1
sinx dz (d) [arctg zdx
0

Resitev: Formulo za integracijo po delih (integratio per partes) si zlahka izpeljemo
sami: vzemimo najprej pravilo za odvod produkta dveh funkcij

(u(@)-v(x))" = u'(z)-v(z) +u(z)'(2).

Prepigimo ¢len u/(x)-v(x) na levo stran enakosti (strani enakosti potem zamenjamo) in
integrirajmo levo in desno stran enakosti po spremenljivki z v mejah od a do b.

b b b

/u(:c)-v'(x) dr = /(u(m)-v(x))’d:z:—/u’(x)-v(m) dz

a a a

Zapisimo v'(z) dx = dv, v/(x) dz = du ter upostevajmo, da je primitivna funkcija funkcije
(u(x)-v(x)) ravno u(x)-v(z). Tako dobimo pravilo za integracijo per partes:

b b b
/udv:(u-v) —/vdu.

2
(a) [x4"dz =*
0

V prvem integralu nastopa produkt dveh funkcij. Navodilo naloge namiguje na inte-
gracijo po delih. Ta metoda od nas zahteva, da dolo¢imo u in dv, v bomo odvajali, dv
pa integrirali (da izratunamo du = v’ dz in v = [ dv = [vdz). Tako z kot 4” znamo
odvajati in integrirati (odvajanje pravzaprav nikoli ni problem). Pomislimo malo, kaj
se dogaja s posamezno funkcijo, ko jo odvajamo in kaj, ko jo integriramo. Danemu
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polinomu z z integracijo stopnja narai¢a (dobimo polinom stopnje 2), z odvajanjem
pa pada (dobimo polinom stopnje 0, torej le skalar). Eksponentna funkcija 4% ostane
v bistvu nespremenjena, z dodanim skalarjem In4 (pri odvajanju je (4%) = In4-4%,
pri integriranju pa [ 4% dz = 1n4 + C). Zdi se, da smo nasli ugodnej$o moznost izbire
u in dv.

u=x ;o dv=4%dx
— . _ T _ 4"
du—dﬂs ;v = f4 dr =
_ 4 _ 1 _ 2 0y _ 16 _ 15
* = $ln4 f 1n4d 2ln22 n22 1n4 Z/fjlng 41n2 2(4 —4 ) " In2 41n2 2

Vsak student naj se sam preprica, da Je ta moznost zares bolj ugodna. Torej, za
integracijo po delih vzemite u = 4% in dv = x dx in izvedite en korak integracije po
delih.

2
I=[e*sinzdr =*
0
V tem primeru je na prvi pogled pravzaprav vseeno, kaj izberemo za u in kaj za dv

(po podobnem premisleku kot v prejsnjem primeru). V spodnjih re§itvah je izbrana
ena moznost, vsak Student pa naj poskusi slediti tudi drugi moznosti.

Po delih: u=¢€" ; dv=sinxdr
du=e"dx ; v= [sinzdr=—cosx
jus jus
3 2 - 0 2
x* = —e"cosx| — [e"(—cosx)dr =—e2cos] +ecos0+ [e”cosxdr = *x
0 o 0
Po delih: u=¢€" i dv=-cosxdx
du=e*dr ; v= [coszdr=sinz

™

. 2
¥ =1+ efsinx

5 us us
—fezsinxdx:1+efsing—eosin0—1:1+ef—I
0

Enacenje skrajno leve in skrajno desne strani ter preoblikovanje dobljene ena¢be nam
dajo regitev.

I=1+4ez—1
2l =1+e2
1+e%
I =
2

e
[zlnzdr = x

V tem primeru bi na prvi pogled pomislili, da je pametno izbrati za v polinom, saj
bo le-temu z odvajanjem stopnja padala. Vendar se izkaZe, da v tem primeru to ne
bo dobra ideja. Funkcije Inz namre¢ (Se) ne znamo integrirati, zagotovo pa je ne
najdemo v nasi tabeli nedolo¢enih integralov. Vedno se moramo torej prepricati, ali
sploh znamo integrirati oba dela funkcije. V nasprotnem primeru je odlo¢itev malce
olajSana: za w izberimo tisto funkcijo, ki je ne znamo integrirati, ali pa je njen integral
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zahteven.
Po delih: wu=Ilnz ; dv==xdx
2
du=31de ; v=[zdz=%
2 € e¢ 2 ¢ 2 2 |€ 2 2
— z= _farlg,. e 1 —e 1ot et 1.2 1) e+l
*—2111‘751 1f2}<dx—2 21f$d$—2 22|, 7 2 p(e-1)=15

1
(d) [arctg xdx = x
0

V tem primeru imamo opravka z relativno preprostim integralom. V njem nastopa
ena sama funkcija, ki pa je ne najdemo v nasi tabeli nedolo¢enih integralov. Sledimo
nasvetu iz prejsnje tocke: ker funkcije arctg x ne znamo integrirati, jo pa¢ odvajamo.

Po delih: w=arctgz ; dv=dx
du = 1Jr%dac ;o v=2
1 1
* = xarctg x’o — of Tz dr = *x
Nova spremenljivka: t=1+2? ; a=1
dt =2xdx ; pB=2
rdr = %
2 2
**:arctg1—%{%:%—%lnt1:%—%(IHZ—IHI):%—%IDQ:%—IH\@
6. Izracunaj s pomocjo uvedbe nove spremenljivke.
d
(a) [(az+b)"dz, n# —1 (¢) —
(b) [(622 +4)cos(z® + 2z + 1) dx (d) [(2*—1)%23dx

Resitev: Nedolo¢eni integral funkcije F'(x) je druzina funkcij f(z) + C, C' € R, ki jih
moramo odvajati, da dobimo funkcijo F'(x). Konstanto C' imenujemo integracijska kon-
stanta. Velja torej (f(z) + C) = F(x).

Ko v nedoloceni integral uvajamo novo spremenljivko, poteka vse skupaj podobno kot pri
uvedbi nove spremenljivke v doloc¢eni integral s to razliko, da pri nedolo¢enem integralu ni-
mamo mej. Druga razlika med tema dvema uvedbama pa je, da moramo po integriranju pri
uvedbi nove spremenljivke v nedoloceni integral, v rezultat povrniti izvirno spremenljivko.
Poglejmo ta postopek na primerih.

(a) [(az+b)"dx = x*
Tega primera bi se seveda lahko lotili tako, da bi dvoclenik (ax + b) potencirali z n
(s pomocjo binomskega izreka) in potem integrirali. Naravno pa se nam tukaj ponuja
nova spremenljivka, kjer vzamemo za ¢ ravno na$ (linearni) dvoclenik.
Nova spremenljivka: t=ax+b
dt =adr = de =4

a
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dt 1 ¢ttt 1
*:ftnzza'n+1+C:m(al'+b)n+l+c
.tn+1

Naj opozorimo, da % ——1 + C ni korekten odgovor na vpraSanje nedoloCenega inte-
grala. Nedolo¢eni integral mora biti funkcija iste spremenljivke, kot nastopa v vlogi
neodvisne spremenljivke funkcije znotraj znaka [ v postavljenem vprasanju. Torej:
po uvedbi nove spremenljivke v nedoloceni integral in izra¢unu novega (poenostavlje-
nega) integrala, vedno nadomestimo novo spremenljivko s "staro”.

(b) [(62? + 4) cos(x® + 2z + 1) dz = 2 [(32% + 2) cos(z® + 2z + 1) dz = *
Nova spremenljivka: ¢t =a3+ 22z +1
dt = (3z% + 2) dx
x* =2 [costdt =2sint +C = 2sin(23 + 22+ 1)+ C

(C) zdr __ *

z4+1
Nova spremenljivka: ¢ = 22
dt =2z dz
x=3f th—il = Larctg t + C = Jarctg 2° + C

(d) [(2? —1)323de = [(2? — 1)3222 dx = *
Nova spremenljivka: ¢ =22 —1
2 =t+1
dt =2x dz
t4

s= LB+ at =4[+ )a =1 (5+45) 0= 0

7. Izratunaj s pomocjo integracije po delih ("per partes”).
(a) [(2z+5)e *dx (¢) [(z*—1)sinzdzx
(b) [zarctg xdx (d) [arcsinzdx

Resitev: Tudi uporaba metode integracije po delih v nedoloceni integral je podobna metodi
v dolo¢enem integralu, brez mej, seveda.

(a) Za ta primer uporabimo integracijo po delih. Pri izra¢unu funkcije v bomo vpeljali
novo spremenljivko t = —z, dx = —dt.
J(2z +5)e * dw = *
Podelih: u=2x+5 ; dv=e %dx
du=2dz ; v=[e®dr=—[edt=—€=—-e"
*=—(2z+5)e " +2[eTdr=—2re " —be ¥ -2 "4+ C=-2xe " —Te "+

(b) [zarctg xdz = *
Po delih: w=arctgax ; dv=xdx
du:ﬁdzv ; U:fmdx:””;
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2 2 1 2 1 f14+22-1
*:garctg;p—/zdeZZarCtgx—Q/+xdw:

1+ 2
2 1 1 2 1
:g;arctgw—z/(1—W)dx:g;arctgw—Q(x—arctgx)—i—C:
22 2

1 1 1 1
_?arctgm—§x+§arctg:p+czw 24' arctgx—§x+0

(¢) [(? —1)sinzde = *
Po delih: w=2?>—-1 ; dv=sinzdx
du=2zdr ; v= [sinzdr=—cosz

x = (22 —1)(—cosz) — [(—cosz)2xdr = (1 — 2*)cosz + 2 [ x cosx dx = *x
Po delih: u==zx i dv=-cosxdx

du=dz ; v= [coszdr=sinz

wx = (1 —x?)cosz + 2 (xsinx—/sinxdx) =

= (1 — 2% cosx + 2xsinz + 2cosx + C = (3 — ) cosx + 2xsinz + C

(d) [arcsinzdr = *
Po delih:  u = arcsin x i dv=dx
. du:ﬁdaz ;o v=[de==x
* = garcsin x — [ \/ﬁd:ﬂ = sk
Nova spremenljivka: t =1 — 22

dt = —2x dx

1
) t ) _1 . b
**:xarcsmx—f \% :xarcsmx—k%ft 2dt:xarcsmx+/{t¥2+02

= garcsin « + vt + C = zarcsin x + V1 — 22+ C

8. Izracunaj:
L 3 g
(a) JW (c) {(1736)2 (e) Ofsmazdz:
3 6 =9
(v) [ tgads @ | s (O | =

Resitev: V tej nalogi imamo v vseh primerih opravka z t.i. izlimitiranimi integrali.
Poznamo dva tipa izlimitiranih integralov.
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1. Integral [ f(z)dz, kjer je f zvezna na [a, b]\ {zo} in v okolici 2y neomejena. Ce limite

a
na desni obstajajo, potem veljajo enakosti:

b
i =a: Ydr =1
prizg=a /f x El&)l/f

ate

b b—e
pri xg=b: /f(a:)da: :—lsig)l/f(x)dx

pri zg = c € (a,b) : /f da:—hm/f da:—l—hm/f
c+o
00 b 00 .
2. Integral [ f(z)dz, [ f(z)dzin [ f(x)dz, kjer je funkcija f zvezna. Ce limite na
desni obstajajo, pot_em veljajo ena_kosti:
9] b

/f(a;) dx = blif& f(z)dx

b b

/ f(z)dx := li)r_n f(x)dx
_C:ZJ ac b
/ f(z)dx = li)]r_noo f(z)dx + blirn f(z)dx, =zanekceR.

ni definirana v xg = 0, v okolici te tocke je celo neomejena, zato imamo

(a) Funkcija éﬁ

opravka z izlimitiranim integralom.

1 1 1

dz dx . 2 . x 1 . 1
[ty ety <é> e
0 a

a al0 a
a

=3lim (1 - Va) =3

al0

Wl

(b) Funkcija tg = ni definirana v o = 5, v njeni okolici je neomejena.
bl b b

/tga:dx = lim/tgﬂsdx =lim [ 220 g = «

0 "

btz ) cosw
0 0
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Nova spremenljivka: ¢ =cosz ;o a=1
dt = —sinxdx ; [ =cosb

5 b
“r —dt cosb
x =lim [ —— = —limIn|¢| = —lim(In|cosb| —In1l) = —limIn|cosb|
b3 / t bz 1 bz b
bl
Ker je limcosb = 0, je }JlTI}Tl In|cosb| = —oo in zato izlimitiran integral [ tgzdz ne
2 bl 0

konvergira Recemo, da integral divergira.

(¢) Funcija = )2 ni definirana v x¢g = 1, kar je v notranjosti integracijskega obmocja.
V okolici te tocke je celo neomejena. Izlimitiran integral najprej razbijemo v dva
izlimitirana integrala.

3 1 3

/(1?;)2_/ 1—a:2+/ 1— )2

0 1

Vsakega posebej potem izrazimo s pomocjo limite:

[od o
X X
=] —tim |2
! /k1—@2 it ) (1—2)2
0 0
F o rod
e X
L= " —tlim | 2.
2 /(1—@2 ol ) (1—2)?
1 a

Sedaj pa izratunajmo nedoloceni integral [ (1579;)2 (s pomoc&jo nove spremenljivke
t=1-—x,dt = —dz). Rezultat bomo uporabili za izrac¢un izlimitiranih integralov Iy

in IQ.
dx —dt 5 t=t 1 1
/(1—x)2 /t2 / —1+ t+ 1—:):+

OPOMBA: Nedoloceni integral tako preproste funkcije lahko izra¢unamo tudi z ugiba-
njem: t.j. vpradamo se, katero funkcijo je treba odvajati, da dobimo funkcijo (1—2)~2.
Odgovor je (1—x)~!. Ker je ta funkcija zvezna, je seveda primitivna funkcija funkcije

(1—2)"2
b p ,
1 1
L=1lm [ —2  —lim ‘ —lim [ —— —1
1 ) (1—2)2 w1 l—=xlo b1 \1-0b
0
: d 1 3 1 1
I = lim 7$:lim =lm|—=— = 00
all (1 — I‘)z all 1 —xla all 2 1—a

a

Dan integral torej divergira.



Resene naloge iz INZENIRSKE MATEMATIKE II, Mojca Premus 19

(d) Funkcija Vﬁ ni definirana v 9 = 4, v njeni okolici je neomejena. Ker za dano
—x

funkcijo velja, da je simetri¢na glede na premico x = 4 je dan integral enak dvakratniku
integrala na obmodju npr. [2,4] in lahko pigemo:

Jrten= i

Upostevajmo sedaj Se dejstvo, da imamo opravka z izlimitiranim integralom, ter ga

izracunajmo (z uvedbo nove spr.: t =4 —z, dt = —dz, a =2, f =4 — D).
p b p 4—b p 2
x x —dt 2
2 ZQIim/ZQIim/:2lim t73dt=
2/ V(4 — )2 o) V(4 — )2 o) V2 b4
4—b

= 2lm | dt=6lim (23— (4-b)}) =
b4 3 4-b bt4

=6 <€/§— lim(4 - b)§> =632

(e) V tem primeru je funkcija sicer posvod definirana in omejena, ampak integracijsko

obmodje pa je neomejeno. Gre torej za drugi tip izlimitiranega integrala.
%) b .
/sin:pdm: lim [ sinzdr = 1im(—cosz)‘ = — lim (cosb—cos0) =1 — lim cosb

b—o0 b—o0 b—o0 b—o0
0 0
oo
Ker limita bhm cos b ne obstaja, reCemo, da integral f sin x divergira.
— 0O

(f) Obmodje v tem primeru je neomejeno, kar pomeni, da bomo funkcijo m integri-
rali na intervalu [a, b], potem pa "poslali” a proti —oo, b pa proti co. Sama funkcija
m ni tabelarna. Poskusimo preoblikovati njen funkcijski predpis in poglejmo, ali
lahko njen imenovalec faktoriziramo (v tem primeru izvedemo t.i. razcep na parcialne
ulomke, ve¢ o tem preberite v dodatku . Nag imenovalec je kvadratni polinom z
negativno diskriminanto in se torej ne da razstaviti. Dopolnimo prvi dva ¢lena do
popolnega kvadrata, da dobimo temensko obliko.

1 1
w2 +dx+9 (a:+2)2+5

P4 +9=a?+4x+4+5=(z+2)>*+5 =

Ker imenovalca ne moremo faktorizirati, se poskusimo "priblizati” funkcm 17,7 katere
primitivna funkcija je arctg x.

dx dx 1 dx
/(x+2)2+5:/5<(w+2) +1> —5/<z 2>2+1:*

Jr
V5
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Sedaj uvedemo novo spremenljivko (¢ = I\J}Q dt = \}gd$ = dr = /5dt) in integral
poracunamo.

Vhdt /5 V5 T+ 2
= = ““arctg t + C = —arct C
5) t2+1 5MCg+ 5amg<\/g>Jr

Ker je funkcija 2% + 4z + 9 = (z + 2)? + 5 simetri¢na glede na os z = —2, ima tudi

funkcija m isto os simetrije. To dejstvo upostevamo pri dokonénem izrac¢unu
nasega integrala.
00 00 b
/ dx B 2/ dx /
22 4+4x+9 22 +dx+9 b%oo +4a;+9
—00 -2

=2 lim Eaurct z+2 =
N b—00 5 & \/B L a

_, V5w _m/5
75 2 5
9. Izracunaj dolocene integrale.
r sin(In z) d ; 2z+1 ' arctg?z
(a“) 1[ 7 % (f) {x2—2x+2 dx (k) 5 de
; sin(ln ) 3
(b) [ o dx (g) [ arcsin Trs 4z n2
0 0 (I [ Ve? —1dx
3 0
3VaZ —5d [
(c) fgw x x (h) —flmdx
Inb5
3 1 (m)f [ Y= da
(d) [xcoszdx (i) [In(z+1)dx
0 0
% 4 1
(e) [cos(3z)dx (G) [zlz —2|dz (n)y* exd—fl
0 0 0

Resitev:

(a) Integral niizlimitiran (saj je x iz intervala [1, ], za te x pa sta tako ulomek kot naravni
logaritem definirana).
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f sin(In x) de — *

x
1
Nova spremenljivka: ¢t =Inx ;o a=0
1 . —
1 dt = -dr ; pB=1
¥ = [sintdt = (—cost)y = —cos1+cos0=1—cos1

(b) V tem primeru pa gre za izlimitirani integral.

} sm(lnx) dr — hmf sin lnx) dr — *
al0 g
Na primitivno funkcijo sklepamo iz prejinjega primera (nova spodnja meja je enaka

In a, zgornja pa 0).

0
* = hm J sintdt = lim (— cos0 + cos(Ina)) = —1 + limcos(Ina) = =1+ lim cosb
alo,’, al0 al0 bl—o0

Integral divergira.
(c) Integral ni izlimitiran (koren je namret definiran za vse z iz intervala [v/5,3]).

3 3
fa:3\/x2—5da:: fo\/a:Q—Sxd:c:*

V5 Ve
Nova spremenljivka: t=2?>-5 = 22=t+5 ; a=0
dt-2xd:vz>xd:t—7 ; p=4
4 4 3 3\ 5 3
=1 [(t+5)VEdt =} [(¢2+5t2) dt = ;( 5“) = 342 +3542 = $32+38 = 38
0 0 E 2 /0

d) Integral ni izlimitiran. Izra¢unamo ga s pomodéjo integracije po delih ("per partes”).
g g 1Y J g je p per p

2
f:vcos:vd:n: *

0
PO dehh u=2x ; d'U:COS,ZUd:L‘
du=dz ; v=[coszdr=sinx
x = (zsinz)¢ — [sinzdr =% — (—cosz)§ =5 —1
0

(e) Integral ni izlimitiran. IzraGunamo ga s pomodcjo uvedbe nove spremenljivke. Za ta
primer naredimo to na pamet.

G =
Ofcos(?)x) dr = %(sin(?)x))j =1sinZ =1

(f) Ulomek ni definiran, ko je 22 — 22 4+ 2 = 0. Ker je D = 4 — 8 < 0, je imenovalec
ulomka vedno nenicelen. Integral torej ni izlimitiran. Funkcijo najprej preoblikujmo
in uvedimo novo spremenljivko.

1 1
2x+1 _ 2z+4+1 —
g s AT = g o121 4 = *

Nova spremenljivka: t=z—-1=>2x=t+1 ; a=-1
dt = dx ;o =0
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t2+1 t2+1 t2 dt + f t23 dt = %3k

0 0
i= [ AL++L gy [ 243 gy
1
V prvi integral uvedemo novo spremenljlvko (u =2+ 1, du=2tdt,a =2, B=1),
drugi integral pa je (skoraj) tabelaren.

1

2t d !
/ /“dt:lnm‘ — _In2
t2—|-1 U 2

0

—1
/ d 3
t T
3 (arctg ¢ o
/t2+1 /t2+1 (arctg 1), 1
—1

-1

*x = 2% —In2

(g) Ker je z € [0,3], integral ni izlimitiran. Racunanja integrala se lotimo s pomocjo
integracije po delih.
3

J arcsin /= T dr =%
Po delih:  w = arcsin , / % : dv=dx
1+z ’
du = L. 1 er=zg,— . p=g

VI 2/ 4

T

:m% ﬁx- 1¢dac:

(14=x)
dx

_ 1
= 2va(1+a)
: /_x 3 2 T - V3 1 2 T
* = (l’ arcsin m)o — ‘({ mdaj‘ = 3Jarcsin 5 T 3 ‘({‘ \/5(1-&-513) dr = *x

Nova spremenljivka: t=,z = t?=2 ; a=0
2t dt = dx . B=43
V3 294 V3, V3 V3
T 1 t2 t“+1—-1 1
=3-—= | ——dt=nwn— | —————dt=n— | dt dt =
T3 2/t(1—|—t2) i / 1+ 2 m / +/1+t2
0 0 0 0

—w—\f—karctgt‘ _W—\f—l—arctg\f_f_ 3

(h) Integral ni izlimitiran, saj je ulomek vedno definiran. Funkcija mg—; je liha, integri-
ramo pa jo na intervalu [—1,1]. Vrednost integrala na intervalu [—1,0] je nasprotna
vrednosti integrala na intervalu [0, 1], zato je vrednost integrala na intervalu [—1,1]
enaka 0.

3
[ 5 dr =0

(i) Integral ni izlimitiran, saj je x € [0,1] in zato je (x + 1) € [1, 2], naravni logaritem pa
je za te vrednosti definiran. Ker integral logaritemske funkcije ni tabelaren se tega
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primera lotimo s pomocjo integracije po delih.
1

JIn(z +1)dz = =

0

Po delih: w=In(x+1) ; dv=dx
du = —-dx

Z+1 N vV=2x
1 1
1-1
x =xln(zx+1 / da:zln2—/$+d:c:
T+ z+1
0 0
1
1
/(1—>dx:m2—1+mmﬁqm —Im2-1+In2=2ln2—1
0
0

(j) Ker nimamo pravil za ra¢unanje integrala funkcij v absolutnih vrednostih moramo
absolutno vrednost odpraviti. Ker vemo, da je izraz x — 2 nenegativen za vse x > 2

(in je tukaj |z — 2| = x — 2) in negativen za = < 2 (tukaj pa je |z — 2| = —(x — 2)),
razdelimo integracijski interval na dva podintervala, na katerih odpravimo absolutno
vrednost.

4 2 4 2 4
/m|x—2|da::/:p]m—2dx—i—/x|:p—2|dx:—/m(m—2)daz—|—/x(w—2)dx:
0 0 2 0 2

41
—8:24—5——8:16—8:8

(k) Integral ni izlimitran, saj je ulomek vedno definiran. Tega primera se bomo lotili na
dva naéina z uvedbo nove spremenljivke in integracijo po delih.

I. nacin: f ar%t_flx dr = *
Nova spremenljivka: t= arctg r ; a=0
dt = e —odr ; B= 1
I , ,
_ (4204 3|4 _ a8
0

II. nacin: f achthrl:c dx
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Po delih:  u = arctg?x i dv= Qde
du = 2arctg x (ﬁ) de ; v=arctgz
1
t 3 t
‘= arctg%\o f2fa;3§fd i —2[ AL Iy
- 1 2
Ce oznadimo I = [ A T gy, lahko skrajno levo in skrajno desno stran racuna pre-

241

piSemo v linearno enac¢bo in jo reSimo.

T 192

(1¥* Integral ni izlimitiran. Resevanja se lotimo z uvedbo nove spremenljivke.
In2

[ V& T1de = *
0

Nova spremenljivka: t=+1e? -1 = t?=¢* -1 = e =t+1 ; a=0
_ _ 2tdt _ 2tdt . _
20dt = e"dx = do = =7 = 577 ;o p=1
1 ot d L ) 1 1
tdit t t°+1-—
= [t =2 ———dt=2 =2 dt =
* /t2+1 /t2+1 / 211 /( t2+1>
0 0 0 0
1 s
:2<1—arctgt’>dt:2—
0 2
(m)* Integral ni izlimitiran (saj je ulomek vedno definiran).
NG Ver—1
f1+e3ewd$_ f €§+3 e’ dr = *
Nova spremenljivka: t=e"—-1=>e"=t+1 ; a=0
dt = e dx . B=4
4
= ] & dt =
0
Nova spremenljivka: u=+t = u?=t ; a=0
2udu = dt ;o =2
2
2 4-4 1
f%d s du—2<fdu f 2+4d>:2 2—f(“)2+1du>:***
0 0 \2
Nova spremenljivka: v = § ;o a=0
dv=13du = du=2dv ; B=1

1
***:2<2—2fv21+1dv>:2(2—2(arctgv)(l)):4(1—2):4—#
0
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(nf* Imenovalec ulomka je enak 0, ko je g = 0, zato imamo opravka z izlimitiranim
integralom.

1 1
J L = lim C{ A
Izra¢unajmo najprej nedoloceni integral. Rac¢unanja se lotimo s pomodjo uvedbe nove
spremenljivke.
Nova spremenljivka: t=e*—1 = e*=t+1
dt = e*dr = dx = 4 = 4t

e t+1
dr  _ dt %
1 T+
Razcep ulomka m na parcialne ulomke:
1 _A B  A(t+1)+Bt (A+B)t+A
tt+1)  t  t+1  tt+1) tt+1)

Ker sta imenovalca obeh ulomkov enaka, morata biti enaka tudi §tevca, konkretneje
enaka morata biti polinoma v §tevcih. To nam da enachi 1 = Ain A+ B =0, iz Cesa
pa sledi, da je B = —1.
x«= [ (% - t—i%l) dt =ln|t|-In[t+1|+C =Inle*—1|—In|e*|+C =lnle* —1|—z+C
Upostevajmo e meje in pora¢unajmo (izlimitirani) integral.

1

1
d d
/ T~ lim ’ :hm(ln|ex—1|—x)1:
al0
0

et —1 al0 et —1 a

— lim (In(e—1) =1 —1 -
;f(()l( n(e —1) nlal 4+ a) = oo

Integral divergira.

2 ™

x na intervalu [O, f].

10. Izra¢unaj povprec¢no vrednost funkcije f(z) = sin .

Regitev: Povpretno vrednost f funkcije f na intervalu [a, b] izra¢unamo s formulo:

b
F= s [ fa)dn

2 2 moramo najprej znizati potenco. To naredimo s pomo&jo

2

Za integriranje funkcije sin
formul sin? z + cos? 2 = 1 in cos 2z = cos? z — sin® z.

cos 2z = cos’ x — sin’ x

cos2r =1 —2sin’z

1
sin®z = 3 (1 — cos2z)
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Na podoben nadin bi lahko izpeljali tudi formulo za nizanje potence funkcije cos® z, e bi

jo potrebovali.

2

cos®z = — (14 cos2z).

N

dx — [ cos2x dx

o%w\a

f= %(I—COSZ’L’) dx =

O —ly
O =l

3
C w3

sin? zdx = Z
s
s

2
Vrednost integrala [ dx je enaka dolzini intervala integracije, torej 5. Za izracun vrednosti
0

bl
integrala | cos2zdx pa skicirajmo graf funkcije cos 2z na intervalu [0, g}

0

Y Y = cos 2%

\ . /1-
N T

~

Y = Ccosx

vola

| <
’
/7

AR — )y

1
Vidimo, da sta vrednosti integralov [ cos2zdz in [ cos2zdz nasprotni, vrednost integrala

0

(VB

| cos2zdz je zato enaka 0.
0

OPOMBA: Vrednost drugega integrala lahko izracunamo tudi s pomocjo uvedbe nove spre-
menljivke ¢t = 2x, dt = 2dx, « =0, B = 7.
Dokonéno izracunajmo povprec¢no vrednost.

- 1= 1
[=73

11. Izrac¢unaj plo¥¢ino lika, ki ga omejujeta krivulji f(z) = 23+ 222 — 3z in g(z) = 5z.

Resitev: Za izra¢un plos¢ine bomo uporabili naslednji izrek.
Izrek: Naj bosta f, g : [a,b] — R zvezni in naj velja f(z) > g(x) za vsak = € [a,b]. Potem

je plos¢ina lika,
L={(z,y) €eR* a<w<b g(x) <y< f(x)} (1)

enaka

b
p(L) = /[f(a:) — g(z)] dz.
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Vidimo, da je za na8i (zvezni) funkciji f in g potrebno dolo¢iti meji a in b ter ugotoviti ali
velja g(z) < f(x) ali pa f(x) < g(x). To bomo naredili na dva naéina.

vvvvv

f(z) =g(x)
3 4222 — 3z =5z
23 +22% —8x =0
x(x+4)(r—2)=0

Ker sta obe funkciji zvezni, o¢itno oklepata dva (omejena) lika. Prvi je na intervalu [—4, 0],
drugi pa na [0, 2]. Plos¢ina lika, ki ga oklepata funkciji, je enaka vsoti plo§¢in posameznih
likov. Hitro ugotovimo, da je f(x) > g(x) na prvem intervalu (saj je npr. f(—1) > g(—1))
in f(z) < g(x) na drugem intervalu (saj je npr. f(1/2) < g(1/2)).

II. nacin: V isti koordinatni sistem skicirajmo grafa funkcije f(z) = 23 + 222 — 3z =
r(2? 4+ 22 —3) =2(z - 3)(x + 1) in g(x) = 5z.
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Pri obeh nagdinih pridemo do istega nastavka za izrac¢un ploscin:

pl =pl; +ply =

|
*“\o
=
2
|
=
2
o8
8
4
o,
)
2
|
=
8
Nt
o8
IS
1

(373 + 227 — 8:(7) dr =

—4

4 3 2\ 0 4 3 2

T x 4 T x T 9

= —4+2-— — — — | = 2.2 _ 4 —

<4+ g F 2>_4 <4+ 3 x)o
44 43 24 23 148
== =2 — —4.4%2) - [ 420 —4.22) = —
4 3 4 3 3

OPOMBA: Ko izra¢unamo presec¢isca obeh funkcij lahko plog¢ino izra¢unamo tudi tako:

0 2
pl = pl, + ply = / (f(2) - gla)) da| + / (f(z) - g(a)) da .
4 0

V tem primeru se ne spraSujemo po tem, katera funkcija je vedja in katera manjsa, ampak
enostavno izra¢unamo vrednost integrala in spremenimo predznak, e je to potrebno. S
tem pa izgubimo malo kontrole nad tem, ali je rezultat pravilen (¢e namre¢ ra¢unamo brez
absolutnih vrednosti, na I. ali II. nacin, in dobimo za katerega izmed integralov negativno
vrednost, je to znak, da smo se zagotovo zmotili).

12. Izrac¢unaj ploicino lika, ki ga omejujeta krivulji 4> = z in y + 2 = .

vvvvv

v =y +2
Yy —y—-2=0
(y—2)(y+1)=0

Vidimo, da se sekata na visinah 2 in -1. Koordinate prese¢is¢ so (4,2) in (1, —1). Skicirajmo
obe krivulji v isti koordinatni sistem.
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r=y+2

Lik razrezemo s premico x = 1 na dva lika in izra¢unajmo plo§¢ini posameznih likov (plo-
§¢ino levega lika imenujmo ply, plog¢ino desnega pa ply).

Levi lik: meji za integral sta 0 in 1, dolo¢imo Se funkciji, katerih grafa omejujeta nag lik
na intervalu [0,1]. Spodnja meja za lik je spodnji del krivulje = 32, zgornja meja pa
zgornji del iste krivulje. Sama krivulja ni graf nobene funkcije spremenljivke z (saj mora
funkcija vsaki spremenljivki = prirediti natanko eno vrednost). Ce pa izrazimo y = +4/x,
pa smo dobili dva funkcijska predpisa, katerih grafa skupaj predstavljata ravno krivuljo
y? = x. Graf funkcije y1(z) = —/Z je spodnja polovica, graf funkcije y2(z) = /= pa
zgornja polovica krivulje y? = .

yi(x) = =/

1 1 1 31
pli = [(12(2) —y1(2) dw = 2 [y (z) dow = 2 [ Vwdw = 25| =3
0 0 0

Desni lik: meji za integral sta 1 in 4. Lik je od spodaj omejen s premico z = y + 2 (oz.
y = x — 2), od zgoraj pa z grafom (prej izracunane) funkcije yo2(z) = /x. Oznafimo
ys(z) =2 — 2.
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Izra¢unajmo plosc¢ino.

1 =pl; +pl —4+14 5 _ Y
II. nac¢in: Na dano nalogo lahko pogledamo tudi drugace. Vlogo neodvisne spremenljivke
naj prevzame ¥, kar pomeni, da sedaj nariSemo obe krivulji v koordinatni sistem, kjer sta
zamenjani vlogi osi x in y.

rT=1y+2

|
—_
|
<

Tokrat bomo za izra¢un ploscine integrirali po y v mejah od -1 do 2. Lik od spodaj omejuje
graf funkcije z1(y) = y?, od zgoraj pa x2(y) = y + 2.

2 2 3\ 2
o= [r2-wyar=(Frw-5) =3 (-1 20— 0)- ;- 1)
1
3
2
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2

13. Izracunaj dolZino loka krivulje y = %1‘ = %ln r,zax =1dox =e.

Resitev: Za izracun dolZzine loka krivulje uporabimo naslednji izrek.
Izrek: Naj bo f: [a,b] — R zvezno odvedliva funkcija. Potem je dolzina krivulje

K ={(z, f(z)) € R* z € [a, ]}

enaka

b
= / V14 (f(z))?de.

Naga krivulja je graf funkcije y(z) = ixz -3 lnx za x € [1,e]. Izratunajmo vse potrebno.
1 11 =z 1 22-1
/ = — _—_—,— = — — — =
V@ =gy T T T
z? —1)? SL‘*QCL‘ +1 x+2x2+1 2 +1)?
1+ (y’(:c))2 1+ 7( ) =1+ _( )

422  (27)2

/ (2> + /x +1 = /e :16—1—1 da:—1 x—2+ln|xl T
2x T 2\ 2 -

1

:2<2(e —1)+lne—ln1> i(e +1)

OPOMBA: Pri izra¢unu integrala smo upostevali, da je izraz z? + 1 pozitiven in je zato
V2 +1)2 = }xQ + 1! = 22 + 1. Podobno velja za izraz 2z, le ta je pozitiven za = € [1, €]

in zato /(2z)? = 22| = 2.

14. Izra¢unaj prostornino telesa, ki ga dobimo, ko rotiramo graf funkcije y = sinz na
intervalu —§ <z < 7 okrog osi z.

Resitev: Prostornino vrtenine bomo izracunali s pomocjo naslednjega izreka.
Izrek: Najbo f zvezna funkcija na [a, b] in f(z) > 0 za vsak x € [a,b]. Naj bo G rotacijsko
telo, ki ga popise lik

{(z,y) eRY a <z <b 0<y< f(z)}

pri rotaciji okrog z-osi. Potem je volumen telesa G enak
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y =sinz

Vidimo, da je telo, ki ga dobimo, simetri¢no glede na izhodis¢e koordinatnega sistema
Njegova prostornina je dvakratnik prostornine npr. desnega dela telesa (V(Gp)), kar po-
meni, da izra¢unamo integral funkcije sin? z na intervalu [0, 2] Rezultat bomo prepisali

iz resitve za nalogo (10)).

V(G) = 2V (Gp) = 2r / sin?(z) dx = 7.
0

N\H

2

7r/ (1 — cos(2x)) dx:ﬂ,f:l
2 2

0

15. Izra¢unaj volumen rotacijskega telesa, ki ga dobimo, ko zavrtimo graf funkcije
y = Inx na intervalu [1, e] okrog osi x.

Resitev: Pri izra¢unu integrala bomo dvakrat uporabili integracijo po delih (prvié: v =
In?z, du = 2(Inz)1, dv = dz, v = 2, drugi¢: v =Inz, du = 1dz, dv = dz, v = z).

€ €

e e 1
— 2 — 2 J— —_ = — —
1% _77/111 rxdr=m (:cln 93)1 2/,75’(1nx)x/d:x m|e 2/1nxd:1:
1

1 1

=7mle—2 mlnm /,7{ dx =n(e—2(e—e+1))=n(e—2)
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16. Izra¢unaj volumen rotacijskega telesa, ki ga dobimo, ko rotiramo obmocdje
A={(zylz-1)?<y<1}
(a) okoli osi x,
(b) okoli osi y.
Resitev:

(a) Skicirajmo obmod&je A in rotacijsko telo, ki ga dobimo z rotacijo obmocja A okoli osi

x.

y y=(x—1)°

A 1 y=1

Vidimo, da je dobljeno telo simetri¢no glede na x = 1, zato je njegova prostornina
enaka dvakratniku prostornine telesa med x = 0 in = 1 (poimenujmo to prostornino
V7). Iskano prostornino bomo izra¢unali tako, da bomo prostornini valja s polmerom 1
(poimenujmo jo V1) odsteli prostornino krivorobega stozca (poimenujmo jo V3). Med-
tem, ko bomo prvo prostornino izrac¢unali s pomodjo formule za izra¢un prostornine
valja, bomo za drugo prostornino uporabili formulo za prostornino rotacijskega telesa,
ki ga dobimo, ko rotiramo graf funkcije y = y(z) = (z—1)? na intervalu z € [0, 1] okrog
abscisne osi. V integral, ki ga dobimo, bomo vpeljali novo spremenljivko (t = = — 1,
dt =dx, a = -1,  =0).

1
V=2V, =2(V; —Vp) =2 w-12.1—7r/((x—1)2)2dx =
0

1 0
t5\"
=27 1—/($—1)4daz =27 1—/t4dt :271'(1—(5) ):
-1

-1
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(b) Skicirajmo obmod¢je A in rotacijsko telo, ki ga dobimo z rotacijo obmod&ja A okoli osi
Y.

Ker nimamo formule za izra¢un prostornine pri rotaciji grafa funkcije okoli osi y, za-
menjajmo vlogi neodvisne in odvisne spremenljivke, ter uporabimo obstojeco formulo.

xr
y=1
y=(z—1)?
2< ,,,,,,

Prostornino bomo tudi tokrat izracunali kot razliko prostornine “zunanjega'telesa
(poimenujmo jo V4) in "notranjega'telesa (imenujmo jo V3). Za obe prostornini bomo
uporabili obstoje¢o formulo. V obeh primerih bomo integrirali na intervalu y € [0, 1].
Ker krivulja z ena¢bo y = (z — 1)? ni graf nobene funkcije (ki bi bila odvisna od
y), jo "razrezemo"v temenu parabole in dobimo grafa dveh funkcij. Njuna predpisa
izracunamo tako, da iz enatbe y = (x — 1)? izrazimo (odvisno) spremenljivko z z
(neodvisno) spremenljivko y.

y=@-1) 2 esr-l=+t/y e r=x120) =1+ /y



Resene naloge iz INZENIRSKE MATEMATIKE II, Mojca Premus 35
x
r1(y) =1+ /Yy
24,
11
Iy

z2(y) =1—/y
Izra¢unajmo iskano prostornino.

V:V1—Vg:w/;rc?(y)dy—ﬂ/olwg(y)dy:W/Ol (21 (y) —23(y)) dy =
_W/1(<1+\/y)2—(1—\/g)2) dy ﬂ/l
0

; +2vy+y—(1-2Vy+y)) dy =
1 1, 3\ !
:77/ 4\/§dy:47r/ y2 dy = 4rw
0 0
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2 Funkcije ve¢ spremenljivk

1. Skiciraj graf funkcije f(x,y) =1 —x —y. Ali lezita tocki A(—1,2,0) in B(1,2,3)
na grafu?

Resitev: Graf funkcije je mnozica to¢k v prostoru s koordinatami (z,y, f(z,y)) oz. toctke
(z,y,2), ki ustrezajo enacbi z = 1 — x — y. Enacbo zapiSemo v obliko z +y + 2 = 1 in
prepoznamo, da gre za ravnino, ki koordinatne osi odreze prix =1, y=11in z = 1.

Tocka (x,y, z) lezi na grafu funkcije, ¢e njene koordinate ustrezajo enachi z = 1 — x — y.
Ker to velja za koordinate tocke A (0 = 1+1—2), toc¢ka A lezi na grafu. Koordinate tocke
B omenjeni enacbi ne ustrezajo (3 # 1 — 1 — 2), to¢ka B torej ne lezi na grafu.

2. Skiciraj graf funkcije f(z,y) = 1 — y/22 +y2. Kaj je zaloga vrednosti funkcije
f:0,1] x [0,2] — R, ki slika s podanim predpisom?

Resitev: Za skico grafa si bomo pomagali z nivojnicami (prerezi z ravninami, vzporednimi
koordinatni ravnini O, na razli¢nih visinah) in prerezi po koordinatnih ravninah O, in
Oy-.

Nivojnice: ker je funkcijski predpis sestavljen iz korena, ki ga odstejemo od Stevila 1, bomo
dosegli zgolj funkcijske vrednosti, ki so manjSe ali enake 1. Za nivojnice nad vigino 1 bomo
torej dobili prazno mnoZico.

Nivojnice:

e Np: Ig¢emo tocke (z,y) v definicijskem obmodju (torej v R?), za katere je f(z,y) = 1.
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Yy

flz,y) =1
1—y224+y2=1 1
V2 +y2=0

. y . . Ny 1
Dobljeno enacbo resi le tocka (0, 0). ‘

1— /22 +y2=0
/5132"’2/2:1
R No

Dobljena enacba predstavlja kroZznico s K\l T
sredis¢em v (0,0) in s polmerom 1. \/

o N_q:
Y
L= \/m =-1 N_; 2
NGE
22 +y?=4 1
Dobljena enac¢ba predstavlja kroznico s 1 2
sredis¢em v (0,0) in s polmerom 2. %

e Vidimo, da so vse nivojnice kroznice s sredis¢em v (0,0) in polmerom, ki se veta, ko
nizamo visino nivojnice (na visini zg je enak 1 — z).

Ce vstavimo vse dobljene slike v tri dimenzionalni koordinatni sistem, dobimo:
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z
Ny 1
NO \1
_/ y
N

Ker nimamo informacije kako so te nivojnice povezane si pomagamo e s prerezoma po
koordinatnih ravninah O, in O,..
Prerezi po koordinatnih ravninah:

e O,.,: Za vse toCke na tej ravnini velja y = 0. Zanimajo nas torej le funkcijske vrednosti
v tockah (z,0): f(z,0) =1—+Va2=1-—|z| = g(z).

z

SN

o Oyt f(0,9)=1—y2=1—|y|=h(y).

AN
hy) » \
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Ko nagi tridimenzionalni skici dodamo Se skici prerezov, dobimo:

z

Graf funkcije je stozec z vrhom v to¢ki (0,0,1), z os je njegova os simetrije, odpira pa se v
smeri negativnega dela osi z.

Graf zozitve funkcije na obmodje D = [0,1] x [0,2] je tisti del stozca, ki ima za tloris
ravno pravokotnik D. Kot vidimo na zgornji skici, je najvisja viSina, ki jo na tem delu
dosezemo 1 (dosezemo jo v tocki (0,0)). Najnizjo visino pa dosezemo v tocki (1,2), t.j.

f(1,2)=1—-y1+4=1-+5. Tako je Z; = [1—/5,1].

3. Skiciraj graf funkcije f(x,y) = 2 + y%.

Resitev: Nivojnica na visini zg (20 > 0) je kroznica s sredig¢em v izhodig¢u koordinatnega
sistema in polmerom ,/Z;. Prerez z ravnino Oy, je enak prerezu z ravnino O.. (saj je
f(x,y) = f(y,z)), prav tako pa je enak prerezu z vsako ravnino, ki vsebuje os z in je
pravokotna na ravnino O.y,. Zadnja opazka je posledica dejstva, da je funkcijska vrednost
funkcije odvisna zgolj od kvadrata razdalje tocke (z,y) od izhodisca koordinatnega sistema
(t.j. od 22 +y?).

Oyz: f(0,y) = y2 = h(y)

h(y) 1
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Graf funkcije je t.i. rotacijski paraboloid s temenom v izhodis¢u koordinatnega sistema, z
0s je njegova os simetrije, odprt je v pozitivni smeri osi z.

z

4. Skiciraj graf funkcije f(z) = 22 — ¢

Resitev: Tokrat graf funkcije ni rotacijska ploskev (t.j. ploskev, ki jo dobimo z rotacijo
krivulje okrog premice). Zopet si bomo pomagali z nivojnicami in prerezi.

o N_y:
Y
\\\ N1 ///
%2—2/2:—1 \\\7 1 4//
N
Dobljena enacba predstavlja hiperbolo. RN I 1
I NI I X
| o
| d N |
T N |
\,’77777771\\‘
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e Ny:
Yy
22 —y?=0
22 = o2
|z = |y 1
Dobljena enacba predstavlja premici y = No
+ax. ‘ 1 z
e Ni:
Yy

x2—y2:1

Dobljena enacha predstavlja hiperbolo.

e Vidimo, da so vse nivojnice, razen nivojnice na vigini 0, hiperbole. Ko po absolutni
vrednosti povecamo viSino nivojnice, se vetata tudi mala in velika polos hiperbole.
Asimptoti hiperbol sta vedno simetrali lihih in sodih kvadrantov (torej y = +x).

Poglejmo Se prereze s koordinatnima ravninama O, in O,..

o O,.: f(z,0) = 2% = g(x).

glx)\ 1t
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o Oy: f(0,y) = —y* = h(y).

h(y)

Ce vse dobljene slike nariSemo v tridimenzionalni koordinatni sistem, dobimo:

5. Doloéi definicijsko obmo¢je, ga skiciraj, dolo¢i zalogo vrednosti, ni¢le funkcije ter
skiciraj njene preseke s koordinatnimi ravninami.

(2) f(z,y) =y — 22,
(b) f(z,y) =In(y*> -z +1),
(©) flz,y) =v1-a?+/y2 -1,
(d) flo,y)=e¥,
(z,y)

Resitev: Pod pojmom definicijsko obmocje razumemo naravno definicijsko obmodje, t.j.
najvedja mozna podmnozica v R?, za katero je funkcijski predpis definiran.

(a) f(z,y) = Vy—a?

e Definicijsko obmodéje: Funkcija bo definirana natanko tedaj, ko bo definiran
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koren, torej y — 22 > 0 oz. y > 2. Krivulja y = 22 v ravnini zy predstavlja

kvadratno parabolo in je meja definicijskega obmodja nage funkcije. Z neenacébo y > 22
pa so doloc¢ene tocke nad parabolo (saj je njihova ordinata ve&ja od ordinat totk na
paraboli). Tako je naravno definicijsko obmocje nase funkcije Dy = {(z,y) e R |y >
x2}. Skicirajmo ga v ravnino Ogy.

2

Zaloga vrednosti naSe funkcije je enaka mnozici visin to¢k na grafu. Ker nimamo grafa
in lahko po samem funkcijskem predpisu sklepamo le na to, da so funkcijske vrednosti
zmeraj nenegativne (saj ima funkcijski predpis obliko korena), pustimo razmislek o
zalogi vrednosti za na konec naloge, ko bomo naso funkcijo malce bolj raziskali. Lotimo
se najprej presekov grafa s koordinatnimi ravninami, da dobimo ve¢ obc¢utka za samo
funkcijo.

e Nicle: Is¢emo tiste tocke v koordinatni ravnini Oy, za katere velja \/y — 22 = 0
oz. y — 2% = 0. Te tocke tvorijo parabolo y = 22, ki predstavlja rob Dy.

N={(z,y) |y =2}

e Presek s koordinatno ravnino Oyy: Presek predstavljajo nicle funkcije. Skici-
rajmo jih v rdeci barvi (na skici oznacimo tudi Dy, da si lazje predstavljamo obliko
grafa funkcije).

Pri tem razmisleku smo se naucili tudi nekaj o zalogi vrednosti nase funkcije: vrednost
0 je v zalogi vrednosti.

e Presek s koordinatno ravnino Oy,: Tale presek je rahlo dolgocasen, saj iz raz-
misleka o definicijskem obmod&ju vidimo, da je od vseh toc¢k na osi x funkcija definirana
le v.& = 0. Ob razmisleku o ni¢lah vidimo, da je vrednost v x = 0 ravno 0. Presek
grafa nase funkcije s koordinatno ravnino O, je torej zgolj tocka (0,0). Ratunsko to
vidimo tako: vse to¢ke na koordinatni ravnini O, opiSemo z enatbo y = 0. Zani-
majo nas torej samo funkcijske vrednosti f(z,0) = v/—z2. Dobljen koren je definiran



Resene naloge iz INZENIRSKE MATEMATIKE II, Mojca Premus 44

zgolj pri vrednosti x = 0, njegova vrednost je 0. Prerez s koordinatno ravnino O,
skicirajmo v modri barvi.

e Presek s koordinatno ravnino Oy,: Zanimajo nas zgolj vrednosti f(0,y) = /v
Skicirajmo krivuljo z = /y (kar je zgornja polovica parabole y = 22), ki je presek
grafa naSe funkcije s koordinatno ravnino O, ., v zeleni barvi.

e Zaloga vrednosti: Kon¢no imamo dovolj podatkov za razmislek o zalogi vrednosti.
Razmislili smo Ze, da funkcija ne doseze negativnih vrednosti, hkrati pa iz razmisleka o
preseku grafa s koordinatno ravnino O, vidimo, da doseZe vse vrednosti od 0 navzgor.
Torej je Zy = [0,00).

(b) f(z,y) =In(y* -z +1)

e Definicijsko obmodéje: Funkcija bo definirana natanko tedaj, ko bo definiran
naravni logaritem, t.j. ko bo y? —z+1> 00z y?+1> 2. Krivuljaz =¢>+1v
ravnini xy predstavlja kvadratno parabolo, ki je odprta v pozitivni smeri abscisne osi,
in je meja definicijskega obmo¢ja nage funkcije. Z neenacbo y? 4+ 1 > x so dolo¢ene
tocke levo od parabole (saj je njihova abscisa manjSa od abscise to¢k na paraboli).
Tako je naravno definicijsko obmod¢je nase funkcije Dy = {(z,y) | ¥* +1 > z}.
Skicirajmo ga v ravnino Ogy.
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Tudi tokrat se bomo pred razmislekom o zalogi vrednosti lotili presekov grafa s koor-
dinatnimi ravninami, saj imamo o samih funkcijskih vrednostih premalo informacij.
e Nicle: Is¢emo tiste tocke v koordinatni ravnini Oy, za katere velja In(y? —z+1) = 0
oz. y*> — x4+ 1 = 1. Regitve te enacbe lezijo na paraboli z ena¢bo = = y2.

N ={(z,y) |z =y}

e Presek s koordinatno ravnino Oyy: Skica preseka je krivulja rdece barve.

Pri tem razmisleku smo se naudili tudi nekaj o zalogi vrednosti nase funkcije: vrednost
0 je v zalogi vrednosti.

e Presek s koordinatno ravnino Oy,: Zanimajo nas torej samo funkcijske vre-
dnosti f(z,0) = In(—x + 1) = In(1 — z). Krivuljo z = In(1 — z) (na skici pobarvana
z modro) skiciramo tako, da najprej skiciramo krivuljo z = Inz, jo zrcalimo preko
ordinatne osi, da dobimo z = In(—z) in jo nato premaknemo za 1 enoto v desno.
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=In(1 —
z = In(—2x) 2 =In{ ?)

1 x

e Zaloga vrednosti: Vidimo, da funkcija doseZe vse realne vrednosti, torej Zy = R.
e Presek s koordinatno ravnino Oy,: Zanimajo nas zgolj vrednosti f(0,y) =
In(y? + 1). Krivuljo z = In(y? + 1) bomo skicirali tako, da bomo razmislili o nje-
nih vrednostih. Pri y = 0 je 2 = Inl1 = 0. Krivulja torej poteka skozi izhodisce
koordinatnega sistema. Vidimo, da je soda, kar pomeni, da je simetri¢na glede na
ordinatno os, torej je dovolj razmisliti kaj se dogaja s pozitivnimi y. Ko y naras¢a (od
0) proti oo, tudi y2 + 1 narag¢a proti oo (vmes nikoli ne pada). Isto velja za vrednosti
z = In(y? + 1) naras¢ajo proti co. Krivulja je narisangl| v zeleni barvi.

fla,y) =v1—a?+/y? -1
e Definicijsko obmoé&je: Da bo definirana funkcija f(z,y) = V1 — 22 + /32 — 1,
morata biti definirana oba korena, ki nastopata v njenem funkcijskem predpisu.

V1 —22je definiran & 1—22>0e 1>2° & lz] <1
V1?2 —1jedefinitan < 3> —1>0e > >1 < |y >1

Naravno definicijsko obmocje je tako Dy = {(z,y) € R? | |z| < 1in |y| >}. Skici-
rajmo ga.

!Seveda bi se naloge lahko lotili malo bolj "resno” (z uporabo prvega in drugega odvoda), ¢e bi Zeleli bolj
natanc¢no skico, kar pa v tem primeru ni potrebno.
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e Niéle: Titemo mnozico tock, za katero velja v/1 — 22 + /y2 — 1 = 0. Vsota dveh
korenov je enaka 0 natanko tedaj, ko je vsak izmed korenov enak nic.

m:o s l1-22=0s2’=1< z==+1
ViZ-1=0s ¥ -1=0sy’=1 y=+I1

Tocke iz R?, ki zado3¢ajo obema pogojema so T1(1,1), To(1, —1), T3(—1,1) in Ty(—1, —1).
N = {Ty(1,1), (1, —1), T5(—1,1), Ty(~1,—1)}

e Presek s koordinatno ravnino Oyy: Tocke, ki so v preseku so oznacene z rdeco

barvo.
Y
D I
T3
-1 1 T
\ -1 Ty
Ty

Tale skica nam da malo ve¢ informacij o grafu funkcije. Ploskev, ki predstavlja graf
dane funkcije ocitno lezi nad koordinatno ravnino Oy, Dotakne pa se je v §tirih niclah.
S tem smo izvedeli tudi nekaj dodatnega o zalogi vrednosti nase funkcije: stevilo 0 je
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zagotovo v Zy.

e Presek s koordinatno ravnino Oy,: Presek je prazna mnozica, saj je os x izven
definicijskega obmod¢ja. Racunsko to vidimo tako, da v funkcijski predpis vstavimo
pogoj y = 0 (vsaka tocka na ravnini O,, ima drugo koordinato enako 0) in dobimo
f(x,0) = /1 — 22+ +/—1, kar pa ni realno &tevilo.

e Presek s koordinatno ravnino Oy,: Zanimajo nas funkcijske vrednosti tock,
za katere je z = 0 in dobimo f(0,y) = vV1+ /s> —1 =1+ /y?>—1. V ravnini
Oy. moramo skicirati krivuljo z enacbo z 1+ v/y2 —1. Ena¢no najprej malo
preoblikujemo, potem kvadriramo levo in desno stran enacbe (pri tem se zavedamo,
da smo mogoce kako resitev pridobili).

z=1++y?2 -1
z2—1=+y? -1
(z—1)2=92—1
Y= (-1 =1

V dobljeni enacbi prepoznamo enacbo hiperboleﬂv ravnini Oy, s "sredis¢em” v tocki
(0,1), malo in veliko os enake dolzine t.j. dolzine 1. Dobljena krivulja ni graf nobene
funkcije (saj za nekatere y dobimo kar dve vrednosti z). Tukaj se lepo, geometrijsko,
vidi, kaj smo pridobili s kvadriranjem leve in desne strani enatbe z — 1 = /92 — 1:
pridobili smo tudi reSitve enacbe 2 — 1 = —\/y%2 — 1. Zgornja polovica hiperbole
predstavlja krivuljo z = 1 + /92 — 1, spodnja polovica pa krivuljo 2 = 1 — y/y? — 1.
Iskani presek grafa funkcije f(z,y) in koordinatne ravnine O,. je na skici oznacen z
zeleno barvo.

N z ,
N 7
N s
N 7z
N 2 ,

N ’
| PSR- S ——1
"N 7

Y ’
N s
| N ’ |
| N
NI |
JERE N A,
i D B
A 00 1
/ N A
/ s \
/v, N ‘1
/o7 A ) Yy
/ L NN
- t
/ RN
’ NN
/// AN
Ve AN
, N
, N

e Zaloga vrednosti: Do zdaj smo razmislili Ze, da v zalogi vrednosti zagotovo ni
negativnih Stevil ter da dosezemo vrednost 0. Z razmislekom o preseku grafa nase
funkcije s koordinatno ravnino Oy, pa smo dobili dodatne informacije v zvezi z zalogo
vrednosti: vidimo, da funkcija doseze tudi vrednosti iz intervala [1, c0). Ce narigemo
e prerez po ravnini y = 1, bomo videli, da funkcija doseze tudi vis§ine med 0 in 1. Za

20 enacbah kroznice, elipse in hiperbole je ve¢ napisano v dodatku
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ta prerez nas zanimajo funkcijske vrednosti v f(z,1) = V1 — 224+ /1 -1 =1 — 22.
Vzemimo enatbo z = /1 — 2, kvadrirajmo njeno levo in desno stran (pozor, spet
bomo pridobili Se resitve enatbe z = —v/1 — x2) ter enacbo malce preoblikujmo.

z=11—22

2 =1-22

=1
Dobljena enacba v ravnini zz predstavlja kroznico v izhodis¢ni legi, s polmerom 1.
Krivuljo, ki ni graf nobene funkcije, spet "prerezemo” v levem in desnem temenu,

za nas prerez pa vzamemo le zgornjo polovico kroZnice (ta je namre¢ graf funkcije
z = z(x) = z = /1 — 2?). Na skici jo narigemo z modro barvo.

z

NG %

— |-

Ocitno nasa funkcija doseze vse vrednosti od 0 navzgor, torej je Z¢ = [0, 00).

2>=9* je vedno definirana, tako je

e Definicijsko obmodje: Funkcija f(z,y) = e~
Dy =R2%

e Nicle: [i¢emo mnozico tock, za katero velja e™
nima nicel.

e Presek s koordinatno ravnino Oyy: Je prazna mnozica.

e Presek s koordinatno ravnino Oy,: Zanimajo nas funkcijske vrednosti f(z,0) =

a2 . S . . .
e~*". V ravnini O, skicirajmo krivuljo z ena¢bo z = z? s sivo (le-ta nam pove kako
2
X

@>=y® — 0. O¢itno dana funkcija

se obnaga eksponent funkcije), z modro pa skicirajmo krivuljo z enatbo z = e~

z

[

N
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¢ Presek s koordinatno ravnino Oy,: Zanimajo nas funkcijske vrednosti f(0,y) =

2 . . o 2. . oy . . . . .. . o .
e~ Y . Krivulja z enac¢bo z = e7¥" je identi¢na prej narisani krivulji, le da je ta v ravnini
Oy-. Na skici je narisana z modro barvo.

z

e Zaloga vrednosti: Funkcija f(x,y) = e~2°~%" lahko doseze le pozitivne vrednosti.
Graf funkcije f(z,y) = e~y je rotacijska ploskev, saj vidimo, da lahko ena&bo
vsake nivojnice e~y = A(> 0) prepiemo v 22 +y? = —In A, kar nam predstavlja
kroznico v izhodi&¢ni legi s polmerom —In A (kadar je —In A pozitiven). To pomeni,
da dobimo graf funkcije f(z,y) = e y? tako, da rotiramo npr. krivuljo z = ™%

(t.j. prerez grafa z koordinatno ravnino O.) okrog osi z. O¢itno lahko dosezemo
zgolj visine vecje od 0 ter manjse ali enake 1. Tako je Zy = (0, 1].

2

(e) e Definicijsko obmodé&je: Funkcija f(z,y) = 4 — 22 — y? je vedno definirana, tako je
Dy =R
e Niéle: Ti¢emo mnozico tock, za katero velja 4 — 22 — y? = 0. Dobimo N = {(x,v) |
22 4+ y% = 4}, kar je kroznica v izhodig¢ni legi, s polmerom 2.
e Presek s koordinatno ravnino Oyy:

Y

e Presek s koordinatno ravnino Oy,: Zanimajo nas funkcijske vrednosti f(z,0) =
4 — 2. Krivuljo z = 4 — 22 narisimo z modro barvo.
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/” e

¢ Presek s koordinatno ravnino Oy,: Zanimajo nas funkcijske vrednosti f(0,y) =
4 —y?. Krivulja z = 4 —y? je identi¢na zgoraj narisani, le da se nahaja v ravnini Oy-.
e Zaloga vrednosti: Funkcija f(z,y) = 4 — 22 — y? lahko doseze le vrednosti manjse
ali enake 4. Tako je Z;y = (—o0,4].

6. Pokazi, da je funkcija

flay) = Fre YR
’ 0 ;o z2492=0

v tocki (0,0) nezvezna, funkciji f(x,0) in f(0,y) pa zvezni (v z =0 in y = 0).

Resitev: Funkcija dveh spremenljivk je zvezna v tocki (a,b) natanko tedaj, ko velja

lim  f(z,y) = f(a,b).

(z,y)—(a,b)

Medtem ko znamo izrac¢unati limite funkcije ene spremenljivke, je pri limitah funkcije dveh
spremenljivk problem bolj kompleksen. Ce Zelimo npr. izracunati limito, kjer (x,y) —
(0,0), ni dovolj poskrbeti, da x — 0 in y — 0. Limita funkcije dveh spremenljivk je na-
mred vrednost, h kateri se blizajo funkcijske vrednosti funkcije f(x,y) kadar je tocka (x,y)
"blizu” tocke (0,0). To pomeni, da je vseeno po kateri poti in na kak nacin se blizamo tocki
(0,0), limita mora biti neodvisna od poti, uposteva le oddaljenost od tocke.

Za poljubno tocko (x,y) je pomen prve in druge koordinate oznacen na spodnji sliki. Hkrati
lahko polozaj tocke (x,y) opiSemo s pomodjo kota ¢ (t.j. kot, ki ga oklepata daljica, ki
povezuje to¢ko (x,y) z izhodisem koordinatnega sistema ter pozitivni del abscisne osi) in
oddaljenosti r tocke (z,y) od izhodis¢a koordinatnega sistema.
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V dobljenem pravokotnem trikotniku se kosinus kota ¢ iz-
racuna kot cos = % (dolzina prilezne katete ulomljena
z dolzino hipotenuze), iz Cesar izrazimo x = rcos . Sinus
kota izrazimo podobno sin¢ = ¥, iz te enakosti pa izrazimo

Yy = rsin .

Zdaj znamo izraziti limito funkcije dveh spremenljivk z limito funkcije ene spremenljivke
(kar bomo pa znali izra¢unati). Priizra¢unu limite bomo najprej upostevali, da, ko r — 0,
tocka (z,y) = (rcosg,rsinp) (8e) ni enaka (0,0) in za njene funkcijske vrednosti upora-
bimo prvo vrstico v nalogi definiranega funkcijskega predpisa.

7 COS (1 sin ¢

lim xz,y) = lim f(rcosp,rsinp) = lim =
(z,y)—(0,0) f(z,) r—0 I 7 ?) r=0 72 cosZ p + r2sin? ¢

= lim 7* cos Ll N Y €OS p sin ¢ = cos ¢ sin
r—=0 p2(cos? o + sin? ) =0

Ker izraz cos ¢ sin ¢ ni odvisen od spremenljivke 7, je limita naSe funkcije. To pa pomeni,
da je vrednost, ki jo dobimo, odvisna od smeri, po kateri se priblizujemo izhodi$¢u. Torej
nimamo ene same vrednosti, h kateri se funkcijske vrednosti priblizujejo, ko se tocka bliza
izhodis¢u, in limita zato ne obstaja. Nasa funkcija ni zvezna v tocki (0,0).

Poglejmo sedaj, kako je z zveznostjo funkcije f(x,0) v x = 0. Najprej zapisimo funkcijski
predpis za opazovano funkcijo.

-0 . 2
F(,0) = 00 5 +H+0#0
’ 0 : 2240=0

Ker sta predpisa v obeh vrsticah enaka 0, je funkcija f(x,0) nicelna, torej zvezna povsod

(tudi v x = 0).
Podobno razmislimo, da je tudi funkcija f(0,y) ni¢elna in tako zvezna povsod (tudi v
y =0).
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7.

Izracunaj odvode po vseh spremenljivkah dane funkcije.
(a) f(z,y) =a?siny,
(b) flz,y) ===,
(©) flz,y) =€,
(d) f(z,y) = arctg ,
(e) flz,y) =1In(tg (),

Resitev: Pri izra¢unu odvodov uporabimo pravila za odvajanje ter tabelo odvodov.

(a)

(b)

()

(d)

Funkcija f(x,y) = 22 siny je produkt funkcij g(x) = 22 (odvisna le od spremenljivke x
in kot taka konstanta, ko odvajamo po y) in h(y) = siny (odvisna le od spremenljivke
y in kot taka konstanta, ko odvajamo po x).

of L . 9f _
—— =2zsiny a—y—x cos Yy

ox

Za funkcijo f(x,y) = x;y/_; uporabimo pravilo kvocienta. Najprej to zapiSemo sim-
bolno, potem porac¢unamo.

of _ MGVE—(y-DRE W@ Usp  gmy (-1 ay+tl

oz vz x 2z\/x N
z 1
or (5w )

Xz
dy dy “EY

Funkcija f(z,y) = ey’ je kompozitum eksponentne funkcije g(t) = e’ (katere odvod je
g (t) = €') in polinoma (dveh spremenljivk) p(z,y) = zy? ( z odvodoma %(:}:, y) = y?

in g—Z(:z:, y) = 2zy). Pri odvajanju uporabimo pravilo kompozituma.

%_’ 2@ o xy? 2
e~ 9 @) g (z,y) ="y

of . 5.0p 2
_— = _ = & 2
9y ¢ (zy )ay(l‘, y) =" 2xy

Tudi f(z,y) = arctg + Jje kompozitum, tokrat imamo opravka s funkcijama g(t) =

arctg t (z odvodom ¢'(t) = ﬁ) in h(z,y) = % (z odvodoma g—;‘(a:,y) = % in
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Piry) =)
o 0
5gt:gl<§>8z(x’y)_1+zm)2;:yQJZxQ;:xziyz
y
of [z Oh _ 1 Ty _ 1Lz _ m
8y_g<y>6y(x’y)_1+<z>2 <_y2>_ 92;-21’2y2 _m
(e)

o 3 1 (sY_ 1 11 1

O e (%> cos? (%> Y) . sin<§) COSZ(%) y_ysin(%>cos(§)_
B 1-2 B 2CO y
_2 ysm(%)cos(%)_ySln(%)

of _ 2 fﬂ)'_2<_$>—— 2

ay—sin(%) Y y_SiII(%) v2) y%in(%)

050 o o0 o 2 o 2 2 o 2 2 o
8. Zapisi gradient dane funkcije ter izracunaj %, aigy in 27{, Ce je

(a) f(z,y) =23+ 3zy + zy® + 3,

(b) fla,y) = L.

Resitev: Gradient funcije dveh spremenljivk je

(grad D)) = (G e, G

of

=32% 4+ 3y + 12
oz
0
—f = 3z + 2zy + 3y
dy

(grad f)(z,y) = (33:2 + 3y + 2, 3z + 2y + 3y2)

ﬁ = 6x O'f = 0’ - saj je Of
oz2 7 0zdy -~ Oyox ) 0xdy

82
zvezna), 8y£ = 2z + 6y

:3+2y<
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(b)

of _(et+y—(w—y) _z+y—a+y 2

Ox (x+y)? (z+y)? (z+y)?
of -4y —-(w—y) —z-y—xzt+y -2
dy (z +y)? (z +y)? (x+y)?

9 —2z
(grad f)(z,y) = ((w _|_yy)2’ (x+ y)2>

0% f —4y 0% f 4x

0z (z+y) 9y (x+y)d
?f 5. —(z+y)* + 2z(z+y) 5 (z+g)(—(z+y) +2z) 5 Tyt 2z

Oxdy (z+y)* a (z+y)A3 ; (z+y)?
=2 S < = >f - saj je Of zvezna)
7 (z+y)P\ 9yox 1 Hzay

9. Pokazi, da za f(z,y,z) = f + af 42 f

Resitev: Izrac¢unajmo vse parcialne odvode funkcije in preverimo ali velja enakost v podani
(funkcijski) enacbi. Za vsakega izmed parcialnih odvodov smo funkcijski predpis preobli-
kovali tako, da je najlaze odvajati.

af_a<x+yfz_ygz>_ 1

or ox _1+y—z

gf:a(x*zf:g):(w—y);(y—Z)—(w—y)(y—z);:—y+z—m+y: 2

Ay Ay (y —2)? (y —2)? (y —2)?
0(x+ (z— —2z)7t T —

8f_Bletle-iiy=2) )=—<m—y><y—z>-2<—1>=(y_j)2

of of of _ 1-(y —2) z—x  x—y o (y—2)+(E—2)+(@=—y)

e oy 0: H(y—z)'(y—2)+(y—z)2+(y—z)2 H (y —2)?



Resene naloge iz INZENIRSKE MATEMATIKE II, Mojca Premus 56

10. Za funkcije f(z,y) = 222+ 2y + 92, z(t) = 2+ 1, y(t) = t — 4, izradunaj ¢'(t), kjer
je g(t) = f(z(t),y(t)), direktno in s pomocjo veriznega pravila.

Resitev: e Direktno: Pri tem nacinu eksplicitno zapigemo funkcijski predpis za g(t) =
f(x(t),y(t)) in Sele potem odvajamo.

g(t) = f(z(t),y(t)) = fF(E + 1t —4) =2 + 1)* + (P + 1)(t —4) + (t - 4)* =
=2t 422 4 1)+ 3 At — A+ -8t 16 =2t + 13 12 Tt + 14
= g/(t) =83 +3t> 42t — 7

e Z veriznim pravilom: Uporabimo verizno pravilo

/ of / of /
/(1) = G5y (0.9 2/ (0) + 5 (xl0).w(e)) ')

Najprej izrac¢unajmo posamezne (parcialne) odvode ter vstavimo dobljene rezultate v na-
stavek.
of of O o 10 a2 o
856(96’3/) =dzx+y = 8x(x(t),y(t)) o ="+ 1,t—4)=4t"+ 1)+ (t—4) =4t"+t
of of f o o
ay(az:,y) =x+2y = ay(x(t),y(t)) (3y(t +1,t—4)=@t"+1)+2(t—-4)=t"+2t-3

2/ (t) = 2t

y'(t) =1
=g {t)= @2+ 02+ 2+ 2t —3)1 =83 + 32 + 2t — 7

11. Dolo¢i najvecjo in najmanjso vrednost funkcije f(x,y) = ze® ¥ na obmodju, ki ga
omejujejo krivulje y = 2%, y = 0 in o = 2.

Resitev: Za iskanje globalnih ekstremov uporabimo naslednji izrek.

Izrek: Naj bo A zaprta omejena podmnozica R in f : A — R zvezna na A. Potem
funkcija f na A doseze svoj globalni maksimum in svoj globalni minimum.

Ce je f tudi parcialno odvedljiva po obeh spremenljivkah v notranjosti A, potem ekstremne
vrednosti doseze bodisi v notranjih stacionarnih tockah bodisi v robnih to¢kah obmo¢ja.

Podana funkcija je produkt polinoma x in kompozituma eksponentne funkcije e’ in poli-
noma dveh spremenljivk x —y. Vse te funkcije so povsod zvezne in odvedljive, zato za nas
primer uporabimo izrek.

Najprej skicirajmo obmocje na katerem is¢emo ekstremne vrednosti dane funkcije. Dobimo
krivocrti trikotnik omejen s premicama y = 0 (abscisna os), = 2 ter parabolo y = 22, ki
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ga poimenujmo D.
Problem iskanja globalnega ekstrema zvezne in parcialno
odvedljive funkcije na kompaktnem obmodéju D razdelimo
Yy na dva koraka. Najprej poi§¢imo stacionarne tocke, potem
2 pa razi§¢imo meje kompaktnega obmodja. Meje preucimo
tako, da izrazimo tocke na krivulji, ki predstavlja mejo, kot
graf funkcije ene spremenljivke. Geometrijsko gledano, re-
$ C zemo graf funkcije f(x,y) s ploskvijo, ki je pravokotna na
| ravnino Oy, in je "napeta” na opazovano krivuljo. Potem pa
i8¢emo globalne ekstreme funkcije ene spremenljivke, ki jo
tako dobimo. Ker jih i§¢emo na zaprtem intervalu, spadata

.....

primeru so to tocke A(0,0), B(2,0) in C(2,4), oznafene na

7 y skici. Na koncu le $e preverimo kateri izmed kandidatov

/ je zares maksimum oz. minimum nage funkcije (t.j. v ka-

4 // B teri izmed dobljenih tock doseze nasa funkcija najvecjo oz.
x

najmanjso vrednost).

e Stacionarne tocke: Funkcija ima stacionarno tocko v (a,b), ¢e je grad (f)(a,b) = 0.
Izrac¢unajmo parcialna odvoda in ju zapi8imo v faktorizirani obliki, da bomo laZzje od¢itali
njuni nicli.

0
U (o) = Yzt = (1 )
0
ajyc(xvy) = —we Y
Prvi odvod je ni¢elen natanko tedaj, ko je x = —1 (saj eksponentna funkcija nikoli ne

doseze nicelne vrednosti), drugi pa v primeru, ko je z = 0. Kar pomeni, da v ravnini ni
totke (x,y), za katero sta oba odvoda hkrati enaka 0.
e Meje:

e AB: Daljico opigemo s pogojema y = 0 in = € [0,2]. Izmed funkcijskih vrednosti
vseh tock na ravnini nas zanimajo le f(z,0) = xe® = g1(z). Dobili smo funkcijski
predpis funkcije ene spremenljivke, ki jo poimenujemo ¢;(z) (graf te funkcije dobimo
kot preseciste grafa funkcije f(z,y) z ravnino y = 0). Stacionarne toc¢ke funkcije
g1(x) izratunamo: ¢}(z) = e* + ze” = (1 +x)e* =0 o0z. x = —1. Ker —1 ¢ [0,2], ta
stacionarna toc¢ka ni zanimiva za na3o nalogo.

¢ BC:z=2,y€[0,4]; f(2,y) =267V = ga(y)

Stacionarne toékeﬂ gh(y) = —2e*7Y #£ 0, funkcija g2(y) nima stacionarnih tock.

e AC:y =22 2€0,2]; f(z,22) = 2" %" = g3(x)

Stacionarne tocke: g5(x) = e 4 ze” (1 —22) = (14 2(1 — 22))e”* =0 &

3Funkcija g2(y) je padajota funkcija in zato nima stacionarnih to¢k. To lahko vidimo tudi brez izra¢una
odvoda.
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2024 r+l=06a="2B g =1 (yr=12=1)ina = -1 ¢[0,2];
stacionarna tocka 77(1,1).

e Kandidati za ekstreme:

0)=0
0) = 2¢2

0) = f(0,
0) = f(2,
C(2,4) — f(2,4) =21 = %
T1(1,1) = f(1,1) =€ =1

Globalni maksimum, ki znaga 2e?, nasa funkcija doseze v tocki B(2,0), globalni minimum,
ki znasa 0, pa v tocki A(0,0).

12. Doloéi najvedjo in najmanjo vrednost funkcije f(z,y) = zy* — x + 3? na obmoéju

A={(z,9);0<y<2,4>—4<z<0}.

Resitev: Tudi funkcija v drugem primeru je zvezna in odvedljiva po obeh spremenljivkah.

(Y
r=1y>—4
Ts _— C
~ / ° T1
A B
x
L] T2
e Stacionarne tocke:
of 2
——(r,y)=y"—1=(y—1 1)=0
B (L Y) =Y =Dy +1)
of
——(z,y) =2zy+2y =2y(z+1) =0
Jy
Resitvi prve enacbe sta y = 41, regitvi druge pa y = 0 ali x = —1. Sistem resita tocki
T1(—1,1) in To(—1,—1). Tocka T ne lezi v A, zato je ne uvrstimo med kandidate za
ekstreme.
e Meje:
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e AB: y =0,z € [-4,0]; f(2,0) = —z = g1(x) - nima stacionarnih tock.

e BC: z = 07 Yy e [072]7 f(07y) = y2 = 92(3/)
Stacionarne tocke doseze funkcija go v temenu t.j. vy=0= T3 = B.

o AC:iz=y"—4,y€[0,2); f(y*~4,y) = (¥ )y’ ~ (’—4) +y* = y" 4y +4 = g3(y)
Stacionarne tocke: gj(y) = 4y® — 8y = 4y(y> —2) =0 & y =0 ali y = £v/2;
(a)y=0=2=—-4:Ty=A,

(b)y=v2=a2=-2T5(-2,v2),
(c) y = —v2 ¢ [0,2] - ta moznost odpade.
e Kandidati za ekstreme:
A(—4,0) = f(—4,0) =4
B(0,0) — f(0,0)=0
C(0,2) — f(0,2) =4
Ti(~1,1) — f(-1,1) =1

T, (—2, ﬁ) Sf (—2,\/5) —0

Globalni minimum, ki znasa 0, nasa funkcija doseZe v totkah B(0,0) in T5 (-2, v2), glo-
balni maksimum, ki znaga 4, pa v to¢kah A(—4,0) in C(0,2).

13. Dolo¢i najvedjo in najmanjgo vrednost funkcije f(x,y) = 322 — 22y + 3y? na krogu
w2 +y? <4
Resitev:
Yy
T A
A T B
x
Ty <Ts
e Stacionarne tocke:
g(m )=6x—2y=23x—y)=0
or DY) = y= y)=
of

a—y(m,y) =—2rx+4+6y=—-2(x—3y)=0
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Resitev prve enache so tocke na premici y = 3z, reitve druge enacbe pa tocke na premici
x =3y (oz. y = §). Premici se sekata v izhodiscu zato je edina stacionarna tocka 71 (0,0).
e Meje: Kroznico, ki je meja nafega obmodja, ne moremo predstaviti kot graf funkcije.
Lahko pa jo "razrezemo” npr. na zgornjo in spodnjo polovico kroZnice, ti dve pa lahko
predstavimo kot grafa dveh funkcij. Racunsko izpeljemo to tako, da iz enacbe kroznice
2?2 + y? = 4 izrazimo spremenljivko y s spremenljivko .
2 =4 — 22
y=+vV4— a2

Predpis y = y(z) = +v4 — 22 je predpis funkcije, katere graf je zgornja polovica kroznice
(saj so ordinate tock na grafu pozitivne). Graf funkcije y = y(z) = —v/4 — 22 pa je spodnja
polovica kroznice (ordinate tock so negativne). Ker smo kroznico "prerezali” v dveh tockah,

imamo sedaj dve tocki, kjer "lepimo” robove obmocdja in kot taki ze sami po sebi kandidatki
za ekstreme. Poimenujmo ju A(—2,0) in B(2,0).

e AB-zgornji lok: y = v4 — 22, x € [-2,2];
flz, V4 —22) =322 —20v4 — 22+ 34 — 2%) =12 — 22/4 — 22 = gy ()
Stacionarne tocke: ¢ (z) = —2 (\/ — 22+ x%) -2 % =—4 % =0
= +v2 (y = /4 — (£V2)?2 = V2). Stacionarni tocki sta Tb (—ﬁ, \/5) in
T3 (\@, \/5)
e AB-spodnji lok: y = —v4 — 22, z € [-2,2];
fz, =4 —22) = 322 + 22v/4 — 22 + 3(4 ) =12+ 22V 4 — 2% = go(x)
Vidimo, da se odvod funkcije go(z) od odvoda funkcije g; (x) razlikuje le po predznaku,

in je gh(z) = 4% Ni¢li tega odvoda sta x = £v2 (y = —/4 — (£V2)2 = —V/2),
stacionarni to¢ki na tem robu pa Ty (—v/2, —Vv2) in T5 (V2, —V/2).

o Kandidati za ekstreme:

A(=2,0) — f(=2,0) =12
B(2,0) — f(2,0) =12
T1(0,0) — £(0,0) =0

T(—ﬁﬁ)ﬁf(—ﬂ,\/i>:6+4+6:16
(\ff)—m”(\f\f)_G 4+6=38

T (—v2,-v2) > f(-V2.-v2) =6+4+46=16
(V2. -v2) = f(v2.-V2) =6 -4+6 =3

Ts5
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Globalna maksimuma, ki znaSata 16, naSa funkcija doseze v tockah T5 4 (—\/?, :l:\/i), glo-
balni minimum, ki znasa 0, pa v tocki 77(0,0).

OPOMBA: Iskanja ekstremov na mejah se lahko lotimo tudi drugace.

II. nac¢in: Namesto, da kroznico 2% 4 y? = 4 "razrezemo” na zgornjo in spodnjo polovico,
jo lahko "razrezemo” na levo in desno polovico. V jeziku funkcij: krivuljo predstavimo
kot grafa dveh funkcij spremenljivke 3. Raunsko gledano iz enacbe 22 + y? = 4 izrazimo
spremenljivko z s spremenljivko y: z = £+/4 — 12

Y
B

A

Pri izbiri govorimo o levi polovici
kroZnice, pri z = x(y) = \/4 — y? pa o desni polovici. Pri
tem v seznam kandidatov za ekstreme funkcije f(z,y) do-
damo tocki A(0, —2) in B(0,2). Izbira, kdaj izbrati ta nacin
in kdaj na¢in, na katerega je reSena naloga, je odvisna od
funkcijskega predpisa same funkcije. Ce npr. v funkcijskem
predpisu nastopa spremenljivka x samo s sodimi potencami,
potem za reSevanje uporabimo II. na¢in (da se v ra¢unanju
izognemo korenom). V nagem primeru je vseeno na kateri
nacin racunamo, saj tako x kot y nastopata le linearno.

1II. nacin: Kroznico lahko predstavimo tudi s pomocjo polarnih koordinat s konstantnim
polmerom r = 2. Vsako to¢ko na kroznici lahko potem izrazimo s kotom ¢: (x,y) =
(2cos p,2sing). Ce postavimo ¢ € [0,2n], to pomeni, da kroznico "rezemo” v eni sami
tocki, A(2,0). Zaiskanje ekstremov na kroznici opazujemo funkcijo g(¢) = f(2cos ¢, 2sin ¢).
Vsak §tudent naj nalogo samostojno izpelje do konca.
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3 Dvojni integral

1. Izracunaj dvojni integral [[ f(z,y)dz dy, kjer sta
D

(a) D =10,2] x [0,1] ter f(z,y) = 12,
(b) D =10,1] x [1,2] ter f(z,y) =z +y,

(© D={(@.y)|0<e <5 0<y<2} ter flz,y) = a2y cos(ay?).

Resitev:

(a) Ker je obmod&je D = [0,2] x [0, 1] pravokotnik s stranicami vzporednimi koordinatnima
osema, lahko preidemo iz dvojnega na dvakratni integral na dva nacina.

9 2 1 9 1 2 9
€T T T
dedy = [ d dy= [ d d
//Hy?“’ /x/1+y2y /y/1+2x
D 0 0 0 0

Pri obeh nacinih bomo uporabili dejstvo, da lahko funkcijo f(z,y) zapisemo kot pro-
dukt dveh funkcij f(z,y) = 1_"@2 = g(x)-h(y), kjer je g(x) = 22 in h(y) = ﬁ Zato
lahko dvakratni integral zapiSemo kot produkt dveh enojnih integralov.
2 1 2 1 2 1 2 1
fd:vf—ljﬁdey = fdxfg(a:) ~h(y)dy = fg(x)d:r: . fh(y) dy = fo dx - f HlyQ
0 0 0 0 0 0 0 0
3 1 ™ ™
— (%)0 . (arctg y)o — % T = %
(b) Za pravokotno obmodéje D = [0,1] x [1,2] poteka prehod iz dvojnega v dvakratni
integral v poljubnem vrstnem redu, vendar se funkcija f(z,y) = x + y ne da zapisati
kot produkt dveh funkcij, pri ¢emer je ena odvisna le od spremenljivke x druga pa

le od spremenljivke y. To pomeni, da dvakratnega integrala ne moremo zapisati kot
produkt dveh enojnih integralov.

1 2 2 1 2
//(x+y)dxdy:/dx/(x+y)dy:/dy/a:—l—y /< +;1:y>
D 0 1 1 0 1

; 1 1 22 1 4-1

— — = — y— = — 7_ =
_/<2+y>dy 2+2‘1 3t =7
1

Vsak sStudent naj samostojno izracuna vrednost dvakratnega integrala z drugim vr-
12

stnim redom integriranja [ dz [(z + y)dy.
0 1

dy =
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(¢) Tudi sedaj je obmo&je D = [0,%] x [0,2] pravokotno, vendar se funkcija f(z,y) =
22y cos(xy?) ne da zapisati kot produkt dveh funkcij. Zaradi oblike obmoéja D je
vseeno v kaksnem vrstnem redu zapiSemo dvakratni integral.

2

3 2 3
// 2%y cos(zy?)dx dy = /dx/nycos(ny)dy = /dy/x y cos(zy?)
D 0 0 0

0

1. II.

Nalogo izracunajmo na prvi nacin. Vsak student naj samostojno izracuna dvakratni
integral Se na drugi nadin.

V desnem integralu dvakratnega integrala I. uvedemo novo spremenljivko (¢(y) =)t =
xy?, dt = 2zydy (oz. zydy = %), a=0,3=2%=4x.

2

5 2 5 Az
/dm/nycos Ty dy—/dm/a:cost /mdaz/costdt
0

_1 t _ 1 (4x)
— — = %
=5 sm =5/ sin(4x)
0 0
Zadnji integral izracunamo z integracijo "po delih”, kjer izberemo v = z, dv =
sin(4z) dz in izratunamo du = dz ter v = [sin(da)dr = —3cos(4z) + C (ta in-

tegral lahko izrac¢unamo z uvedbo nove spremenljivke ¢ = 4z, kar pa lahko naredimo
tudi na pamet).

1/ 1 B! 1[ 1 1 3
*=3 (—43;008 4x) ) 4/ s(4z)dx | = 3 —chos(QW)%— ZlQ(sin(éva))S] =
0
o
16
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2. Izra¢unaj dvakratni integral. Narisi integracijsko obmocje, zamenjaj vrstni red
integracije in izra¢unaj integral v novem vrstnem redu.

2 5—y
dy [ 2%y dx (¢) [dy [ (z+y)2dx
1 Y

dz [ 2y dy

Pe—o O—

of
/

Resitev:

(a) Najprej izratunajmo dvakratni integral v podanem vrstnem redu. Poudarimo, da po-
dani dvakratni integral ni produkt dveh enojnih integralov, saj integracijsko obmocje
ni pravokotno (v meji integrala po x nastopa funkcija spremenljivke ).

y 1 y 1 1
9 9 z3 1
/dy/a:ydxz/ydy/wdwz/y(g)) 3/yy—0
0 0 0 0 0
1

Skicirati moramo obmocje {(z,y) € R? | 0 < y < 1,0 < z < y}. Spodnja meja
tega obmodja je premica y = 0 (os x), zgornja meja pa y = 1. Leva meja obmodja je
premica x = 0 (0s y), desna pa = = y (simetrala lihih kvadrantov).

[Ei

Ko zamenjamo vrstni red, razmi§ljamo ravno obratno: najprej ugotovimo kaj sta
leva in desna meja, Sele potem kaj sta spodnja in zgornja. Abscise tock, ki lezijo na
integracijskem obmodju so iz intervala [0, 1], torej je leva meja x = 0, desna pa = = 1.
Za vsak tak x potem integriramo (po y) od simetrale lihih kvadrantov do visine 1.
Spodnja meja je tako y = = (tokrat izrazena kot funkcija x), zgornja meja pa y = 1.
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Zamenjajmo vrstni red integracije (pri tem se funkcijski predpis integrirane funkcije
ne spremeni) ter izraGunajmo dobljeni dvakratni integral.

1 y 1 1 1 1 1 )
/dy/x2yd:c:/da:/nydy:/a:2dx/ydy:/x2<y2> dx =
0 0 0 o 0 v

0

Vidimo, da je koli¢ina dela pri obeh vrstnih redih integriranja priblizno enaka. Temu
ne bo vedno tako.

(b) Tokrat bomo isto funkcijo integrirali na drugem integracijskem obmodju.

2x

2 2 on 22
/d:z:/:vdey: /x2 <y2> dx
1 1 v

T

Il
N —
H\I\D
8
N
—
iy
S
o
|
8
\_ED
QU
S
Il
N | o
H\w
8
S
QU
S
|
»—*‘@
O W

Dolo¢imo meje integracijskega obmocja in jih skicirajmo v koordinatni sistem.
Yy

v Yy =2z
4
. , y==x
leva meja: = = 1, 9
desna meja: = = 2,
spodnja meja: y = x, 1
zgornja meja: y = 2 r =2
1 2|

Ko zamenjamo vrstni red integracije, najprej razmislimo, kaj sta zgornja in spodnja
meja, Sele potem kaj sta leva in desna meja.
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Y desna meja
leva meja
4
y=41
II
2 L — _
1
1
y=1
1 2

Ker levega in desnega roba ne moremo opisati v enem grizljaju”, razdelimo integra-
cijsko obmodje na dve obmod¢ji, pri katerih pa bomo levo in desno mejo zlahka opisali.

<
I
oS

Obmodje I:

spodnja meja: y = 1,

zgornja meja: y = 2, y =4

leva meja: = = 1,

desna meja: (y(z)=)y ==
oz. (aly)=)s — 1y

Obmod¢je II:
spodnja meja: y = 2,
zgornja meja: y = 4, 1
leva meja: y = 2z
0z. 1 =,
desna meja: x = 2 1 9 T

(c) Ko se lotimo ra¢unanja dvakratnega integrala v podanem vrstnem redu, vidimo, da
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je treba najprej uvesti novo spremenljivko (v enojni integral).

Ko uvajamo novo

spremenljivko, se zavedamo, da je treba integrirati po x in, da je spremenljivka y
zato zgolj konstanta. Za uvedbo nove spremenljivke potrebujemo nastavke t = x + y,

dt =dx, a =2y in g =5.

5—y

dy/kx+yY2

/

2

d:nz/dy

—_

5 2

fra- (5

11 /1 1. 2 1
o fay=2a ’—72712—7
5+2/yy gl -5 =3

1

2
1 1
t=2y 1 Yy

Narisimo integracijsko obmodje.
Yo L =901
=y

spodnja meja: y = 1,

; . y=2
zgornja meja: y = 2 9

T o — — Z 1 1
leva meja: I =y 0Z. Y = 3, A 1 h\ y—1
desna meja: v =5~y oz. y=5—1x 1 ‘ ‘ ‘ ‘
12 3 4 5 =

Obmocje bo oditno treba "rezati” pri x = 2 in x = 3. Dobljena obmocja oznafimo z

I,I7Tin ITI.

I: levameja: =1
desna meja: x = 2
spodnja meja: y =1

zgornja meja: y =

II:

leva meja: x = 2
desna meja: x =3
spodnja meja: y =1

zgornja meja: y = 2

I1IT:

leva meja: x =3
desna meja: x =4
spodnja meja: y =1

zgornja meja: y =5 —x

Zamenjajmo vrstni red integriranja in izra¢unajmo dobljene dvakratne integrale. Pri
tem spet uvajamo novo spremenljivko ¢t = = 4 y, le da je tokrat y spremenljivka, po
kateri integriramo, = pa zato zgolj konstanta. Tako dobimo nastavke: t = = + v,
dt = dy, (obmodje I) oy = 1 + z, 1 = 2z, (obmo&je II) ayy =1+ z, B =2+ =z,
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(obmo¢je IT11) ayry =1+ x, Brir = 5.

——In
12

1 1 1 1
—ln5—ln2—§(ln2—ln1)—(ln5—ln4)—5—51112—5

Vidimo, da je po zamenjavi vrstnega reda integracije ve¢ dela z integriranjem. Je pa
v tem primeru teZavnost racunanja posameznih dvakratnih integralov primerljiva.
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3. Naridi integracijsko obmocje in zamenjaj vrstni red integracije.
26—y 2 V9—x2
a) [dy [ f(z,y)dx () [dz [ f(zy)dy
0 2y -2 ira2
1 Va—z? 1 arcsin x
(b) [dx [ flx,y)dy d) [de [ flz,y)d
0 —Vz—a2 0 T
Resitev:
2 6—y
) [dy [ f(z,y)dx
0 2y
Y
gl =6—y
spodnja meja: y = 0,
Z i ja: y =2 T =2y
gornja meja: y = o
leva meja: = = 2y 0z. y = 3, “ y=2 !
desna meja: © =06~y oz. y=6—=x !
y=0 4 6 z

Ko Zelimo zamenjati vrstni red integracije, vidimo, da se "zgornja meja”’ spet ne da
opisati v "enem grizljaju”, kar pomeni, da moramo integracijsko obmocje razdeliti na
dva dela (I in II).

Obmo¢je I:

leva meja: z = 0 y

desna meja;

spodnja meja: y = 0

zgornja meja: y = & =0 L =06
y=6—x y=3

Obmocje II:

leva meja: 2

desna meja: © =6 I 1

spodnja meja: y =0

zgornja meja: y =6 —x y=0 4 6 x

6—2x

6
f(z, y)dy-%g"dx { f(z,y) dy

o%w\a

f@/ffxy z
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(b) Ofdx T ey dy

leva meja: =0

desna meja: = = 1

spodnja meja: y = —vx — 22
zgornja meja: y = vV — x?

2 :
y=—Va—a?

Ce kvadriramo levo in desno stran v enakosti y = —vz — 22 (ali tudi y = Vo — x?)
dobimo y? = = — x22. Preuredimo jo s pomocjo dopolnjevanja do popolnega kvadrata
in dobimo (w — %) +y? = %, torej enacbo krozice s sredis¢em v .S (%, O) in polmerom
1

§‘
Ko zamenjamo vrstni red i2ntegracije, sta leva in desna meja lika leva in desna polovica
kroznice z enacbo (a: — %) +y? = 1. Na to krivuljo lahko gledamo kot na grafa dveh

Z;
funkcij v odvisnosti od ¥, t.j. (wlg(y) :>x = % + ,/% — 2.

Yy
spodnja meja: y = —% % Y= %
zgornja meja: y = %
leva meja: | 1 , 1 | ] ,
r—=L1_ /1 _,2 r=3—\1—V 2 T=5+1/7 -9
desna meja: \\/ 1 =
1 1 2
=9\ 1=V 1
1 y=m2
2
1 Va—a? 1 oahyay
[ dx fly)dy= [dy [ flz,y)de
0 _aa? R
2 9—x?
(© [dz [ [flz,y)dy
-2 1+a2
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leva meja: © = —2
desna meja: = = 2
spodnja meja:

y =1+ 22
zgornja meja:

y =9 —z?

Pri kvadriranju enakosti y = v/1 + 22 dobimo 3% = 1+ 22 oz. 22 — y? = —1, kjer
prepoznamo hiperbolo v izhodis¢ni legi, z malo in veliko pol-osjo a = b = 1. Enacba
y = V1 + 22 predstavlja zgornjo polovico hiperbol Na isto hiperbolo lahko gledamo
kot na grafa (dveh) funkcij, odvisnih od spremenljivke y: =z = £4/y? —1. Leva
polovica hiperbole ima enacbo z = —/y% — 1, desna pa x = /92 — 1.

Pri kvadriranju enakosti y = v/9 — 22 dobimo y?> = 9 — 22 oz. 22 +y% = 9, kjer
prepoznamo kroznico v izhodis¢ni legi, s polmerom 9. Enacba y = v/9 — 22 predstavlja
zgornjo polovico kroiniceﬂ Na isto kroznico lahko gledamo tudi kot na (dva) grafa
funkcij odvisnih od y: x = +£4/9 —y2. Leva polovica kroZnice ima enatbo z =
—v/9 — 92, desna pa z = /9 — 32

Presecisci hiperbole in parabole imata absciso x, ki je reSitev enacbe 1+ 22 =
V9 — 2. Ko enatbo kvadriramo dobimo 27? = 8 oz. x = 42 (v tem primeru s
kvadriranjem enac¢be nismo pridobili navideznih resitev). Visina presecisca je y = v/5.
Pri zamenjavi vrstnega reda integriranja moramo integracijsko obmocdje razdeliti na
dva dela. Lik I (za y € [1, \/ﬂ) na levo omejuje leva polovica hiperbole, na desno pa
desna. Lik IT (za y € [\/5, 3}) pa na levo omejuje leva polovica kroznice, na desno pa
desna polovica.

2 9—z2 V5 y2—1 3 V9 y2
[dz [ flz,y)dy= [dy [ flx,y)de+ [dy [ flz,y)de
-2 T2 1 21 V5 7\/@

%S kvadriranjem enakosti lahko pridobimo navidezne regitve. V naSem primeru smo pridobili celoten spodnji
krak hiperbole z enatbo y = —+/1 + x2, saj ¢e kvadriramo to enakost, dobimo enacbo iste hiperbole.

5Spet smo s kvadriranjem pridobili navidezne regitve. V tem primeru smo pridobili celoten spodnji del kroZnice
z enalbo y = —v/1 + 22, saj ¢e kvadriramo to enakost, dobimo enac¢bo iste kroZnice.
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(d)

1 arcsin x
Jdz [ f(z,y)dy
0 T
Yy
nlz=0 _jz=1
2
1h-----

leva meja: © =0

desna meja: = = 1
spodnja meja: y =
zgornja meja: y = arcsinx

Pri zamenjavi vrstnega reda integracije moramo integracijsko obmodje spet razdeliti
na dva lika. Prvi lik (y € [0,1]) je iz leve strani omejen s krivuljo y = arcsinzx oz.
x =siny, iz desne pa s simetralo lihih kvadrantov, z = y. Drugi lik (y € [1,%]) pa je
na levo omejen z x = siny, na desno paz z = 1.

1 arcsin x 1 Yy % 1
Jdz [ fley)dy=[dy [ f(z,y)de+ [dy [ f(z,y)dz
0 T 0 siny 1 siny
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4. Narisi integracijsko obmocje, zamenjaj vrstni red integracije in izracunaj integral

11
(a) [dy [ xeYdz,
y

0
1 y V2 2—y?

(b) Jdy [Frde+ [dy [ FHyda,
0 0 1 0
8 2

(¢) [dy [ e" dx
0 ¥y

Resitev:

11
(a) [dy [xe¥dr =«
0 y

spodnja meja: y = 0 y=1
zgornja meja: y = 1
leva meja: © =y
desna meja: = = 1

xT

1 1 x 1 1
>x<:/dm/xeydy:/xdm/eydy:/:v(ey)g dmz/x(emeo) dx =
0 0 0 0 0
1

0

Integral [xe® dz smo izrac¢unali z integracijo "po delih” (u = z, du = dz, dv = €* dz,
0
v=c¢e").
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Obmogje I:

spodnja meja: y =0
zgornja meja: y = 1
leva meja: © =0
desna meja:

Obmod¢je II:

spodnja meja: y =1
zgornja meja: y = /2
leva meja: = = 0

desna meja: © = /2 — y?

r= VI

1 ) V2—1x2
d == et
0 T
1 2
Yl
Z z+1
0

Zadnji integral lahko izratunamo na pamet, saj je vrednost integrala [ (1 —z)dx

0

enaka plog¢ini trikotnika, ki ga tvorijo premica y = 1 — x ter koordinatni osi, t.j.
plos¢ini pravokotnega trikotnika s katetama dolZine 1.

dr = %

8 2 4
c) [dy [ e”
0 i

spodnja meja: y =0
zgornja meja: y = 8
leva meja: © = 3y

tj. y=a>
desna meja: © = 2

O%w

xT

3

2

o’ 2 2 16
dz [ e® Y dy = fe$4d:c [ dy= fe$4:1:3dx =1[eldt=1
0 0 0 0 0

y=38
y =20
X

(@~ 1)

Na koncu smo uvedli novo spremenljivko (t = z*, dt = 423dz, o = 0, 3 = 16).
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5. Izra¢unaj dvojni integral

I:/ Vv 1+ 22+ y?dxdy,
D

kjer je D del kroga 2% + 32 < 9, ki leZi v prvem kvadrantu.

Resitev: [[ /1422 +y?dady = [[ f(z,y)dzdy = *
D D

Polarne koordinate:
T =T Cosp @E[O,g}

Y
3
y=rsinp r € [0,3]
D 3 J=r f(r cosp,r sinp) =
kj x o

Oznacimo obmocje ¢ € [0, g], r € [0,3] z A, uvedemo polarne koordinate, preidemo na

dvakratni integral in ga izracunamo. V dobljeni enojni integral, v katerem integriramo po
r, uvedemo novo spremenljivko ¢ = 1 + 72, dt = 2rdr oz. rd’r = dt ,a=1, 8 =10.
> 10
1

*—ffrfrcosnp,rblngo drdcp—fdcpfr\/l—i—r dr—fdgo f Ledt = Z(
F (10VID- 1)

~to c.u‘ )

6. V dvojni integral [[ f(z,y)dz dy uvedite polarne koordinate, ¢e je:
D
(a) D={(z,y) |1 <2?+12 <4, Lz <y<3z},
(b) D= {(z,y) | 2> +y* < 4z},

(c) D={(z,y) | 2* +y* < 2y, = < 0}.

Resitev: Pri vsakem primeru bomo integracijsko obmocje najprej skicirali, potem pa dolo-
¢ili (ali izra¢unali) meje za r in @.

. 3 B f : _
(a) Premica z enacbo y = 5z oklepa z osjo z kot §, premica y = V3 pa kot g
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Y
y =3z Polarne koordinate:
2 i T =T CoSp pelE 2]
y=-32x y=rsing re[l,2]
1 J=r

[\

e

Oznagimo obmodje ¢ € [% g] €[1,2] z A.
//f T,y da:dy—/ f(rcosp,rsing)rdrdp

(b) Preoblikujmo enacbo 2% + y? = 4z v 22 — 4o +y? = 0. Ce dopolnimo prva dva ¢lena
do popolnega kvadrata dobimo (z — 2)% + 32 = 4, kar je enacba kroZnice s sredi¢em
v 5(2,0) s polmerom 2.

Y
Polarne koordinate
T =7TCosp [ g g}

2b- - . )
! y=rsing € [0,77]
D: 4 J=r

Vidimo, da je zgornja meja za r odvisna od izbire ¢ in ni konstantna kot v prejsnjem
primeru. Zgornjo mejo za r lahko dolo¢imo tako, da se vprasamo kaksna je oddalje-
nost r tocke na kroznici 22+y? = 4z od izhodisca koordinatnega sistema. Ce v enacbo
kroznice vstavimo polarne koordinate (in upostevamo, da je r2 cos? p+12sin? ¢ = r?)
dobimo 7?2 = 4r cos ¢. Ker nas izhodis¢e ne zanima je r # 0 in smemo enacbo deliti z
r. Tako dobimo r = 4 cos .

us

Oznacimo obmodje ¢ € [—3,5], 7 € [0,4cos ] z A.

é/f(l’,y)dmdy:é/f(TCOSgO,TSin(p)Tdegp

(¢) Preoblikujmo ena¢bo 22 + y? = 2y v 22 + (y — 1)?> = 1, kar je enacba kroznice s
sredi¢em v tocki (0,1) in s polmerom 1.
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Yy
9 Polarne koordinate:
T =T Ccosp @E[%,w]
y=rsinp re[0,77]
D J=r

Tudi tokrat je zgornja meja za r odvisna od vrednosti . Ponovimo postopek, ko
polarne koordinate vstavimo v enacbo, ki predstavlja mejo, 2% + y? = 2y, in dobimo
r? = 2sin oz. r = siny (saj nas zanimajo le r # 0).

Ozna¢imo obmodje ¢ € [5, 7], r € [0,2sin¢] z A.

é/f(x,y)dxdy:4/f(TCOS§0,TSiDQO)Tdegp
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7. Poisci ploscino obmodja omejenega s krivuljami 22 + 4% = 2z, 22 +y? = 4o, y =«
iny=0.

Resitev:

Ena¢bo prve krivulje 22 + y?> = 2z pre- Y y=x
oblikujemo v ena¢bo (z — 1)2 + 42 = 1
in prepoznamo, da gre za kroZnico s sredi- E
s¢em v tocki (1,0) in polmerom 1. Ena¢bo Lr 'D
druge krivulje 22 + y? = 42 prepifemo v Ly z
(x—2)24y? = 4 in prepoznamo kroznico s 2 4
srediS¢em (2,0) in polmerom 2. Preostali
dve krivulji predstavljata simetralo lihih
kvadrantov (y = x) in os z (y = 0). Obo-
¢je, ki je omejeno s temi Stirimi krivuljami
poimenujemo D.

Plos¢ino obmodja D izra¢unamo z dvojnim integralom (konstantne funkcije 1) po obmodju
D. Ko razmigljamo o vrstnem redu, po katerem bi presli iz dvojnega na dvakratni integral,
vidimo, da zna biti zapleteno (vsak $tudent naj za sebe razmisli kako bi presli na dvakratni
integral). Zaradi same oblike integracijskega obmodja (ujeto je med dve kroznici) pomislimo
na polarne koordinate.

Polarne koordinate: Za izradun Tpipn (0z. Tmae) izrac¢unamo od-
T =T Ccosp pel0,F] daljenost toc¢ke na manjsi kroznici (oz. na
y=rsing 7 € [Pmin, Tmas) vedji kroznici) od izhodis¢a koordinatnega
J=r f(reosep,rsing) =1 sistema, t.j. vstavimo polarne koordinate

v enacbo 2%+ y? = 2z (oz. 2%+ y? = 4x).
Dobimo 7, = 2cos ¢ (oz.
Tmaz = 4cos ). Oznatimo obmodje ¢ € [0, %] in r € [2cos g, 4cos | z A ter izratunajmo
dobljen dvojni integral. V izracunu dobljenega enojnega integrala (kjer integriramo po ¢)
uporabimo formulo za niZzanje potence kosinusa, cos? ¢ = %(1 +cos(2¢)), ter uvedemo novo

spremenljivko t = 2¢ , dt = 2dy (0z. dp = %), a=0,8=7.

% dcosp % 2\ 4cose %
”
pl(D)://ldazdy://rdcpdrz/dcp / rdr:/<2> dgsz/cosznpdga:
D A 0 2cosgp 0 Zeose 0

2

N |
o

T 1 ™ 1 . |3 3(r+2)

1 2 = — — = — — = —

(1 + cos(2¢))de = 3 4+2/costdt 3<4+25mt0> 1
0
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8. Izra¢unaj volumen telesa, ki lezi v prvem oktantu in je omejen s ploskvami z = 0,
=0,2=0,y=4—2rin z =4 — 2.

Resitev: Ploskve z enacbami z = 0, y = 0 in z = 0 so vse tri koordinatne ravnine. Ploskev
z enacbo y = 4 — 2z je ravnina, ki je vzporedna osi z, ploskev z enacbo z = 4 — z? pa
je vzporedna osi y. Za zadnji dve ploskvi narig§imo preseciice ploskve s koordinatnima
ravninama Oy, (za prvo) in O, (za drugo ploskev).

Y
4
y=4—2x
D
| 2
\

Obe sliki zdruzimo v tri dimenzionalno sliko. Na sliki je s sivo osenc¢ena ravnina (oz. del
ravnine v prvem oktantu) y = 4 — 2z, ki jo dobimo tako, da "raztegnemo” graf premice z
isto enacbo iz ravnine Oy, v smeri osi z. S sivo je osencena tudi ploskev (oz. del ploskve
v prvem oktantu) z = 4 — x2, ki jo dobimo tako, da krivuljo z isto ena¢bo iz ravnine O,
“raztegnemo” v smeri osi y.

Yy
W /N

Robovi telesa, katerega prostornino moramo izrac¢unati, so na tri dimenzionalni sliki ozna-
¢eni z modro barvo. Sprednja stena (glede na pogled na tri dimenzionalni sliki) telesa je
del ravnine y = 4 — 2z, ki je pravokotna na ravnino O,. Leva stena telesa je del ravnine
O, ki je pravokotna na ravnino Og,. Zadnja stran telesa je del ravnine O, ., ki je prav
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tako pravokotna na ravnino Ogy. Dano telo lahko torej opiSemo kot del prostora R3, ki je
omejen s grafoma funkcij 21 (x,y) = 0 (dno telesa) in z3(w,y) = 4 — 2% (pokrov telesa), nad
obmodcjem D (osencenem na sliki premice y = 4 — 2z v ravnini O,y ). Iskano prostornino
izrat¢unamo po formuli V = [[ (22(z,y) — 21(x,y)) dz dy.

D

2
22 2312 xt 2 40
— [ (16 — 82 — 422 23d:16~2—8x—‘ —4{ 7’ it
/( x — 4z 4 2x°)dx 5 1 30+ 1
0

0 3
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9. Izra¢unaj volumen telesa, ki ga omejujejo ravnine y = 0, 2 =0, . +y + 2z = a,
3zr+y=ain 3z + 2y = 2a, a > 0.

Resitev:

Ravnini y = 0 in z = 0 sta koordinatni Y
ravnini (Og. in Ogy). Ravnini 3z +y = a

(0z. y = a—3x) in 3x 4+ 2y = 2a (oz. a

y=a— %x) sekata ravnino Oz, v premi-

cah z istima enacbama. Na desni sliki je
s sivo osenéeno obmodje med obema ome-

njenima premicama, poimenovali smo ga D %a .

D. N
Ea\y:a—%w

y=a—3zx

z Ravnini 3z + y = a in 3z 4 2y = 2a sta
pravokotni na ravnino Og,. Od piramide,
ki jo omejuje ravnina z = a—x—y v prvem
oktantu, odrezeta del, ki je na tri dimen-
zionalni sliki obrobljen z modro. Obmocje
D, oznaceno na sliki premic v ravnini Oy,
~ je osenceno tudi na tridimenzionalni sliki.

Dno telesa je (osencen) lik D v ravnini Oy, sprednja stena telesa je del ravnine 3z +y = a

(in je pravokotna na Ogy), zadnja stena telesa je del ravnine 3z + 2y = 2a (in je tudi

pravokotna na Oy, ), leva stena telesa je stirikotnik v ravnini O, (prav tako pravokotna na

Ogy). Pokrov telesa je del ravnine z = a —x — y. Prostornino telesa izra¢unamo z dvojnim

integralom po obmod&ju D funkcije z(z,y) — z1(x,y) =a—z—y—0=a—x —y. Za

prehod iz dvojnega v dvakratni integrz%l up))orabimo vrstni red, ko najprej integriramo po
a—y

spremenljivki z (v mejah od “3¥ do =5), ele potem po spremenljivki y (v mejah od

0 do a). Pri ra¢unanju enojnega integrala lahko vpeljemo novo spremenljivko (¢t = a — v,
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2(

dt = —dy, a« = a, f =0).

V:é/(a—m—y)dxdyzo/ady a—x—y)dxzo/a<am—§—xy>‘?§dy:
:0/<a<2(a3—y)_a;y> _;<4(agy)2_(a;y)2> B <2(a3_y)—agy>y>dy:

a—y)
3
(
y

10. Poisci plod¢ino in geometrijsko sredisce lika, ki ga omejujeta krivulji: y? = 4o + 4
in y? = -2z +4.

Resitev: Krivuljo y? = 4244 zapidimo v obliki z = #. Prepoznamo kvadratno parabolo,

odprto v pozitivni smeri x osi, s temenom pri x = —1 in preseis¢ima osi y pri y = +2.
2

Krivuljo 4?2 = —2z + 4 zapisimo v obliki 2 = 4_Ty. Prepoznamo kvadratno parabolo,

odprto v negativni smeri x osi, s temenom pri x = 2 in preseciS¢ima osi y pri y = £2.

=4 P

P
-1/ |p 2

xr

-9
s s 2 .
4— "y
pl(D)://da:dy:/dy/dx:2/dy/dx:2/< 2y —y4 )dy:

D G 0 424 0

4 4
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Geometrijsko sredisce lika sovpada s tezisCem lika, kjer lahko privzamemo, da je go-

Vv

stota konstantna in enaka 1. Koordlnatl tezis¢a T'(xr,yr) plostice D sta enaki xT(D) =
mioy S @ p(a,y) dedy inyr(D) = gy [[ypz,y) dedy, Kjer je m(D) = [[ p(z,y) dady
D D D

in p(z,y) gostota v tocki (x,y). Ce torej privzamemo, da je p(z,y) = 1, dobimo formuli
za koordinati geometrijskega sredisc¢a Toy(xo, yo):

1
dedy i = dx dy.
rdrdy in yo pl(D)é/ywy

Geometrijsko sredis¢e nasega lika je zagotovo na osi x, saj je lik simetri¢en glede na os x
(vidimo celo, da lezi desno od osi y). Torej je yo = 0 in ga ni treba rac¢unati. Izra¢unajmo
xo, kjer za prehod iz dvojnega integrala na dvakratni integral uporabimo isti vrstni red kot

pri izra¢unu ploscine.

2

4—y 4—y
1 Ll Ll
xozg//xdxdyzg/dy/ S/dy/x =
D -2 y2—4 0 y2_4

—_

2 2
_1/1 -y =42\, _1 1/3 _
4/ 2 4 16 8 16 N
0 0

Geometrijsko sredigce nasega lika je Tp (%, 0).
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4 Diferencialne enacbe

1. Dolo¢i red diferencialne enac¢be (DE) in preveri, ¢e so dane funkcije njihove resitve

@\
I
®
8
<
I
aQ
8
+
N
Hl\')
_|_
w
8
_|_
Q
ES
ks
Q
m
=

Resitev: Pri DE gre za funkcijske enacbe, t.j. enaCbe, v katerih je neznanka funkcija.
Ponavadi je y funkcija spremenljivke x. ReSitev DE je tista funkcija, za katero bosta
funkciji na levi in desni strani dane DE enakiﬁ. Ce zapisemo npr. DE ¢/ +y =22 — 25
polnim imenom, dobimo y'(x) + y(z) = 2% — 2, kjer je neznanka funkcija y(z), simbol =
pa pomeni enakost funkcij. Po navadi uporabljamo kompaktnejSo obliko, kot je podana v
besedilu naloge.

(a) DE ¢/ +y = 22 — 2 je prvega reda (saj se pojavi le prvi odvod funkcije y). Ce je
y(z) =y = Ce™® + 22 — 2z refitev dane DE, mora ustrezati pogoju iz DE.
Izra¢unajmo 3y’ in preverimo, ali dobljena enakost drzi (za vsak z iz definicijskega
obmodja).

y=Ce "+ 12— 2z
y'=—Ce® 42z —2
Y +y=—-Ce®4+2r—2+Ce ®+2°> -2z =202

Predlagana funkcija je resSitev nase DE.

(b) DE 4" + y = 0 je drugega reda. Preverimo, ali je y = Acosxz + Bsinz, A,B € R
resitev dane DE.

y= Acosx + Bsinzx

/ .
= —Asinxz + Bcosx

"= —Acosxz — Bsinzx

y'+y=—Acosx — Bsinz + Acosxz + Bsinz =0

Predlagana funkcija je reSitev nase DE.

SFunkciji sta enaki natanko tedaj, ko imata isto definicijsko obmog¢jo, isto kodomeno in slikata z istim predpi-
som.
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(c) DE ¢ = e je tretjega reda. Preverimo &e, ali je y = e* + Az? 4+ Bx+C, A,B,C € R
njena reSitev.

y=e"+ Az®> + Bz +C
y =e" +24Ax+ B
y//:€x+2A

" T

y =e

Predlagana funkcija je resitev nase DE.

(d) DE ¢/ 4+ y = 0 je prvega reda. Preverimo, ali je y = 22 njena regitev.

y = a?

y =2z
v 4+y=a>+2x#£0

Predlagana funkcija ni reSitev dane DE.

OPOMBA: Regitvi (algebrske) ena¢be 22 + 2z = 0 oz. x(x +2) = 0 stax = 0 in
x = —2. Za funkcijsko enacbo, ki jo obravnavamo, to pomeni, da funkciji na levi in
desni strani dane DE slikata na enak nacin zgolj za x = 0 in x = —2, definirani pa sta
za vse realne x. Torej nista enaki.

2. Resi diferencialno enacbo z lo¢ljivimi spremenljivkami:

(a) ¢ + 2zy = 4z,

2y+1
(b) y/ - $g—+i-z’

(¢) ¥ +zy = zy?,

Resitev:

v1o: .y d o .. . o .
(a) V enacbi 3 + 22y = 4z zapiSemo ¢y’ = d—g, "o¢imo” spremenljivki (ena¢bo uredimo
tako, da je vsaka neznanka na svoji strani enacbe) ter izra¢unamo y s pomocjo inte-
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griranja.
Y+ 2zy = 4x
d
—y+2my:4x
dx
d
% =4x — 2zy
dy
=7 92(9 _
0 = 22— y)
d
ﬁzlxdm (Ceje2—y #0)
d
% —/Qxdx
2—y
222

Resitev nase DE je podana v implicitni obliki, vendar se da y izraziti tudi eksplicitno.
Najprej zapisemo In |2 — y| = —2? — C in namesto —C' zapiemo D, ki je prav tako
poljubno realno &tevilo. Dobimo In|2 —y| = —22 + D, D € R. Eksponirajmo levo in
desno stran enacbe, da dobimo |2 —y| = e~ +D = e*IZeD, kjer namesto e” zapisemo
E, ki je poljubno pozitivno realno $tevilo. Dobimo |2 — y| = Ee‘xz, E e Rt. Ce
opustimo absolutno vrednost, dobimo 2 —y = +Ee% = Fe*xQ, kjer je F' € R\ {0}.
Izrazimo y in dobimo reitev (oz. druzino resitev) y =2 — Fe™*", F € R\ {0}.

K razmisleku dodajo Sse moznost 2—y = 0 0z. y = 2. Ce vstavimo to funkcijo v prvotno
DE, vidimo, da je tudi y = 2 reSitev DE. Kon¢na resitev je torej yg = 2 — Fe_mg,
F € R. To je t.i. splo$na resitev DE.

Ta postopek po navadi izpeljemo dosti bolj elegantno. Namesto, da spreminjamo
imena konstant (C, D, FE in F'), vedno znova uporabimo ime C, kjer zapiSemo zgolj
pogoj za C (torej C € R, C € R ali C € R\ {0}), ko se vloga konstante C' spremeni.
Na$ postopek resevanja od enacbe —In |2 — y| = % + C zdaj zapigimo elegantneje.

In2—-yl=-24+C (CER)
2 -yl =e e
12—yl = Ce ™ (C eR™)
2-y=Ce ™ (CeR\{0}

y:2—Ce_$2

Na koncu preverimo 8e moznost C = 0, oz. y = 2 in ugotovimo, da tudi C' = 0 vrne
reSitev DE. Splosna resitev dane DE je torej ys = 2 — Fe_‘”Q, FeR.
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(b)

, 2y+1

Y 22+

dy 2y—+1

dr 22 +z
dy dx

2u+1 22+
dy dx 1
= o2+l A0Sy # -
/2y+1 /x2—|—aj <ce y+1# y# 2)

Pri integralu na levi strani enakosti uvedemo novo spremenljivko ¢t = 2y + 1, dt = 2dy
(oz. dy = %) Pri integralu na levi strani razcepim ulomek —!

na parcialna

) . 24
ulomka z T z¥l-
/ dy / dx
2u4+1 ] 224z
1
§1n|2y+1|:1n|:L‘|—ln|a7—|—1|—|—lnC (C eRY)
C|z| Cx?
In|2y+ 1| =21In =In CecR”"
12y + 1] z+ 1 (z+1)2 ( )
Ca?
2+ 1| = ——
2y + 1] (x +1)2
Cz?
2 l=——= CeR\A{O
vil=om (CER\(0)
_ Cx? 1
Y= @ 0?2

Preverimo $e moznost C' =0 oz. y = —% (kar se je v postopku reSevanja izkazalo za
poseben primer) in ugotovimo, da je tudi C' = 0 konstanta, ki nam da resitev DE.
Splogna resitev dane DE je torej yg = % — %, C eR.

"Razcep ulomka —— =

g ﬁ na parcialne ulomke poteka po naslednjem postopku.

1 A B  Alx+1)+Bzx x(A+B)+ Ax

zz+1) =z z+1  z(z+1) B z(x+1)

Ulomek na skrajni levi strani bo enak ulomku na skrajni desni strani enakosti natanko tedaj, ko bosta prosta
¢lena ulomkov v §tevcu (na levi strani 1, na desni A) enaka ter ko bosta linearna koeficienta polinomov (na levi
0, na desni A + B) enaka. Ta dva pogoja resita A = 1in B = —1, kar pomeni, da lahko pi§emo ﬁ = % — %H
Vec o razcepu na parcialne ulomke lahko preberete v dodatku E}
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(c¢) Pri naslednjem izra¢unu razstavimo ulomek ﬁ na parcialne ulomke: y(yl—l) =
11

y—1 Yy’
y + zy = zy
dy 2
e Ty Ty
dy 2
dy

y_y::rdac (éeyQ—y#O@y(y—l)#0<:>y7é(]iny7é1)
dy
/y(y—l)_/xdx
2
/(yl_l—;)dy:”;+0 (C €R)

ln\y—ll—ln\y\:x——i—lnC (C eRY)

2

2
-1 2
In|? ‘::EJrInC
2
-1 2
‘y =Ce?
Yy
y—1 22
= (Cez2 (C eR\{0})
Yy
1 <2
1——=Cez
Yy
1 «2
—=1-Cez?
Yy
1
Y= 22
1-Cez

Izberimo C' = 0 in ugotovimo, da je y = 1 (poseben primer iz postopka) tudi resitev
dane DE. Drug poseben primer je y = 0, ki pa je (zlahka preverimo) tudi reitev dane
DE. Splogna reditev yg nase DE je druzina y = 0 in y = —* CeR

x2

1-Ce 2
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3. Resi zacetni problem:
(@) ¥’ =%, y(=2)=4,

(b) y—y +2%y =0, y(0) = -2,
(c) %' =9% y(1) =2,

)

(d) v =2/ylnz, yle) = 1.

Resitev:

(a) Zagetni problem je DE 3’ = £ z zaCetnim pogojem y(—2) = 4, kar pomeni, da izmed
vseh funkcij, ki so resitev dane DE izberemo tisto, ki ustreza pogoju y(—2) = 4.
Najprej pois¢imo splogno resitev DE.

y' =2

x
dy _y
dx =z
dy dx
y

dy dx
/y A
Inly| =In|z|+InC (C eRY)
In|y| = InC|z|
lyl = Clz|
y=Cx  (CeR\{0})

Preverimo §e moznost C' = 0 oz. y = 0 in vidimo, da je tudi to regitev dane DE.
Splogna resitev DE je torej yg = Cx, C € R.
Izmed vseh funkeij v druzini splo$nih resitev dolo¢imo C' tako, da je y(—2) = 4.

d=y=0(-2) « C=-
Resitev zacetnega problema je y = —2x.

(b) Najprej poiscimo splogno reitev.
y—y +2%y=0
y =yl +2?)

d
/ 4 /1+3:
ln|y\—x+%+ln0 (C € RY)

T,3
ys = Ce™3  (C €R)
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< 23
Ce upostevamo $e zacetni pogoj dobimo C' = —2 in reitev y = —2¢* 15 .
()
23y = o
/y_Qdy = /ac_3d:13
222
=——— (CeR
Vs T 11 20a2 ( )

Ko upostevamo zacetni pogoj dobimo C' = 0 in reditev y = 222

(d)
y =2y/yln
dy
—— = [ Inxdx
/2\/§
\/ﬂlen:ﬂ—/dx:ajlna:—x—l—c (CeR)

Upostevamo zagetni pogoj, da dobimo C = 1in y = (zInz — z + 1)2.
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4. Resi homogeno enacbo:

Yy
(a) ¥ =e= + 2,

_ a2
(b) ¢ = =,
2 2
(c) ¥ = IQ;F;/ :

Regitev: Homogeno enac¢bo prepoznamo po tem, da x in y v DE nastopata v zvezi % A%
tem primeru uvedemo novo spremenljivko v = £. Pri uvedbi nove spremenljivke v DE
moramo izraziti y in y’ z novo spremenljivko u. Zavedati se je treba, da je nova neznanka
u pravzaprav neznana funkcija u(z). S polnim imenom zapiSemo nastavka y(z) = u(x)z
in ¢y'(z) = v/ (x)x + u(z), pri racunanju pa uporabljamo kompaktnejsi obliki:

. / /
Y =uxr n Y =uxr—+u.

(a) Naga DE ¢/ = er + 4 se po uvedbi nove spremenljivke glasi v’z +u = e* 4 u oz.

uw'z = e'. Poid¢imo resitev te nove DE.

/
ur = e
du u
—xr=ce
dx
du dx
ev x

—e “=Inlz|+InC (C eR™)

e =—InClz|

C
e =In— C eR"
] ( )

—u =1In (ln C>
2]
u=—In <ln C)
|z|

To je Sele reSitev nove DE, reSitev izvirne enacbe izra¢unamo s pomocjo nastavka
y = uzx, torej ys = —xIn (ln %), C e RT.

(b) Dano enatbo najprej malo preoblikujmo, preden uvedemo novo spremenljivko in iz-
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racunamo resitev.

; T+ 2y

T

Y =1+22

T

vr+u=1+2u

Wr=1+u

du dx

/1+u: T
Injl+ul=|z/+InC =InC|z| (C eRY)

|14 u| = C|z|

u=Cr—1 (C €eR)
= yg=C2® —x (C eR)

(¢) Tudi tokrat enac¢bo najprej preoblikujemo v obliko iz katere je razvidno, da gre res za

homogeno enacbo.

aﬁ‘ =
8] |

, 1
ur+u=—-+u
2u

1

!/

ur = —
2u
2/udu—/d$
x
u? =In|z| +InC = InC|z| (C eRY)

u=+/InC|x|
=y =zyInC|x|



Resene naloge iz INZENIRSKE MATEMATIKE II, Mojca Premus

93

5. Resi linearno DE:

(a
(b

(c) zyy +y=Inz+1, 2 >0,

)
)
)
)

(d) v —ytanz = cosx.

Resitev: Linearne enacbe refujemo podobno kot homogene enacbe, t.j. z novo spremen-
ljivko. Nastavek za novo spremenljivko pa poiséemo vedno znova s pomocjo resitve t.i.
pripadajoc¢e homogene enacbe, ki jo dobimo tako, da iz izvirne DE odstranimo clene, ki
ne vsebujejo niti y niti 3. Resitev dobljene DE je druzina funkcij y = Cf(x) odvisna od
kontante C' € R. Izkaze se, da ima regitev linearne DE enako obliko, pri ¢emer pa je C
dejansko funkcija C'(z). Ta postopek imenujemo variacija konstante.

(a) Za DE ¢/ 4+ 2zy = e~ je pripadajoc¢a homogena enac¢ba DE 3/ + 22y = 0. Resimo jo.

y +2zy =0
dy
7 _ 9
dx vy
d
Y& _ —2x dx
Yy

d
/y:—Q/J;da:
Yy

.7}2
Inly| =25 +InC= —2> +InC
ly| = Ce™*
y=Ce*  (CeR\{0})

2

Cle® — 2zCe™ + 2xCe™ % = =%
C' =
C=x+D

(C e RT)

Hitro preverimo, da je y reSitev tudi za izbiro C' = 0. Torej je splosna resitev DE
Yy + 2zxy = 0 druZina yg = C’e*xz, C € R. To je hkrati t.i. homogena resitev
(izvirne) DE 3/ 4 22y = e,
Dobljena resitev je ideja za nastavek za novo spremenljivko. ZapiSimo nastavka s
polnima imenoma y(z) = C(z)e in ¢/ (z) = C'(z)e +C(z)e * (—2x). Po navadi
zapigemo kar v kompaktni obliki y = Ce™%" in ¢/ = C'e~*" — 22Ce~*". Vstavimo
nastavka v izvirno DE in re§imo dobljeno DE (za neznanko C(x)).

(D eR)
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Dobljeno resitev vstavimo v DE y = Ce™" in dobimo yg = (z + D)e " = e~ +
De=**, D € R.

OPOMBA: Iz resitve y = ze™® 4 De=® = yp + yg se zlahka vidi struktura re-
sitev (vsake) linearne diferencialne enafbe prvega reda: regitev je namre¢ vsota t.i.
partikularne reSitve yp = ze~® in homogene resitve yg = De_”CQ, D eR.

(b) Pri DE 3’ + 22y = 4x lahko ugibamo resitev yp = 2, to je t.i. partikularna regitev.
Za splosno resitev nase DE je dovolj izracunati le Se homogeno resitev, t.j. reitev DE
pripadajo¢e homogene enacbe 3’ + 22y = 0. To pa je natanko ista homogena enacba
kot v prejSnjem primeru, njena reSitev je yg = Ce‘xg, C € R. Splosna resitev je
potem yg = 2 + De‘“Z, D eR.

OPOMBA: Seveda ne moremo pri vsakem primeru kar "uganiti” partikularne regitve.
V takem primeru, jo preprosto izra¢unamo s pomodcjo variacije konstante.

(¢) Tudi tokrat se da partikularno resitev uganiti (y = Inx), vendar bomo nalogo regili
kot, da te resitve ne vidimo. Re§imo najprej pripadajo€o homogeno enac¢bo

zy' +y=0
dy _ _ [dv
y T
c +
ln|y|:—ln\x|+lnC:ln‘x—| (CeR")
C
|y|=m
C

Izvedimo variacijo konstante. Pri integriranju uporabimo integracijo po delih (u =

d
Inz, du = <, dv = dx, v = ).

C
y=—
T
, Clz—-C
Yy = 22
C'xr—C C
=z 5 — =lnx+1
T
C'=lnzx+1

C—/(lnx—i—l)—xlnx—/dx+x—3:ln3:—x+x+D—

=zlnx+D (DeR)
rlnz+D
— =

D
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(d) Pois¢imo homogeno resitev. Pri integriranju uvedemo novo spremenljivko (t = cosx
dt = —sinx).

y —ytanz =0

y =ytanz
/dy:/tanmdxzfsmxdx
Y cos T
c +
Inlyl=—-In|cosz|+InC =Iln —— (CeR")
| cos z|
_C
YH = osa

Izvedemo variacijo konstante ter pois¢emo splosno reSitev.

C
y:
cos T
, C'cosz+ Csinx
y =

cos? x

C'cosx + Csing C
= — tanx = cosx

cos? x coS T
c’ tanx tan x
C - C =cosz
COS T COS T cos
C' = cos’z

1 1
C’:/cos wdw-/(l+cos?m):2 <:U—|—2sin2m> +D =
z
2
T
2

2
= +Sm4“"+D (D €R)
+ Sm% + D x sin D
= yg = = + + (D eR)
COS T "~ 2cosz 2 Ccos ¥
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Dodatek

A Razcep na parcialne ulomke

Pri integralih se pogosto sreCujemo z racionalnimi funkcijami, kjer nam pride prav, ¢e znamo
racionalno funkcijo zapisati v obliki vsote ulomkov, pri katerih v imenovalcu nastopa polinom
nizje stopnje kot v originalnem ulomku. Preden si pogledamo postopek razcepa na parcialne
ulomke, si moramo najprej pogledati osnovni izrek algebre in njegove posledice, ki nam zago-
tavljajo, da se poljubni polinom da faktorizirati z linearnimi in kvadratnimi polinomi z realnimi
koeficienti.

Izrek: Vsak nekonstanten polinom z realnimi koeficienti ima vsaj eno niclo.

Posledica: Za vsak polinom p(z) = a,z" + ap_12" ' + ... + a1z + a¢ (kjer so a; € R za vsak
i€{1,2,...,n}) veljajo naslednje trditve.

e Polinom p(x) ima natanko n kompleksnih ni¢el. Nicle, ki nastopajo k-kratno pri tem
Stejemo k-krat.

e Ce so0 nicle polinoma p(z) x1,22,...,2,, lahko polinom zapiSemo v faktorizirani obliki
p(z) =an(x —z1)(x —22) -+ (T — ).

e Ce je y € C nicla polinoma p(z), potem je tudi 7 nicla polinoma p(x).
e Polinom p(z) lahko zapisemo v faktorizirani obliki
p(z) = an(z — 1) (x — 22) - (& — 27) (2 + bz + 1) (2 + box + ¢2) - - - (z° + bz + cx),

kjer so x; € R, i € {1,2,...,1}, diskriminante vseh kvadratnih polinomov 2% + b;x + ¢;,
i={1,2,...,k} negativne in je [ + 2k = n.

Primer: Polinom p(z) = 2* —4234 522 —42+4 ima natanko §tiri ni¢le: z; = i, z9 = —1, T34 =
2. Lahko ga zapigemo v faktorizirani obliki s kompleksnimi koeficienti p(x) = (x—1)(x+i)(x—2)?,
ali pa z realnimi koeficienti p(z) = (#? + 1)(z — 2)%. Diskriminanta kvadratnega polinoma x2 + 1
je negativna.

Pri integriranju racionalne funkcije f(x) = % najprej zdelimo polinoma, e je stopnja polinoma
q(x) ve€ja ali enaka stopnji polinoma p(x). Racionalno funkcijo zapisemo v obliko f(z) =
k(z) + ;Eg
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. . . . . . 234221
Primer:  Zdelimo polinoma v racionalni funkciji f(z) = “=35—
—13
( a® +22 —1): (z42)=2>-204+6+ ——
3 2 T+ 2
—x° =2z
— 222 4 2z
222 + 4x
6z —1
— 6z — 12

— a(=)
p(z)’
sta q(x) in p(x) polinoma z realnimi koeficienti, pri katerih je stopnja polinoma q(x) manjgsa od

stopnje polinoma p(x). Naj bo faktorizirana oblika polinoma p(x)

Izrek A.1. (Razcep na parcialne ulomke) Podana je racionalna funkcija f(z) kjer

p(x) = (z—x1)™ (x — 22)"2 -+ (x — )™ (x2 +biz+ cl)j1 (x2 + baz + 02)j2 e (a:2 + by + ck)j’“,

kjer je mi 4+ mo + ... +my +2(j1 + jo + ... + jr) = n. Potem obstajajo taki skalarji A; ; € R,
ie{1,2,...,1}, je{1,2,...,my}, B;;,Ci; € R, i€ {1,2,...,k}, j€{1,2,...,4}, da je:

Arg Aq Atm,
S T e R
/(@) T — 2 + (x — )2 " (z —x)™
A A A
2,1 + 2,2 5 4ot 2,ma
xr—1x9 (x—x2) (x — @g)™2
A Ao Imy
Temw  weap T @ ey
31,1.77 + 0171 B172£L‘ + 01,2 . Bl,j1$ + Cl,j1
22+bhix+c (2+hr+ca)?2 T (22 +bhir+o)n
Byjx+ Copy Boox + Copo n By j,x + Coj,
22+ by +co (22 +bar+c2)? T (22 4 bow + )72
By 1w + Cr1 By ox + Ch 2 n By j,r + Ck,jk
2 +br+cop (22+bgr+cp)? 0 (224 bpr +cp)dE

Ta zapis imenujemo razcep na parcialne ulomke.

Primer: Razcepi na parcialne ulomke funkcije

2x +3 4+l
") = gy PO = e ey
Folz) = z in fa(z) = T+ 3

(2 4+4) (2?2 — 22+ 2) (@2 +1)(x+1)
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e Najprej faktoriziramo polinom v imenovalcu.

2r+3 2¢+ 3
2-3x+2 (z—-2)(z—1)

fi(z) =

Obstajata parametra A in B, da je

2x + 3 A n B
(x—2)(x—1) -2 x-—1

Sestejmo ulomka na desni strani in potem upoStevamo, da imamo enakost ulomkov, ki
imajo enaka imenovalca. Potem morata imeti tudi enaka Stevca, t.j. polinoma v Stevcu
morata biti enaka. Le-ta bosta enaka, ko bodo enaki istoleZni koeficienti.

A N B  Alx-1)+B(x—2) (A+B)x+(—A—-2B)
r—2 z-1  (z-2)(z—-1) (x —2)(x —1)
Ko enacimo istolezne koeficiente polinomov 2z+3 in (A+ B)x + (—A—2B), dobimo sistem
enach:
29=A4+B,3=—A—2B.
Regitev sistema je A = —3, B = 5. Tako je razcep na parcialne ulomke enak
-3 5 3 5
fi(z) = + = +

e V tem primeru ni potrebno faktorizirati polinoma v imenovalcu, ker je Ze faktoriziran.

?+r+1 A N B N C  Alz+1)(x—-2)+Blx-2)+Cx+1)?
(x+1)2(z-2) z+1 (z+1)2 (z-2) (x+1)%(x—2)
2} (A4 C)+2(-A+B+20)+ (—24-2B+C)

B (x +1)%(z - 2)

Dobimo sistem A+ C =1, —A+ B+ 2C =1, —2A — 2B + C, katerega resitev je A = %,
B = —% inC = %. Razcep na parcialne ulomke je enak

2 1 7

fa(z) = 0+l 3@+1)? o@—2)

e Diskriminanti polinomov x2 +4 in x? — 2 4 2 sta negativni, torej polinoma nimata realnih
nicel.
x Az + B Cx+D
(22 +4)(z2 —-22+2) 22+4  22-22+2
2} (A4 C)+2*(—24+ B+ D) + 2(2A — 2B+ 4C) + 2B + 4D
B (22 4+4)(2?2 — 22+ 2)
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Dobimo sistem

A+C=0, —2A+B+D=0, 24-2B+4C =1, 2B+4D =0,

katerega regitev je A = —%, B = —%, C = % inD = é Razcep na parcialne ulomke je

enak
r+4 T+ 2

- 10(22 4 4) * 10(22 — 22 +2)°

fs(x) =

e Diskriminanta polinoma x? + 1 je negativna, torej polinom nima realnih nicel.

r+3 _ Az+B C 2?2(A+C)+x2(A+B)+B+C

@+ D)@+ 241 ol 2+ 1)(z + 1)

Dobimo sistem
A+C=0, A+B=1, B+C =3,

katerega regitev je A = —1, B =2 in C' = 1. Razcep na parcialne ulomke je enak
2—zx 1
o=t e

Opomba: Ko zapiSemo ulomek v faktorizirani obliki lahko izra¢unamo primitivno funkcijo s
pomodjo integralov [ % =In|z|in [ %, po potrebi uvedemo &e novo spremenljivko.

Primer: Izratunajmo [ %dw. Ko zapigemo ulomek v parcialne ulomke, zapiSimo Se
2—x 2

peoar e x{il integral zapi§imo v vsoto treh integralov.

/ z+3 da:—2/ dx _/acdx+/ dx .
(22 +1D)(x+1) 241 z2+1 r+1

V drugi in tretji integral uvedemo novi spremenljivi (drugi: t = 22 + 1, dt = 2z dz, tretji:
t =241, dt = dx) in integral izra¢unamo.

1
*:2arctgx—§ln|x2+1|+ln\x+1|+0
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B Enacbe kroZnice, elipse in hiperbole

Kadar imamo opravka s funkcijami dveh (ali ve¢) spremenljivk se pogosto sre¢amo s krivuljami,
ki jih imenujemo stoZnice ali krivulje drugega redaﬂ Med njih spadajo kroznice, elipse, hi-
perbole in parabole. Ker obravnava srednjesSolska matematika kvadratne parabole zelo podrobno,
si v tem dodatku poglejmo zgolj enacbe preostalih treh krivulj. Enacbe so podane za krivulje
v premaknjeni legi, le pri kroznici imamo zapisano tudi enacbo v izhodis¢ni legi. Enache teh
krivulj v rotiranem polozaju lahko vsak zvedav $tudent poisée na spletu.

B.1 KroZnica

Enac¢ba kroznice s polmerom r v izhodig¢ni legi
(t.j. sredisce kroznice je v izhodis¢u koordina-
tnega sistema):

Enac¢ba kroznice s polmerom r in sredi§éem v
tocki S(p,q) (slika desno):

(z—p)P+(y—q?=r>

B.2 Elipsa

Yy
Enacba elipse z veliko polosjo a, malo polosjo b
in sredis¢em v tocki S(p, q):
2 2
x — —
( 2p) L 2q) _ 1
ql- a b

8Ime stoznica izhaja iz dejstva, da lahko te krivulje dobimo s sekanjem ravnine in plas¢ev dveh stozcev, ki se
stikata v vrhovih in se simetri¢no raztezata od tega prese¢is¢a vsaka na svojo stran. Ime krivulje drugega reda
izhaja iz dejstva, da v enacbah teh krivulj spremenljivki = in y nastopata polinomsko in sicer najve¢ s kvadratno

potenco.
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B.3 Hiperbola

Enacba hiperbole z veliko polosjo a, malo polosjo
b in sredis¢em v tocki S(p, q):

( Qp) _ W bzq) = 1 (slika desno) ali
a

Primer: Ali je krivulja z ena¢bo 22 +x = 2 — 32 kroznica, elipsa ali hiperbola? Dolo¢ite njeno
srediSce.

Najprej dopolnimo izraz z? + 2 do popolnega kvadrata. Pri tem se naslonimo na formulo a? +
2ab + b* = (a + b)?. Ce je v naSem izrazu z enak a, potem je b enak %, zato ra¢unamo

2 2 g Lo (] 2 1\? 1 2 1\?
r+r==x Sx = -] —l=z) =lz+=) = (=] .
2 2 2 2 2
Enac¢ba nae krivulje se zdaj glasi

:r2+x:2—y2,

+12+2 )
T+ = = -,
2) TV T4

.. . o1 1 _3
Prepoznamo, da gre za kroznico s sredi§¢em v tocki S (—5, 0) (s polmerom 7 = 3).
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