
i
i

“1306-Potocnik-nenavadna” — 2010/7/23 — 12:04 — page 1 — #1 i
i

i
i

i
i

List za mlade matematike, fizike, astronome in računalnikarje

ISSN 0351-6652
Letnik 24 (1996/1997)
Številka 5
Strani 290–295

Primož Potočnik:
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Ključne besede: matematika.

Elektronska verzija: http://www.presek.si/24/1306-Potocnik.pdf

c© 1997 Društvo matematikov, fizikov in astronomov Slovenije
c© 2010 DMFA – založništvo

Vse pravice pridržane. Razmnoževanje ali reproduciranje celote ali
posameznih delov brez poprejšnjega dovoljenja založnika ni dovo-
ljeno.



111atematika I
NENAVADNA ARITMETIKA ALI
NE POSKUŠAJTE TEGA V ŠOLIl

Go to vo ne bi po želi prevelikih sim patij svoj ih učiteljic ozirom a učitelj ev

matematike, če bi pri kontrolnih nalogah pisali enakosti

1 + 1 = O, 1 + 3 = 2, 2 + 3 = 1, 2 · 3 = 5, 3 . 7 = 9 .

Bojim se, da vas iz kaše ne bi izvlekel niti pričujoči prispevek , zato vam
toplo priporočam, da (ne)znanj a , ki ga boste pridobi li s prebi ranj ern na­
slednjih vrstic, ne uporabite v šoli.

Za kaj gre? Vzemim o dve naravni števi li a in b ter ju zapišimo
dvoji ško. Naj tu povem , da bomo v nadaljevanju št evilo O vseskozi
prišteva li k množici naravnih števil.

2 22 2na =ao+a1' + a2 ' + +an · = an Cln- 1 . . . aO(2);

b = bo + h · 2 + b-z : 22 + + brn· 2m = brnbrn - 1 · · . bO (2) ;

a, E {O, 1}

bi E {O , 1} .

Defini rajmo vsoto šte vil cl in b na običajen način , le da pri seštevanj u
v kupčku ne pr enašam o višl:« v naslednji stolpec. Da ne bo prihaj alo do
zmede, bom o takšno sešte vanje označeval i s $ , navadno pa s + . Velja
tor ej

c =a $b , kjer c= CsCs -1 " , CO(2)' s = max{m, n }

in Ck = ak + h (mod 2) .

Og lej mo si zgled . 1 = 1(2) , 3 = 11 (2) ,

1(2)

11 (2)

10(2) .

Ko smo v desnem stolpcu sešteli 1 + 1, smo dobili 2 = 10(2) , kar je po
modulu 2 enako 0.1 Desni stolpec rezul tat a je zato enak O. Pri običaj nem

sešte vanj u bi enico prenesli v levi stolpec, tu pa teg a nismo sto rili.

1 Da j e nek o število a po m odulu m en a ko številu b, pomeni, d a je š tevilo a - b
d e ljiv o s š te vilom m, oziro m a, d a d asta št evi li a in b pri d elj enju s številom menaka
ostan ka .
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Tako d efinirana seštevanj e ima vse lep e last nost i navadnega sešte­
vanja. Z lah koto se namreč lah ko prepričamo, da velja:

(a EB b) EB c = a EB (bEB c),

a EB b =b EBa ,

OEBa =a EBO =a .

Po leg teh običajnih lastnosti pa velja še m nogo m anj običajna:

a EBa =O .

To pa lahko preberemo tudi drugače:

(1)

(2)

(3)

(4)

Za vsako naravno število a obstaja tako naravno število b, da velja
a EBb = b EBa =O.

Takšnemu številu , ki je v našem primeru kar enako številu a sa­
m emu, rečemo običajno k a nasprotno število . Ugotovili smo torej, da
ima v množici naravnih števil vsako število svoj e nasp ro tno število glede
na ope racij o EB. To pa je že last nost , ki j e navad no seštevanje ne prem ore.
Tu bi bil o nar avnemu številu a ob ratno število št evi lo - a, ki pa ni več

naravno , saj je negativno, če j e le a i- O. Gimnazijci bodo ugotovili :

Mno žica naravnih števil tvori skupaj z operacij o EB kom utativno

(Abelova) grupo.

Pom en i , da j e op eracija EB v nekem smislu celo lepša kot +, saj na­
vadno seštevanj e v množici naravnih št evi l ne tvori grupe.

Podobno kot smo definirali op eracijo EB , definiraj m o še m noženje 0 .
Števili a in b, ki ju množimo, spet napišemo dvoj iško in množimo v kupčku

kot običajno, le da pri seštevanj u po stolpcih ne prenašamo viška na na­
slednji stolpec . Zapisano s simboli

kj er

s=m+n III ck =(L ažbj ) (mod 2) .
i+j=k

(111)
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Sp et si oglejmo zgled : 7 = 111 (2) , 3 = 11 (2) ,

111(2) 0 11 (2)

111

.iu,
1001(2) = g.

Brez težav se prepričamo , da velja

(a 0 b) 0 c = a 0 (b 0 c),

a 0b = b0a ,

10a =a 01=a

in da veže obe operaciji zakon distributivnosti

(a EB b) 0 c = (a 0 c) EB (b 0 c) .

(5)
(6)
(7)

(8)

Dogovorimo se takoj, da bomo izraz a EB (b 0 c) pisali poenostavljeno
a EB b 0 c in pri tem tiho privzeli , da ima množenje prednost pred sešte­
vanj ern.

Gimnazijec bo iz zakonov (5) - (8) zopet ugotovil , da množica na­
ravnih števil skupaj z op eracijama EB in 0 tvori kolobar (komutativen
in z enoto 1) , podobno kot ga tvori množica celih števil z op eracijama
običajnega seštevanja in množenja.š

Pol eg tega, da op eraciji EB in 0 prekašata navadni operaciji seštevanja
in množenja v t em , da pr elevita množico IN v kolobar , pa velj a še nekaj
zanimivih las tnost i.

Spomnimo se , kolikokrat smo si želeli , da bi smeli kvadrirati dvočlenik
kar po domače (a + b)2 = a 2 + b2, in se vedno znova spraševali , zakaj je
svet tako grd, da moramo vriv ati še mešani člen 2ab. No , če bi namesto
op eracij + in . uporabljali op eraciji EB in 0, bi bilo vse lepše. Velja namreč

Pri t em izraz a 2 pomeni seved a a 0 a in ne a . a.

2 Vse zgornje in sledeče trditve bo bralec, ki je seznanjen z nekaj teorije algebre,
najlaže dokazal, če bo opazi l, da j e kolobar (IN, (B, 0) izomorfen kolobarju polinomov
nad obsegom ostankov po deljenju s št evilom 2, torej JZ 2 [X ]. Izomorfizem podaja
preslikava an . .. aO(2) >--t anxn +...+ ao·
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Z uporabo pravil (4) , (6) in (8) se v zgornjo trditev prepričajmo .

(a EB b)2 = (o. EB b) 0 (a EB b) = (a EB b) 0 a EB (o. EB b) 0 b =

=a 0a EBb 0a EBa 0b EBb 0b =

= a2 EB (a 0 b EB a 0 b) EB b2 = a2 EB b2 .

Za vajo izpelji mo form ulo za EB-vsoto prvih n naravni h števil. Z nekaj
poskušanja uganemo in na koncu z uporabo popolne indukcije dokažemo
form ulo

{

1
n+1

1 EB 2 EB . . . EB n = ~

za 41(n + 3)
za 41(n + 2)
za 41(n + 1)
za 41n

Bralec lahko sam izpelje še formuli za EB-vsoto prv ih n sod ih in prv ih n
lihi h štev il.

Zan imivo je opazovat i praštevila v kolobarju (IN, EB , 0 ). Pojem pra­
števila je tu definir an enako kot pr i običaj nih operacij ah - praštevilo v
kolobarju (IN, EB , 0 ), recimo mu 0 -praštevilo, je takšno naravno št evilo p ,
ki ga lahko na pišemo kot produkt p = a 0 b drugih dveh na ravnih števil
le, če j e eno od št evil a in b ena ko 1, drugo pa p . Dodatno predpišerno še,
da število 1 ni praštevilo. Pisec članka je poiskal vsa 0-praštevila , ki so
manjša od 500.

2,3 ,7 , Il , 13,19 ,2 5,3 1,37 ,41 ,47 ,55 ,59 ,6 1,67,73 ,87,91 ,97 , 103,109 ,

115,117 ,131,137,143, 145,157 ,16 7,1 71,185 ,191 ,193,203 ,2 11,213 ,229,

239 ,241,247 ,253 ,283 ,285 ,299 ,3 01,313,319,333 ,35 1,355 ,35 7,361,369,

375,379,391,395,397,415,419,425,433;445,451,463,471,477,487,499.

Vid imo , da je med nj im i nekaj običajnih praštevil , ni pa vseh . Prav tako
niso vsa 0 -praštevila običajna praštevila. Zanimivo je, da se tudi tu
poj avljajo tako imenovani dvoj čki , to so pari pr aštevil, ki se raz likuj ejo le
za 2, npr .

(11, 13) , (59,61) , (115,117) . . .

Postavim o si lahko vprašanje, ali je takšnih parov praštevil neskončno , a
bojim se, da odgovoriti nanj ni enostavno . Pri običajnih praštevilih je
enako vprašanje eno od najslavn ejših odprtih prob lemov teorij e števil.
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Čeprav se zdijo vpr ašanj a v zvezi s 0)-praštevili ena ko težka kot
vprašanja o običaj n ih praštevi lih, j e avtorju le uspelo dokazat i zanimiv
izrek.

Izrek: Če je od 2 različno število p z dvojiškim zapisom Pn . . , PO(2 )

0 -praš tevilo, j e 0)-praštevilo tudi število f5 = PO . . . Pn (2) '

Dokaz: Najprej opazimo , da je zadnja dvojiška cifra PO šte vila P
enaka 1, saj bi se drugače število P lahko zapis alo kot produkt P =
= Pn . . ,P1(2 ) 0) 10(2), to pa je v protislovju z dejstvom , da je P od 2
različno 0)-praštevilo.

Z grško črko r označimo funkci jo , ki naravnemu številu a =
= a" ... ao (2) priredi število r(a) = ao . . . a" (2)' Velja torej jj = r(p) .
Ker se število p konča na cifro 1, očitno dr ži enakost r (r(p )) = p.

Funkcija r pa im a še eno zelo lepo lastnost - je mu ltiplikativna:

r(a 0) b) = r (o) 0) r(b) .

V to se prepričamo s pomočj o definicije (An, ker pa je račun kar dolg
in nič kaj tež ak, ga iz puščam . .

P redpos tavimo sedaj, da šte vilo f5 ni 0)-praštevilo. Tedaj obstajata
od 1 in f5 različn i naravni štev ili a in b, tako da velj a f5 = a 0) b. Vendar
tedaj velja tudi

p = r(r(p)) = r(jJ) = r(a 0) b) = r(a) 0) r(b) .

Ker je p 0)-praštevilo, j e eno od št evil r (o) in r (b ), denimo r (a), enako
1. Ker je a oj:. 1, je število o oblike 10 . . .0(2) ' To pa je nemogoče , sa j
bi bila ted aj zadnja šte vka pro dukt a f5 tudi enaka 0, kar pa ni, saj j e
zad nja št evka št evil a f5 hkrati prva števka št evila p.

Predpostavka , da število f5 ni 0)-praštevilo, nas je pripelj ala v pro ­
tislovje, kar pomeni, da je bi la napačna . S tem je izrek dokazan.

Za konec naj vas še preprica m , da operaciji EB in 0) nista povsem
za lase privlečeni in da imata lah ko tudi precejšnjo uporabn o vrednost .
T ist i bralci, ki berejo Presek že več let , se morda spo mnijo zmagovalne
strategije pri igri Nim, ki je bila opisana v 4. številki P reseka šolskega let a
1985-86. Naj na hitr o ponovim .

Nim je igra, ki jo igrata dva igralca s pomočjo 15 vžiga lic, ki jih na
začetku razporedita v pet kupčkov po 1, 2, 3, 4 in 5 vžigalic. Igralca



henoma jedjeta dgal ic~ e hpEkov tala, da wakiE pobereta a poljub 
nega hp&a poljubno %evil0 vi6gdic (wmj eno in najveE toliko, kot jih 
na isbmern knPr:ku je). Zmaga Mi ki p ~ b  sadqjo v3igdico. 

Kako ia;rati, da bomo &mag&? Denimo, de, je u trenuUu, ko smo 
m, patmi, v ponamemih kupEkih al ,  aa,. . .,as v#QaIic. Seiitejmo 8 = 
= a1 $aa Q ... $ aa. & je mta s enaka 0, amo bgubljeai. & pa je 
s # 0, je gotovo (kot ee kkaik] res ai @a < aj sa vsaj en indeh i 4 6. KO 
p o i i ~ a  t& indeks, poberemo ~1dtega kupEka bliko v@pEc, da jih bo 
ost& gat at $ s. Ker je Ui s < a;i, je bo dovoljena potma Tdaj se bo 
naJi nersprotnik s a d  v m t u d i  at,. . . , ai $a,. . . , as ~b V&DtO 

in ba isgubljen, saj bo s svojo potmo vsoto 0 gotovo p o k d .  Od tod 
sMi, da nahmu nqrotniku nikoli ne ba uspelo d& situacijs, h b d o  
vai kupEki p r d ,  saj je takrat m t a  a enaka niE. 

N a m t k u j e m h 1 8  ... $6&I,kotmtolepoBfdiieformule 
aa vrrob pntih n naravnih $itevil, in into tjsti, ki je na potmi, dobi (denim0 
tfLkO, da mame oeurmljeao eigaliea s prvega kup&a). Ndh formula nam 
pave tudi, da bi bila za pmga igralcs igra kgubl&ma, ik bi igrali z 28 
& @ d m 7 k u ~ , s a c j  jewiotal$ ... @ 7 e h O .  

Prr'md PotoLBnik 




