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Resevanje stacionarnega in nestacionarnega temperaturnega
polja po metodi koncnih elementov na PC rac¢unalnikih

Marjan Bol¢ina*'

S hitrim razvojem ragunalniske tehnologije se v inze-
nirski praksi vse pogosteje uporabljajo numeri¢ne meto-
de resevanja konkretnih problemov re$evanja polj, opi-
sanih z diferencialnimi enaébami. Danes je taksen nadin
projektiranja ekonomsko in kakovostno upravien in po-
staja nujen.

Nasa naloga je reSevanje nestacionarnih temperatur-
nih polj poljubnih objektov in izdelava ustreznega racu-
nalniskega programa. Pri tem imamo lahko definirane
kot robne pogoje vsiljene temperature ali toplotne toko-
ve ali notranje izvore toplotnega toka, ki jih povzro¢a
elektricni tok. Tako lahko projektiramo (glede na tempe-
raturno polje) objekte, kot na primer: hladilna telesa, se-
grevanje kovinskih in izolacijskih delov, temperaturno
obremenljivost el. zbiralk, indukcijsko kaljenje in induk-
cijsko taljenje kovin.

uvoD

V nadaljevanju torej is¢emo resitev dvodimenzional-
nega ali aksisimetricnega trodimenzionalnega, ¢asovno
odvisnega temperaturnega polja, ki ga na objektu po-
ljubne geometrije poleg materiala in okolice povzro¢ajo
vsiliene temperature, toplotni tokovi in toplotni izvori
(elektriéni tokovi).

Ker ne obstaja splosna analiticna metoda za redeva-
nje problemov taksne vrste, moramo iskati resitve z nu-
mericnimi metodami ali s simulacijo konkretnega prime-
ra na analognem racunalniku. Ker so ustrezni analogni
racunalniki zelo dragi, prakti€éno vedno uporabljamo nu-
mericne metode, prirejene za digitalne ra¢unalnike. Nu-
meriéne metode v splosnem lo¢imo na metodo konénih
diferenc in metodo konénih elementov. Izbira metode se
vse moéneje nagiba v korist metode konénih elementov.,

Pri uporabi metode konénih elementov objekt po-
ljubne oblike razdelimo na poljubne konéne elemente
znane geometrije. Na splosno velja, da vecje Stevilo kon-
€nih elementov (manjsi, kot so), poveca natanénost
iskane resitve sistema. Natanénost resitve pa je odvisna
tudi od predvidene funkcije polja znotraj elementa. Iz-
brali smo trikotno obliko konénega elementa, ker z njo
najlazie opisemo poljubno obliko obravnavanega objek-
ta. Zaradi znanih prednosti naravnih (area) koordinat
pred Katezijevimi (laZje integriranje, singularnost matrik)
smo izvedli ustrezne transformacije.

STACIONARNO STANJE

S stalis¢a stacionarnega prenosa toplote nas je zani-
mala temperaturna porazdelitev po posameznih elemen-
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tih indukcijske lonéne peci, $e posebej pa temperaturni
gradient v ovoju induktorja. Induktor se namre¢ greje za-
radi prevajanja izmeniénega elektriCnega toka, ki zaradi
skin efekta ni enakomerno porazdeljen po bakrenem
profilu, pa tudi zaradi prevajanja toplote taline skozi
ognjecdporno obzidavo.

NESTACIONARNO STANJE

Stevilo sarz, ki jih lahko stopimo z enkrat pripravijeno
ognjeodporno obzidavo, je odvisno tudi od temperature,
ki jo doseZe talina na meji z obzidavo. To podrocje pre-
nosa toplote je v casovnem prostoru relativno neraziska-
no, zato smo si zadali nalogo, da to problematiko natan-
&éneje obdelamo. Ker se indukcijska lonéna peé v prvi
aproksimaciji obnasa kot integrator vhodne mo¢i, mora-
mo omenjeno problematiko redevati v nestacionarnem
¢asovnem podrocju.

Kot bomo videli kasneje, se najvec elektricne energi-
je v vioZku pretvori v toploto prav ob obzidavi. Ta je di-
rektno odvisna od moci peci in frekvence napajaine elek-
tricne napetosti. Zato lahko prihaja na teh mestih do
nezeljenih nadtemperatur, ki presegajo dovoljeno tem-
peraturo neke ognjeodporne obzidave, medtem ko vio-
Zek na sredini e ni dosegel niti temperature taljenja.
(Dobljene rezultate pa bi lahko uporabili tudi na podroc-
ju kaljenja ali toplotnega ¢iS¢enja).

Pri reSevanju elektricnega dela indukcijske lonéne
peci smo pristopili k izvornemu nacinu. Rezultat analiti-
¢ne analize teoreti¢nega izhodisca, podanega s Fredhol-
movo integralsko enacbo Il. vrste

Es (Je- Jm) - 1,Je= Eo (Jo)
Hs (J.- Jm' = ‘/Jm= Ho (Jo’

je specialni programski paket IMF-CAD, ki iz geometrij-
skih in snovnih parametrov konstruirane peéi izraduna
elektricne velicine (el. impedanco, el. napetosti, el. toko-
ve itd) v posameznih tockah indukcijske lonéne peéi (7).
Pri tem je za numeri€ni izra¢un uporabljena metoda kon-
¢nih elementov. Rezultati so podani numeriéno (tabelari-
¢€no) in grafiéno. Izhodni podatki iz tega programa za da-
no pe¢ (el. tokovi) so tudi vhodni podatki za analizo pre-
nosa toplote, kar je cilj nase naloge. Podrobnejsi opis
tega programa presega namen tega dela.

RESEVANJE DIFERENCIALNE ENACBE PRENOSA
TOPLOTE PO METODI KONCNIH ELEMENTOV

Raéunalniski program je napisan na osnovi nasled-
njih matematiénih izhodiS€: Fourierjeva diferencialna
enacba Sirjenja toplote (1), vsiljene z induciranim elektri-
&nim tokom (npr.: v indukcijski lonéni peci) je:

div (k gradT) 4 pc 6T/8t=0L2=5q/8V T=T (x. y, z, 1)
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Za prakso sc pomembni tudi naslednji robni pogoji,
ki jih opiSemo z obrazcem:

k8T/on=h (T~T,)
— predpisana temperatura ali toplotni fluks na delu

povrsine
— predpisana konvekcija (radiacija)

GALERKINOV POSTOPEK

Predvidimo, da so dane diferencialne enabe L (1) =f
in R(1)=g, pri ¢emer sta L (1) in R (1) diferencialna
operatorja, tako da je enacba polja temperature zadovo-
liena po povrsini in na robovih objekta.

L (1) =8/6x, (k 8T/6x) + Q=pc (8T/5t) =f
R(T)= =K (8T/0n)=h (T—T,)=g

Integracijska enaéba Galerkinovega postopka (2, 3)

se tako glasi:
UL (1) —f}-u-dA+$ﬂR (r)—g}-u-dS=0

Funkcijo T izrazimo s polinomom, ki v polju zados¢a
diferencialni enacbi, na robovih pa zavzame predpisane
robne vrednosti, in izenadimo njeno variacijo 4T s funkci-
jou:

T - b1T| + b2T2+ b3T3 +...+ bnTn
u=2aT

[{L (1) —1]-&T,-dA+ [|R (1) —g]- 8T, -dS=0
A s (k=1,2,3...n)

Zgornjo enacbo lahko direktno uporabimo v metodi
konénih elementov tako, da jo formiramo za vsak konéni
element. Polinom zapiSemo zato v matriéni obliki
T=[b] [T]*. Pri tem je [b] interpolacijska matrika, {T}* pa
vektor vozlis¢énih temperatur konénega elementa.

Da si olajsamo diferenciranje v zgornji enaébi in da
se izognemo polinomom viSjega reda, operator L (1)
transformiramo:

L (1) =[8/8x, M, (1)]+L" (1) oziroma
L (1) aT=5/8x, [M, (1) aT| -
—M, (1) [6/8x (d1)]+L'(T)eT

Po urejevanju in zdruzevanju dobimo naslednjo va-
riacijsko integralno enacbo:

[ {{Q—pc 8T/6t) éT + k 6T/5x, [5/5x, (T)]|
A dA+ |h (T—T,)eT dS=0

Ko vpeljemo disk?etizacijo za konéni element tempe-
rature in njene variacije v obliki:

T=Db, T, oziroma dT=b aT,;
lahko dobi prej$nja enacba obliko:
H, T+L, (8T/6t)+F =0

Hy = H, + H, = [k (8b,/8x,) (8b/6x ) dA + [h bb, dS=
A S
F/=F,+F,=[Qb dA+ [hbT,dS
A S

L, = Jpc bb, dA
Da bi lahko resili enaébo konénega elementa in pri-
padajoCe integrale, moramo dologiti matriko [b], kot in-
terpolacijsko funkcijo polja v elementu. Nato lahko zapi-
$emo:

T*=[b] [T}

(T)= }-' (vektor vozli¢nih
Te=T(X.Yy,2) 2

temperatur)

Kot smo ze omenili, smo vzeli trikotno obliko kon-
&nega elementa, z vozli¢nimi tockami 1, 2, 3 (i, j, k). Prav
tako smo predvideli, da se temperatura znotraj konéne-
ga elementa 3iri linearno, torej:

Te=c,4cx+cyy=[a] [c}

[al=[1,x,v¥]
[e}=Iey, €2 )"

Konstante v |c| dolo€imo iz robnih pogojev, saj po-
znamo vrednosti temperatur |{T}=[T,, T,, T;] v vozliénih
tockah x,, y,

(Th=[ad {c}
[b]=[a] [a,)""=[a] [B]
Ce [B] izrazimo s katezijevimi koordinatami:

XaYs— XaYz, Xa¥y — XiYa, Xi¥z— XaY,
Y2=Ys Ys—Yu Yi—Ye
Xz — Xz, Xy = X3, Xz — X4 -

[B]=1/2A

=1/2A[[B], [B,]. [B]],
pri ¢emer je A povrsina trikotnika konénega elementa.
Nato racunamo integrale matrik [H], [L], [F]. Kot smo Ze
omenili, bomo postopek izvedli v brezdimenzijskih (area)
koordinatah (l,, I, l;). Velja zakonitost |, + 1, + ;= 1. Kate-
Zijeve in area koordinate so v linearni odvisnosti. Pri ra-
¢unanju integralov si pomagamo z obrazcem:

JIT1315 dA=2A (m! n! p!) (M+n+p+2)!'
A
i Sledi konkretno doloéanje integralov matrik [H], [L],
[HY =[BT (5 [a]'/6x) (5 [al/5x) [B]] +

+|[B]" ([6a]"/5y) ([5a)/Sy) [B])] dA
Po urejanju sledi konéni izraz za H,:

2
yza»’ i Yz3¥ar ‘g X32X13, Y23¥s2 + X3oXz
[H)=k/4 A | 32 Y§1 + X33, VgtYn‘;'x'axm
SIMETRIENO Yiet Xz
Iy
[H:]= hsf [b]" [b] dS= hsl Iz [ly, 12, 15) S =

ls

Ker gre za konvekcijo, ki je le na robovih, je |;,=0. Po
integraciji po dolzini dobimo:

2, 1,
[H)=h/6 | 1, 2,
0, 0,

'

oo

Pri tem sta vozliSéi 1 in 2 na zacetku in koncu |, (na
robu objekta), vozlis¢e 3 pa je v notranjosti objekta.

[V —

2, 1,
[L]=pc [[b)' [b] dA=pcA/12 | 1, 2,
a 1,3

[F,]=Q [[b]" dA=QA/3 }
A
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1
[Fo]=h [[b) dS=hi,2 | 1 | dS
s 0

Po sumiranju enacbe H T +L, (8T/5t)+F =0 po
vseh konénih elementih dobimo matriéno enaébo celot-
nega sistema:

[H] (D} +[L] [6D/6t| +[F]=0

Tako lahko racunamo vektor voziisénih temperatur
|®| za predpisane ¢asovne intervale ali konéno stacio-
narno stanje. V primeru ¢asovno odvisnih problemov
lahko uporabimo metodo desnih diferenc /2,4/. Ce pred-
vidimo, da se temperatura v malem ¢asovnem intervalu
spreminja linearno, lahko zapisemo:

(D)= (D}, + 1/2 ({5D/Bt},_, + |[dD/bt],) At
in

[6D/ St = —{5D/ B, -, + 2/At ({D}, — D}, _,)
po ureditvi zadnjih treh enacb lahko zapisemo:

([H] +2/At [L]) {®),=[L] [6D/
8"-.-v + 2/At [L] {mir s Rt [F]
Postopek racunanja je naslednji: najprej izraCunamo

vektor [®}, za prvi casovni interval. Temu sledi doloéeva-
nje odvoda temperature [5®/5t|, na koncu prvega &a-

sovnega intervala. Postopek ponavijamo za drugi, tretji
in n-ti ¢asovni interval. Seveda moramo podati (pri radu-
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nanju prvega intervala) zacetne pogoje, in sicer za [®|, in
[6®/5t],. Zatetna temperatura je obi¢ajno temperatura
okolice, (6 /btf, pa za sisteme visjega reda lahko pred-
vidimo, da je 0 ali pa ga doloéimo iz enaéb
pe (6d/5t)* = 0J? = Q za posamezni element.

RACUNALNISKI PROGRAM ZA RESEVANJE
TEMPERATURNEGA POLJA

Racunalnigki program smo napisali po prej navede-
nem Galerkinomev postopku v matriéni obliki.

TeZili smo k temu, da bi bili vhodni podatki sistema in
resitve sistema &imbolj grafiéno podprti, pri tem pa naj
grafika ne bi po nepotrebnem zmanjsevala razpoloZljive-
ga raCunalnikega spomina in hitrosti izvajanja progra-
ma. Zato smo napisali ustrezen CAD program. Veé& kot
ima ra¢unainik linearnega RAM pomnilnika na razpolago,
veC elementov lahko vsebuje obravnavani objekt. Tako
lahko na Mega 2 ATARI ST ragunalniku (2Mb RAM line-
arno) reSujemo probleme z veé kot 600 elementov v re-
lativno izredno kratkem &asu (nekaj minut).

Celoten program je zbir procedur (podprogramo-
mov), zato je fleksibilen, odprt, objektno orientiran in ga
je relativno lahko modificirati. Z pomoéjo CAD (GEM)
vmesnika pa smo program podprli s prijaznim okoljem
za interaktivno delo na PC ragunalniku, saj vsebuje avto-
matski generator topologije sistema in robnih pogojev.
Namenjen je predvsem za reSevanje Fouriejeve enaébe,
kjer je temperatura posledica izvorov toplote, povzroée-
ne z elektri¢nim tokom. Tak3ni primeri so el. vodniki, el.
zbiralke, uporovni grelci, indukcijsko kaljenje, taljenje in
kuhanje.

0X<0.068(n), y<0.21(n)
135 vozlist

224 elesentou,

Resitev sistema prikazana na grafiénem monitorju
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Resitve obravnavanega sistema po metodi konénih
elementov dobimo v tabelariéni in grafic¢ni obliki. Geome-
trija objekta se avtomatsko skalira na velikost zaslona, v
vozli§éa elementov se izpiSejo iskane resitve temperatu-
re oz barvna lestvica, v elemente pa povpreéne tempera-
ture elementov oziroma vrednosti elektricnih tokovnih
gostot in pripadajocih toplotnih tokov. Prav tako dobimo
izpis koeficientov sistema, pri katerih smo dobili dano
reditev. Po potrebi lahko spreminjamo samo dolodene
koeficiente in opazujemo tendenco novih resitev. Na ta
nacin smo dobili dobro orodje za inZenirsko projektira-
nje.
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ZUSAMMENFASSUNG

Mit der schnellen Entwicklung der Rechentechnologie, vor
allem auf dem Gebiet der Personenrechner werden in der Inge-
nieurpraxis immer ofter numerische Methoden bei der Lésung
konkreter Probleme der Feldlosungen angewendet, welche
durch Differentialgleihungen beschrieben sind. Heutzutage ist
solche Art der Projektierung aus okonomischen und Qualitats-
grinden gerechtfertig und wird notig.

Unsere Aufgabe war Losung nichtstationarer Temperaturfel-
der beliebiger Objekte und die Herstellung von entsprechen-
dem Rechnerprogramm. Dabei konnen als Randbedingungen
eindrangende Temperaturen oder Warmestrome oder innere
Urspringe des Warmestromes definiert werden, die durch elek-
trischen Strom verursacht werden. So kénnen (hinsiechtlich auf
das Temperaturfeld) Objekte wie z.B. Kuhlkorper, erwarmen
von Metall und Isolationsteilen Temperaturbeanspruchung elek-

tnscher Sammelleitungen Induktionshartung und Induktions-
schmelzung von Metallen projektiert werden.

Die Lossungen dieser Objekte nach der Methode der Ende-
lemente werden in tabelarischer und graphischer Form erhal-
ten. Die Geometrie des Objekles wird automatisch auf die
Grosse des Monitors skaliert, in den Knotenpunkten der Ele-
mente werden die gesuchten Temperaturidsungen bzw. Far-
benskala und in die Elemente die durchschnittlichen Tempera-
turen der Elemente, bzw. die Werte elektrischer Stromdichte
und der zugehorigen Warmestrome ausgeschrieben. Ebenso
erhalten wir einem Auszug der Koeffiziente des Sistemes bel
welchen die gegebene Losung erhalten worden ist. Nach Be-
darf konnen nur bestimmte Koeffiziente geandert und die Ten-
denz neuer Lésungen beodachtet werden. Alles das stellt ein
gutes Mittel fur das Ingenieurprojektieren dar.

SUMMARY

The fast development of computer technology. especially
with PCs, numerical methods of solving concrete problems
connected to fields described by differential equations are
more and more used in engineering. Today such a way of de-
signing is economically and qualitatively justified and it is be-
coming a necessity.

Our task was to solve unsteady temperature fields of op-
tional objects and to prepare a suitable computer program. As
boundary conditions there can be defined the imposed temper-
atures or heat flows or internal sources of heat fiows which are
caused by electric current. Thus the objects like cooling bod-
les, heating of metallic and insulator parts, temperature loada-

bility of electric buses, induction hardening and induction melt-
ing of metals can be designed (according to temperature field).
Solutions for these objects by the method of definite ele-
ments can be obtained in tables or graphically. The geometry of
object is automatically scaled on the size of screen, the nodes
of elements are marked with sought solutions of temperature
or by colour scale while in elements the average temperatures
of elements or values of electric current densities and corre-
sponding heat flows appear. Also coefficients of the system are
written out for the given solution. If necessary only single coeffi-
cients can be varied, and the trand of new solutions can be ob-
served. Thus a good tool is obtained for engineering designing

3AKNBIOYEHWE

Beneacrave GbICTPOrO PAIBUTUR BLINUCNUTENLHOW TEXHONOTUM,
npexae Bcero 8 oBNacTH NEPCOHANbHUX BHYUCIHTENAX, B MH-
MEHEPHOR NpaKkTHKe Bce GOnee WCNONLIYIOT HyMEpHYecKHe
METOAL! PELUEHMA KOMKDETHBIX NPOBNEMM PELIEHKRA NONeH, ONu-
CaHHbiX C AMOEPEeHUMANbHEMKM YPaBHEHWAMK. TaxkoR cnocob
NPOBKTHPOBAHHA B HACTOALLEM BPEMEHM RBNAETCA IKOHOMM-
HECKO ¥ KAYECBEHHMO LENecOOBPAsHLIM, @ TAKME HYMHBIM.
Hawum 3agasuem RBUNOCE PELUMTL MECTAUWOHAPHLIe TEM-
nepatyprbie NONAKaxkux-nMBo OBLEKTOE W NOAroTOBKA COOT-
BETCTEYIOWER BLINMCNHUTENLHOR nporpammbl. MpH 3TOM Kak
NPeaenbHee YCNOBUAR MOTyT ObiTe ONpeAeneHbl YCTAHOBNeHHbIe
TEMNEPaTypbl WNW TENNOBbIE TOKM MW BHYTDEHHBIE MCTOMHWKK
TENNOBOr0 TOKA, NPUYHHOW KOTOPHIX ABNAETCA ANEKTPHYECKHA
TOK. 3THM CNOCOBOM MOMXEM NPOEKTUPOBATE (CMOTPA Ha
TEeMNEpaTypHoe none) oOBLEKTL, KaKk Hanp: OXNanuTenbHbie Te-

Na, HarpeBaHue METaANNMYECKMX W WIONALMOHHBIX 4YacTen,
TEMNEPATYPHYIO HArpysKy en. HakonuTenen, MHOYNUMOHHYIO 3a-
Kanky U MHAYKUMOHWHYIO NNABKY METannos

PelWweHnR 3THX 0HBLEKTOB NO METOAY KOHUEBbLIX INEMENTOB
nonyuyaeM 8 Gopme Tabnuub M rpaduka. eomerpua obbexta
aBTOMATHYECKO NPUCNOCOONAGTCA BennyMHe IKPaHa, 8 yanax
INEMEHTOB NOABNAIOTCA TpeboBaHWe PeleHWA Temneparyph,
T.€. UBETHARA LWKana, a B 3NeMEeHTax CPeAHsIX TeMnepatypel
INEMEHTOB, T, €. PasMepsl NNOTHOCTH INEKTPUYECKHX TOKOB M
paMeps COOTEETCTBYIOWMX TOKOB TennoThl. Ha 3kpaxe Takwe
NORBARIOTCA KOIDDUUKEHTE CHCTEMBI NPH KOTOPOR MBI NONY4K-
M pammoe pewenne. Mo NoTpebHOCTH MOMEM HIMEHRTL TONLKO
onpegenekHuie Ko3hOUUHENTE H CMOTPETE TEHAGHLMHIO HOBbLX
pelweHri, 3THM CNOCOBGOM Mbl NONYHHNKM XOPOLUMA HMCTRYMewMT
ONA MHAEHEPHOrO NPOEKTHPOBAHUA,



