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S hi tr im razvo jem računaln iške tehno log i je se v inže-
nirski praksi vse pogos te je uporab l ja jo numer ične me to -
de reševanja konk re tn ih p rob lemov reševanja polj, op i -
sanih z d i ferenc ia ln imi enačbami . Danes je takšen način 
pro jekt i ran ja e k o n o m s k o in kakovos tno uprav ičen in po-
staja nujen. 

Naša na loga je reševanje nes tac ionarn ih tempera tu r -
nih pol j po l jubn ih ob jek tov in izdelava us t reznega raču-
nalniškega p rograma. Pri t e m imamo lahko def in i rane 
kot robne pogo je vsi l jene t empera tu re ali t op lo tne t o k o -
ve ali no t ran je izvore t op lo tnega toka, ki j ih povz roča 
elektr ični tok . Tako lahko p ro jek t i r amo (g lede na tempe-
raturno pol je) ob jek te , kot na pr imer : hladi lna telesa, se-
grevanje kov insk ih in izolaci jsk ih delov, t empe ra tu rno 
obremenl j i vos t el. zbiralk, i ndukc i j sko kal jenje in induk-
c i jsko ta l jenje kovin. 

UVOD 
V nadal jevanju to re j i ščemo reši tev dvod imenz iona l -

nega ali aks is imet r i čnega t rod imenz iona lnega , časovno 
odv isnega tempera tu rnega pol ja, ki ga na ob jek tu po -
l jubne geomet r i j e po leg mater ia la in oko l i ce povzroča jo 
vsi l jene tempera tu re , top lo tn i tokov i in top lo tn i izvori 
(elektr ični tokov i ) . 

Ker ne obs ta ja sp lošna anal i t ična m e t o d a za reševa-
nje p rob lemov takšne vrste, m o r a m o iskat i reši tve z nu-
mer ičn imi me todam i ali s s imulac i jo konk re tnega pr ime-
ra na ana lognem računaln iku. Ker so ust rezn i analogni 
računalniki ze lo dragi, p rak t i čno vedno uporab l jamo nu-
mer ične me tode , pr i re jene za dig i ta lne računalnike. Nu-
mer ične m e t o d e v sp lošnem loč imo na m e t o d o končn ih 
di ferenc in m e t o d o končn ih e lementov . Izbira me tode se 
vse močne je nagiba v kor is t m e t o d e končn ih e lementov . 

Pri uporab i me tode končn ih e lemen tov ob jek t po-
l jubne ob l ike razdel imo na po l j ubne končne e lemente 
znane geomet r i je . Na sp lošno velja, da več je števi lo kon-
čnih e lemen tov (manjši , ko t so) , poveča na tančnos t 
iskane reši tve s is tema. Na tančnos t reši tve pa je odv isna 
tudi od p redv idene funkc i je pol ja zno t ra j e lementa. Iz-
brali s m o t r i ko tno ob l i ko k o n č n e g a e lementa, ker z n jo 
naj lažje o p i š e m o po l jubno ob l i ko obravnavanega ob jek -
ta. Zaradi znan ih p rednos t i naravnih (area) koord ina t 
p red Katezi jev imi (lažje integr i ranje, s ingu larnos t matr ik) 
smo izvedli us t rezne t rans formac i je . 

STACIONARNO STANJE 
S sta l išča s tac ionarnega p renosa top lo te nas je zani-

mala t empera tu rna porazdel i tev po posamezn ih e lemen-
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t ih indukc i j ske lončne peči, še posebe j pa tempera tu rn i 
g rad ient v ovo ju induk tor ja . Induk to r se namreč gre je za-
radi prevajanja i zmen ičnega e lek t r i čnega toka, ki zaradi 
skin e fek ta ni e n a k o m e r n o porazde l jen po bak renem 
prof i lu, pa tudi zaradi prevajan ja top lo te tal ine skoz i 
o g n j e o d p o r n o obz idavo. 

NESTACIONARNO STANJE 
Števi lo sarž, ki j ih lahko s t o p i m o z enkrat pr iprav l jeno 

o g n j e o d p o r n o obz idavo, je odv isno tud i od tempera tu re , 
ki jo doseže tal ina na meji z obz idavo. To p o d r o č j e pre-
nosa top lo te je v časovnem p r o s t o r u relat ivno neraz iska-
no, zato s m o si zadal i na logo, da to p rob lemat i ko natan-
čne je obde lamo. Ker se indukc i j ska lončna peč v prvi 
aproks imac i j i obnaša kot in tegra tor vhodne moči , mora-
m o omen jeno p rob lemat i ko reševat i v nes tac iona rnem 
časovnem pod roč ju . 

Kot b o m o videli kasneje, se največ e lek t r ične energ i -
je v v ložku pretvor i v t op l o to prav o b obzidavi . Ta je di-
rek tno odv isna od m o č i peč i in f rekvence napajalne e lek-
t r ične napetost i . Za to lahko pr ihaja na teh mest ih do 
nežel jen ih nad tempera tu r , ki p resega jo dovo l jeno t e m -
pera tu ro neke o g n j e o d p o r n e obz idave, m e d t e m ko v lo-
žek na sredin i še ni dosege l niti t empera tu re tal jenja. 
(Dob l jene rezul tate pa bi lahko uporabi l i tud i na p o d r o č -
ju kal jenja ali t op lo tnega č iščen ja) . 

Pri reševanju e lek t r i čnega dela indukc i j ske lončne 
peč i smo pr is topi l i k i zvornemu načinu. Rezul tat anal i t i -
čne anal ize teo re t i čnega izhodišča, podanega s Fredho l -
m o v o in tegra lsko e n a č b o II. v rs te 

Es (Je, Jm ) - 1 / J e = E0 (J0) 

H s (Je, J J - 1 / J m = H 0 (J0) 

je specia ln i p rog ramsk i paket IMF-CAD, ki iz geomet r i j -
sk ih in snovn ih paramet rov kons t ru i rane peč i iz računa 
e lek t r ične vel ič ine (el. impedanco , el. napetost i , el. t o k o -
ve itd) v posamezn ih t očkah indukc i j ske lončne peči (7). 
Pri t em je za numer ičn i i z račun uporab l jena m e t o d a kon -
čn ih e lementov . Rezul tat i so podan i numer i čno (tabelar i-
čno) in gra f ično. Izhodni poda tk i iz tega p rog rama za da-
no peč (el. tokovi ) so tudi vhodn i poda tk i za anal izo pre-
nosa top lo te , kar je cil j naše naloge. Podrobne jš i op is 
tega p rog rama p resega namen tega dela. 

REŠEVANJE DIFERENCIALNE ENAČBE PRENOSA 
TOPLOTE PO METODI KONČNIH ELEMENTOV 
Računaln išk i p r o g r a m je napisan na osnov i nas led-

nj ih matemat ičn ih izhod išč : Four ier jeva d i ferencia lna 
enačba š i r jen ja top lo te (1), vs i l jene z induc i ran im elektr i -
čn im t o k o m (npr . : v indukc i j sk i lončn i peči) je : 

d iv (k g radT) + pc 5T /S t = aJ 2 = 8 q / 8 V T = T (x, y, z, t) 



Za p rakso so p o m e m b n i tud i nas lednj i robn i pogoj i , 
ki j ih o p i š e m o z o b r a z c e m : 

k 8 T / 8 n = h ( T - T J 

— predp isana tempera tu ra ali t op lo tn i f luks na de lu 
površ ine 

— predp isana konvekc i ja (radiaci ja) 

GALERKINOV POSTOPEK 
Predv id imo, da so dane d i ferenc ia lne enačbe L (T) = f 

in R (T) = g, pr i čemer sta L (T) in R (T) d i ferencia lna 
opera to r ja , tako da je enačba po l ja t empera tu re zadovo-
l jena po površ in i in na robov ih ob jek ta . 

L (T) = 8 / 8 X | (k 8T/8X|) + Q = pc (8T /8 t ) = f 

R ( T ) k (8T /5n ) = h ( T - T 0 ) = g 

In tegrac i jska enačba Ga lerk inovega p o s t o p k a (2, 3) 
se tako glasi : 

J (L (T) — f}• u• dA + J(R (T) — g } - u - d S = 0 
A S 

Funkc i jo T izraz imo s po l i nomom, ki v pol ju zadošča 
di ferencia ln i enačb i , na robov ih pa zavzame predp isane 
robne v rednos t i , in izenač imo n jeno var iaci jo 8 1 s funkc i -
jo u: 

T = b l T 1 + b 2 T 2 + b 3 T 3 + . . , + b n T n 

u = 3T 
{ { L ( r ) - f ) - 3 T k . d A + / { R ( t ) - g) • 8Tk • dS = 0 
A s ( k = 1, 2, 3 . . . n) 

Z g o r n j o enačbo lahko d i rek tno upo rab imo v metod i 
končn ih e lemen tov tako, da jo f o rm i ramo za vsak končn i 
e lement . Po l inom zap išemo za to v matr ičn i obl ik i 
T = f b] {T}e. Pri t e m je [b j in te rpo lac i j ska matr ika, |T)e pa 
vektor voz l iščn ih tempera tu r k o n č n e g a e lementa. 

Da si o la jšamo d i ferenc i ran je v zgorn j i enačb i in da 
se i z o g n e m o p o l i n o m o m v iš jega reda, opera to r L (T) 
t r ans fo rm i ramo : 

L ( T ) = [ 8 / 8 X | M I ( T ) ] + L ' ( T ) o z i r o m a 

L (T) 3 T = 8 /8X , [M, ( T ) 8 T \ -

- M , (T) [8 /8X; (3T)] + L ' (T )dT 

Po ure jevan ju in združevan ju d o b i m o naslednjo va-
r iac i jsko in tegra lno enačbo : 

f {(Q - pc 8T /8 t ) 3T + k 8 T / 8 x j [ 8 / 8 x ; (ST)]} 
A d A + f h ( T - T o ) 3 T d S = 0 

s 
Ko vpe l j emo d iskret izac i jo za končn i e lement t empe-

rature in n jene variaci je v obl ik i : 

T = b. T, o z i r o m a 8J = bjdT,; 

lahko dob i p re jšn ja enačba ob l i ko : 

H i ( T + Lij (8T /8 t ) + F, = 0 

H;, = H, + H2 = Jk (Sbi /SK^ (5b j / 5x i ) d A + jh b ^ dS = 
A S 

Fj = F, + F 2 = JQ bj d A + Jh b,Tc dS 
A s 

LN = Jpc b,bj dA 
_ A 
Da bi lahko rešil i enačbo k o n č n e g a e lementa in pri-

pada joče integrale, m o r a m o do loč i t i mat r i ko [b] , ko t in-
te rpo lac i j sko funkc i jo pol ja v e lementu . Nato lahko zapi-
š e m o : 

T e = [b ] (T) 

Te = T (x, y, z) 
(T} = 

T, 
T2 

T3 

(vektor vozl ičn ih 
tempera tu r ) 

Kot s m o že omeni l i , s m o vzeli t r i ko tno ob l i ko kon -
čnega e lementa, z voz l ičn imi t o č k a m i 1, 2, 3 (i, j, k). Prav 
tako smo predvidel i , da se tempera tu ra znot ra j k o n č n e -
ga e lementa širi l inearno, to re j : 

Te = c , + c 2 x + c3y = [a] (c) 

[a] = [1, x, y j 
{c) = [c1 , c2 , c 3 ] T 

Kons tan te v (c) do l oč imo iz robn ih pogo jev , saj po -
z n a m o v rednos t i t empera tu r jT) = [T,, T2, T3 j v voz l ičn ih 
t očkah xn , yn 

{T} = [ a k j {c} 

[b ] = [a] [ a k ] ~ 1 = [a] [B ] 

če [B j izraz imo s katezi jev imi koord ina tami : 

[B] = 1 /2A 
x 2 y 3 - x 3 y 2 , x3y, — x1y3, x , y 2 - x 2 y 1 

y 2 - y 3 , y 3 - y i , y i — y 2 
X2 — X2, XT — x3, x2 — x f 

= 1 / 2 A [ [ B 1 ] , [B2 ] , [B3 ] ] , 

pri čemer je A površ ina t r i ko tn ika končnega e lementa. 
Nato računamo integrale matr ik [H j , [L], [F]. Kot smo že 
omeni l i , b o m o p o s t o p e k izvedli v b rezd imenz i j sk ih (area) 
koord ina tah (I,, l2, l3). Vel ja zakon i tos t I , + l2 + | 3 = 1. Kate-
zi jeve in area koord ina te so v l inearni odv isnost i . Pri ra-
čunan ju in tegra lov si p o m a g a m o z o b r a z c e m : 

[F] : 

f I?112 l3 dA = 2A (m! n! p ! ) (m + n + p + 2 ) ! " 1 

A 

Sledi konk re tno do ločan je in tegra lov matr ik [Hj , [L] , 

[H , ] = k | j [ [ B ] T (8 [ a ] V 8 x ) (8 [ a ] / 8x ) [B ] ] + 

+ [ [ B ] T ( [ 5 a ] V 8 y ) ( [ 8 a ] / 8 y ) [ B ] ) ) dA 

Po ure jan ju sledi končn i izraz za H,: 

[ H J = k / 4 A 
y 2 3 + x 

y i ; + x? 3 

y23y3i + x 3 2 x i 3 , y2 3yi2 + x3 2x2 1 

y 3 i y i 2 + x i 3 x 2 1 

S I M E T R I Č N O 

[H2 ] = h j ' [ b ] T [ b ] dS = h f 
s s In 

Yl2 + X 2 

[ l „ dS = 

Ker gre za konvekc i jo , ki je le na robovih, je l3 = 0. Po 
integraci j i po dolžini d o b i m o : 

[H2 ] = h l s / 6 
2 , 1, 0 
1 , 2 , 0 
0 , 0 , 0 

Pri t e m sta vozl išč i 1 in 2 na zače tku in k o n c u ls (na 
robu ob jek ta ) , vozl išče 3 pa je v not ran jos t i ob jek ta . 

[L] = pc J [ b ] T [ b ] dA = p c A / 1 2 
A 

2, 1, 1 
1, 2, 1 
1 , 1 , 2 

[F,] = Q [ [b]T dA = Q A / 3 
A 



[ F J = h f [b ]T dS = hl s /2 
s 

dS 

Po sumi ran ju enačbe H ^ - l - L , , (5T/5t ) + F, = 0 po 
vseh končn ih e lement ih d o b i m o mat r i čno enačbo ce lo t -
nega s is tema: 

[H] (O) + [L] { 5 < D / 8 t | + [ F ] = 0 

Tako lahko računamo vek to r voz l iščn ih tempera tu r 
jO) za p redp isane časovne intervale ali k o n č n o s tac io-
narno stanje. V p r imeru časovno odv isn ih p rob lemov 
lahko upo rab imo m e t o d o desn ih d i ferenc /2 ,4 / . Če pred-
v id imo, da se tempera tu ra v malem č a s o v n e m intervalu 
spremin ja l inearno, lahko zap i šemo : 

{$ } , = | 0 } t _ , + 1 /2 ( ( S O / S t ) , . , + { 6 0 / 8 t } t ) A t 

in: 

( 8<D /5 t ) t = - { 6 0 / 8 t ( , _ 1 + 2 / A t ( {<!>}, - (Oj , . - , ) 

po uredi tv i zadn j ih t reh enačb lahko zap i šemo : 

| [ H ] + 2 / A t [ L ] ) { 0 } , = [L ] ( 8 0 / 

8 t ) , _ 1 + 2 / A t [L ] { © } , _ , - [ F ] 

Pos topek računanja je nas lednj i : na jpre j i z računamo 
vek to r JO}, za prvi časovn i interval. Temu sledi do ločeva-
nje odvoda tempera tu re (8®/S t } t na k o n c u prvega ča-
sovnega intervala. Pos topek ponav l jamo za drugi , t re t j i 
in n- t i časovn i interval. Seveda m o r a m o podat i (pri raču-

nanju p rvega intervala) zače tne pogo je , in s icer za (O|0 in 
{SO/8t } 0 . Zače tna t empera tu ra je ob iča jno tempera tu ra 
oko l ice, ( 8 0 / 8 t ) o pa za s is teme v iš jega reda lahko p red-
v id imo, da je O ali pa ga do loč imo iz enačb 
pc (SO/S t ) e = a J 2 = Q za posamezn i e lement . 

RAČUNALNIŠKI PROGRAM ZA REŠEVANJE 
TEMPERATURNEGA POLJA 

Računaln išk i p r o g r a m s m o napisal i po pre j navede-
n e m Ga le rk inomev p o s t o p k u v matr ičn i obl ik i . 

__ Težili s m o k temu, da bi bil i vhodn i poda tk i s i s tema in 
reši tve s is tema č imbo l j g ra f ično podpr t i , pri t em pa naj 
graf ika ne bi po n e p o t r e b n e m zmanjševa la razpolož l j ive-
ga računa ln iškega spomina in h i t rost i izvajanja p rogra -
ma. Zato s m o napisal i us t rezen C A D p rogram. Več kot 
ima računaln ik l inearnega R A M pomni ln ika na razpolago, 
več e lemen tov lahko vsebu je obravnavani ob jek t . Tako 
lahko na M e g a 2 ATARI ST računaln iku (2Mb R A M l ine-
arno) rešu jemo p rob leme z več kot 600 e lementov v re-
lat ivno i z redno k ra tkem času (nekaj minut) . 

Ce lo ten p rog ram je zb i r p rocedu r ( p o d p r o g r a m o -
mov) , zato je f leksib i len, odpr t , o b j e k t n o or ient i ran in ga 
je re lat ivno lahko modi f ic i ra t i . Z p o m o č j o C A D (GEM) 
vmesn ika pa smo p r o g r a m podpr l i s pr i jaznim oko l j em 
za in terakt ivno delo na PC računaln iku, saj vsebu je avto-
matsk i genera to r topo log i je s i s tema in robn ih pogo jev . 
Namen jen je p redvsem za reševan je Four ie jeve enačbe, 
kjer je temperatura pos led ica izvorov top lo te , povz roče -
ne z e lek t r i čn im t o k o m . Takšni pr imer i so el. vodnik i , el. 
zb i ra lke, uporovn i grelc i , i ndukc i j sko kal jenje, tal jenje in 
kuhanje . 

e < X < e . 9 6 8 ( n ) , y < 0 . 2 1 ( n ) 
2 2 1 c l c * C T i " t o u , 1 3 5 u o z l i S č 

< E S C > n e u < * > r u n < I N S > e d i t < C U R S 0 R > » o u e < H E L P > l o a d , s a u e 
< = K O * F I C I E H T I S I S T E M * : 

T X = SS 
M= 1 7 . 5 
T i r > * = am 

28 &S. 84 112 14« 168 t * £24 ( »0= 1 - 2 
1 . 9 « 2 - 8 7 4 . S 3 V d t 9 - C * 

27 5S 83 111 139 167 I » t « 3 mSV= 7 M * 
ZC T r e T3S T54 c = 7 * 

2 . 1 2 . 7 4 4 . 4 7 T K t t W M 
25 53 8 1 137 16S 193 2 2 1 «• . o T K V l * J - 834 

R e š i t e v s i s t e m a p r i k a z a n a na g r a f i č n e m m o n i t o r j u 



Rešitve obravnavanega s is tema po me tod i končn ih 
e lementov d o b i m o v tabelar ičn i in graf ični obl ik i . G e o m e -
tr i ja ob jek ta se av toma tsko skal ira na ve l ikost zaslona, v 
voz l išča e lemen tov se izpišejo iskane reši tve t empera tu -
re oz barvna lestvica, v e lemente pa povp rečne tempera -
ture e lementov oz i roma v rednos t i e lek t r ičn ih tokovn ih 
gos to t in p r ipada joč ih top lo tn ih tokov. Prav tako d o b i m o 
izpis koe f i c ien tov s is tema, pri kater ih s m o dobi l i dano 
reši tev. Po po t reb i lahko sp rem in jamo samo do ločene 
koef ic ien te in opazu jemo t e n d e n c o nov ih rešitev. Na ta 
način smo dobi l i d o b r o o rod je za inžen i rsko pro jekt i ra-
nje. 
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3 A K f l b l O H E H P l E 

BcneacTBne čbicrporo pa3BMTMR BbmMC/iMTe/ibHOM TexH0/i0rMM, 
npe>Kf le B c e r o B 06/ iacTM nepcoHanbHb ix BbmncnuTe/ iax, B MH-
MeHepHOii npaKTHKe Bce 6o;iee ncno/ib3yiOT HyMepnHecKne 
MeTOflbi peujeHMfl KOHKpeTHbix npoč / ieMM peujeHMfl no/iePi, onn-
caHHbix c flmtepeHunanbHbiMM ypaBHeHHflMM. TaKOH cnocoč 
npoeKTnpoBaHMF B HacTonmeM BpeMeHM BB/meTca SKOHOMM-
4ecrto M KanecBeHHO ue;iecoo6pa3HbiM. a TaKMe Hy>KHbiM. 

HaiiiMM 3aaaHneM HBM/iocb peaiMTb HecTaunoHapHbie TeM-
neparypHbie no/ifiKaKMX-/in6o o6"beKTOB M noaroTOBKa COOT-
BeTCTByKDU4ePi BbNMC/lHTe/lbHOii npOrpaMMbl . r i p u 3T0M KaK 
npeae / i bHb ie y c n o B n a MoryT 6biTb o n p e a e n e H b i ycTaHOB/ieHHbie 
TeMnepaiypbi H;IM TennoBbie TOKM M/IM BHyTpeHHbie MCTO^HHKM 
T e n n o B o r o TOKa, npMMHHOPi K0T0pbix RB/ifieTCfl sneKTpkmecKMfi 
TOK. 3TMM CnOCOČOM MO>KeM npoeKTMpOBaTb (CMOTpfl Ha 
T e M n e p a T y p H o e n o / i e ) o6"beKTb i , KaK H a n p : o x / i a f lMTe / i bHb i e Te-

na, Ha rpeBaHne MeTa/i/iMHecKnx M n3onnunoHHbix HacTeii, 
TeMnepaTypHyio Harpy3Ky en. HaKonMTenePi, MHflyKLiMOHHyio 3a-
Ka/iKy m nH/iyKunoHHyio n/iaBKy MeTan/ioB. 

PeUjeHUH 3TMX 06"beKT0B no MeTOfly KOHUeBblX 3/ieMeHTOB 
no/iyMaeM B cJjopMe TaČJinubi M rpat})HKa. reoMeTpnfl očteKTa 
aBTOMaTMMecKO npHcnocoč/ifleTcn Be/iMMMHe SKpaHa, B y3Jiax 
3 / ieMeHT0B noflB/IFLKDTCFL Tpe6oBaHMe peaieHMH TeMnepaTypbi , 
T. e. UBeTHan LUKana, a B 3neMeHTax cpeflHbix TeMnepaTypw 
3/ ieMeHT0B, T. e. p a 3 M e p w nnoTHoeTM 3 / ieKTpnMecKnx TOKOB H 
pa3Mepbi cooTBeTCTBytomnx TOKOB Ten/ioTbi. H a 3KpaHe TAKWE 
nonB^RioTCfl K03c|)ct>MuneHTbi cMCTeMbi npM KOTopof i Mbi nony4n-
nn aaHHoe peujeHMe. I lo noTpeČHoeTM MOMeM M3MeHfiTb TozibKo 
onpeaeneHHbie KO3<t>0nuneHTbi n CMOTpeTb TeHf leHumo HOBWX 
peujeHMPi. OTUM cnocočoM Mbi no/iy4nnn xopownii HHCTpyMeHT 
A/IH MH>KeHepHoro npoeKTMpoBaHun. 


