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Vecina srednjeSolcev realna $tevila intuitivno dobro razume. Matemati¢no korektno
vpeljati realna §tevila pa §e zdale¢ ni enostavno. Kaj lahko o tem povemo dijakom v
okviru matematiénih krozkov?

ON REAL NUMBERS

Most of secondary school pupils have a reasonable intuitive understanding of real
numbers. However, introducing reals in a mathematically correct way is not an easy task.
Can we discuss these problems at the secondary school level?

V zadnjih desetletjih poizkuSajo Sole pri nas in v primerljivih drzavah
postati u¢encem bolj prijazne. Tako je tudi prav. Vsi mladostniki naj bi
opravili srednjesolsko izobrazevanje, ve¢ina pa naj bi si pridobila tudi fakul-
tetno izobrazbo. Tudi prizadevanja v tej smeri lahko samo pozdravimo.

Bojim pa se, da ob vseh teh hvalevrednih namenih pozabljamo na najbolj
nadarjene ucence in dijake. Ker dandanes mladostniki niso niti bolj pametni
niti bolj delavni kot neko¢, je mogoce viSjo izobrazbeno raven doseci le,
¢e ob vseh drugih ukrepih in spremembah znizamo minimalne zahteve, ki
jih morajo dijaki izpolniti za dokoncanje srednje Sole. Ob tako znizanih
kriterijih pa nadarjeni mocno izstopajo iz povprecja, ne da bi se za to kaj
posebej trudili. In zato ne razvijejo svojih sposobnosti toliko, kot bi jih v
bolj spodbudnem okolju.

Poleg tega na vseh nivojih izobraZevanja opazamo teZnjo po zmanjseva-
nju obsega predmetov, ki so za ucence in dijake tezki. To je seveda najlazja
pot k ,zviSevanju“ izobrazbene strukture prebivalstva.

Ucitelji v takem okolju so seveda postavljeni pred povsem druge izzive
kot ucitelji v dezelah s poudarjeno tekmovalnim Solskim sistemom (npr. v
nekaterih azijskih drzavah). Dober in prizadeven ucitelj se zaveda slabosti
in prednosti posameznih izobrazevalnih postopkov. Tako ga veselijo mar-
sikateri pozitivni premiki v nasem Solstvu, hkrati pa poizkusa zmanjSevati
negativne ucinke sprememb, ki jih ni malo, saj so naSe Sole ves ¢as v procesu
prenove ali pa reforme, kakorkoli se 7e pa¢ temu v dolo¢enem ¢asu rece. In
le kdo verjame, da vse vodijo v pravo smer?
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Iz vsega povedanega ste seveda uganili, da imam v mislih dodatno spod-
bujanje najbolj nadarjenih ucencev. Stevilni uditelji matematike in fizike,
ki vodijo matemati¢ne in fizikalne krozke, opravijo delo neprecenljive vre-
dnosti. Precej ¢asa je namenjenega pripravi za tekmovanja iz matematike,
fizike, logike in raCunalnistva. Mnogi mentorji pa v okviru krozkov pripravijo
tudi kaksno predavanje, primerno za najboljse dijake. Morda je pri pripravi
takega predavanja najtezji prav prvi korak, to je izbira teme. V tem pri-
spevku nameravam predstaviti temo, ki je primerna za matemati¢ne krozke
na gimnazijah. V uredni§tvu si zelimo ve¢ takih prispevkov, ki bi prispevali
k bogatitvi vsebin pri mentorskem delu z najbolj nadarjenimi dijaki.

Kaj zelimo doseci z izborom teme? V srednji Soli sem posamezna po-
glavja pri predmetu matematika dojemal kot zakljucene zgodbe. Povedali
so mi, kaj je odvod funkcije, naucili smo se ga ra¢unati in spoznali njegove
uporabe. Le kaj bi tukaj lahko e kdo dodal? In podobno je bilo z integra-
lom: nedoloceni integral, doloceni integral, racunanje in uporaba. Mislil sem
si, da bom na $tudiju matematike moral racunati tezje integrale, o samih
integralih pa se ne da povedati kaj drugega od tistega, kar sem ze slisal.

Ne vidim nobenega razloga, da bi boljsim dijakom prikrivali resnico. Na
kratko jim lahko povemo, da so vse to Sele zacetki vznemirljivo zanimivih
zgodb. Na primer, povemo jim, da imamo vsepovsod opraviti s koli¢inami,
ki so odvisne od ve¢ spremenljivk. Cena izdelka je odvisna od cene vlozenega
dela, cene surovin, davkov, stroskov distribucije in marketinga, razmerja med
ponudbo in povprasevanjem ... Zato v matematiki poleg srednjesolcem zna-
nih ,obic¢ajnih* funkcij (misljene so seveda realne funkcije ene spremenljivke)
obravnavamo tudi funkcije ve¢ spremenljivk. Potem pa postane $tudij odvo-
dov, naras¢anja, padanja, konveksnosti ... Se veliko bolj zanimiv. Doloc¢eni
integral definiramo z mislijo na rac¢unanje plos¢in ravninskih likov. Kaj pa
rac¢unanje volumnov in povrsin prostorskih teles? In potem lahko omenimo,
da taka vprasanja vodijo od integralov, oznacenih z eno ,jintegralsko kljuko®,
k takim z dvema ali celo tremi.

V avgustu 2006 sem bil povabljen, da pripravim predavanje za srednje-
Solce v okviru poletnega srecanja MARS 2006 v Kopru. Ob izbiranju teme
sem se poleg zgoraj zapisanih misli spomnil §e nekaterih pogovorov z znanci
ob zacetku mojega raziskovalnega dela v matematiki. Bilo jim je jasno, da
se znanosti, kot medicina, biologija ali kemija, ves ¢as razvijajo. Nemalo
pa jih je bilo presenecenih nad dejstvom, da se to dogaja tudi s tako ,staro
znanostjo“, kot je matematika. Da je v matematiki mogoce odkriti Se kaj
novega?

Izbiral sem torej tematiko, ki bi bila zanimiva, dostopna nadarjenim
srednjefolcem in bi med drugim pokazala, da tudi na prvi pogled dokon¢ane
zgodbe v matematiki skrivajo v sebi Se mnogo zanimivega. Poucen primer je
pojem realnih Stevil. Na zacetku predavanja smo skupaj z dijaki ,ugotovili®,
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da o §tevilih vemo tako reko¢ vse. Vsi ,vemo®, kaj so stevila in kako z njimi
rac¢unamo. Le kaj bi tu lahko Se dodali?

Potem pa smo opravili hiter sprehod skozi Stevilske mnozice. V mnozici
naravnih Stevil nimamo problemov s seStevanjem in mnozenjem. S primeri
pokazemo, da se zatakne pri odStevanju, in se nato spomnimo, da ta pro-
blem odpravimo z vpeljavo celih §tevil. Problem deljenja pa odpravimo z
uvedbo racionalnih Stevil. Je racionalno stevilo isto kot ulomek? Ne, saj
dva razlicna ulomka lahko predstavljata isto racionalno Stevilo. Na primer,
% = %. Na tem nivoju bo zadostovalo, ¢e racionalna Stevila definiramo kot
Stevila, ki jih je mogoce predstaviti z ulomki. Ugotovimo, da so na mno-
zici racionalnih stevil izvedljive vse §tiri osnovne rac¢unske operacije z edino
izjemo, da deljenje z 0 ni definirano. Ali se lahko tu ustavimo? Saj smo
vendar regili vse probleme, povezane 7 osnovnimi ra¢unskimi operacijami!

O¢itno pa nam Se nekaj manjka. Zakaj bi sicer govorili o realnih §tevilih?

Na tem mestu lahko opisemo predstavitev racionalnih Stevil na Stevilski
premici. Potem pa pozornost usmerimo na merjenje razdalj med tockami
na Stevilski premici. Vsako razdaljo si zelimo izraziti z nekim Stevilom. Pri
tem nam bo razdalja med tockama 0 in 1 sluzila kot enota. Vsako tocko
na Stevilski premici, ki predstavlja kako racionalno $tevilo, bomo imenovali
racionalna tocka. Naj toc¢ka P lezi desno od izhodisc¢a na Stevilski premici.
Ce je P racionalna tocka, ki predstavlja racionalno §tevilo x, potem je seveda
razdalja med O in P enaka x. Na primer, tocka % je za % oddaljena od
izhodiscéa. Da bi lahko merili vse razdalje, moramo vsaki tocki na stevilski
premici desno od izhodis¢a prirediti Stevilo, ki bo merilo razdaljo med to
tocko in izhodis¢em.

Ce bi bila vsaka tocka na stevilski premici racionalna, potem bi lahko
razdalje merili Zze z racionalnimi Stevili. Izkaze pa se, da to ni res. Nad
intervalom [0, 1] nariSemo enotski kvadrat in dolzino njegove diagonale s
Sestilom prenesemo na Stevilsko premico. Dijaki vedo, da je dolzina te dia-
gonale enaka v/2. Torej smo dobili na Stevilski premici tocko, ki predstavlja
stevilo v/2. Sedaj pa razlozimo postopek dokazovanja s protislovjem in po-
damo dokaz, da v/2 ni racionalno &tevilo. Tako smo dobili zgled &tevila, ki
ni racionalno, a se pojavi pri merjenju razdalj. Sedaj pa opravimo §e neko-
liko daljsi, a hkrati tudi bolj poucen razmislek, ki pove, da niso vse tocke
na Stevilski premici racionalne. Najprej tocke na Stevilski premici uredimo.
Za toc¢ki P in R na $tevilski premici bomo pisali P < R, ¢e je P = R ali
P lezi levo od R. Zakaj ravno taka definicija urejenosti? Omejimo se na
racionalne tocke. Pozitivna racionalna Stevila merijo razdaljo od izhodisca,
in ko se pomikamo v desno, postaja ta razdalja ¢edalje vecja. Torej je rela-
cija < za poritivne racionalne tocke definirana na naraven nacin. Kako pa
naj med sabo primerjamo pozitivno in negativno racionalno Stevilo ali pa
dve negativni racionalni Stevili? Kaj je vecje: 1 ali —27 —2 ali —47 Po nasi
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definiciji urejenosti je —2 < 1 in —4 < —2, saj tocka —2 lezi levo od 1 in
desno od —4. Da bi doumeli, da je tako definirana urejenost zares naravna,
si mislimo, da racionalna stevila opisujejo stanje na nasem racunu v banki.
Smiselno je zapisati x < y, ¢e je y za nas ugodnejSe (ali enako) stanje na
rac¢unu kot x. Potem pa ni ve¢ dvoma o tem, da je —2 manj kot 1 in vec
kot —4.

Naj bo P tocka na Stevilski premici. Tej toc¢ki bomo priredili decimalno
Stevilo . Premica je s celoStevilskimi to¢kami razdeljena na enotske podin-
tervale in P bodisi lezi med dvema zaporednima celostevilskima tockama,
bodisi sama predstavlja eno od celih Stevil. V obeh primerih lahko najdemo
tako celo stevilo cg, da velja

co<P<co+1.

Opazimo ge, da je celo §tevilo ¢y v prvem primeru enoli¢no dolo¢eno, v dru-
gem pa ne. Sedaj pa interval med cg in ¢y + 1 razdelimo na deset enako
dolgih podintervalov. Krajis¢a teh intervalov so ¢y, co + %0, co + %, ceey
co + 1%, co + 1. Ponovno ugotovimo, da toc¢ka P bodisi lezi med dvema za-
porednima krajis¢ema bodisi je eno od teh krajisé. V obeh primerih obstaja
taka stevka cp, da je

1 1 1
—c < P< — —.
Co—i—locl_ _CQ—|—1061+10

Tocka P je sedaj locirana na intervalu dolZine %0. S ponovno razdelitvijo

tega intervala na 10 enako dolgih podintervalov dobimo tako §tevko co, da
velja

R IR S SIS O
C —C —C C —C —C —_— .
T 107 T 1007 =" =T 10 T 10072 T 100

Ta postopek ponavljamo. Po n korakih imamo

co+1%)014—--'—#%6,1SPSco—k%cl—k--ﬁ—ﬁcn—i—%7
kjer so ¢y, ...,c, Stevke. S tem imamo to¢ko P locirano na intervalu dol-
zine 10%.

Nadaljevanje tega procesa tocki P priredi celo Stevilo ¢y in neskon¢éno
zaporedje Stevk c¢q, c9, c3, ... Velja pa tudi obratno. Vsakemu celemu Ste-
vilu ¢p in neskon¢nemu zaporedju stevk ci, co, c3, ... pripada natan¢no
doloc¢ena tocka P na §tevilski premici. Oglejmo si to bolj natan¢no. Naj bo
dano celo stevilo ¢y in neskonéno zaporedje stevk ¢y, co, c3, ... Na Stevilski
premici oznacimo celostevilski toc¢ki cg in ¢y + 1. Mnozico vseh tock T, za
katere velja ¢ < T < ¢p+1, imenujemo zaprti interval [cg, co+1]. Oznacimo
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ga z Iy. Podobno zaprti interval I} = [co + %0617 co + 1—1001 + %0] definiramo
kot mnozico vseh tock T, ki zadoscajo neenakosti

Co+%01 ST§00+%C1+T10.
Interval I je podinterval intervala Iy. Na podoben nacin definiramo interval
I, = [co + %Ocl + 1—(1)002,00 + 1—1001 + ﬁ@ + ﬁ] in potem Se celo zaporedje
vlozenih intervalov Is, Iy, ... Dolzine teh intervalov postanejo s¢asoma tako
majhne, kot le ho¢emo, in intuitivno je jasno, da obstaja natanko ena tocka P
na Stevilski premici, ki lezi v vsakem od teh intervalov.

Za hip se omejimo na tocke na stevilski premici, ki lezijo desno od tocke 0.
Vsaki taki tocki P smo priredili celo Stevilo ¢y > 0 in neskon¢no zaporedje
Stevk c1, 9, c3, ... Potem pa smo opravili 8e ,obraten“ proces: celemu
Stevilu ¢g > 0 in neskon¢nemu zaporedju stevk c1, c2, ¢3, ... smo priredili
tocko P na Stevilski premici. Ce uporabimo obic¢ajni decimalni zapis, smo
torej poiskali zvezo med tockami desno od 0 na Stevilski premici in neskoné-
nimi decimalnimi Stevili ¢g,c1coc3. . .

Vsaki toc¢ki desno od izhodis¢a smo priredili neskon¢no decimalno Ste-
vilo. Tu bi bila na mestu pripomba, da nekaterim tockam ustrezajo koncéne

decimalne reprezentacije. Na primer, tocki % pripada kon¢ni decimalni zapis
% = 1,125. Vendar imajo tudi taka Stevila neskon¢no decimalno reprezenta-
cijo, v kateri se pa¢ od nekje naprej ponavlja Stevka 0. V nafem primeru je
9 =1,125000. ..

Kaj pa tocke levo od izhodi§¢a na Stevilski premici? Tudi vsaki taki tocki
smo priredili celo $tevilo ¢y in neskonéno zaporedje stevk c¢1, ¢, ¢3, ... To

tocko smo torej predstavili z decimalnim $tevilom

co + 0,c1c0c3 ...
Ta zapis zlahka spremenimo v obi¢ajni decimalni zapis. Oglejmo si to na
primeru. Tocki —1/3 pripada po zgoraj opisanem postopku celo §tevilo —1

in zaporedje Stevk: 6. 6, 6, ... Od tod pa hitro dobimo obi¢ajni decimalni
zapis tega Stevila:

1
_§:—1+0,666...:—0,333...

Intuitivno nam je sedaj jasno, da tockam na Stevilski premici ustrezajo
neskonéna decimalna stevila in obratno. Oglejmo si bolj podrobno decimalni
zapis racionalnih Stevil. Za¢nimo z nekaj zgledi:

1 _
£=02 5 =0333...=03
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1 -
- = 0,142857142857142857 ... = 0, 142857

Crta v zapisu pomeni, da se skupina stevk pod njo od tam naprej ponavlja.

V navedenih primerih je decimalni zapis bodisi kon¢en ali pa je periodic¢en

(od nekje naprej ponavljajo¢ se zapis). Srednjegolci vedo, da imajo pozitivna

racionalna Stevila bodisi kon¢en bodisi periodi¢no ponavljajo¢ se decimalni

zapis. Vedo tudi, da ¢e neki toc¢ki na §tevilski premici pripada periodi¢no

ponavljajo¢ se decimalni zapis, potem ta tocka predstavlja racionalno stevilo.
V decimalnem Stevilu

1,010010001000010000010000001 . . .

pa se nobena skupina §tevk ne ponavlja periodi¢no. Torej temu decimal-
nemu Stevilu ustreza toc¢ka na Stevilski premici, ki ni racionalna. Takim
tockam pravimo iracionalne tocke, ustrezna decimalna Stevila pa imenujemo
iracionalna stevila.

Skratka, ¢e hoCemo meriti razdalje, potem nam samo racionalna Ste-
vila ne zados¢ajo. Moramo jih raz8iriti z mnozico iracionalnih Stevil. S to
razsiritvijo dobimo mnozico realnih Stevil.

Je pa mogoce tudi zelo na hitro razloziti, da samo z racionalnimi Stevili
v matematiki ne pridemo prav dale¢. Spomnimo se cenenih kalkulatorjev,
ki imajo poleg stirih osnovnih rac¢unskih operacij Se tipko za ra¢unanje kva-
dratnega korena. V<casih smo znali tudi kvadratni koren ,izracunati pes®.
Je pa v primerjavi s §tirimi osnovnimi rac¢unskimi operacijami kvadratni ko-
ren racunska operacija, ki ni vedno izvedljiva v mnozici racionalnih Stevil
(spomnimo se dokaza, da v/2 ni racionalno stevilo).

Vse do te tocke nam srednjesolci zlahka sledijo. Vec¢ino povedanega po-
znajo in razumejo. Sedaj pa lahko zastavimo vprasanje, kako definirati re-
alna Stevila. ,Odgovor” je na dlani. Definiramo jih kot mnozico decimalnih
Stevil.

Sedaj, ko nam je ,vse jasno“, pa jih vprasamo, katero Stevilo ima deci-
malni zapis 0,9999... = 0,97 Skupaj ugotovimo, da je to §tevilo blizje 1 kot
Stevilo 0,9. Torej je oddaljeno od 1 za manj kot % in tudi za manj kot 1—(1)0
in tudi za manj kot ﬁ ... Potem pa Ze vefina ugane, da gre za drugacen
decimalni zapis stevila 1. Lahko pa tudi ra¢unamo:

x =0,99999...
in zato
10z = 9,99999. .. ,
od koder dobimo 9z = 10z — z = 9,99999... — 0,99999... = 9, od koder

sledi, da je x = 1.
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Tu je torej tezava. Mozno je, da ima neko Stevilo dve razli¢ni deci-
malni reprezentaciji. Na primer, Stevilo 1 ima neskon¢ni decimalni zapis
1 =1,000... Pozorni bralec pa je opazil, da bi pri prej opisanem postopku
tocki 1 na Stevilski premici lahko priredili tudi drugacen decimalni zapis
1 =0,999... Namre¢, v prvem koraku bi si lahko izbrali namesto ¢g = 1
tudi cg = 0, saj bi bil tudi s to izbiro zahtevani pogoj cg < 1 < ¢g+ 1 ocitno
izpolnjen. Ko bi potem v naslednjem koraku razdelili interval [0, 1] na deset
enako dolgih podintervalov, bi seveda opazili, da lezi tocka 1 na zadnjem od
teh intervalov (tocka 1 je celo skrajno desna tocka zadnjega podintervala) in
bi zato morali za prvo Stevko v pripadajocem zaporedju izbrati 9. To bi se
ponovilo v vseh naslednjih korakih, in tako bi dobili decimalno reprezentacijo
1=10,999...

Nadarjeni srednjeSolci bi znali tudi sami razmisliti, katere so tiste tocke
na Stevilski premici, ki imajo (dve) razli¢ni decimalni reprezentaciji (sedaj
je jasno, zakaj smo uporabili narekovaje, ko smo prirejanju tocke k danemu
decimalnemu zapisu rekli ,obraten proces k procesu prirejanja decimalnega
stevila k dani toc¢ki). In potem lahko skupaj ugotovimo, da je pac¢ treba
nekoliko ve¢ previdnosti. MnoZice realnih Stevil ne moremo definirati kot
mnozico decimalnih §tevil, saj je treba nekatera razlicna decimalna stevila
identificirati, ker predstavljajo isto stevilo.

Sedaj pa pride na vrsto vprasanje, ki nam povzroci resni¢ne tezave. S Ste-
vili ho¢emo rac¢unati. Konéni decimalni stevili 0,985 in 32,451 znamo sesteti:

0,985
+ 32,451
= 33,436

Sestevanje smo izvedli ,od zadaj naprej‘. Kaj pa to pomeni, kadar imamo
opravka z neskon¢nimi decimalnimi zapisi? Nekako v zadregi ugotovimo,
da na to vpraSanje ne znamo odgovoriti. Torej sploh ne vemo, kaj je vsota
dveh realnih &tevil. Potolazimo se z mislijo, da rac¢unske operacije na re-
alnih §tevilih intuitivno razumemo. Saj tudi, ko ra¢unamo obseg kroga s
polmerom 2, vemo, da 4-3,14 ni obseg tega kroga, ampak le priblizek. In da
dobimo boljsi priblizek, ¢e namesto 3,14 vzamemo boljsi priblizek Stevila 7.

Pa vendar ne moremo biti zadovoljni. Pojem realnega stevila bi radi
vpeljali tako, da bi lahko nedvoumno povedali, kaj je vsota (produkt) dveh
realnih Stevil.

Preden se lotimo matemati¢no korektne vpeljave realnih stevil, se mo-
ramo vpragati, kaj sploh ho¢emo. Na mnozici realnih stevil ho¢emo imeti de-
finirani racunski operaciji seStevanje in mnozenje, ki zados¢ata obi¢ajnim za-
konitostim (komutativnost, asociativnost, distributivnost, obstoj nicelnega
elementa in enote za mnoZenje, obstoj nasprotnih in inverznih elementov).
Skratka, ho¢emo, da mnozica realnih §tevil zadosti vsem aksiomom iz defi-
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nicije polja. Hocemo pa Se veé; za mnozico realnih §tevil bomo zahtevali,
da je urejeno polje. To pomeni, da hoéemo imeti na mnozici realnih Stevil
definirano Se delno urejenost < (tu seveda srednjesolcem pojem delne ure-
jenosti razlozimo), ki je usklajena z algebrai¢nimi operacijami, kar pomeni,
da za vsako trojico realnih stevil a, b, ciza <bsledia+c<b+c,iz0<a
in 0 < b pa sledi 0 < ab.

Vse to pa 8e ni dovolj. Namre¢, tudi mnozica vseh racionalnih $tevil
7 obi¢ajnimi algebrai¢nimi operacijami in obi¢ajno urejenostjo je urejeno
polje. Kaj je tisto, kar bo lo¢ilo urejeno polje realnih Stevil od urejenega
polja racionalnih §tevil? Odgovor se skriva v aksiomu Dedekindove polnosti.

Da bi ta aksiom razlozili, potrebujemo pojem omejene mnozice. Najprej
si bomo ogledali nekaj primerov, potem pa zapisali definicijo. Tu pa moramo
biti previdni. Nag§ namen je matemati¢no korektno vpeljati realna stevila.
Ta trenutek torej sploh Se ne vemo, kaj realna Stevila so. Zato lahko delamo
samo z racionalnimi §tevili in zato bomo seveda primere izbrali v mnozici
racionalnih $tevil.

Oglejmo si mnozice racionalnih §tevil

A={reQ:1<r<2}, B={reQ:1<r<2}

in

C={reQ:r<2}.
Vsi takoj uganemo, da so vse tri mnozice navzgor omejene, navzdol omejeni
pa sta samo mnozici A in B. Znamo tudi povedati, zakaj so vse tri mnozice

navzgor omejene. Zato, ker je vsak element mnozice A (B, C) manjsi ali
kvedjemu enak 2.

Definicija 1. Najbo X neprazna podmnoZica delno urejene mnozice (Y, <).
Element y € Y je zgornja meja mnozice X, ¢e velja z < y za vsak z € X.
Mnozica X je navzgor omejena, Ce ima zgornjo mejo.

Seveda je 17 zgornja meja za vsako izmed mnozic A, B, C' C Q. Vsako
racionalno stevilo > 2 je zgornja meja za vsako od teh mnozic. Ampak izmed
vseh teh zgornjih mej se nam meja 2, ki je najmanjsa med njimi, seveda zdi
najboljsa.

Definicija 2. Naj bo X neprazna navzgor omejena podmnozica delno ure-
jene mnozice (Y, <). Element yg € Y je natan¢na zgornja meja mnozice X,
Ce je yo zgornja meja mnozice X in e za vsako zgornjo mejo y mnozice X
velja: yo < y.

Natané¢ni zgornji meji mnozice X pravimo tudi najmanj$a zgornja meja
mnozice X ali supremum mnozice X. Ozna¢imo jo s simbolom sup X.
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Torej imamo v zgornjih treh primerih
supA=supB =supC = 2.
Sedaj pa si poglejmo mnozico
D={reQ:r<0 ali r?<2}.

Intuitivno nam je takoj jasno, kaj so elementi te mnozice. ,/To so ravno vsa
racionalna &tevila, ki so manjsa od v/2“. Zakaj narekovaji? Vemo ze, da
V2 ni racionalno stevilo. O /2 bomo lahko govorili &ele potem, ko bomo
realna Stevila skonstruirali. Seveda pa nam nihée ne brani, da bi Ze sedaj,
ko imamo na voljo samo racionalna stevila, uporabljali intuitivho razume-
vanje. Tako bomo od sedaj naprej razpravljali ves ¢as na dveh nivojih. Na
intuitivnem nivoju imamo Ze kar dobro predstavo o tem, kaj realna stevila
so, na formalnem nivoju pa lahko delamo samo z racionalnimi stevili.

Mnozica D je navzgor omejena. Racionalno Stevilo 2 je zgornja meja te
mnozice. Pa tudi 1,5 je zgornja meja te mnozice. In prav tako 1,42 ... Kaj
pa je natan¢na zgornja meja te mnozice?

Intuitiven odgovor je jasen: to je v/2. Ampak mi imamo za zdaj opravka
samo z racionalnimi gtevili. To¢ko v/2 smo na Stevilski premici Ze skonstru-
irali in tudi ugotovili, da tej tocki ne ustreza nobeno racionalno stevilo. Vsa
racionalna Stevila, ki leze desno od te tocke, so zgornje meje mnozice D.
Vendar pa med temi zgornjimi mejami ni najmanjse.

Zakaj ne? Intuitivno je odgovor jasen. Zato, ker nam manjka v/2. Ko
pa bomo skonstruirali realna stevila, se nam kaj takega ne bo ve¢ zgodilo.

Rekli bomo, da urejeno polje zados¢a Dedekindovemu aksiomu polnosti,
¢e ima vsaka neprazna navzgor omejena podmnozica natan¢no zgornjo mejo.
Urejeno polje, ki zados¢a temu aksiomu, se imenuje Dedekindovo urejeno
polje.

Kaj bo torej sedaj naga naloga? Imamo mnozico racionalnih stevil. Skon-
struirali bomo mnozico realnih Stevil, in sicer tako, da bomo po eni strani
zadovoljili nago intuitivno predstavo (vsakemu realnemu §tevilu bo ustrezala
natanko ena tocka na Stevilski premici in vsaki toc¢ki na Stevilski premici bo
ustrezalo natanko eno realno stevilo, raéunske operacije in urejenost bodo
definirane tako, da se bodo definicije skladale z nago intuicijo), po drugi
strani pa bo skonstruirana mnozica skupaj z na njej definiranima racun-
skima operacijama seStevanja in mnozenja in z na njej definirano relacijo
delne urejenosti ustrezala vsem aksiomom iz definicije Dedekindovega ure-
jenega polja.

Kako zaceti? Idejo dobimo, ¢e se spomnimo mnozice D. V tem trenutku
smo na intuitivni strani. Mnozica D je podmnozica racionalnih Stevil. Intu-
itivno pa je jasno, da nam ta mnozica dolo¢a &tevilo /2. In tu je ideja! Ce
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mislimo o realnih $tevilih kot o to¢kah na Stevilski premici in ¢e se zgledu-
jemo po mnozici D, potem je vsaka tocka (= vsako realno §tevilo) dolocena
z mnoZico vseh racionalnih to¢k (— racionalnih &tevil), ki leze levo od te
tocke (= levo od tega racionalnega Stevila). Torej bomo predstavili vsako
realno Stevilo x 7z mnoZico vseh racionalnih stevil r, za katera velja r < x.
Tako mnozico bomo imenovali Dedekindov rez.

Ponovimo: nasa naloga je skonstruirati mnozico realnih Stevil. Za zdaj
imamo na voljo samo racionalna Stevila. Torej moramo Dedekindove reze
definirati samo z racionalnimi stevili. Intuitivno je Dedekindov rez, ki pred-
stavlja Stevilo x, presek poltraka (—oo, x) z mnozico racionalnih stevil. Kako
opisati take mnozice? Kaj je njihova karakteristi¢na lastnost? Po nekaj
premisljevanja se nam posveti, da je Dedekindov rez « taka podmnozica
racionalnih stevil, da hkrati z vsakim svojim elementom r vsebuje tudi vsa
racionalna stevila ¢, ki so manjsa od r. Pravkar zapisano lastnost pa imata
seveda tudi prazna mnozica in mnozica Q. Torej imamo tri lastnosti; poleg
zgoraj opisane sta tu Se nepraznost in razlicnost od Q. Tu bi morda po-
mislili, da bomo Dedekindove reze definirali kar kot podmnozice racionalnih
Stevil, ki imajo te tri lastnosti. Pa bo le treba Se nekaj previdnosti! Ko intui-
tivno premigljujemo, kaj bi bili vsi Dedekindovi rezi ob taki definiciji, se nam
kmalu posveti, da bi (intuitivno!) to bili bodisi preseki poltrakov (—oo, x) z
mnozico racionalnih §tevil bodisi preseki poltrakov (—oo, x| z mnozico raci-
onalnih &tevil.! Da bi izlo¢ili drugo moznost, bomo od Dedekindovega reza
zahtevali Se, da ne vsebuje najvecjega elementa (seveda je najvecji element
podmnozice A C Q definiran kot tako racionalno Stevilo r € A, da je p <r
za vsak p € A). IzkaZe se, da smo sedaj ze na cilju! In lahko zatnemo s
formalnimi definicijami.

Definicija 3. Dedekindov rez je podmnozica o C @, ki ima naslednje la-
stnosti:

1. a#10,

2. a#Q,

3. « ne vsebuje najveéjega elementa,

4. zavsakparr, g€ Qizr € ain g < r sledi ¢ € a.

Vsak tak Dedekindov rez nam bo predstavljal neko realno Stevilo. Torej
bomo definirali:

Definicija 4. Realno stevilo je Dedekindov rez. Mnozico vseh realnih Stevil
oznacimo 7z R.

1 .o . . . . . . . . .
SrednjeSolci z dobrim intuitivnim razumevanjem bodo hitro uganili, da se tidve mno-
o . b)
zici ne razlikujeta, kadar je x iracionalen.
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Mnozico realnih stevil imamo. Kako jo bomo uredili? Intuitivni raz-
mislek je preprost. Za realni Stevili x,y velja x < y natanko tedaj, ko je
(—o0,x) C (—00,y). Ponovno smo razmigljali s poltraki in intervali, ki so
za zdaj Se nedefinirani pojmi. Ampak mi intuitivno 7e vemo, za kaj gre!
Formalno pa zgodbo peljemo naprej takole:

Definicija 5. Za poljubni dve realni $tevili (za poljubna dva Dedekindova
reza) «, (3 definiramo
a<f <<= aCpf.

Sedaj imamo ve¢ mo7nosti. Ker sem imel za predavanje na voljo dve
Solski uri, sem hotel pojasniti zgolj glavne ideje. Ce bi vodil krozek, pa bi
si za to tematiko vzel ve¢ ¢asa in bi s srednjesolci zares dokazal, da smo na
ta nacin definirali relacijo delne urejenosti. Pri tem bi jih poizkusil zgol]
usmerjati in jih na ta nacin uciti dokazovanja matemati¢nih trditev. Kar je
seveda zelo tezko! Tu pac ne smemo pozabiti svojih nerodnih zacetkov, ko
smo imeli tezave celo s preverjanjem povsem preprostih trditev.

Preprosto je videti, da je izpolnjen aksiom Dedekindove polnosti. Naj
bo A C R neprazna navzgor omejena mnozica. Pokazati moramo obstoj]
najmanjse zgornje meje. Tu si zopet pomagamo z intuicijo. Na Stevilski
premici si ponazorimo mnozice

A={-1,-1/2,-1/3,—1/4,...},

B =(-1,0)in C = [—1,0]. V vseh treh primerih uganemo, da je najmanjsa
zgornja meja enaka 0, in se pri tem spomnimo, da je §tevilo 0 predstavljeno
kot mnozica vseh negativnih racionalnih stevil. Sedaj pa si elemente mnozic
A, B in C predstavljamo kot Dedekindove reze (poltrake, presekane s Q).
Bistri srednjesolci bodo kmalu ugotovili, da je v vseh treh primerih Dedek-
indov rez, ki predstavlja 0, unija vseh Dedekindovih rezov, ki predstavljajo
vsa Stevila iz A, oziroma B, oziroma C.

Trditev 1. Naj bo A C R neprazna navzgor omejena mnozica. Potem je
Ua
acA

natancéna zgornja meja mnozice A.

Tu ne bom navajal dokaza, ki ga zainteresirani bralec zlahka najde v
literaturi ali na spletu. Pravzaprav verjamem, da je ve¢ina bralcev, ki so
se prebili do te tocke, sposobna sama dokazati gornjo trditev in jim bo
literatura sluzila zgolj za preverjanje, da niso ¢esa pomembnega izpustili.
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Da bi koncali s konstrukcijo realnih §tevil, moramo vpeljati obe ra¢unski
operaciji, preveriti zahtevane lastnosti in usklajenost z relacijo urejenosti.
Kako vpeljemo setevanje? Intuicija pravi, da je realno stevilo v/2 predsta-
vljeno 7 vsemi racionalnimi §tevili, ki so manjsa od v/2, da je realno gtevilo
V/3 predstavljeno z vsemi racionalnimi §tevili, ki so manjsa od v/3, in da
je realno stevilo v/2 + \f 3 predstavljeno z vsemi racionalnimi Stevili, ki so
manjsa od V2 + v/3. Ce sestejemo racionalni &tevili p < V2 in ¢ < V/3,
potem naj bi bilo p + ¢ < v/2 4+ v/3. Intuicija Se pove, da lahko vsako raci-
onalno §tevilo r < v/2 + /3 razcepimo v obliki = p + ¢, kjer p < /2 in
g < v/3. Od intuitivnega gremo nazaj k formalnemu pristopu in zapigemo:

Definicija 6. Za poljubna Dedekindova reza «, 3 definiramo
a+B={p+q:p€a in qep}.

No, sedaj ni tezko preveriti, da je za vsak par o, 0 € R tudi a + 3
Dedekindov rez in da tako definirano seStevanje izpolnjuje vse zahtevane
lastnosti.

Pri definiciji mnoZzenja je treba biti nekoliko bolj previden. Tu bomo
izpustili podrobnosti. Na§ namen je bil opisati, kako je mogoce nadarjenim
srednjesolcem predstaviti zelo zahtevno matemati¢no tematiko. Ce bi kak
mentor v srednji Soli izbral to tematiko za serijo predavanj v okviru kroz-
kov, bo po do sedaj povedanem zlahka nagel ustrezno literaturo ali zapise na
spletu ali pa celo stare zapiske iz Analize 1, kjer se bo lahko poucil o manj-
kajoc¢ih detajlih in si ob pomodi tega zapisa izbral svoj koncept predstavitve
te zahtevne (a hkrati intuitivno dokaj jasne) tematike.

Kaj smo poceli? Zaceli smo z urejenim poljem Q. Potem smo samo
z uporabo racionalnih 8Stevil skonstruirali mnozico realnih $tevil in na njej
definirali seStevanje, mnozenje in urejenost. Pri tem smo izpolnili vse aksi-
omatske zahteve in tudi intuitivno se tako definirana realna Stevila natanko
ujemajo z naSo predstavo. Seveda tu povemo Se, kako je vpeljavo realnih
stevil obi¢ajno videti v literaturi. Tu smo (opisoval sem predavanje) imeli
ves Cas opravka z vzporednima zgodbama: intuitivno in strogo formalno.
Na krozku, kjer lahko predavanje raztegnemo na ve¢ ur, bi se spodobilo Se
enkrat ponoviti zgolj povsem formalno vpeljavo realnih §tevil brez kakr§nih-
koli intuitivnih vlozkov. In tu lahko spregovorimo besedo ali dve o razmerju
med intuitivhim dojemanjem in matemati¢no strogostjo. Intuitivno doje-
manje je bistveno, matemati¢na strogost pa je nujno potrebna. Razvoj vseh
znanosti se véasih bere skoraj kot opis zaporedja znanstvenih zmot. Do neke
mere je to res celo za matematiko. A je pri izogibanju napakam matematika
uspesnejsa od drugih znanosti. Tudi zato, ker sledimo pravilom matema-
tiéne strogosti, kot smo storili tudi pri vpeljavi realnih Stevil. Zavedati se
moramo, da se zgolj pri sklicevanju na intuicijo, zlasti v bolj zapletenih
situacijah, napakam tezko izognemo.
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Sedaj pa nam je jasno, da smo se na zacetku le prenaglili, ko smo ,,ugo-
tovili, da vemo vse o realnih §tevilih. Ampak tezave smo odpravili in sedaj
le kaze, da je ta zgodba koncana.

Pa seveda to Se zdale¢ ni res! Realna §tevila smo skonstruirali in tako do-
bili matematic¢ni objekt, ki zadog¢a vsem aksiomom za Dedekindovo urejeno
polje. Vendar se tu takoj pojavi Se vprasanje edinosti. Uéeno recemo, da je
s temi aksiomi Dedekindovo urejeno polje do izomorfizma enoli¢no doloceno.
Srednjesolcem, ki so sledili razlagi do te tocke, je mogoce intuitivno razloziti
pomen tega stavka. In potem lahko nadaljujemo in povemo, da tudi s tem
zgodbe Se ni konec. Ali je mogoce realna Stevila skonstruirati e na kak
drug naraven nacin? Seveda je to mogoCe, na primer z napolnitvijo polja
racionalnih Stevil. Ali zares potrebujemo vse aksiome, ki smo jih nasteli?
Drugace receno, ali lahko katerega od aksiomov izpustimo, ne da bi s tem
ogrozili enoli¢no doloenost (do izomorfizma) polja R? Ali obstaja $e kaksna
druga naravna aksiomatizacija realnih Stevil? Obstajajo, na primer Tarski-
jeva aksiomatizacija. Podrobnejso razlago bo zainteresirani bralec zlahka
nasel na spletu (anglegka izraza sta ,completion of the rational numbers*
in ,Tarski’s axiomatization of the reals“). In 8 opomba ¢isto na koncu:
realna Stevila smo skonstruirali z racionalnimi Stevili. Tu so stvari dokaj
jasne. Vemo, kateri ulomki predstavljajo isto racionalno Stevilo, vemo, kako
racionalna $tevila (ulomke) seStevamo in mnozimo in kako definiramo delno
urejenost <. No, ¢e hocemo imeti matematicno povsem korektno teorijo
Stevilskih mnozic N, Z in Q, pa je tudi tu treba Se marsikaj povedati.

Skupaj s srednjeSolci se lahko na koncu vprasamo, ¢emu vse to sluzi.
Matematiko uporabljamo vsepovsod, pogosto v navezi z ra¢unalniki. Takrat
seveda ra¢unamo z racionalnimi §tevili (kon¢nimi decimalnimi Stevili). Tako
je na prvi pogled videti, da bi lahko shajali brez realnih stevil. Zdi se, da
bi zadostovala racionalna Stevila. Se posebej pa se vprasanja, zastavljena v
prejS$njem odstavku, marsikomu zdijo odvecna.

Del odgovora je, da je matematika zelo uporabna veda. Pri njeni upo-
rabi se moramo zavedati, kaj je zagotovo res in kaj ne. Poznati moramo
torej teorijo (izreke). Da pa bi izgradili teorijo, nujno potrebujemo mate-
mati¢no korektno vpeljano mnozico realnih §tevil, saj se sicer zatakne Ze pri
najosnovnej§ih pojmih.

Seveda pa je v igri 8e vse kaj drugega. Vprasanja, ki smo se jih tu lo-
tili, preprosto zahtevajo odgovor. Vecine ljudi ta vprasanja ne zanimajo.
A tako, kot se bodo vedno nagli ljudje, ki bodo morali pisati pesmi, morali
slikati, morali ustvarjati glasbo ... se bodo vedno nasli tudi taki, ki bodo
preprosto morali vedeti ali vsaj iskati odgovore na taka in podobna vprasa-
nja. Ukvarjanje s filozofijo, umetnostjo, matematiko ... je pa¢ nepogresljivi
del c¢loveske narave.
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