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Prilagajanje polinomov z ortogonalnimi polinomi binomskih
funkecij

0. Uvod. Prilagajanje polinomov ekvidistantnim empiric-
nim vrstam je pogost primer pri regresijski analizi in
analizi ¢asovnih vrst.

Posamezne metode, ki resujejo ta problem, imajo svoje
tehniéne in vsebinske prednosti in pomanjkljivosti. Ta-
ko npr. uporaba binomskih funkcij poenostavlja tehniko
izradunavanja parametrov prilagojenega polinoma, ortogo-
nalni polinomi pa imajo predvsem analitidne prednosti.
Obravnavana metoda kombinira obe omenjeni metodi in ta-
ko zdruZuje prednosti obeh.

1. Binomske funkcije

1.1 Binomski koeficienti. Obravnavana metoda je zasno-

vana na binomskih funkcijah, ki imajo za osnovo binom-
ske koeficiinte. Binomski koeficient je definiran z

&y ; al 5 a(a-1)(a=2) ... (a-b+l) (1
b b!(a-b)! S R B e R R

Po tej definieifjd welgjaydn je

-a\ _ (-a)(-a-1)(-8-2) ..... (-a-b+l) _ (;l)b(%+b-l) )
b e e e b b

Iz definicije binomskega koeficienta sledi

a ? a & a+l 3 (3)
b b+l b+1 _ :
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1.2 Binomske funkcije. Kot binomsko funkeijo stopnje r
definirajmo celo racionalno funkcijo od X

() XCx 1) bimay: [E=rel) (9)

2 T

ki ima formalno obliko binomskega koéficienta reda r
Binomska funkcija je z 9 definirana za vse vrednosti X.
%a cele pozitivne vrednosti za x se njene vrednosti uje-
majo z vrednostmi ustreznih binomskih koeficientov.
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Za binomsko funkcijo definirajmo prve diference kot

A (e (£ e vl s om

Druge diference slede iz prvih

B EN e =<x 1)
;i r r-2
S kompletno indukcijo pridemo do sploSnega izraza, da
je diferenca stopnje-k za binomsko funkecijo enaka

A &

Ce definiramo kumulativoe binomske funkcije K (ﬁ) z

(z) + S ey »

je druga kumulativa

e S R i R

in s podobnim sklepanjem kot za diference kumulativa

stopnje k
k (}C) o ( 2.4 ) (15)
T r+k

Glede na definiciji diferenc in kumulativ se obe opera-
ciji dopolnjujeta v tem smislu, da je med operatorjema
AE in ¥F svéza

2gltv _8 golesomgrad g e LhinEI G (16)

Za operatorje /A in K velja, da so asocialivni, di-
stributivni in komutativni
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Iz definicije diferenc in kwmmulativ-12 in 15 sledi, da

o (X w0 o 7 X
= = (18)
A (r) (r) (r)
Polinom binomskih funkcij stopnje t

ok x
: il 5 U g s oA (r) (19)

r=0

je

je cela racionalna funkcija stopnje t

Ker je zaradi lastnosti binomskih koeficientov za cele

vrednosti x

% 0.5 S8 J5 3 <P
( ) (20)

T

LOER

1 de je. & =1

in zaradi 6 velja, da je

1]

Ay & e

r=0 9 r=0

Ak Y(x) = A i a,. (:)

Za x = 0 sledi iz 21, &e upoStevamo 6 in 20

1

pas R A L R A (22)

Parameter a. v polinomu binomskih funkcij je vrednost
diference stopnje r v polinomu binomskih funkcij za x=o0.

1.3 Zaradi zgornjih lastnosti dobimo s sistematiZnim

postopnim kumuliranjem iz parametrov a, vrsto vrednosti

polinoma Y(x) za cele vrednosti x.
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Za polinom tretje stopnje je npr.

A NPT AY Y
5v - 2 o i
A YO —aB it YO = 8.2 _ﬂYO = al YO = aO
3 2 7 , 2 s
@ 4 A Y =AY, +&3Yo Pt =t s I =
3 2 2 5 2
T, A Y, = A Y1+A3Y1 AY2 -AY1+ el Y, = I+ AY;
2
3 2 e 3 Y ove AV 0 AR . . =Ly tal
Yo o yA T AT 1w e gt A% - ATl Tk W10k

Iz &, in kumuliranjem tretjih diferenc dobimo vrsto dru-
gih diferenc, iz a; in kumuliranjem drugih diferenc vrsto
prvih diferenc, iz a_ in kumuliranjem prvih diferenc pa

0
vrsto vrednosti polinoma Yx za cele vrednosti X.

1.4 ZKumulative stvarnih vrst. Po podobnem postopku kot
za kumulative binomskih funkcij izradunamo po obrazcu

g+l oy = gEtl A g& - (23)

X+1 o

kumulative iz vrste statisti®nih podatkov Y , s tem,da
S0 KrYo =0, 8 jer £ o

Ce naka¥emo postopek za izradun kumulativ za vrsto z
N=6 ¢leni, dobimo:



5 A e o K°Y, ) )
YO 0 0 0
Yi Yo 0 0
Y2 Yo+Yi Yo 0
Y.5 YO+Y1+Y2 2YO+Y1 Yo
Y4 Y0+Y1+Y2+Y3 3YO+2Y1+Y2 3YO+Y:L
Y5 Y’O+Y1+Y2+Y3+Y4 4YO+3Y1+2Y2+Y3 6Y0+3Y1+Y2
6 Y +Y +Y +Y3+Y4+Y5 5Y +4Y +3Y3 i 10Y0+6Yl+3Y +Y3
A LIt | 3 e P = Nod i
s E: ( 0 ) Tx it E:_ ( ) \Yx Lam 5:_( 5 )Yﬁ
X=0 X=0 X%0

Iz primera je nakazana struktura kumulativ in struktura
vsot &lenov v kumulativni vrst C_, Cy, C,. (len za x=N

v kumulativni vrsti stopnje k+l je obenem vsota &lenov

od x=0 do x=N-1 v kumulativni vrsti stopnje k.

Kot je nakazano za sploSne N za CO, Cl aliat 02’ pa moremo

strukturo posplo8iti na poljuben s. Tako velja, da je

N-1 ;
K S 5 S+1 N [ N=x-1
Cq = § E g ww K Tog. . * § ] (\ ¢ ) X soked)
X=0
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2. Ortogonalni polinomi binomskih funkcij

2.1 Definirajmo ortogonalni polinom binomskih funkci]
P
.p (¥ o
= b (&2
XP Z -3 (r) )
r=0

z naslednjo temeljno lastnostjo:

N-1
- K, e = a
X=0

N-1 %

z: X, Xy (26)
v X

Y : %e Jep #a

(@]

Ker moremo binomsko funkecijo (N—g—l) pisati kot poli-

nom ortogonalnih polinomov do stopnje s
N-x-1 s
( s ) = éz “k X e
=0

dobimo, &e koristimo 25 in 5

Wl " : P N-1 p
E: N-x-1 E: 2: N
X=0 P 2 =0 = X=0 r e r'=0 SR L

ali, 8e koristime 24 in 25

N-1 s N-1 B ‘g = o%E ...{p=1)
Z X (N‘X-l) = Z c Z i =
= WL YR f— Yk Sy pTE iy Cp gt & W (29)

Iz 28 in 29 dobimo sistem enadb za parametre ortogonalne-
ga polinoma bg '
9

N - = -
Ir=0

(30)



V matriéni obliki moremo ta sistem pisati kot
e = o (31)

pri &emer je b vektor parametrov bp B matrika binomskih

koeficientov ( G pa e khar, (0050 «ie 0 ), za,

r+s+1)’
katerega so vse vrednosti razen zadnje enake o, zadnga

Cp pa je od r neodvisna kolié&ina.

Ce sistem enadb 31 resimo, dobimo da je

b = c.B’l (32)

oziroma zaradi narave vektorja c

p 5P P
£ rs g B o " AN RN )
b? ; °g19 75 c =3 BY (33)

Ker sta Cp in BP (determinanta binomskih koeficientov)
od r neodvisna, so parametri bp ortogonalnega polinoma
Xp proporcionalni kofaktorjem Bp » ki ustrezajo
¢lenom r v vrsti p v matriki blnomskih koeficientov. Ker
proporcionalitetni faktor ne vpliva na ortogonalnost po-

linoma, bp izenadimo 2z Bpp .

Ako prquélmo kofaktor Bpp

(k+sfl) pr
N N | N
BLANEe
)
/

|
) fed o G G

------ T PElgle U T L, QLRAE (34)

(2 M;) Lz,,l)'L;tJ )

ik

b 1 1)|(r+p;;- R

Bp : (vl)p+r

5 (_l)p+r




B IE

spoznamo, da moremo parametre bg dalje reducirati.
Ce upo&tevamo lastnost binomskih koeficientov 3, s postop-

nim seStevanjem vrst v kofaktorju Bpr dobimo, da je

N+s
k+s+1

Iz kolon v zadnji determinanti v 35 moremo izpostaviti

(559

pr

: N
| 2 _71\p+r Lo DR
%r' (-1) (bﬂd) (-1)

P

faktorje v skupnem izrazu

p
TS ]
k=0

A, lﬁ g = K (36)

iz vrst pa faktorje v skupnem izrazu

p-1 S
9 LE_iﬂﬁld_ AMTEE (3T7)
B RESELT b

Tako ostane za izradun le 8e determinante

p+s+1
S sy il (38)
P pr
Nova oblika kofaktorja Bgr je
B s Y e (39)

B

0d &lenov v 39 je od r odvisen samo 1/(p-r)! Nt oy K,

in determinanta d. Zato moremo parametre ortogonalnega
polinmoma pongovno reducirati. Po drugi redukciji so bg

proporcionalni
_1)P+T (p+s+1)
PP BN (40)
T (p-1) 1 [N_] r+1 p-k pr




g e

Determinanto
GHl) p+1) ; p+l\ | p*l ) i (p+l)
p (P-l (p—r) (p—r-Zf 0
W o s e Y
P -1 -r/ \p-r-2 0 (41)

3

p+s+1
p-k

pr ‘ , 3 5

) ) ()

izradunamo s sukcesivnim od¥tevanjem po dve zaporedni

vrsti, &e upostevamo 10.

Z dosledno uporabo te operaci je dobimo, da je

(p+s+l (p+r)
o = % (42)

Ako izraz v 40 pomnoZimo z od r neodvisnim ¢lenom [N]p+l

pr

in upostevamo 42, dobimo, da so parametri ortogonalnega
polinoma stopnje p proporcionalni
N-r-1 pP+T
by 30 (g I\/ ) ( ) (43)

p-r r

i

ortogonalni polinom pa enak

p N-r-1\ /p+r| /X P 44 X
X, = Z (_1)p+r( p_r)(ar )(r)= Z by (r) (44)

r=0

N=

2.2 Izradunanje izraza Sp = Xp_ 7a kasnejSa

X=0

—

N-1
: X 2
izradunavanja je pomembna vrednost izraza Z: Xp
x=0
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Ortogonalni polinom Xp moremp‘pisati v obliki

p+r\ [N-r-1 xff
Z( })pw( )( p-r (r) 5

P
1l

r=0

£ B o

]

r=0.

Prvi &len vsebuje najvigjo (p-to) potenco iz ortogonalne-
ga polinoma, ostanek pa je mo#no izraziti z linearno zve-
zo ortogonalnih polihomov do 'stopnje p-1.

Zaradi lastnosti ortogonalnih‘ﬁolinomov, ki so dane z
njihovo definicijo 26 in zaradi 45 velja

e BN Bed - DR s 6

=T

(DL Lo R

Ker je s preureditvijo

BE) - o)

velja dalje

2 e N-1
sz ( P)Z ( 1)p+I' (p+r) (N-r-l) Z (x+p) (48)
T p-r o D

Ce upodtevamo 5 dobimo

Nil (x+p) = N +p (49)
p+T p+r+l

X=0



8 preureditvijo pa
(N +p 'Nur—l 3 N +p ! 2p +1 (50)
\P+r+1 p-r 2p +1 p+r+l

Ce upostevamo zveze 49 in 50, dobimo iz 48

2p\ [N + p P 2
2304 p+r [ p+r 2 i)
ZXP 3 (p )(2p+l)z(“1)+ ( +)°(p+ ) (51

r=0 144 p+r+l

Iz zveze 8 dobimo v posebnem primeru
P+T 2 4 P\ [p+m\ [ p+r

S preureditvijo dobimo, da velja

r-m (-p-m-1
p+r % p+r ks 108 ( r-l) (55
p+m r-m
Razen tega je tudi
2p + 1) 2p + 1
(p+r+l i p -7 (54)

e upostevamo 52, 53 in 54, dobimo, da je dalje

(-1)P+T (p+r) ?(21} +1) 3 :Ii-o(_l)pm (p ){pm)z tp—m—l}(2p+l)___

1 p+r+l m P /r=o \ r-m p-r

0

o

Lo - £ ).
m=0 T o

m=o0 1Y

(ni)P-(”l) RV R
P

I
~~
!
=
~—
FES
B T e
Lo
| 3
--.___./
Ty
B"C‘
i
=
—
I

(55)



.

ge dvakrat upo3tevamo zvezo 4 med binomskimi koeficienti.
Ce vnesemo rezultat iz 55 v 51, dobimo konéno

N-1
. 2p) (N + p
2 ( :
S = = 56)
P E;b “p P ) (2P+ 1) :

3. Prilagoditev polinoma ortogonalnih polinomov stvarni

vrsti

3. 1 Predpostavljajmo, da je vrsta stvarnih podatkov

dana z modelom
n
Y = 52; W SN (57)

kot vsota polinoma racionalnih funkcij stopnje n

n .

E:_ A X 1in slulajnostne komponente U

el o Xe

Pogoj, ki ga po metodi najmanjsih kvadratov postavljamo

na oceno prilagojenega polinoma, je

vt TV R 4T - Min (58)
X=0 ( 7t psec P P

Zaradi lastnosti ortogonalnih polinomov iz 26, sistem

normalnih enadb degenerira v

%i% N-1
P e

s e il o (59)

X=0 = P X=0 P

Iz zveze 59 dobimo, da je



-

N-1
e Yx Xp
e =0 (60)
P N-1
X2
x=o0 T
N-l 5
Medtem ko smo Xp Ze izralunali (56), moramo izraz
N-1
Y X Sele prouditi.
=0

Ce upo&tevamo 44, dobimo, da je

N-1 N-1

L i Lo §: (-1)P*F (p+? (N &l l}LTB o (61)

X=0 X=0 p-r
Zaradi 2 in 5 ‘vel ja, da Je y
X ii 5 [N=8=1 (N-x-l
W Lt i L g (62)

Ce vnesemo 52 v 61, dobimo dalje

N-1 P r = 3

- p+r)\ [N-r-]1\[N-s-1
5 2 § _m\P+T+B e
X=0 Xpr i ot ( = )( B )( )

r=0 S8=0

|_|

N-

L)

(63)

S preureditvijo spoznamo, da je

(N—r—l)(N—s—l) 3 iﬂ-r—ﬂ %7r [Nms—g

B e (p-r)! (r-s)!

‘N-s-1\ [ p-s
( ¥ ) ( ) (64)
pes p-T
O

=3

"



i et
Ce upostevamo 64 in 24, je
N-1 P
. N-g-1 PSSR T
p+s o ,
J{Z:O BT, e Z GEEY (1: ¥ )GS rZ (-1) (p_r)( 2 ) 65)
s=0

Ker je (g:i) =g ako jer{s in zaradi 2 in 4 je

p % p e L :
: p-8\ [p+x) p-8 pri el DE
L G - ZERIET ) (e

in konéno, ako to zvezo vnesemo v 65 in upoStevamo 43

N-1 P
N-s-1||p+s

b o § 1) FE 6 ( }( % ) Oy = <1R )« By Cg (BT

X=0

3.2 Prilagojeno funkecijo Y(x), ki je dana 2z ortogonal-

nim polinomom

n
Flax) = | e 4 (68)
go PUTD

transformiramo v polinom binomskih funkcij, ¢e upoSteva-
mo 25

T n p . B A
(eI ] po=Z b (r)=Z‘r)Z oY, =
p=o p=o0 r=o0 1'=0 p=r
i 4
- g
=10 (x) (69)
r=0 s 4

Pri tem so

n
= A Tl ' (70)
p=r
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parametri prilagojenega polinoma binomskih funkcij. Tako
dan prilagojen polinom je glede na pomen parametrov, ki
sledi 1z 22 neposredna osnova za izradunanje osnovni

vrstl Y prilagojene vrste Y(x).

3.3 1z simetrije ortogonalnih polinomov proudevanega
tipa vemo, da je

xp[(N-l)-x] (T X, (x) (71)

Na novo iz@odiéée #o = N-1 transformirana prilagojena
funkcija Y(x) pa je zaradi 2, 53 in 71 enaka

n b P N-x-1
(N-1-x) =§:.(-1) A }:_bﬁ ( é ) =
r=o0

n
Ty = ST A ¢
x) Z: p( ) 5
p=0 p=0

n
X=-N-1r
L% 8 R PHE janp
=) (-1) Apbr( > ) | (72)
p=0
Za dobljeno fransformirano funkcijo so parametri Dg

10,
I L AoY = AY (x = N-r-1) (73)
p=0

diferenca stopnje r za x=N-r-1.

Zgornja ugotovitev je posebno pomembna pri ekstrapola-
ciji prilagojene vrste vnaprej.

4. Analiza varianca komponent za prilagojeni polinom

4.1 Ako vzamemo, da je v modelu proudevane vrste

' n
Yx = E: Apo Fogll W U e . L ) (74)
p=o0
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Uk slutajna variabla z'. zakonitostjo porazdelitve

Ui e :N(o,cz), moremo z analizo variance preskusiti zna-
Cilnost posameznih komponent prilagojenega polinoma. Pri
eksperimentalnem delu desto nastopi problem, da presku-
Samo znadilnost linearne, kvadratidne, kubiéne itd. kom-
ponente. Manj je zgornja predpostavka upravidena pri
proulevanju ¢asovnih vrst., Vendar tudi pri &asovnih
vrstah, ne glede na neizpolnjene pogoje, ki so osnova

za analizo variance, dostikrat nastopi problem razstav-
ljanja vsote kvadratov, na doprinose posameznih kompo-
nent. Ta analiza je potrebna pri odloditvi, katera funk-
cija je primerna kot funkcija, ki jo prilagodimo ali pri
analizi, koliko posamezna komponenta doprinese k skup-
ni vsoti kvadratov oziroma variabilnosti podatkov.

Zaradi lastnosti 26 ortogonalnih polinomov in zaradi 60
dobimo, da je vsota kvadratov odklonov stvarnih vredno-
sti od vrednosti prilagojenega polinoma SKR

N-1 N-1

=l n n :
A e pgo bR ZY ZAP 5 €
X=0

2w

SK

b

N-1 "
= E: Y 2; 229 (75)
X=0 p=o0 L 5
X
x=o ¥
Pri tem je
N-1 5
(x=o = Xp)
BT (76)
N-1
X2



il
N-1

prispevek komponente p k skupni vsoti kvadratov :i_ Yie
=0

Pri predpostavkah, ki veljajo za preskuSanje hipotez z
analizo variance, posamezni &leni SKp nastopajo s po
eno stopinjo prostosti, SKR pa z N-n-1 stopinjami pro-
stosti.

Tako moremo z F-preskusom izraza

SK SK
F = -u§~— ; T . SN rd)
i se N-n-1

z my=l in m,= N-n-1 stopinjami prostosti preskusati
zna¥ilnost linearne (p=1), kvadratiéne (p=2) itd. kom-
ponente.

Varianca za oceno parametrov Ap Je
2 2
Oe Oe
Var A = = : (78)
P i 2p) N + p
}: 55 P/ \2p+ 1
x=o0 P
a ocene variance
2 2
Se Se
var A = = (79)
P N-1 p) (N +p
L p/ \2p+ 1
x=0 P

4.2 Kovarianca in korelacijski koeficient med odkloni
stvarnih vrednosti od vrednosti prilagojenih polinomov,
Ce vrsti Y prilagodimo polinom stopnje n' Zjﬂ- ’
vrsti 7 pa polinom stopnje B z:A.XL, Je kovarlanca

med odklonl stvarnih vrednosti od prilagojenih polinomov

enaka




N-1 E
- Yx. 2 AZX
T 2:'Ap p) .5 E: D p)
o XEF p=0 P=0 L
vy = ' %
N

P e Yz (80)
B >

glede na 77 pa je vrednost korelacijskega koeficienta

. :
YZ (81)

\ sx, . SKZ

Tyg

5. Matrike koeficientov ortogonalnih polinomov binomskih

funkei j

5.1 Splosna matrika koeficientov ortogonalnih polinomowv

binomskih funkci]

V tabeli 2 podajamo splodno matriko koeficientov bg iz
43 in vsote kvadratov vrednosti ortogonalnih polinomov

Sp = 2:xg iz 56 za poljuben N za p=o,12?,... 0 din v,

{b: s] & (82)

Ker moremo za.posamezne p, vrste koeficientov &e dalje
reducirati tako, da vrsto v matriki bS delimo z najveldjim
skupnim mmogokratnikom, v nadaljevanju podajamo,katerim
pogojem mora zado8fati N, da je vrsta deljiva z ustrezni-
mi divizorji za p = 1 do p-= 10. Npr.i: p=T7 2 N=4(mod 8B)
pomeni: koeficiente ortogonalnega polinoma bz S7 so de-
ljivi z 2,%e je Ztevilo &lenov N v proudevani vrsti enako
4 modulc 8.
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Tabela 1. Redukcijski faktorji koeficientov bS

p=1 :2  N=1(mod 2)

p=2 :2 N=2 (mod 4)
- N=1l,2(mod 3)

p=3 :2 N=2(mod 4)
24 N=1,3(mod 4)
£ N=2,3(mod 5)
p=4 s N=4(mod 8)
RN=ly2 s, d(nod 5)
N=3,4(mod 7)
p=5 :2 N=1,4,T7(mod 8)
:4  N=3,5(mod 8)
35 N=1,2,7,8(mod 9)
:9 N=4,5(mod 9)
27 N=2,3,4,5(mod 7)
p=6 12 N=3,4(mod 8)
*:4 N=2(mod 4)
£3 ¢ all=5, 4, Byi6 (med 7D
+7 N=1,2,3%,4,5,6(mod 7)
:11 N=5,6(mod 11)
p=T7 e N=4 (mod 8)
£ 4 N=2 (mod 4)
:8 N=1(mod 2)
1%, . H=2 4 35 AeD s By 7 (mod: 9)

:11 N=4,5,6,7(mod 11)
:13 N=6,7(mod 13)



S

p=8 ) N=1,2,4,5,7,8(mod 9)
:5 N=2,5 (med»5)
sl N=3,4,5,6,7,8 (mod 11)
:1%5 . N=5,6,7,8 (mod 1%)
p=9 22 N=1,3 (mod 4)
:5 K=1,273741{mod"5)
i N=Z,5,4,5,6, 7,8;9(mod 11)
¢l3 N=4,5,6,7,8,9(mod 13)
:17 N=8,9(mod 17)
p=10 2 N=6(mod 8)

:11 N=1,2,3%,4,5,6,7,8,9,10(mod 11)
tld N N=35,4,5,6,7:859,10 (mod.13)
+17 ~ N=7,;,B,9,10(mod 17)

:19 N=9,10(mod 19)

5.2 Matrika koeficientov ortogonalnih polinomov binom-
piclh fhnkel )" 28D = 10195 in N= 1(1)50

Za N=1 do N=50 so v tabeli 3 dani koeficienti ortogonalnih
polinomov do pete stopnje p = 1(1)5.To je obseg, v katerem
reSujemo obidajno probleme prilagajanja polinomov. Ce je

N > 50 ali p med (& b e 5<11<10 , lzradunane koeficien-
te ne moremo koristiti, ker presegajo okvir tabeliranih
koeficientov. V tem primeru koeficiente izraCunamo iz
prvega dela splosne matrike koeficientov vttabeli 2. Za
primere, da je p) 10 pa koristimo zadnjo splosno vrsto
koeficientov v isti tabeli.
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Tabela 2.
Splosna matrika koeficientov ortogonalnih b2
polinomov binomskih funkeij  b/S ¥
B 540 9 8 7 5 5
252
924 -462(76)
1A A R B G
12870 -6435("7%) 3003(M37) -1287(N3°)
: N-8 N—T

48620 8 ) 11440(757) =5005("3") 2002(M~ )

184756 -92378(¥"10) 43758(N3?)-19448(M3%)  8008("7T) -3003("5°)

]

p-1 p-2 r

(29) <28"2><N“§+1) (P CTEY



20
W sl
21267 72) - 561754
210('3%) -84("3%
-330("3%) 120(";%)
495" %) 1657z 4)

-115(":%) 220%z%)

1001(“55)-286(N;4)

1 (1) P By

—IO(NIB)
L35 )
_21(N 3)
28(N;3)
-36("27)
45"z

N-3

66("57 -11(M5%)

2

i 0
1L
> _(wi%
N-2 N1
Nwd N-1,.
4( ) “(3)-
N-2 Nal, .
L R o
N2 N=1
6\4)"’(5)
_7(N = (Ngl) :
N-2 N-1
or N=2 N-1
10(“ 2y _(Ngl)
N-1
("10)
X 0

Fwoad e

o

na

I b
70 5 4
252(N+’) 5
924(N+o g

3432(N+7)

12870(“{?) 8

48620(N+9) 9

: 184736(N+10)lo

=3 p,N-1,,2py N+p
Eoohe A=V RCSCRNG T B

2p+l



Tabela 3. Matrike reduciranih koeficientov

s e

polinomov binomskih funkecij b | S

ortogonalnih

N =1 x4 N =2 1
B ] -3
N =3 3|8 . N = 4 15 4
TeSagoy 2 - S
6 =% "1 %8 - SEEN- I |
IR R R S -
N =5 S N = 6 1 : 6
1 %77 10 g a4 70
S TRl 9 4 5«6 "8 ¢ 8l
§ [REN 31 5 JINE Toas-18° " hicceT vy 186
70 «38 1§ ‘=5 . 1 % q€ 14 14 g =l 1 s 28
252 -126 56 ‘-21 6 -1 : 252
N =7 T AR N =8 BB
1.-2% 5268 2 -7 s 168
2B oY 80 ORE BSTSEeY 'y 168
1 Re. 2 Rl 4B Too=bl LY -7 390
14 421 18+ -10%.-% 2 154 14p=88. L. 300=80, .7 -+ 616
42 <4328 <145 &l ¢ BY | B4 ~126 112 =TO 30 =7 s2lg4
N =9 I-v8 N = 10 T ¢ 18
1  «f 3 B0 2 93 350
6 =21 p8 2772 ) R EY. AR T ) |
5 «15 - 21-14 ¢ 990 10 -35 56 -42 :8580
14 =35 45 <35 14 12002 10 =30 45 -40 18 32860
1B «%6 40 -30 "915 «4 3 468 12 -30 40 =35 20 =6 3 T8¢
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N =11 i Tl
5 o | el 9,
2 -9 L5 4 858
5 -20 36 =30 4290
2 =7 12 <12 6 286
2 -9 14 -14 9 -3 156
N = 12 it e L2
2 =l ik 5ie
8 .~30 25 AP0 2
4 -18 36 =33 5148
7 =28 54 -60 it 8008
18VVaes 1192 -126 90 =35 5 15012
N =13 S 15
I -6 182
2 ~11 22, & «F2002
1 -5 33 =dl s g i
14 -63 135 -165 99 : 68068
T -28 56 =70 §% w20 6188
N = 14 (RN 14
ac wald g 910
Lo (=Bn s 7728
10 -58 1322143 3 97240
14 -70 1655:=220,14% -4 LB61L36
28 =126 280 =385 330 -143 : 235144
N =185 1l by
I ol RN 280
By Lim30 G0 | ¥ 5TLE8
5 =30 78 -91 s 39780
70 -385 990 -14%0 1001 : 6.466.460

126 =630 1540

-2310 2145 -1001

:10.581.480
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N = 16 1 16
2 =5 1.360

i o 35 5.712

20 +.-130 . 364 .-455 : 1.007.760

14 -84 234 . -364 273 :  470.288

2. w66 L76g..~286 286 .-143 201.522
N =17 %5 13

2} S 408

2. =15 40 7,752

1 Ly TR T 3.876

Y 39° 266 5 16.796

6 =36 104 -182 195 -104 .: ; 100776
=18 ;! 18

Pl 1.938

= 68 23.256

2 ~15 48~ 68 23,256

e . -~ 45 =80 68 28.424

36 -2347707798: -1365 1860 <884 : 6.953.544
=19 - 0 19

1 -9 570

o% . 17 Bl 13%.566

5 -40 136 * -204 2135, 1.0

L42TR108 360 -680 ° Bl2 : 2.288.132

% =Dk 70 LELeCSSTeY <102 89.148
= 20 | 20

i 2.660

B -18 57 17.556

20 ., =170 612 -969 : 4.903.140

35 . -280 = 1020 -2040. 1938 :22.881.%20

42 ~315.,1120. -2380 :31.201.800

3060 -1938
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NE =i dis 24

1 =10 4 770

6 ~-57 1906 = 201.894

5 -45 1A -285 432 .630

14 -119 459 =969 969 “: 5 e T20 330

63 -504 1904 -4284 5814 -3876 : 121.687.020
N SeeZ s 22

2 -21 5.542

1l -10 P 7.084

- -19 76 =1%5 2 96.140

14 -126 513 - =149 1 LLO s e 1485 40

28 -238 952 <2261 3230 <2261 : ' 40.562.340
N = 23 1 23

2 -11 : L.

2 -21 T 55 6420

il -10 42 =77 ¢ 32.890

14 “i33 570 =3930 < 1483%-3: 13.123.110

2 -18 18 ~190 285 -209 : 340.860

N = 24 1 24

2 -23 3 4.600

6 -66 25% "3 394.680

20 -210 924 -1771°: 17.760.600

2 -20 90 -220 2o 294 .680

36 -342 1520+ %990 "6370  =4807 : 177928920
N = 25 i 25

1l =120 = 1.300

2 -23% 92 3 53,820

5 -55 25% -506 : 1«480.,050

10 -105 495 -1265 I5180 5 L 18 50T 150

6 -60 280 170271265 10125 7.80%.900
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N = 26 1 26
2 =25 5.850

it Sl 50 16.380

10 -115 552 _-1150 7.803.900

14 -154 759 -2024  25%0 40.060.020

12 =10 816 - =177 . #0486 LoB=n 48.3%84.180
N = 27 27

i -1 : 1.6%8

6 ~75 525 712.530

1L -12 60 -130 EOe o7

W ] 828 =2300 2990 56.448.210

63 -693% 3542 -10626 18975 -16445 :2.0%2.135,560
N = 28 e 28

2 -27 T.508

2 -26 L 95.004

4 =50 260 -585 2.10%.660

T -84 450 =1300 1755 19.634.160

42 -483 2576  -8050 14950 -1%455 :1.%54.757.040
N = 29 i 29

1 — 2.030

2 = 126 : 113:274

5 -65 5] . ~Bl9 s dLE07 520

14 =175 975 =2925 4095 : 107.987.880

g1 -ako 1480 d5R0 . BIT5 .-8190 & 2500.57L.080
N = 30 i A 30

2 -29 8.990

3 b7 s 203 3 302.064

10 <135 756 5 =182F 1 - 81,360,240

Ty ke 5265 -16380 23751 :3.671.587.920

36 -8775 17550 -16965 :2.145,733.200

-450

2600




SO

N = 31 1 Bl
1 -15 2.480
2 =29 145 3 158,224
5 ~70 406 BEl0l5°: 6.724:520
2 427 162 -522 78% : 4.034.712
2 2026 156  -546 EESL - nabl®l s $9PI564508
N = 32 1 32
2 ~31 10,948
2 ~30 155 185.504
4 -58 348 -899 : 5.379.616
2 -28 174 -580 899 : 5.379.616
4 -54 336 -1218 2610 -2697 : 54.285.216
N = 33 1 s 33
1 -16 : 24992
6 -93 496 : 1.947.792
i -15 93 -248 417.384
14 =203 31305 -4495 g2 s 348:350.1 58
18 -252 1624 -6090 13485 -14384 : 1.547.128.656
i .
N 34 "7 24
2 =33 13.090
1 -16 88 : 62.832
L0 -155 992 -2728 : 51.477.560
14 o~810 #1395 ~4960 8184 :  456.43%2.592
84 -1218 8120 -31465 71920 -79112 :46.929.569,232
N 25 1 25
g 1 Ch g 3.570
2 -33 187 290.598
5 -80 528  -1496 15:775:320
70 -1085 7440 -27280 46376 :14.834.059.240
21 -315 2170 -8680 20460 =23188 : 4.045.652.520
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He= 26 ol 26

2 =35 15,540

6 =102 595 3,011.652

20 -330 2244 -6545 307 .618.740

T Sl T92. ==2992 155934 . Lol A0 216

1868, f 2l 13888 -57288 139128 -162316 :199.046.10%,984
gz

Ni= 57 ‘ 3 D

L\ e -18 : 4,218

2. =35 210 383,538

il =17 119 a5 Y32.178

14 2a4] £683  *=6545 CFIT78L 980.961.982

3 -48 352  -1496 3740 -4488 152.877.192
N = 38 ol 38

2 ~37 3 18.278

1 ~-18 111 109.668

2 -35 o A R 4,496,388

2 -34 255 =1020 1887 25:479 .55

12 -198 1496 -6545 16830 -20757 %,236.859.628
N = 39 i 39

1 -19 4.940

6 5 5 703 4.496.388

5 -90 666 -2109 b3 v B )

& ~35 2y SlNEe. Veing 004,104

18 ~306 2380 -10710 28305 -35853% 9.860.578.884
N = 40 i} 40

2 -39 P 380

2 -38 247 567.112

20 ~370 g1z <9139 644,482 .280

70 ~1260 9990 -42180 82251 : 49,625.1%5.560

4 -70 560 -2590 7030 <9139 v 544,480,260




N = 41 L6 41
1 -20 5.+740
2 ~39 260 641.7%2
g -95 T4l T ~2470 47.900. 71
14 -259 21p9Y - 2ol s T BPT R 2L AR 066 TG
-252 2072 =9842 ' 27407 " #36858 ¢ 10.37b.1647
N = 42 1
2 -41 24,682
3 -60 410 1.629.0L2
2 -39 312" ~1066 s 9.075.924
14 -266 2223 -98BB0 20254 :  3.084.805.724
252 -4662  39%68 -191919 548340 -T49398 :4.389.117.671.484
Ho= 43 i &
1 = 6.622
2 ~41 287 814.506
1 -20 164 ~574 3 2. 676.24
14 ~273 2340V =k0B60" ' 227867 3.815,.417.606
21 - =399 3458 -17290 50635 -70889 : 39.541.600.664
N = 44 g 44
2 ~43 3 28.380
2 42 301 ¢ 91%.83%6
20 -410 3444 -123%41 @ 1.257.829.980
i ~140 1230 5740 12341 1.17%.974.648
oY Lasts 1040 =58%0 ~ 15960 <2291 8"  #d62,2T54 152
N = 45 T g 45
1 ~22 1 7.590
& -129 OAR 9.20%.634
5 ~-105 T S S e 92.036.340
10 -205 1845 -8815 19%9% :  2.934.936.620
9 -180 1640 -8610 26445 -338786 : 12.006.558.900
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N = 46 1 46
5 -45 32.4%0
1 22 165 : 2857384
Too . one L s E M 429.502.920
2 a2 Slagn LA g 4257 143.167.640
12, 246 . 8296, 403410 F878be 255110 ure 274314, H66. 540
N = 47 I 47
1 =23 s 8,648
2 ~45 345 1.271.256
i _22 fag,. . <759 4.994,220
14, =301, 2878 :~14190s. 30637 8.518.474.580
6., =126 1204, -6622 21285, 32637 8.629.104.120
N = 48 1 48
2 ~47 1 36,848
Boi it R 12,712,560
Aoe ndly BEP aa =B043 92.620.080
14 o 508 2070: ~LB 80 ks 56T 5 et - 10301 310120
252 -5418 52976 -297990 979110 1533939 :9.208.385.771.120
e A 1 49
1 = 9.800
2 ~47 376 1.566.040
B gTes Son) L eless 167.230.700
14 . =315 %105 -16215 .. 38916 3 12.408.517.940
14 -308 3080 -17710 59455 -95128 :  74.451,107.640
N = 50 1 50
: ~49 41.650
1 ~24 196 : 43%.160
10 -335 2256 -9212 770.715.400
70 -1610 16215 -86480 211876 : 372.255.53%8.200
B8 .. ~630 6440 -37835 129720 -211876 372,

2595558200
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Tabela 4. Vrednosti binomskih koeficientov (i)

0= Al )5 XS B0
x2(°)- ) — GG O RN () (3)

0 0 0 0 0 22 300 2300, 12650 531350
1 0 0 o o) 26 325 2600 14950 65780
2 i o o) 0 27 551, 2925 « 1550 80730
2 5 1 o) o) 28 378 276, 28475 98280
4 6 4 3 o) 29 « 406 G654, « 299 5% 1 1BT55
5 (880 lo 5 1 30 435 4060 2T405 142506
6 L5 20 15 6 . 465 4495 31465 169911
i el 25 38 2. o2 496 4960 35960 201376
8 1025 56 7o 56 62 528 5456 40920 2373%6
9 36 84 126 126 34 561 5984 46376 278256
10 W5 I20* 42k e 252 35 595 6345 ~ 35060 324652
i 53 8T Z20ar L 46e 36 630 7140 58905 376992
e 66 . 220° 98 o2 37 666 Tifo " 66045 455897
13 98 286 et oa 28 w08 BA%S TI8L5 501042
14 91 %64 lool: 2ao2 39 4l 9939 822BF S[5757
15 105 . 485 1565 5000 dio - 378D 9880 91%90 658008
16 120 . 560 1826 4368 41 820 1lo660 1l0l270 749398
17:.+136 » 68p 2380 61L8E 42 561 « 11ldBo-1119350 » 850668
18 © 153 816 3060, BS56P 43 903 123%41 1234lo 962598
19. 171 969 Z876. 11628 44 946 13244 135751 lo86008
20 190 1140 4845 15504 45 990 14190 148995 1221759
21l."'21o 1330 5985, 203549 45" 1Lo%h “1518s 1631852135 Te 754
22, 291 1540 515 269554 47 1o8F 16215 178365 1535939
23 B W LT BERY. 3566 48 1128 17296 194580 1712304
24 276 2024 10626,.42504 49 1176 18424 2118761906884
oo’ 1225 319600 2303%00 2118760

2/
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Tabela 5. F ;M) za preskusanje znadilnosti za

komponente =z ml=1 stopinjami prostosti
v Q X 3
% 3
0,10 O .00l m 10 5 65 .61 ool
1 39,86 151544 40%9<,2 965500 I'256 EyBl N 4,2% Ts72 13,718
2 S8 TdEpSl S8 50 V08 AP gy i 0s Vg, 21 7,68 15,68
3 55 o4 loyl3. B4512 B4.67 .0 728 2,89 4,25 7,64 13,58
4; 4;854 7591 #3%20 CEL 220 TR B9 T4 0 "7 6o 13,38
51 duel 681 OGN o6 T e Non PR LER AT 1,56 1%, 00
6 5,18 5599 48957 ~95,;5L il St 16” " 7,55 1%.28
s 5,59 Sv89 18525 229525 1"52 Skl <y L% Tyoo 15,18
8. Byd6 Byd2 —Hhy26 V25, 4B-RaR LR REN PR Vil 7 AT 18 ol
9 5536 B,08 16{56 *22,86-V048 22786 "A 15" T.44 412,970
lo %28 4396 Leyod s&l 04 P35 eyeb 4.2 Ted2 - 452, 9¢
11 F.23 4,84 95765 CE068 PO OMI N85 < 4, 11T Y e 12, B0
157, 3,18 4,75 Ges% - A LBREA. "o f 2599, 4711 FipDgs L2700
13 3,14 4,67 Gs07 S8l £25C 2,84 4,lo T5o5 <12y T2
14 Jidkp 4,60 8,86 “17;14 1798 2,84 4,09 T3 iil2, 68
15 3907 4,54 8,68 *16,59 4@ 2,84 @,08 Teod L L2518
16 3,05 4,49 8/,5% 6,12 Tt Aoo8. 7,50 42,58
3 3,03 4,45 8o 43,72 R ais0y. §,67 " 7,28 .12 ,50
18 ¢ 3,50 4,41 By29 15,58 P riia, 8 AT 1,96 . L2, 48
19 2,99 4,38 8,18 - 18,08 |44 2,82 4,06 Taeh 12,448
20 112597 45851 g oo AN BRI LA EE R 00 . 12 e
ghvr (2596 42320 €92 14,99 |AC N6 do0h o .20 A2, %6
22 2,95 4.:.%0 95 . 14,358 | 47 2,82 4,05 AT o
2% Tl JURET O HEE B 1g b R Rt Aok S~ 7,19 15,29
24,0293 5528 7,82 14,03 39T R 8N R0% 7,18 12,26
25 2 .92 4,24 Ly 7T 13,88 5ot 258L 0 4,05 N S B B

Tabela je za m > 30 prirejena iz tabele za t-porazdelitev

1z zveze:

7
&x=P

(1,m)

2
Te=2P

(m)



6. Obrazec OPRF

Obr. OPBF 1 je prirejen za analizo statistiénih vrst z

vrednostmi na enake razmake.

Ker je predvideno, da potrebne vsote kumulativ za stvar:
vrste Cp in kumulative iz parametrov prilagojenega po-
linoma izradunemo na radunski stroj z registrirnim tra-
kom z uporabo subtotalov, je v prvem delu le tabela z
oznako &lenov (stolpec 2), osnovno stvarno vrsto podatkov
., (stolpec 3) in prilagojeno vrsto podatkov Y(x) (stol-
pec 4). Obseg te tabele dopusda vrste z do N=50 ¢&leni
(tolik&en je obseg tabel izradunanih matrik koeficientov

za izradunanje ortogonalnih polinomov).

V podolZnem delu obrazca je v stolpcih 5 do 10 prostor
za vsote kumulativ Cp (za prilagoditev parabol don = 5
stopnje) in matriko koeficientov ortogonalnih polinomov b

iz tabele 3 za ustrezen N.

V kolono 11 vpisujemo vrednosti produktov koeficientov b

in vektorja C’ BC? .

V stolpec 12 iz matrike koeficientov prepiemo vrednosti

za S,

V stolpec 14 vpiSemo izradunane parametre ortogonalnih
polinomov Ap’ ki jih dobimo tako, da bC' delimo % S,upo-
Stevaje E oziroma spremembo predznake za lihe parametre,

kar je naznaleno v stolpcu 13%.

V stolpcu 16 je v glavi predviden prostor za vsoto kva-
dratov vrednosti lenov stvarne vrste Z:Yi. Vsota kvadra-
tov pride v po8tev, &e analiziramo variabilnost oziroma
vsoto kvadratov odklonov. V nadaljnje vrste te kolone
vpisujemo ustrezne prispevke posameznih komponent k skup-
ni vsoti kvadratov. Te kolidine so, kot je nakazano v

bt
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glavi obrazca)enake (bC’)Z/E, kar sledi iz obrazca 77.

V shemi je nakazano kako izralunamo vsoto kvadratov od-
klonov stvarnih vrednosti od prilagojene krivulje (ki
ni nujno polinom pete stopnje) SKR. Ce so izpolnjeni
pogoji za analizo variance izradunamo na nakazan nacéin

: 3 . 2
8e oceno variance za sluBajnostne vplive Sge

V koloni 17 izradunani Fp je osnova za ansaiizo variance.
V pomoZni tabeli so dane kritidne vrednosti F_(1,N-n-1),
ki sluZijo za osnovo pri presojanju o znatilnosti po-

sameznih komponent.

Ko ugotovimojdo katere stopnje so komponente znadilne
in presodimo izvor zna&ilnosti, glede na pomen prilago-
jene funkcije izradunamo koeficiente funkcije binomskih

polinomov Dr' D_. je produkt A’b vektorja parametrov A

T2
in matrike koeficientov b.

Ce is€emo koeficient prilagojenega polinoma binomskih
funkecij z izhodisdem na koncu vrste, pri izradunavanju
koeficientov glede na obrazec 74 upostevamo Ze vektor-
Ja predznakov E in G. Te koeficiente izradunamo kot

= B3BBG .

Iz dobljenih koeficientov prilagojenega binomskega
polinoma dobimo prilagojeno vrsto s postopnim kumuli-
ranjem, kot je nakazano v odstavku 1.3.

7. Primeri za uporabo

7.1 Izralunanje vrste ortogonalnega polinoma

Zaradi pomena koeficientov polinomov binomskih funkeij,
ki je razviden iz 44, iz tabeliranih koeficientov b§
dobimo vrsto za ortogonalni polinom s kumuliranjem, ka-

kor je prikaszeno v 1l.3.
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Ce vzamemo za primer ortogonalni polinom za tretjo stopnjo
za N = 15 je funkecija ortogonalnega polinoma dana z poli-
nomom binomskih funkeci]

X3(x) = -91 + 78(F) - =30(3) + 5(3)

vrsta za obravnavani polinom pa je:

i e &
0 5 -30 78 =91
i -25 48 -13
2 -20 23 29
3 -15 5, 58
4 -lo -12 61
5 -5 -22 49
6 o) =27 i
s 5 -27 o)
8 lo =22 =27
9 15 -12 -49
10 20 5 -61
E2 25 29 -58
15 30 48 -35
14 5 78 e
x5 40 103 $Id

7.2. Prilagajanje polinoma stvarnim vrstam

Za primer vzemimo dasovno vrsto indeksov industrijske proiz-
vodnje blaga za Siroko potros$njo v SFRJ v razdobju 1952-
1967 (Vir: SG-68)

Ceprav predvidevamo, da izradunamo vsote kumulativ na
radunski stroj z registrirnim trakom, zaradi sistema po-

dajamo izradun kumulativ:
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Teth YX=KO Kl K2 K3 K4 ©°

1958 18 0

1953 21 18 0

1954 24 39 18 0

1955 i 63 57 18 o

1956 30 90 120 75 Iz o)

1957 57 120 g . 495 93 18

1958 40 157 330 405 288 1 EL

1959 46 197 R - SR - PR -

1960 54 24% 604 . 1529 a0 . 1a9h

1961 58 297 927 . 1966 - 2656 2520

1962 64 355 1294 283%; . 4556 w510

1963 75 419 | 579 4G5[. 7380 <Sf2h

1964 87 494 1993 5636 11446 17115

1965 95 581 2492 7634 17082 28561

1966 loo 676 ST lol26c 24716 45643

1967 99 776 3749 13199 34842 70359
875 4525 16948 48041 105201 180714
GO Cl 02 C3 04 05

Iz tabele 3 matrik koeficientov ortogonalnih polinomov

za N=16 je v shemo v stolpce 5-10 prepisana matrika b v

stolpec 12 pa vektor S v ustrezno vrsto pa vektor C.

Dalje je:

(€0,
(C'b)l

(L."b)5

Bif Bl

45250 2 TRAT BT 5N =1 5

180714.12 + 105201.(-66) + ..

0d vsote E:Yi =

18

2

875

24

2

= -4075

2

= U =

+ 875.(-143)

60451

od8tevamo v stolpcu 16 prispevke posameznih komponent:

2415



= A G

fog) S, = 875° : 16 = 47851,56

(€)% = 85 = (-4075)2 : 1360 = 12210,02
. 2

(C b)s S = 2415 : 201.552 = 28,94

A

Ce ni predvidena analiza variance ali analiza vsote kva-
dratov odklonov, stolpci 15 - 17 odpadejo iz analize in

preidemo na izraduna parametrov A do stopnje, ki je

p ‘
dolodena po drugih merilih, ne pa z analizo variance.

V shemi je po zgornjih navodilih izvr8ena analiza 8asovne
vrste. Ker je za primer, da prilagodimo vrsti z N = 16 &le-
ni polinom pete stopnje 8tevilo stopinj prostosti N-n-1 =

10, so m = 10 ustrezne kritidéne vrednosti iz tabele 5:
g B e 0,10 0,05 0,01 0,001
B, 10} 528 4,96 lo,o04 21,04

Ce primerjamo izradunane vrednosti za F s teoretiénimi,
ugotovimo, da sta linearna in kvadratiéna komponanta vi-
soko znadilni. Znadilne pa so tudi vse nadal jnjetkubidna

komponenta (F=17,69) na ravnl & = o&ol, komponenta 4.
stopnje pa na ravni & = o,opl (F =‘$€926), komponenta
5. stopnje pa na ravni & = 0,0l (F = 12,0l). Iz tega

sklepamo, da je primerna funkcija trenda parabola druge
stopnje, vedja ali manj%a znadilnost drugih komponent pa
je rezultat krajsih ali dalj%ih ciklov. Cim visja je stop-
nja komponente, tem krajsi cikel izraZa.

Po tej analizi se odlo&imo, da kot trend izradunamo po-

linom in vrsto za parabolo druge stopnje:
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Parametri prilagojenega polinoma ortogonalnih polinomov

(C°b) .8
A g - hane i B D S0
P Sp

A, = —=L2:L . 54,6875
16

("4075)("1) = 2,9963
1360

-A-2 = ll?l.l_ == 072050

Dile

Iz njih pa so izradunani parametri prilagojenega polinoma
binomskih funkcij D = A’D

DO = 54,6875.1 @ 2599655 (=15 + 0:2050.25 = 16,9180
Dy = 2,9963.2 + 0,2050(-14) =3,1226
D2 = 2,2050.2 = 0,4100

Medtem ko je prilagojena funkcija Y(x) pisana z ortogonal-
nimi polinomi:

T{x ) ooz (5456815 w2998 Xy + 0,2050 X,

kot polinom binomskih funkecij pa

Y(x) = 16,9180 + 3,1226(}) + 0,4100(3)
Vrsto trenda . dobimo s kumuliranjem:
1952 0,4%00 | |3,1226 16,9180
1953 i By 53526 20,04
1954 3,9426 23,57
1955 4,3526 7. 50
1956 4,7626 31,87

1957 51726\ {1 36453
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1958 0,4100 5,5826 41,80
1959 5,9926 47,39
1960 6,4026 53, 39
1961 6,8126 595 T8
1962 7,2226 66,59
1963 1563526 13,82
1964 8,0426 81,45
1965 8,4526 89,49
1966 8,8626 97,94
1967 106,81

\

7.3 Primerjava parametrov ortogonalnih polinomov

Vrste parametrov ortogonalnih polinomov za razliéne, a
sorodne &asovne vrste, izradunane iz enakih ¢asovnih raz-
dobij, so med seboj primerljive. Z njimi primerja. no ana-
liziramo znac¢ilnosti proudevanih &asovnih vrst.

Vzemimo za primer Casovne vrste za indekse industri jske
proizvodnje po namenu proizvodnje v razdobju 1952-1967.

Parametri ortogonalnih polinomov k., 80 naslednji:
‘ Namen proizvodnje
komponenta sredstva material za blago za 8i-
dela reprodukecijo roko potro3njo
A, 58,0000 59,0625 54,6875
Ay 2,9100 2,8390 2,9963
Ay Q,1572 0,1297 Dip. 2050
A3 0,0052 0,0055 0, 0065
A4 O 00715 D n00To 040107
A5 0,0085 001 30 0,0120




I

S primerjavo parametrov po namenu proizvodnje analizira-
mo, da so vsi parametri dinamike od 1. do 4. stopnje za
proizvodnjo &irocke potrodnje najvedji. To ka%e na naj-

ved jo dinamiko v proizvodnji te skupine artiklov. Tako
vzpon (linearna komponenta), kot hitrost poveéevanja
(kvadratidna komponenta) sta znatno vedji za tretjo sku-
pino artiklov. ManjSa razlika je v tretji stopnji, ved-

ja pa je zopet pri komponenti &etrte stopnje, kar izra‘a
znac¢ilnost, da so tudi cikliéni odkloni najzaznavnejsi pri

tretji skupini proizvodov.

7.4. Prilagoditev polinoma z izhodi&&em na koncu vrste

Kot primer za izralunanje parametrov za prilagojeno funk-
cijo v zadnjem &lenu vrste vzemimo indeks fizidnega ob-
sega uvoza v SFRJ v razdobju 1958-1966 (Vir: Indeks 1/69),
kateremu prilagodimo polinom druge stopnje. Najprej iz~
ragunamo potrebne kumulative. Izradun kumulativ je naka-
zan, éep}av je prikladneje izradunati kumulative na radun-
ski stroj z registrirnim trakom z uporabo subtotala bresz

pisanja.

Izradunanje kumulativnih vrst za indeks fizidénega obsega
uvoza v SFRJ.

Leto

1958 o7 0 o)
1959 29 i 0
1960 To 116 Sf
1961 76 186 7%
1962 73 262 528
1963 84 295 621
1964 loo 419 956
1965 89 519 1375
1966 108 608 1894

i Bekey ¥ L RRDGR 5435
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Ce iz obrazca OPBF 1 naka¥emo samo del, ki se tide izra-

dunavanja parametrovjdobimo iz zgornjih podatkov:

G o . :
2 { - b ol T i
5455 . 2568 . i
& G AT 9 i} 79,556
1l -4, |-362 60 = -6,033
6wl 28 116 | 2742 1 0,042 ﬁ
7 2 1 @ i
T2 5
6,915
lo4,864
Y(x) = 104,864 + 6,915¢(*T1) '+ 0'252(*;%)

Iz teh parametrov dobimo za prilagojen polinom binomskih
funkcij ekstrapolirane vrednosti s postopnim kumuliranjem

1964 «252

1965 i 6,916

1966 5 TealT 104,864

1967 3 7+419 14e5m

1968 Al Ty 671 119,5

Z " Jje naznadeno, da se parameter .252 ponavlja. Prila-

gojeno vrsto dobimo na znan nadin preko sheme v 1.3.
Vrsto prvih diferenc dobimo, &e kumulativno pristevamo
vrednosti 6,915 A° Y = .252'(6,915 + 0,252 = 7,167 ;
7,167 + 0,252 = 7,419 itd.). Da dobimo prilagojeno osnov-
no vrsto, pa izrafunanemu perametru lo4,864 kumulativno
pristevamo ustrezne prve diferenCei(Io4,864 #7187 =

= 112,031 ; 112,031 + 7,419 ='1197450 itd.)
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7.5 Izralunanje prilagojene funkcije in vrste za primer,

da se_za Ze obrafunano vrsto vrsta osnovnih podatkov

zveta za en 3len YN.

Pogosto se pri proudevanju &asovnih vrst dasovna vrsta,
ki smo jo analizirali, tekoe aZuriras in poveda za en
8len., Tako npr. moremo &asovno vrsto za indeks fizidnega
obsega uvoza v SFRJ v razdobju 1958-1966 dopolniti s
podatkom za leto 1967 . in iskati prilagojeno funkeijo

za novo- za en &len podal j8ano ¢&asovno vrsto. V tem pri-
meru je izradun kolilin za en &len podalj%ano vrsto Cp
skraj$an, ker moremo izkoriftiti kolidine Cp za staro-
kraj%o dasovno vrsto. Ce z Cp zaznamujemo kumulativne
vsote za novo dasovno vrsto z N+1 &leni, 2z YN nov N-1
8len v stvarni &asovni vrsti, z Cp pa kumulativne vsote
za staro &Gasovno vrsto z N &leni, izradunamo kolidine

C. na sploSno po naslednjih obrazcih:

p
splosno 6p = e 0

V primeru indeksov fizidnega obsega za uvoz v SFRJ v raz-
dobju 1958 - 1967 izradunamo Cp iz Cp za vrsto 19?8 -1966

sistemati®no takole: 1967 = 115
1967 Yoo = 115 C, = 716  C = 2502  C,=5435
O B 5] +. LB +2502
N = N+l=lo Co — i) Cl = el 02=7937

Parametre za podal j8ano &asovno vrstc z N=lo &leni
izraCunamo podobno kot-za’prvotno vrsto z N=z=9 ¥lefd.
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Rezultati oziroma ekstrapolacija na novi osnovi je na-

slednja:

1965 .386
1966 " 7,866

1867 i Eyosk 115,865
1968 i 8,638 1lgyi2
1969 L 9,024 130,76

Jasno je, da moremo z vedkratno uporabo obrazcev izradu-
nati kumulativne vrednosti &asovno vrsto podal jSano

za poljubno 8tevilo &lenov.

7.6 Igzradunanje posami¢nih vrednosti prilagojenega polinoma

S tabelo 4 binomskih koeficientov izradunavamo posamezne

¢lene prilagojene funkcije.

Vzemimo za primer ekstrapolacijo prilagojenega polinoma
za indeks blaga za 8iroko potrosnjo v SFRJ za leto 1969.
Iz tabele je razvidno, da je za leto 1969 x = 17.

Glede na koeficiente prilagojenega polinoma binomskih
funkecij in vrednosti binomskih koeficientov za x = 17 je
ekstrapolirana vrednost

5 g i LY Chi 72
Y(x=17) = ZDO(D )+ Dl(].) + D2( 2) = 16,1980.1. +

+. »3,122851 7+ Ddloosddb oe £12B N0

T.7. Izralunanje korelacijskih koeficientov iz odklonov

stvarne vrste od prilagojene vrste

Za primer vzemimo &asovni vrsti za indekse industrijske
proizvodnje sredstev dela Yx in materiala za reprodukcijo

4, v ragdobju 1952-1967,



o e

Nakazani izradun postopno daje korelacijske koeficiente od-
klonoy @Q "POLINOMOV = 0.y lsy sess DJs SLOPHTE.

S Gl G, Z B YKYZ SKRZ 1

P P P R YZ.P

65662,00 66285, 00 66983%, 00
16 928 945 =53824,00 =548lo0,00 =-55814,06

11838500~ 11475,00  11168,94 ®0,9979
1390 ~-3861 -3958 -11270,03 -10994,1% -10724,69

567,97 480,87 444,25 0,9573

5712 gaE ke LB P ghy € gp. 0y
426,79 364,38 348,12 0,9453

L I U RN T R T
399,71 335,70 317,74 00,9420

§T0080 ~5300 “spie. —aa S iER . ifwoas
37%,39 310,95 294,46 00,9378

201552 .17% x Bely-ofsL Am Gk & ophbewT (L Sedy
358,71 2EPEPs Y02 Goq 1B 699 UEL

Iz zgornjega primera je razvidna tehnika izradunanja ko-
relacijskih koeficientov in vpliv eliminacije posameznih
stopenj na korelacijske koeficiente. Za obravnavani vrsti

podatkov razen od r med seboj niso zelo razlidéni, kar

ka?e na dolodene znzgifnosti proudevanih &asovnih vrst.
Dinamika, ki ni pogojena s komponentami do petega tipa
Je v obeh vrstah zelo podobna kar izzove razmeroma visoke
korelacijske koeficiente tudi po eliminaciji smeri raz-

voja do polinoma pete stopnje.
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