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Uvod

Statistika je veda z zelo raznolikimi podrocji uporabe, vsako podrocje za-
znamuje svoja narava podatkov in z njimi povezani zapleti. Na prvi pogled
statistika lahko deluje le kot nepregleden skupek formul in receptov, klju¢ do
njenega razumevanja se skriva v razumevanju skupnih temeljev statisticnega
sklepanja, ki so osnova vsem metodam in pristopom.

Knjig na temo statisticnega sklepanja je veliko, nekatere se skozi osnovne
ideje statistike uspejo prebiti skorajda brez formul, druge so precej bolj teo-
reticno zahtevne in za razumevanje potrebujejo veliko matematicnega znanja.
Knjiga, ki jo imate v rokah, izbira srednjo pot, za razumevanje ni potrebno
znanje teorije mere, Se ve¢, veCino primerov je moc resiti z rahlo obogate-
nim znanjem srednjeSolske matematike. Navkljub temu je izpeljav veliko in
marsikateremu nematematiku se bo snov vsaj na zacetku zdela le tezko ra-
zumljiva.

V nasprotju z vecino knjig, ki so namenjene podajanju, izpeljevanju in doka-
zovanju teorije in so nujen spremljevalec tega gradiva, zeli ta knjiga Studenta
voditi skozi osnovne zakonitosti statistike s pomocjo podrobno resenih prime-
rov. Knjiga torej ni misljena kot samostojno gradivo, ki podaja vse definicije
in izreke, temvec bolj kot spremljevalec, ki studenta vodi po osnovah teo-
reticne statistike in mu pomaga razumeti posamezne korake izpeljav. Pred-
vsem pa snovi skuSa dajati poudarke in Studenta opominjati na to, zakaj
so na videz zelo teoreticne lastnosti tako pomembne za prakti¢no uporabo
statistike.

Jedro knjige predstavlja 26 nalog, ki s svojimi reSitvami Studentu odkrivajo
osnovne zakonitosti in ideje statistike. Pomemben delez nalog najprej za-
jame nujne osnove verjetnosti, nato sledijo povsem statisticne teme. Vsako
poglavje se pricne s kratkim uvodom, ki pomaga umestiti naloge v snov, vsem
reSitvam so dodani povzetki, ki Studenta Se enkrat opozorijo na bistvene po-
udarke posamezne naloge. Primeri so namenoma izbrani z razlicnih podrocij
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in zelijo Studenta ves ¢as opominjati tako na Siroko uporabnost osnovnih sta-
tisticnih znanj kot tudi na moznost, da za nek problem, na katerega naletijo
v okviru podatkov s podroc¢ja financ, prav lahko ze obstaja resitev na nekem
povsem drugem podroc¢ju, na primer v biostatistiki.

Skoraj vse naloge v besedilu so povsem originalne, a ker so zaradi jasnosti
izpeljav in razumevanja izbrani dokaj osnovni primeri, je seveda marsikatero
zelo podobno nalogo moc¢ srecati tudi v drugih statisticnih knjigah. Po-
dane resitve nalog niso edine mozne in pravilne, student je vedno vabljen,
da najprej poisce svojo resitev, nato pa s pomocjo danih resitev razume tudi
alternativne moznosti, predvsem pa glavne poudarke, ki iz resitve sledijo. Za
bolj samostojno resevanje pred vpogledom v resitve so nekaterim nalogam
dodani tudi namigi.

Knjiga je namenjena tako matematikom kot tudi tistim z mnogo manj ma-
tematicnega znanja. Za slednje prebijanje iz vrstice v vrstico pogosto pov-
zroca precej frustracij, zato je na mestu opozorilo, da naj se ne obremenjujejo
prevec s tehni¢nimi podrobnostmi, temvec skusajo raje razumeti splosne cilje
in ugotovitve posamezne naloge. To opozorilo naj pride prav tudi tistim, ki
se jim teorija zdi sorazmerno lahka - za pravo razumevanje statistike ne za-
dostuje le podrobno razumevanje izpeljav, nujno je razumeti, kaj neki dokaz
oziroma lastnost pomeni za resitev nekega realnega problema.

Knjiga po organizaciji snovi sledi knjigi Mathematical Statistics and Data
Analysis (Rice, 2009), ki je zaradi podobne matematicne zahtevnosti in so-
sledja snovi vsekakor priporocen vir teorije pri reSevanju nalog. Za lazjo
orientacijo so pri posameznih snoveh navedena tudi poglavja te knjige, kjer
je predstavljena potrebna teorija. Prav tako knjiga vsebuje veliko referenc
na dodatno literaturo, s pomocjo katere studenti lahko poglobijo posamezne
snovi. Zelo koristna vira sta na primer tudi Casella and Berger (1990) in
Shao (2003), vendar je predvsem slednji precej bolj matematicno zahteven.

Pomembna lastnost statisti¢ne teorije, ki izhaja iz realnih problemov, je, da si
lahko vse zakonitosti ogledamo tudi v praksi, z racunalniskimi simulacijami.
Za resnicno razumevanje pojmov, kot so porazdelitev, varianca, nepristran-
skost, standardna napaka, ipd., je zato neprecenljiva tudi zmoznost, da si
jih student prikaze s pomocjo ustreznega racunalniskega programa. Skoraj
vsem nalogam so na koncu zato dodani Se predlogi, kako teorijo spoznavati
s konkretnimi primeri v ustreznem statisticnem programu. Za primere je
izbran R (R Development Core Team, 2013), statisti¢ni program, ki predsta-
vlja eno najbolj uporabljanih orodij med statistiki. Seveda je vse tovrstne
naloge mogoce reSevati tudi s poljubnim drugim programskim orodjem, ki
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omogoca generiranje podatkov. ReSitve teh nalog so prepuscene Studentu,
dodani so le kosi kode, ki naj bi studentu prihranili nekaj casa. Tako je pri
prvih nalogah dodanih nekaj zelo osnovnih nasvetov in komentarjev kode,
pri kasnejsih nalogah pa je koda podana le, kadar je nekoliko zahtevnejsa.



Poglavje 1

Verjetnost

Eden osnovnih ciljev statisticne analize je, da na podlagi podatkov, zbra-
nih na nekem, ponavadi sorazmerno majhnem vzorcu, skusamo sklepati o
splosnih zakonitostih, ki veljajo v celotni populaciji. Zaradi naklju¢ne varia-
bilnosti je na podlagi vzorca o splosnih zakonitostih seveda nemogoce karkoli
trditi z gotovostjo, statistika zaupanje v sklepe o populaciji ovrednoti z ver-
jetnostjo. Verjetnost je torej osnovno orodje statisticnega sklepanja in prvo
poglavje je namenjeno spoznavanju osnovhih pojmov in postopkov, ki jih
bomo potrebovali v kasnejsih, bolj ‘statisticnih’ delih knjige.

Ce zelimo govoriti o verjetnosti posameznih dogodkov, moramo poznati
porazdelitev slucajne spremenljivke, ki opisuje mozne izide. To poglavje se
ukvarja z ve¢ porazdelitvami, ki se v statistiki pogosto pojavljajo (glej npr.
Rice, 2009, razdelka 2.1 in 2.2), in raziskuje njihove osnovne lastnosti. Jedro
poglavja predstavljajo stiri teme: izpeljava gostote transformirane spremen-
ljivke (Rice, 2009, razdelek 2.3), formula za vsoto slucajnih spremenljivk
(Rice, 2009, poglavje 3), pricakovana vrednost in varianca (Rice, 2009, po-
glavje 4) ter centralni limitni izrek (Rice, 2009, poglavje 5). Prva naloga
raziskuje lastnosti normalne porazdelitve, ki je prav gotovo najpomembnejsi
primer porazdelitve v statisticni teoriji, ter pokaze, da s poljubno linearno
transformacijo normalne spremenljivke spet dobimo normalno porazdelitev.
Sledi naloga, ki predstavi enakomerno porazdelitev in z njo povezan pomem-
ben statisti¢ni izrek (‘transformacija integrala verjetnosti’), ki je kljucen pri
generiranju sluc¢ajnih spremenljivk s poljubno drugo porazdelitvijo.

V tretji nalogi izpeljemo formulo za vsoto dveh diskretnih slu¢ajnih spremen-
ljivk ter jo skusamo razumeti na preprostem primeru. Nato v cetrti nalogi
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pokazemo, da lahko na povsem enak na¢in razumemo tudi formulo za zve-
zni primer. V peti nalogi formulo za vsoto uporabimo na primeru normalne
spremenljivke in pokazemo, da tudi s seStevanjem neodvisnih normalnih spre-
menljivk ostajamo pri normalni porazdelitvi.

Poglavije se v Sesti in sedmi nalogi nadaljuje s spoznavanjem lastnosti prica-
kovane vrednosti, variance in kovariance, pri tem je izpostavljeno predvsem
razumevanje formul za njihove pogojne vrednosti. Uporabnost teh spoznanj
je nato prikazana pri izpeljavi lastnosti na videz povsem smiselnega nacina
uvrscanja, za katerega se izkaze, da deluje drugace, kot bi si zeleli.

Poglavje se zakljuci s centralnim limitnim izrekom, ki bo igral bistveno vlogo
v zakulisju marsikatere metode v nadaljevanju - za kakrsnokoli statisti¢no
sklepanje bomo morali poznati porazdelitev, kadar ne bo znana oziroma bo
njena izpeljava prezahtevna, jo bomo s pomocjo centralnega limitnega izreka
skusali aproksimirati z normalno.

1.1 Normalna porazdelitev

Krvni doping je metoda, pri kateri si Sportnik kri najprej odvzame, nato
pa si jo vérpa pred pomembnim nastopom in tako umetno poveca stevilo
rdecih krvnick ter si s tem izboljSa trenutno pocutje in vzdrzljivost. Ker ni
udelezenih tujih substanc, krvnega dopinga ni mogoce neposredno odkriti.
Zato ga skusajo odkrivati s statisticnimi metodami - doping naj bi naka-
zovale vrednosti krvnih parametrov (hemoglobina), ki pretirano narastejo
(vérpanje) oz. padejo (odvzem).

Vemo, da je vrednost hemoglobina pri nedopingiranem Sportniku porazde-
ljena normalno s povprecjem p = 148 in varianco o? = 85. Oznacimo vred-
nost hemoglobina z X, torej X ~ N(148,85).

a) Izracunajte verjetnost, da je posameznikova vrednost vecja od 166. V ta
namen izpeljite formulo:

e Naj bo X ~ N(u,0?), kako je porazdeljena porazdeljena slucajna
spremenljivka Y = a X + b, kjer je a > 07
Namig: Zapisite najprej porazdelitveno funkcijo, nato izrazite go-
stoto. Ali lahko gostoto zapiSete kot gostoto normalne spremen-
ljivke?
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Fy(y) = P(Y <y)=PaX+b<y)=PaX <y-—b)
= P(X< ;b)zFx(yT_b)
M) = Lpd=h

Za normalno porazdeljeno X torej velja:

1 Y — m)?
o = —m—p{‘z—}

- e e )

Torej, Y ~ N(a-p+b,(a-0c)?). Linearna transformacija normalne
spremenljivke je Se vedno normalna.

Kaj moramo vzeti kot a in b, da bo Y standardno normalno poraz-
deljena spremenljivka, torej Y ~ N(0,1)7

a mora biti enak %, b pa —£. Uporabiti moramo torej transforma-
cijo Y = % in nato verjetnosti odcitati iz tabel za standardno
normalno porazdelitev (oz. uporabiti ustrezno numeri¢no metodo).

y . : _ . _ X148 _ 166—148 __
V nasem primeru je X = 166 in zato ¥ = N 1,95.

Iz tabel za standardno normalno porazdelitev (ali pa s pomocjo
racunalnika) izvemo, da je P(X < 166) = P(Y < 1,95) = 0,974,
zato je verjetnost P(X > 166) = 0,026.

b) Izracunajte (simetricne) meje, ki jih nedopingiran $portnik preseze z ver-
jetnostjo manj kot 0,01.

Naj bo Y standardno normalno porazdeljena spremenljivka, zanimajo nas
meje, izven katerih je vrednost te spremenljivke z verjetnostjo 0,01. Ce
zelimo postaviti simetri¢ne meje, pomeni, da nas zanimata tisti vrednosti,
izven katerih je v repih na vsaki strani verjetnost 0,005. Iz tabel izvemo,
da je P(Y > 2,58) = 0,995, ustrezna mejna vrednost standardno nor-
malno porazdeljene spremenljivke je torej £2,58.
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Y = X\;gg, zato
X — 148 X — 148
0,99 = P(——— <2,58) + P(——=—— > —2,58)

V35 V85
— P(X <148 +2,58 - V/85) + P(X > 148 — 2,58 - 1/35)
P(X <171,8) + P(X > 124,2)

¢) Naj bodo meje take, kot ste jih izra¢unali v prejnji tocki. Sportnika te-
stiramo 10x na leto. Koliksna je verjetnost, da vsaj enkrat preseze meje
(pri tem predpostavimo, da so meritve narejene v dovolj velikih ¢asovnih
presledkih, da so med seboj neodvisne)?

Naj bo U Bernoullijevo porazdeljena spremenljivka U ~ Ber(0,01), kjer je
{U = 1} = {vrednost je izven meja}. Imamo 10 neodvisnih realizacij te
slucajne spremenljivke, U;, i = 1,...,10, za vsako velja P(U; = 1) = 0,01.
Ker so neodvisne, velja P(U; = 0,Uy =0,...,U;y = 0) = {P(U; = 0)}'.
Verjetnost, da v 10 meritvah ne preseze meja, je 0,99'°, verjetnost, da jih
preseZe vsaj enkrat, je P =1 — 0,99 = 0,096.

d) Naj bo Y ~ N(0,1). Izracunajte porazdelitev slucajne spremenljivke Y2.
Katero znano porazdelitev dobite?
Namig: Porazdelitev gama ima gostoto fr(t) = M‘;E—;fﬂ

Fz(z) = P(Z<2)=PY?<2)=P(—/z2<Y <2)
= Fy(Vz) - Fy(—V7z)
falz) = %fy(\/?) " 2—\1/5fy(—\/2)
1
= ﬁ[fy(\/?)Jrfy(—\/E)]
]' —z/2 —z/21 1
2\/2-271'[6 e /]_ z .21

)\ata—le—)\t
o)
o= % in\= %, ter upostevamo, da je F(%) = /7, dobimo natanko gornjo

formulo. Torej je Y2 ~ I'(1,1) (to je hkrati tudi porazdelitev x?).

672/2

Gama porazdelitev ima gostoto fr(t) = . Ce vzamemo, da je
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Opombi:

e Pri zveznih porazdelitvah je verjetnost, da spremenljivka zavzame
toéno dolo¢eno vrednost P(Y = y), neskonéno majhna, zato je vse-
eno, ali v porazdelitveni funkciji uporabljamo znak < ali <, torej
PY <y) = P(Y <y).

e Kadar zelimo pokazati, da lahko gostoto spremenljivke zapisemo kot
gostoto neke ze znane porazdelitve, je dovolj pokazati enako funk-
cijsko obliko argumentov. Konstanta bo potem vedno enaka, saj je
integral gostote po celem definicijskem obmocju vedno enak 1.

e) Raziskovalci na podro¢ju sporta so dokazali, da je pri biatloncih hemo-
globin izven tekmovalnega obdobja porazdeljen kot N(150,80), med tek-
movalnim obdobjem pa kot N(146,80). Tekmovalno obdobje je pri teh
Sportnikih dolgo priblizno pol leta. Zanima nas porazdelitev hemoglo-
bina, ¢e ne vemo, kdaj je bil vzorec odvzet. Ali je ta porazdelitev Se
vedno normalna?

Namig: P(A) = Y, P(A|B;)P(B;), kadar velja P((;_; B;) = 0 in
P(U?:l B;) =1.

Definiramo Bernoullijevo porazdeljeno spremenljivko Y, ki naj oznacuje
obdobje (0 = izven, 1 = tekme, verjetnost vsakega izida je 0,5). Poznamo
pogojni porazdelitvi:

ZlY =0~ N(150,80), Z|Y =1 ~ N(146,80). Porazdelitev Z je torej
(uporabimo namig, kjer je By = {Y = 0} in By = {Y = 1}, namesto z
verjetnostmi pisemo z gostotami)

f2(2) = fzy=0(2)P(Y =0) + fzy=1(2) P(Y = 1)

= fZ|Y:O(Z)% + fZY:l(Z)%

1 (2—146)2 16—8(z—146)
= — ¢ 280 [14_@* 2:80 ]

2v/ 2780

Ta spremenljivka v sploSnem ni normalno porazdeljena, glej sliko 1.1.
Predlogi za vaje v R

e Generirajte 10000 realizacij normalno porazdeljene spremenljivke
X ~ N(148,85) (rnorm). Narisite histogram (hist), izracunajte delez
vrednosti nad 166 (sum(x>166)/10000).

5
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Frekvenca
200 300 400
L L ]

100
L

T

T T T T 1
100 120 140 160 180
z

0

Slika 1.1: Porazdelitev spremenljivke Z (za ta primer je za povprecje v tek-
movalnem obdobju vzeta vrednost 120, da bi bila porazdelitev bolj razlicna od
normalne).

Oglejte si funkcijo gnorm in z njo poiscite meje, izven katerih je Sportnik
z verjetnostjo 0,01. Primerjajte z delezem v vasem primeru.

Transformirajte vrednosti spremenljivke X tako, da dobite standardno
normalno porazdeljeno spremenljivko (y=(x-148)/sqrt(85)). Preverite
grafi¢no s histogramom.

Generirajte po 10 vrednosti za 10000 posameznikov. Izrac¢unajte delez
posameznikov, ki imajo vsaj eno vrednost izven intervala [124,2,171,8].

Narisite histogram za vrednosti X2, primerjajte z rezultatoma funkcij
rgamma in rchisgq.

Narisite e porazdelitev slu¢ajne spremenljivke iz zadnje tocke (upora-
bite bolj razliéni povprecji, da se prepricate, da porazdelitev zares ni
normalna).

set.seed(1) #dolocimo seme, da bodo rezultati vedno enaki
z0 <- rnorm(1000,mean=150,sd=sqrt(80)) #1000 vredn.izven tek.obdobja
z1 <- rnorm(1000,mean=120,sd=sqrt(80)) #1000 vredn. v tek.obdobju
z <- c(z0,z1) #obe obdobji enako pogosto zastopani v novi spr.
hist(z,main="",x1lab="Z",ylab="Frekvenca") #prikaz porazdelitve

V V V Vv V
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Povzetek

e Pomembna lastnost, ki precej olajsa racunanje z normalno porazdeli-
tvijo, je, da je linearna transformacija normalne spremenljivke zopet
normalno porazdeljena. To je tudi razlog, zakaj je dovolj, da so stati-
sticne tabele vedno podane le za ‘standardno normalno porazdelitev”
- 7z njeno pomocjo lahko namrec¢ preprosto izracunamo verjetnosti za
normalno porazdeljeno spremenljivko s poljubnima vrednostima para-
metrov. Seveda pa navkljub tej lepi lastnosti ne smemo pricakovati, da
bo kar vsaka transformacija normalne porazdelitve ostala normalna -
protiprimer je podan v tocki (e) te naloge.

e V nalogi je prikazan postopek izpeljevanja porazdelitve spremenljivke
Y, ki je definirana kot neka transformacija spremenljivke X z znano po-
razdelitvijo. Kumulativno porazdelitveno funkcijo nove spremenljivke
Fy najprej izrazimo z znano kumulativno porazdelitveno funkcijo Fly,
nato pa uporabimo, da je gostota fy odvod funkcije Fy.

e Tocka (c) je dodana kot opozorilo, da so vse izra¢unane verjetnosti ve-
ljavne le pri enem preizkusu. Cim bomo nek preizkus uporabili veckrat,
ne smemo pozabiti na problem veckratnega preizkusanja , torej dejstva,
da se verjetnosti pri ve¢jem Stevilu opravljenih preizkusov moc¢no spre-
menijo.

e Tocka (e) je v to nalogo umescéena predvsem kot vaja kako formalno
zapisati nek besedni opis porazdelitve. Dani zapis pri tem seveda ni
edini mozen, je pa iz njega jasno vidno, da ne gre za normalno poraz-
delitev. V tej tocki smo uporabili pogojno porazdelitev, ki je v knjigi
Rice (2009) predstavljena v razdelku 3.5.

e V nalogi smo izpeljali Se rezultat, da je kvadrat standardno normalno
porazdeljene spremenljivke spremenljivka porazdeljena z gama poraz-
delitvijo:

9 11
X ~N(0,1) = X*~T(=,=).
2°2
Gama porazdelitev s tema parametroma je hkrati enaka tudi porazde-
litvi x? z eno stopinjo prostosti.
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1.2 Generiranje slucajnih spremenljivk s po-

mocjo enakomerne porazdelitve

Generator (psevdo)slucajnih vrednosti iz enakomerne spremenljivke zgene-
rira zeljeno $tevilo vrednosti x;, ki so porazdeljene kot X ~ U[0, 1].

a)

Kako bi s pomocjo tega generatorja dobili 10 realizacij Bernoullijevo po-
razdeljene spremenljivke Y, pri kateri je P(Y =1) = 0,17

Generirajmo 10 vrednosti, npr.:

> set.seed(4)

> runif (10)

[1] 0.585800305 0.008945796 0.293739612 0.277374958
[5] 0.813574215 0.260427771 0.724405893 0.906092151
[9] 0.949040221 0.073144469

Vrednostim, ki so pod 0,1, damo vrednost 1, ostalim pa 0, torej:

> set.seed(4)
> (runif (10)<0.1)*1
[1] 01 00000001

Recimo, da imamo spet 10 enot, vendar jim zelimo dati razlicne verje-
tnosti, da bodo izzrebane. Prvih pet enot Zelimo izzrebati z verjetnostjo
0,3, drugih pet pa z verjetnostjo 0,1 (kot primer si zamislimo zreb, v ka-
terem zelimo dati prednost zenskam. Verjetnost za vsakega posameznika
v naSem vzorcu dolo¢imo glede na spol - prvih pet je zensk, drugih pet je
mogkih). Kako bi iz istim generatorjem zagotovili ustrezno porazdelitev?

> set.seed(4)
> (runif (10)<c(0

.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.3,0.3,0.3,0.3,0.3))*1
[1] 01000100 1

1
0
Naj bo Z = F(X), kjer je F porazdelitvena funkcija slu¢ajne spremen-
ljivke X.

e Narisite ustrezen graf (na abscisi so vrednosti X, na ordinati pa Z).

e Kaksne vrednosti lahko zavzame spremenljivka Z7

Med 0 in 1
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F(X)
0.4 0.6 0.8 10

0.2

0.0

Slika 1.2: Kumulativna porazdelitvena funkcija.

e Naj bo X ~ N(0,1). Pri kateri vrednosti X bo Z = 0,57 Koliksna
je torej verjetnost, da je Z < 0,57

Z bo enak 0,5 pri X = 0, verjetnost P(Z < 0,5), je enaka 0,5.

e Najbo X ~ N(0,1). Pri kateri vrednosti X bo Z = 0,975? Koliksna
je torej verjetnost, da je Z < 0,9757

Verjetnost je enaka 0,975. Vrednosti Z so kvantili porazdelitve X.

e Teoreticno izpeljite Fiz(2) za poljuben F (predpostavite, da je F'~1
definiran za vse vrednosti, ki jih lahko zavzame X).

Fy(z) = P(Z<z)=P(Fx(X)<z)=PX < Fy'(2))
= Fx(Fy'(2)) ==

Spremenljivka Z je enakomerno porazdeljena.

d) Naj bo U ~ U[0,1] in X = F~Y(U). Pokazite, da je F' porazdelitvena
funkcija spremenljivke X.

Vemo, da za enakomerno porazdeljeno spremenljivko U velja Fyy(u) = u:
P(X <) = P(F~\(U) < 2) = P(U < F(x)) = Fy(F(x)) = F(x)

F' je torej kumulativna porazdelitvena funkcija spremenljivke X.



Verjetnost in statistika 1.2. Generiranje spremenljivk

)

Zelimo simulirati vrednosti iz eksponentne porazdelitve (f(z) = Ae " za
x > 0). Kako bi jih lahko simulirali z uporabo prej omenjenega genera-
torja?

Najprej potrebujemo funkcijo F"

z

Fz(z) = /)\e"\xdx
0
A -z

= —e

—A 0
= —leM-1=1-¢™

z

Inverzna porazdelitev F'=! je enaka:

u = l—e™®
l—u = e
—log(l—u) = Mz
_ —log(1 —u)
T A

Ce so vrednosti u torej realizacije enakomerno porazdeljene slucajne spre-
menljivke U, so x realizacije eksponentno porazdeljene spremenljivke X.
Mimogrede - log tu in v celotnem preostalem besedilu oznacuje naravni
logaritem, torej logaritem z osnovo e.

Kako bi hkrati simulirali vrednosti za posameznike z razlicno vrednostjo
A?

Enako kot zgoraj - le da so vrednosti A lahko razlicne.

Generiranje eksponentno porazdeljenih vrednosti bo osnova za generiranje
casov pri analizi prezivetja - osnovna predpostavka na tem podrocju so
namre¢ enakomerno porazdeljeni casi od diagnoze neke bolezni do smrti.
Parameter eksponentne porazdelitve je pri tem lahko drugacen za vsakega
posameznika, odvisen je namre¢ lahko npr. od njegove starosti, spola, ipd.
(glej zadnji primer v R).

10
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Predlogi za vaje v R

e Generirajte podatke za 10000 voznikov, tako da jih je 500 med njimi
pijanih, 9500 pa treznih. Naj bo verjetnost, da ima pijani voznik av-
tomobilsko nesreco 0,3, verjetnost za zdravega pa 0,003. Izracunajte
delez nesre¢ na simuliranih podatkih in ga primerjajte z dejansko ver-
jetnostjo nesrece.

e Generirajte podatke za 100 posameznikov, tako da bo njihova starost
enakomerno porazdeljena med 50 in 80. Preverite s histogramom.

e Vzemimo, da je bila posameznikom iz prejsnje tocke postavljena dia-
gnoza hude bolezni. Generirajte ¢ase prezivetja z eksponentno poraz-
delitvijo, tako da bodo imeli starejsi posamezniki vecjo verjetnost, da
umrejo prej.

Namig: parameter A naj bo premosorazmeren s starostjo, npr.
A = starost/100.

Povzetek

e Pomemben izrek (transformacija integrala verjetnosti ), ki ga izpeljemo
v tej nalogi, pove, da ¢e spremenljivko X preslikamo z njej lastno ku-
mulativno porazdelitveno funkcijo F'x, vedno dobimo enakomerno po-
razdeljeno spremenljivko. Poleg izpeljave dokaza je dodan Se poskus
intuitivne razlage. Pokazemo, da velja tudi obratno - ¢e vrednosti neke
enakomerno porazdeljene spremenljivke preslikamo z inverzom neke po-
razdelitvene funkcije Fy,', bo Fy kumulativna porazdelitvena funkcija
novo dobljene spremenljivke. Tako lahko s pomoc¢jo generatorja ena-
komerne porazdeljenih sluc¢ajnih spremenljivk dobimo poljubno drugo
porazdelitev, za katero lahko zapiSemo inverz F'~! (ta seveda ne obstaja
vedno - protiprimer najdemo ze pri normalni porazdelitvi, kjer ekspli-
citna formula za integral gostote in s tem kumulativno porazdelitveno
funkcijo ne obstaja).

e Izrek je v nalogi podan za dva primera porazdelitve - Bernoullijevo in
eksponentno. Generiranje poljubne porazdelitve bo prislo zelo prav v
nalogah, ki sledijo - le ¢e znamo generirati podatke iz znanih porazdeli-
tev, lahko teoreti¢no izpeljane lastnosti preverimo tudi s simulacijami.

11
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1.

3 Vsota diskretnih sluc¢ajnih spremenljivk

Naj bosta X in Y neodvisni Bernoullijevo porazdeljeni spremenljivki,
X,Y ~ Ber(p).

a)

Kako je porazdeljena njuna vsota?

Oznac¢imo Z = X +Y. Verjetnost, da je P(Z = z) za nek z, zapisemo kot
vsoto verjetnosti vseh kombinacij X = x in Y = y, ki dajo vsoto enako z
(lahko sestevamo, saj so dogodki nezdruzljivi):

P(Z=2z) = P(X4+Y=2)=)» P(X=z-yY =y)
= Y P(X=z-ylY =y)P(Y =y)

Za neodvisni X in Y torej velja

P(Z=2)=) P(X=z2-yY=y)=> P(X=z-yPY =y)

Uporabimo, da sta spremenljivki Bernoullijevo porazdeljeni, in dobimo:

P(Z=0) = PX+Y=0)=P(X=0PY =0)=(1-p)?
P(Z=1) = P(X=0PY =1)+P(X =1P(Y =0)

= (I—=p)p+p(l—p)=2p(1-p)
P(Z=2) = PX=1)PY =1)=p?

Velja torej

P(Z=2) = (Q)pza—p)?-z

z

Kako je porazdeljena vsota n neodvisnih enako porazdeljenih Bernoulli-
jevih spremenljivk?

Oznacimo Z = Y "  X;, i = 1,...,n, X; ~ Ber(p). Zan = 2je Z
porazdeljena binomsko, Z ~ Bin(2,p). Dokazati zelimo, da to velja za

12
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poljuben n. V ta namen bomo uporabili matemati¢no indukcijo - prvi ko-
rak smo ze pokazali, sledi Se korak n — n+1. Naj bo torej U ~ Bin(n,p)
in X ~ Ber(p), pokazati moramo, da velja U + X ~ Bin(n + 1,p).

Za 1l < z <n velja

— P(U=2)P(X=0)+P(U=z2-1)P(X =1)
= (Z)pz(l -p)"7-(1-p)+ (Z ﬁ 1)192‘1(1 —p)" T p

RORAN KT

— (n i 1)pz(1 —p)"

z
Dokaz za z =0 in z = n + 1 je prepuscen bralcu.
Predlogi za vaje v R

e S pomocjo funkcije sample generirajte po 100 realizacij dveh Bernoul-
lijevih spremenljivk in si oglejte porazdelitev njune vsote.

Povzetek

e Naloga sluzi kot uvod v naslednjo nalogo - na najpreprostejSem pri-
meru diskretnih spremenljivk smo intuitivno skusali razumeti formulo
za porazdelitev vsote dveh slucajnih spremenljivk:
vsota dveh spremenljivk je lahko enaka z na vec¢ razlicnih nacinov,
in ker slucajna spremenljivka ne more zavzeti dveh razli¢cnih vrednosti
hkrati, lahko dogodek X + Y = z razbijemo na posamezne nezdruzljive
dogodke (za vsako vrednost Y = y posebej). Njihove verjetnosti lahko
zaradi nezdruzljivosti enostavno sestejemo.

Verjetnost vsote dveh diskretnih slu¢ajnih spremenljivk lahko ra¢cunamo
s formulo

PX+Y=2)=)» P(X=z-yY =y)

13
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Ce sta spremenljivki neodvisni, se formula poenostavi v

P(X+Y =2)=> P(X=z-y)PY =y)

e V nalogi smo izpeljali Se rezultat, da je vsota n neodvisnih in enako
porazdeljenih Bernoullijevih spremenljivk porazdeljena z binomsko po-
razdelitvijo:

X; ~ Ber(p), i =1...n, X, neodvisne = ZXi ~ Bin(n, p)

i=1

1.4 Vsota zveznih slucajnih spremenljivk

Poleg posamic¢nih vrednosti zelijo pri Sportnikih proucevati tudi zaporedje
ve¢ meritev. Zanima nas porazdelitev vsote kvadriranih standardiziranih
odmikov od povprecja pri nicelni domnevi, da Sportnik ni kriv. Naj bo torej Z
standardizirani odmik od povpreé¢ja (po predpostavki normalno porazdeljen),
zanima nas Y Z? (gledamo vsoto kvadriranih odmikov, saj so vrednosti lahko
negativne ali pozitivne). Pri tem predpostavimo, da so bile meritve narejene
v dovolj dolgih ¢asovnih presledkih, da so vrednosti med seboj neodvisne.

a) Najprej nas zanima, kako je porazdeljena vsota dveh neodvisnih zve-
znih spremenljivk (izpeljite formulo za dve zvezni spremenljivki, torej
Z = X +Y, primerjajte jo s formulo za diskretne).

Zapisemo ustrezno kumulativno porazdelitveno funkcijo kot integral vec-
razsezne porazdelitve v ustreznih mejah:

P(Z<z) = P(X+Y <z)= 7 Z/ny,Y(xay)dxdy
= 7/ZfX,Y(U —y,y)dvdy

—00 —O0

pri ¢emer smo naredili substitucijo x = v — y. Sedaj lahko integrala
zamenjamo in odvajamo (privzamemo, da je zunanji integral zvezen v z)

14
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ter dobimo:

oo

Fz(z) = /Z/fx,y(v—y,y)dydv

—00 —00
(e 9]

fz(z) = /fX,Y(Z—y,Z/)dy

f2(2) = / Fx(z = )y (9)dy

Pri tem zadnja vrstica velja, ¢e sta X in Y neodvisni sluc¢ajni spremen-
ljivki. Dobili smo rezultat, ki je analogen diskretni verziji.

Kako se porazdeljuje S = Z? + Z2, te sta spremenljivki Z; in Z, poraz-
deljeni standardno normalno in med seboj neodvisni?
Namig: Pri izpeljavi uporabite rezultat

0 V(a—1z)x

Izpeljali smo ze, da je Z2 ~ x? oziroma Z2 ~ T'(3, 1), torej

fr2(2) = \/%exp{—%}; z2>0

Izracunajmo gostoto vsote Z2 + Z3. Za dano vrednost s vemo, da mora
biti vrednost z; med 0 (2; in 2z ne moreta biti negativni) in s (ker sta
obe pozitivni in je njuna vsota enaka s), zato morajo biti meje integracije

15
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med 0 in s.

fs(s)

/OS fo(S - 22)f23(22)d22

1 /S 1 S — 2o 1 { zg}d

— ————expl — —exp —— pdz
2 Jo /S — 22 p 2 N2 P 2 2
1

— exp

{_f}/S;LdZ
2 2 o Vs—mvm
1 S

oo {5}

;e {3}
2 P17

Za izracun integrala smo pri tem uporabili v namigu podano formulo.

1.4. Vsota zveznih sluc¢ajnih spremenljivk

Gostota gama porazdelitve je

)\al,aflef)\w

fx(ZE) - F(a)

;x> 0,A>0,a>0,

Dobljeni rezultat je torej porazdelitev gama z A = % ina=1.

Na enak nacin bi lahko izpeljali tudi splosnejsi rezultat:

X1 ~ F(al,/\), X2 ~ F(CLQ,)\) = X1 +X2 ~ F(a1 + (12,)\)

¢) Denimo, da so Sportnikovi standardizirani odmiki (vrednosti Z) na petih
merjenjih naslednji: 1,6;1,5; —1,6;1,8;1,4. Kaj lahko sklepamo?

Uporabimo, da je vsota n neodvisnih enako porazdeljenih spremenljivk
X; ~T(%,1) porazdeljena kot > | X; ~ ['(2,1).

272

272

> vr <- c¢c(1.6,1.5,-1.6, 1.8, 1.4)

> rez <- sum(vr~2)
> rez
[1] 12.57

> 1-pgamma(rez, 2.5, 0.5)

[1] 0.02775943

16
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Nasa nicelna domneva je, da sportnik ni kriv. Pod to nicelno domnevo
se vsota kvadriranih odmikov porazdeljuje po gama porazdelitvi T'(2, 1).

272
Verjetnost, da je vsota 12,57 ali ve¢, je priblizno 0,03.
Predlogi za vaje v R

e Generirajte 10 vrednosti iz porazdelitve X ~ N(148,85), te vrednosti
naj predstavljajo 10 meritev pri enem Sportniku. Vrednosti standardi-
zirajte (tako da dobite spremenljivko porazdljeno kot N(0,1)), kvadri-
rajte in sestejte. To naj bo vrednost za prvega Sportnika, na enak nacin
generirajte vrednosti za 1000 Sportnikov. NariSite histogram vredno-
sti. S pomocjo funkcije pgamma poiscite mejo, ki jo porazdelitev F(%, %)
preseze z verjetnostjo manj kot 0,01, in izracunajte delez Sportnikov na

vasem vzorcu, ki presezejo to mejo.

e Recimo, da ima dopingiran Sportnik enako povprecje, a vecjo vari-
anco (vrednosti bolj nihajo, saj manipulira s krvjo). Generirajte 1000
Sportnikov z vecjo varianco in si oglejte, kolikSen delez bo presegel meje
iz prejsnje tocke.

Povzetek

e Formula za vsoto dveh zveznih slucajnih spremenljivk je analogna for-
muli za vsoto diskretnih spremenljivk - verjetnosti zamenjajo gostote,
vsote pa integrali:
gostoto vsote dveh zveznih sluc¢ajnih spremenljivk lahko zapisemo kot

fxiv(z) = / fxy(z —y,y)dy
oziroma ¢e sta spremenljivki neodvisni, kot

frav(z) = / Fx(z — ) fr (4)dy

e V nalogi smo izpeljali se rezultat, da je vsota dveh neodvisnih gama
porazdeljenih sluc¢ajnih spremenljivk (z enakim parametrom \) zopet

17
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gama porazdeljena slucajna spremenljivka.

Podobno lastnost - da je vsota neodvisnih enako porazdeljenih spre-
menljivk zopet lahko opisana z isto porazdelitvijo - srecamo tudi pri
normalni porazdelitvi (to dokazemo v nalogi 1.5), seveda pa ta lastnost
Se zdalec¢ ne velja za poljubno verjetnostno porazdelitev, na primer
za vsoto Bernoullijevo ali enakomerno porazdeljenih spremenljivk (glej
tudi povzetek naloge 1.9).

1.5 Vsota normalnih spremenljivk

Pokazali smo zZe, da je linearna transformacija normalno porazdeljene spre-
menljivke zopet normalno porazdeljena. V tej vaji bomo pokazali, da je
vsota dveh neodvisnih (standardno) normalno porazdeljenih spremenljivk zo-
pet normalno porazdeljena. Nato bomo s protiprimerom pokazali, da to ne
velja za vsoto poljubnih odvisnih normalno porazdeljenih spremenljivk.

a) Naj bosta spremenljivki X ~ N(0,1) in ¥ ~ N(0,1) in med seboj neod-
visni. Kako je porazdeljena njuna vsota?

Uporabimo formulo za gostoto vsote dveh neodvisnih slu¢ajnih spremen-
ljivk:

fa(z) = / Fx (e — 9 fr ()dy

e e

- :
= 5 [ exp {—%} exp {—y°} exp {zy} dy

Sedaj dele izraza, v katerih nastopa y, zapisemo kot kvadrat neke vsote:
9 2 z 2\ 2 A
Y Y Yy 3/2 + 5 5
N2 22
- (=3) -7

18
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Gornji integral torej prepisemo v

fz2(2) = —/exp{——}exp{ (y—§) }exp{%Q}dy

1 { 22 }
= exp 4 ———
V2w -2 P 22
V predzadnji vrstici smo pod integralom dobili ravno gostoto normalne
porazdelitve N (%, 1), njen integral je zato 1 (ne glede na vrednost z, ki je
znotraj tega integrala konstanta). Spremenljivka Z je normalno porazde-
ljena, Z ~ N(0,2).

Naj bosta X in Y neodvisni standardno normalno porazdeljeni spremen-
ljivki, Z pa enaka |Y|, ce je X > 0,1in Z = —|Y|, ¢e je X < 0. Kako je
porazdeljena spremenljivka Z7

Najprej narisimo simulirane vrednosti z R:

> set.seed(1)

> x <- rnorm(1000,0,1) #1000 realizacij normalne spr.,
> y <= rnorm(1000,0,1) #povprecje=0, sd=1

> z <- abs(y) #z = |yl

> z[x<0] <- -z[x<0] #z =-|yl, ce je x<0

> hist(z,main="",ylab="Frekvenca") #histogram z

Sedaj Se izpeljimo porazdelitveno funkcijo. Naj bo z < 0 (torej X nega-
tiven), uporabimo, da sta spremenljivki X in Y neodvisni:

Fy(z) = P(Z<z)=P(X <0,-Y|<2)
— P(X <0)[P(Y < 2)+ P(Y > —2)]

2-P(Y <2)]
(Y <z2) = Fy(2)

N
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100 150
L I

Frekvenca

50
|

Slika 1.3: Porazdelitev spremenljivke Z.

Na enak nacin izpeljemo se P(0 < Z < z) = P(0 <Y < y) za z >
0. Pokazali smo, da je porazdelitvena funkcija Z enaka porazdelitveni
funkciji Y, Z je torej standardno normalno porazdeljena spremenljivka.

c¢) Skicirajte skupno porazdelitev spremenljivk X in Z. Ali sta spremenljivki
neodvisni?

Ocitno je (glej sliko 1.4), da spremenljivki nista neodvisni, vedno imata
enak predznak.

Slika 1.4: Razsevni diagram realizacij X in'Y ter X in Z.

d) Ali je vsota X + Z porazdeljena normalno?
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Slika 1.5 jasno kaze, da porazdelitev vsote ni normalna. Vsota dveh
normalnih spremenljivk torej ni nujno normalna, ¢e spremenljivki nista
neodvisni (dana naloga je protiprimer).

100 150 200
L L I

Frekvenca

50
|

-4 -2 0 2 4 6
X+Z

Slika 1.5: Porazdelitev vsote X + Z.

Povzetek

e V nalogi smo najprej izpeljali, da je vsota dveh neodvisnih standardno
normalno porazdeljenih spremenljivk zopet normalna spremenljivka.
Pri dokazu smo se racunanju zapletenega integrala izognili z uporabo
dejstva, da je integral gostote neke spremenljivke na celotni realni osi
vedno enak 1 ne glede na obliko porazdelitve oziroma vrednost njenih
parametrov. Morali smo torej clene preurediti tako, da je pod integra-
lom ostala le gostota neke porazdelitve.

e Rezultat, ki smo ga za dve spremenljivki izpeljali v nalogi, je v resnici
Se dosti bolj splosen - vsota poljubnega Stevila neodvisnih normalno
porazdeljenih spremenljivk je zopet normalno porazdeljena spremen-
ljivka.

e Naloga je s protiprimerom pokazala, da vsota odvisnih normalno po-
razdeljenih spremenljivk ni nujno normalna. Definirali smo slucajni
spremenljivki X in Z in za obe pokazali, da sta normalni ter med se-
boj odvisni. Njuna vsota oc¢itno ni normalno porazdeljena. V splosSnem
lahko o porazdelitvi vsote odvisnih spremenljivk povemo le malo - nacin
odvisnosti bo klju¢no vplival na obliko dobljene porazdelitve.

21



Verjetnost in statistika 1.6. Porazdelitev vzorénega povprecja

1.6 Porazdelitev vzorénega povprecja

Vrnimo se spet k primeru odkrivanja dopinga. Izkaze se, da ima vsak posame-
znik sebi lastno povprecje hemoglobina in da se te vrednosti med posamezniki
precej razlikujejo. Da bi dosegli ve¢jo obcutljivost testa, uvedemo polletno
testno obdobje, v katerem vsakega Sportnika testiramo petkrat. Povprecje
teh petih meritev bomo vzeli kot oceno za posameznikovo povprecje pri tes-
tih v prihodnosti (meje bomo postavljali glede na to povprecje). Recimo,
da vemo, da se vrednosti vsakega Sportnika okrog njemu lastnega povprecja
porazdeljujejo normalno z varianco o2 = 5% in da so posamezne vrednosti
med seboj neodvisne.

a) Naj bodo X;, i = 1,...,n, neodvisne, enako porazdeljene slucajne spre-
menljivke. Kaj lahko recete o pricakovani vrednosti in varianci njihovega
povprecja? Oznacite F(X;) = p in var(X;) = o2 za vsak i.

n

Najbo X =13 X;:

n

BIX] = BLLY X)=1 Y ElX]=n

|
—_

2

. 1 1 ¢
var[X| = V&I‘[ﬁ ZXZ] = Zvar(XZ-) = %
! i=1

Opomba: neodvisnost smo potrebovali pri izracunu variance, medtem ko
bo pricakovana vrednost vsote vedno vsota pricakovanih vrednosti.

b) Izracunajte meje okrog ocenjenega povpreéja, znotraj katerih naj bi pri
Sesti meritvi nedopingiran Sportnik ostal z verjetnostjo 0,99 (prvih pet
meritev uporabimo za oceno Sportnikovega povprecja).

Namig: uporabite rezultat, da je vsota neodvisnih normalno porazdelje-
nih spremenljivk spet normalna.

Vrednosti posameznika so porazdeljene kot X ~ N(u,0?) (0 =5). Vsota
Z?Zl X, je normalna spremenljivka, prav tako je normalno porazdeljeno
tudi povpreéje X, saj vsoto le pomnozimo s konstanto. Zanima nas od-
stopanje Seste meritve od ocenjenega povprecja v prvih petih meritvah,
torej razlika Z = Xg — %25:1 X;. To je torej razlika dveh normalnih
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spremenljivk z enakim povprecjem, ena ima varianco o2, druga pa o?/n.
Spremenljivka Z je porazdeljena kot Z ~ N(0,0? + o?/n) = N(0,30).
Vrednost 2905 = 2,57, meje so torej £ 377 | X; £ 2,57 - v/30.

Ali je povprecje neodvisnih enako porazdeljenih sluc¢ajnih spremenljivk
vedno porazdeljeno z isto porazdelitvijo kot vsaka posamezna spremen-
ljivka?

Ne, to v splosnem ni res. Protiprimer je na primer vsota Bernoullijevo
porazdeljenih spremenljivk, ki je porazdeljena binomsko, in prav tako to
oc¢itno ne velja za povprecje enakomerno porazdeljenih spremenljivk. Glej
tudi nalogo 1.9.

Predlogi za vaje v R

e Predpostavite, da so povprecja Sportnikov normalno porazdeljena z
N (148, 7,5%) in generirajte povprecne vrednosti za 100 sportnikov. Nato
uporabite normalno porazdelitev N(0,5%), ki predstavlja odmike od
osebnega povprecja vsakega Sportnika - generirajte po 6 vrednosti na
posameznika. Ocenite osebna povprecja s pomocjo prvih petih vred-
nosti ter primerjajte varianco teh povprecij s teoreticno vrednostjo.
Oglejte si porazdelitev odstopanja Seste vrednosti od prvih petih.

Povzetek

e V tej nalogi se prvi¢ srecamo s pojmoma populacije in vzorca, s ka-
terima opiSemo cilj statisticnega sklepanja: s pomocjo vrednosti na
vzorcu zelimo opisati populacijo. Pri tem si vzorec zamisljamo kot ne-
odvisne realizacije neke slucajne spremenljivke, ki predstavlja popula-
cijo. Vzorcenju se bomo sicer povsem posvetili v naslednjem poglavju.

e Vzorcno povprecje je slucajna spremenljivka - na vsakem vzorcu iz neke
populacije lahko pricakujemo drugacno vrednost. Cilj naloge je bil najti
porazdelitev vzorcnega povprecja, ¢e vemo, da je populacija normalno
porazdeljena. Vzoréno povprecje je utezena vsota neodvisnih normal-
nih sluc¢ajnih spremenljivk, in zato zopet normalno porazdeljena spre-
menljivka. Njena pricakovana vrednost je kar populacijsko povprecje
i, njena varianca pa je enaka o2 /n.

e Varianco vzorénega povprecja imenujemo standardna napaka - varia-
bilnost vzorénega povprecja okrog populacijske vrednosti nam namrec
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govori o tem, koliko se bomo motili, ¢e bomo z vzorénim povprecjem
skusali ocenjevati povprecje v populaciji.

e Velikost standardne napake je obratno sorazmerna z velikostjo vzorca -
vecji vzorec imamo, manj se motimo pri oceni populacijskega povprecja.
Standardna napaka je odvisna tudi od vrednosti o - ¢e je variabilnost
v populaciji majhna, se pri oceni vzorénega povprecja ne moremo dosti
zmotiti.

1.7 Pogojna pricakovana vrednost in varianca

Raziskovalci na podroc¢ju sporta so dokazali, da je pri kolesarjih hemoglobin
izven tekmovalnega obdobja porazdeljen kot N(150,7%), med tekmovalnim
obdobjem pa kot N (140, 11%). Vzemimo, da tekmovalno obdobje traja 9 me-
secev. Zanimata nas pricakovana vrednost in standardni odklon naklju¢nega
odvzetega vzorca.

Namig: zanima nas sluc¢ajna spremenljivka Y, vemo {Y|X = 0} ~ N (150, 7?)
in {Y|X =1} ~ N(140,11%?), P(X =1) = 0,75

a)

Skicirajte porazdelitev Y, kaj lahko recete o pricakovani vrednosti ter
standardnem odklonu?

Porazdelitev je na sliki 1.6. Pricakujemo, da bo povprecna vrednost ne-
kje med vrednostima v obeh obdobjih. Ker je verjetnost, da je meritev
izSla iz tekmovalnega obdobja, vecja, pricakujemo, da bo vrednost ne-
koliko blizja povprecju v tem obdobju. Varianca bo nekoliko vecja od
posameznih varianc, odvisna bo tudi od razdalje med povprecjema.

Na danem primeru razlozite formulo E(Y) = E[E(Y|X)]. Je E(Y]X)
slucajna spremenljivka ali konstanta? Izracunajte pricakovano vrednost
spremenljivke Y.

Z = E(Y]X) je slucajna spremenljivka, ki lahko zavzame dve vredno-
sti: P(Z = 140) = 0,75, P(Z = 150) = 0,25. Pricakovana vrednost te

spremenljivke je torej

E(Z) = 140-P(Z = 140)+150- P(Z = 150) = 140-0,75+150-0,25 = 142,5
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Slika 1.6: Porazdelitev nove spremenljivke Y .

Torej
E(Y|X)] ZEY|X—x P(X = z)

[zracunajte varianco Y.

Pri izracunu variance si bomo pomagali s formulo
var(Y) = var[E(Y|X)] 4+ E[var(Y|X)]

V prvem delu gornje formule nas torej zanima varianca slu¢ajne spremen-

ljivke Z = E(Y|X):

var(Z) = E([Z - E(Z)])
— 75 P[(Z - E(Z)) =175]+25" P[(Z— E(Z)) = 2,5]
— 56,25-0,25+6,25-0,75 = 18,75

Standardni odklon povprecij v razlicnih obdobjih okrog robnega povprecja
je torej 4,33.

Clen E[var(Y|X)] je pricakovana vrednost za varianco Y pri znanem X.
Vemo, da je var(Y|X = 0) = 49 in var(Y|X = 1) = 121. Pricakovana
vrednost je

Elvar(Y|X)] = 49 - 0,25 + 121 0,75 = 103
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Sestavimo oba dela skupaj in dobimo var(Y) = 121,75, sd(Y) = 11,03.
Vrednosti izven tekmovalnega obdobja torej le malo povecajo variabilnost
rezultatov.

Izrazite varianco v splosnem: {Y|X = 0} ~ N(uo,08), {Y|X = 1} ~
N(/Lho-%% P(X = 1) =

Vrednost E(Y|X = 0) = po je pricakovana vrednost Y pri X = 0, to-
rej izven tekmovalnega obdobja, podobno z iy = E(Y|X = 1) ozna¢imo
pricakovano vrednost Y med tekmovalnim obdobjem. Verjetnost, da je
sportnik v tekmovalnem obdobju, oznacimo s p. Ker je X Bernoullijevo
porazdeljena spremenljivka, velja E(X) = P(X = 1) = p. Funkcijo
_ ) oy X =0

zapisemo kot E(Y|X) = uo(1—X)+ ;. X. Pricakovana vrednost slucajne
spremenljivke Z = E(Y|X) je

E(Z) = E(E(Y[X)) Z E(Y[X =2)P(X =) = po(l —p) + pup

Pricakovana vrednost Y je torej utezeno povprecje pogojnih pricakovanih
vrednosti v posameznih obdobjih, blizja je tistemu obdobju, iz katerega
smo bolj verjetno dobili meritev.

Varianca slucajne spremenljivke Z je enaka

var(Z) = Y [BE(Y|X =x2)- E(Y)]’P(X =)
(1o — uo(l —p) = pp (L= p) + [ — po(1 = p) — pupl’p
[=p (ko — ) (1 = p) + [(1 = p) (1 — p0)]°p
= [ - uo] (1= p) + [ — mo’(1 = p)*p
11 = pol*p(1 = p)(p +1 — p)
(11 — Mo] p(1—p)

Izrazimo Se drugi del, sluc¢ajna spremenljivka var(Y'|X) je enaka

o2; z verjetnostjo (1 — p)

var(Y]X) = { o2 z verjetnostjo p
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Spremenljivka var(Y|X) je torej Bernoullijevo porazdeljena, njena prica-
kovana vrednost je E(var(Y|X)) = o2(1 — p) + o?p.
Zdruzimo oba dela skupaj in dobimo

var(Y') = [ — po]’p(1 = p) + og(1 — p) + o7p

Varianca slucajne spremenljivke Y je torej sesStevek utezenega povprecja
varianc v posameznih obdobjih in ¢lena, ki je odvisen od razmika med
povprecjema.

Izracunajte kovarianco X in Y. Izrazite jo splosno ({Y|X = 0} ~
N(po,03), {Y|X =1} ~ N(m, 0%), P(X =1) = p).
Kako je kovarianca odvisna od parametrov? Kaj pa korelacija?

Po definiciji je kovarianca enaka
cov(X Y) =
= E[(X - E(X))(Y E(Y))]
// r— LB (y — BE(Y))fxy(x,y)dzdy
Zanima nas torej pricakovana vrednost glede na skupno porazdelitev X
in Y (lahko bi pisali Exy). Gostote skupne porazdelitve ne poznamo,
zato poizkusimo izraz preurediti tako, da bo v njem nastopala pogojna

gostota. Uporabimo torej enakost fxy(x,y) = fy|x(y|z)fx(x) in najpre]
izracunajmo integral po y

cov(X,Y) =
= [ [ [ i~ Bonsastololan] s

- /R(x — E(X)) [/R(y— E(Y))fY|X(y|Z‘)dy:| Fx(@)da

V integralu [, E(Y) fy|x(y|z)dy lahko vrednost E(Y') izpostavimo, saj
je konstanta. Funkcija fy|x(y|x) predstavlja pogojno gostoto - pri vsaki
vrednosti x imamo torej neko slu¢ajno spremenljivko U = Y|x—, z go-
stoto fu(u) = fyix(ylz). Zato je integral pri dani vrednosti x enak
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Jz frix(ylz)dy = 1, torej
cov(X,Y) =

=[50 [ [uisty - 5] s

= [ o= BOO)EW1X) - B fx(o)da

V nasem primeru je X diskretna spremenljivka, integral po X lahko torej
zamenjamo z vsoto dveh clenov:

cov(X,Y) =
= 0-—EX)EY|X=0)-EY)|P(X=0)+
(1-EX)EY]X =1) - EY)P(X =1)

Vrednost E(Y|X = 0) = uo je pricakovana vrednost Y pri X = 0,
torej izven tekmovalnega obdobja, podobno smo z u; = E(Y|X = 1)
oznacili pricakovano vrednost ¥ med tekmovalnim obdobjem. Oznacimo
se E(Y') = u. Verjetnost, da je $portnik v tekmovalnem obdobju, ozna¢imo
s p. Ker je X Bernoullijevo porazdeljena spremenljivka, velja F(X) =
P(X =1) =p. Zato

cov(X,Y) =
—plpo — p)(1 —p) + (1 = p)[pa — plp
= p(1 —p)(—po+ 1)

n

cor _ p(1 —p)(p1 — po)
(£.Y) \/varY\/p(l —p)

V naSem primeru

cov(X,Y) = 0,75-0,25- (140 — 150) = —1,875
1,875

T11,03-0.75-025

Kovarianca in korelacija sta odvisni od razlike med povprecjema - vecja
kot je razlika, vecji sta (po absolutni vrednosti). Ce bi bila razlika 0, torej

cor(X,Y) = —0,392
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povprecje neodvisno od obdobja, bi bili tudi korelacija oz. kovarianca
enaki 0. Vrednosti sta negativni, kadar vecji X pomeni manjsi Y. Odvisni
sta tudi od p - najvecji sta, kadar je p = 0,5, torej kadar obe obdobji enako
prispevata k skupnemu povprecju (¢e bi bilo vrednosti v enem obdobju
zelo malo, bi bila korelacija majhna). Dodatno je korelacija odvisna tudi
od variabilnosti v enem in drugem obdobju. Ce bi bila ta variabilnost
velika v primerjavi z razliko med povprecjema, spremenljivki ne bi bili
mocno povezani.

Koliksne so vrednosti variance, kovariance in korelacije, ¢e sta povprecji v
tekmovalnem in izven tekmovalnega obdobja enaki? Ali sta spremenljivki
X in Y tedaj neodvisni?

Ce je razlika enaka 0, torej povprecje neodvisno od obdobja, je varianca
Y enaka var(Y) = 02(1 — p) + o?p, korelacija in kovarianca pa sta enaki
0. Vendar pa to ne pomeni, da sta spremenljivki X in Y neodvisni - od
vrednosti X je odvisna varianca Y. Porazdelitev Y je torej odvisna od
X, cetudi X ne vpliva na povprecje. Torej: vemo, da je korelacija enaka
0, ¢e sta spremenljivki neodvisni, vendar obratno ni nujno res.

Predlogi za vaje v R

e Generirajte veliko stevilo vrednosti in si oglejte njihovo porazdelitev:

> set.seed(1)

> a <- rnorm(1000000,mean=140,sd=11) #vrednosti Y|X za tek. obd.

> b <= rnorm(1000000,mean=150,sd=7) #vrednosti Y|X za ne-tek. obd.
> x <- sample(0:1,size=1000000, #obdobje - porazdelitev X

+ replace=T,prob=c(0.25,0.75))

> y <- akx+b*(1-x) #slucajna spremenljivka Y

> hist(y,prob=T) #narisemo spremenljivko

> mean(y) #ocena povprecja

> var(y) #ocena variance

e Poizkusite preveriti vsakega od rezultatov Se z R. Primerjajte teoreticne
vrednosti z njihovimi ocenami.

Povzetek

e Pogojna pricakovana vrednost E(Y|X) je slucajna spremenljivka. Pri-
cakovana vrednost te sluc¢ajne spremenljivke je F[E(Y|X)] = E(Y).
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e Ce poznamo pogojno porazdelitev Y| X, lahko varianco spremenljivke
Y izrazimo s formulo

var(Y) = var[E(Y|X)] 4+ E[var(Y|X)]

e Kovarianca in korelacija dveh neodvisnih spremenljivk sta enaki 0,
obratno pa ni nujno res: cetudi je kovarianca oziroma korelacija enaka
0, spremenljivki nista nujno neodvisni. Protiprimer je razlozen v tocki

f).

1.8 Uvrscanje

Na podlagi nekega kazalnika zelimo ocenjevati kreditno sposobnost posamez-
nikov, zelimo jih uvrstiti v dve skupini - tiste, ki bodo kredit odplacali, in
tiste, ki ga ne bodo. Kot uc¢ni vzorec imamo na razpolago vrednosti tega
kazalnika za posameznike, ki so lansko leto najeli enoletni kredit, in podatke
o tem, ali je letos kredit odplacan ali ne (naloga je povzeta po Blagus, 2011).
Predpostavimo, da so vrednosti kazalnika porazdeljene pri obeh skupinah
posameznikov priblizno normalno. Na podlagi letosnjih podatkov ocenimo
povprecno vrednost kazalnika za posameznike, ki so kredit odplacali (X), in
za posameznike, ki ga niso (X,). Ti dve oceni sedaj uporabimo za uvricanje
strank: napovemo, da bo nek posameznik uspel odplacati kredit, ¢e je tre-
nutna vrednost njegovega kazalnika blizja X, kot X.

Raziskati zelimo lastnosti takega uvrséanja. Recimo, da smo v uéni vzorec
zajeli ng = 750 posameznikov, ki so kredit odplacali, in ny = 250, ki ga niso.
Recimo, da je kazalnik povsem neuporaben za nas namen, torej da je nje-
gova porazdelitev enaka pri “dobrih” kot pri “slabih” strankah: X in X, sta
enako porazdeljena, oznac¢imo kar z X: X ~ N(50,15%). Ugotoviti zelimo,
koliksna bo verjetnost, da neko nakljuéno stranko na podlagi danasnje vred-
nosti njenega kazalnika uvrstimo med “dobre”.

a) Kaksna je porazdelitev X, (v splognem, torej za neko varianco o2 in neko
stevilo slabih ng v uénem vzorcu)?

X, ~ N(u,0%). Vemo, da je povprecje neodvisnih normalnih spremenljivk
normalno porazdeljeno ter da velja X, = ni > Xsi~ N(p, 2—2)
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b)

Kaksna je porazdelitev X — X,?
Vemo ze (glej nalogo 1.6), da velja X — X, ~ N (0,02 + 2—2)

Oznacimo Z = X — X, in Y = X — X,. Izracunajte kovarianco in kore-
lacijo. Interpretirajte izracunano formulo za korelacijo za n, = ng. Kako
je odvisna od velikosti vzorcev?

Nova vrednost X je neodvisna od vzorénih povprecij, povprecji pa sta
med seboj prav tako neodvisni. Zato velja

cov[X — X, X — X,4] = cov[X, X] = var(X) = ¢?
Korelacija je enaka

— — o

cor[X — X, X — X4 =

Ce sta velikosti vzorca med seboj enaki, velja

Ns

cor[X — X, X — Xy| = o
nS

Ko vzorca narascata, gre korelacija proti 1. To je intuitivno jasno, saj z
naras¢anjem vzorca oceni povpreéij postaneta zelo natanc¢ni (v primerjavi
s posamezno vrednostjo sta skoraj konstanti).

Izrazite formulo za gostoto fzy(z,y).
Namig: uporabimo rezultat, da je skupna gostota v tem primeru nor-
malna (Rice (2009), stran 102), kar pa v splosnem ni nujno vedno res.

Za zapis dvorazsezne normalne porazdelitve potrebujemo robna povprecja

in variance (izpeljali smo jih v drugi tocki) ter korelacijo p med spremen-
ljivkama (izpeljali smo jo v prejsnji tocki). Skupno gostoto torej zapisemo
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Slika 1.7: Razsevni diagram razlik za 100 realizacij slucajne spremenljivke.

kot

_ 1 1 (2 —pz)*  (y—mv)?
fzy(z,y) = ZWUZUyﬂeXP (_2(1—p2) [ 2 + 2

2plz = )y uy)p k K

2 2

I N N
27702sd\/ 1-— 202(1 — p?) |2 d? sd

Pri tem smo oznacili s = ,/1+n% ind=,/1+ nid, torej p*> = 1/(sd).

Definirajmo Se ¢ = “e%d_ in dobimo
1+ns+nd
? (214ns | 214ng
_ - 2(:!/ T“FZ T—Qyz)
Jzy(z,y) = e 2 s d
( Y ) 27T02

e) Zanima nas verjetnost P(|X — X,| < |X — X,|). Kako bi jo izracunali?
Skicirajte obmocje, ki nas zanima, nastavite integral in meje.

Slika 1.8 prikazuje obmocje integracije. Integral, ki ga moramo izracunati,
je enak

P(Y|>|Z]) = //Y|>|Z|fz,y(z,x)dxdz

21+ns 21+
+z —2yz)
) // c 202( v dzdy
mo? [Y[>|Z]
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3y

Slika 1.8: Obmocje |Z| < |Y|, za ns = 10, ng = 20.

Zaradi simetrije je integral za pozitivne y (glej sliko 1.8) enak kot za
negativne, zato je dovolj, da integriramo le gornji del (in mnozimo z 2).
Gornja kraka dodatno razdelimo na negativne in pozitivne vrednosti z

02 14ns +
P(Y| > |2) = -5 / / R L e
ivex

c 2 1+n
e 202 T +Z
7T0'2

[zracunamo zgornje integrale in dobimo

1 1 s
P(Y|>|2) = - (arctan (-,/%) +
v Nng Ng Ng
1+2 / o
+ arctan ( + N falt )) .
nq 14+ng+n,

Za ns = ng je rezultat 0,5, za ny, = 250, ng = 750 pa 0,49. Ce sta vzorca
enako velika, bo ta nacin uvrséanja enote v vsako skupino uvrstil z ver-
jetnostjo 0,5, kar je smiselno (saj kazalnik ni¢ ne pove o kvaliteti). Cim
pa vzorca nista enako velika, verjetnost ne bo ve¢ enaka 0,5 niti ne bo
proporcionalna velikosti vzorca. Za neenake velikosti vzorcev (neurav-
notezene podatke), to uvrscanje torej ne daje zelenih oz. pricakovanih
rezultatov (je pa res, da bodo morali biti podatki zelo neuravnotezeni, da
bo verjetnost bistveno razliécna od 0,5).

~2v2) dzdy.
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Predlogi za vaje v R

e Generirajte vrednosti obeh slu¢ajnih spremenljivk in narisite dobljene
razlike. Pomagajte si s spodnjo kodo.

> set.seed(1)

> slabi <- rnorm(10) #10 vrednosti kazalnika za slabe

> dobri <- rnorm(10) #10 vrednosti kazalnika za dobre

> mnov <- rnorm(1) #ena vrednost za novega posameznika
> plot(nov-mean(slabi) ,nov-mean(dobri),

+ ylim=c(-3,3),xlim=c(-3,3)) #razdalja vrednosti od obeh povprecij
> abline(0,1) #simetrala

> for(it in 1:99){ #ponovim 100x, vsakic znova simuliram
+ slabi <- rnorm(10) #10 slabih in 10 dobrih

+ dobri <- rnorm(10) # ter enega novega, ki ga na podlagi
+ nov <- rnorm(1) # dobljenega kriterija uvrstim

+ points(nov-mean(slabi) ,nov-mean(dobri))

+}

e Spreminjajte velikosti vzorcev in opazujte, kako se spreminja verjetnost
uvrstitve v posamezno skupino. Prestejte vrednosti, ki so uvrscéene v
vsako skupino, in ocenite verjetnosti.

e Podatke generirajte Se na primeru bolj smiselnega indeksa (ki ima
razlicni povprecji v skupinah). Preverite, kako dobro sedaj uvrscate
vrednosti.

Povzetek

e Naloga uporabi predhodno pridobljeno znanje za izpeljavo skupne po-
razdelitve dveh slu¢ajnih spremenljivk. Verjetnost, ki nas zanima,
nato izracunamo kot integral po ustreznem delu tega prostora, torej
obmocju, kjer sta slucajni spremenljivki v Zeleni zvezi.

e V nalogi pokazemo, da pri neuravnotezenih podatkih (vzorca razlicne
velikosti) sicer na videz smiselno uvrséanje ne daje pricakovanih rezul-
tatov. Smiselnost rezultatov smo preverili za primer, ko kazalnik ne
nosi nobene informacije o skupini - ker uvrscanje ze v tem primeru ni
smiselno, bo rezultate uvrscanja nemogoce interpretirati v primeru, ko
bo kazalnik pomemben.
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1.9 Centralni limitni izrek

V raziskavo o pojavih alergije pri dojenckih so vkljucili vse otroke iz lokalnega
zdravstvenega doma, ki so bili na nek datum stari manj kot eno leto, in jih
nato spremljali pol leta. Kaksno povprecéno starost otrok ob vkljucitvi v raz-
iskavo pricakujete? Dolocite meje, v katerih bo s 95% verjetnostjo povprecna
starost otrok na vzorcu, ¢e so bili otroci v raziskavo zares izbrani nakljucno
(predpostavimo, da so vsi rojstni dnevi v letu enako verjetni).

a) Kaksna je priblizna porazdelitev vzorénega povprecja X za nek n?

Zaradi preprostosti vzemimo, da je starost X kar zvezna spremenljivka,
torej enakomerno porazdeljena na intervalu [0,1]. Vsota enakomerno po-
razdeljenih spremenljivk ocitno ni enakomerno porazdeljena, za izpelje-
vanje porazdelitve vsote bi lahko uporabili formulo za vsoto sluc¢ajnih
spremenljivk (glej nalogo 1.4). Ker nam zadostuje priblizek, bomo ubrali
lazjo pot in uporabili centralni limitni izrek, ki pravi, da bo porazdelitev
vsote za dovolj velik n priblizno normalna. Izracunati moramo torej pa-

rametra te normalne porazdelitve, ker vemo, da velja E(X) = E(X) in
var(X) = varX/n, potrebujemo le pricakovano vrednost in varianco spre-
menljivke X. Uporabimo, da je gostota fx(z) enakomerne porazdelitve

enaka 1 na intervalu [0,1] in 0 sicer, in dobimo

1

2
E(X) = /Rxfx(x)da::/xdx:%%:%

1

Porazdelitev X torej lahko aproksimiramo z N (%, o)

b) Zapisite meje, v katerih bo s 95% verjetnostjo vzoréno povprecje, ¢e v
vzorec zajamemo 100 otrok.
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Izracunali smo, da je priblizna porazdelitev povpreénega ¢asa enaka X ~
N(0,5,0,0008). Pri tej porazdelitvi se vrednosti spremenljivke s 95% ver-
jetnostjo nahajajo v mejah 0,5+ 1,96 - 1/0,0008, torej (0,44, 0,56].

Predlogi za vaje v R

e Generirajte velik vzorec iz enakomerne porazdelitve (runif) in na njem
preverite izracun variance.

e Oglejte si porazdelitev vzorénega povprecja za vzorce velikosti n =
5,20, 50 in grafiécno s histogramom preverite, kako dobro se jim prilega
ustrezna normalna porazdelitev.

e Simulirajte vrednosti iz razli¢nih porazdelitev (npr. rgamma, rchisq,
rf, rt ...) in izracunajte njihovo povprecje. Postopek ponovite veli-
kokrat in si oglejte porazdelitev vzorc¢nega povprecja in na ta nacin s
simulacijami preverite centralni limitni izrek.

e Poizkusite si izmisliti porazdelitev, pri kateri bo pri vzorcih velikosti
n = 50 normalna porazdelitev Se vedno slaba aproksimacija za poraz-
delitev vzorcnega povprecja.

Povzetek

e Centralni limitni izrek nam poda asimptotsko aproksimacijo porazdeli-
tve vsote neodvisnih enako porazdeljenih slucajnih spremenljivk. Izrek
je kljuénega pomena v statisti¢ni teoriji, saj pomaga izpeljati poraz-
delitev neke vzorcne statistike, ne da bi morali poznati porazdelitev
populacije, edini pogoj je, da se da statistika zapisati kot vsota ne-
odvisnih slucajnih realizacij iz te populacije. V tem primeru bomo
porazdelitev vzoréne statistike lahko aproksimirali z normalno in to je
tudi razlog, zakaj se normalna porazdelitev v statistiki tako pogosto
pojavlja.

e Pri uporabi centralnega limitnega izreka se moramo seveda zavedati,
da gre vedno le za priblizek, ki bo tem boljsi, ¢im vec¢ji bo vzorec.
Kako dobra je aproksimacija na majhnem vzorcu, bi lahko preverili s
simulacijami.
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Verjetnost in statistika 1.10. Normalna aproksimacija

e V nalogi 1.4 smo pokazali primer porazdelitve, pri kateri je vsota neod-
visnih enako porazdeljenih sluc¢ajnih spremenljivk zopet porazdeljena
z isto porazdelitvijo (spremenijo se le parametri). Po drugi strani nam
centralni limitni izrek pove, da vsota neodvisnih enako porazdeljenih
slu¢ajnih spremenljivk konvergira proti normalni porazdelitvi. Z vsoto
torej lahko ostajamo znotraj iste porazdelitve le pri tistih porazdeli-
tvah, ki so pri dolocenih vrednostih parametrov zelo podobne normalni
porazdelitvi oziroma konvergirajo proti normalni porazdelitvi.

1.10 Normalna aproksimacija binomske po-
razdelitve

V nekem kraju zelijo zgraditi obvoznico, zanima jih delez ljudi, ki to gradnjo
podpirajo. V ta namen izvedejo anketo. Recimo, da je verjetnost, da se posa-
meznik strinja, enaka 0,65. Koliksna je verjetnost, da bo med 6 posamezniki
vecina za gradnjo?

a) Naj bo X = I{posameznik se strinja}, X je Bernoullijevo porazdeljena
spremenljivka. Kako je porazdeljena vsota Sg = Z?:1Xi? Izracunajte
pricakovano vrednost in standardni odklon.

Pricakovana vrednost Bernoullijeve spremenljivke je
E(X) = 0-PX=0)4+1-PX=1)=p
var(X) = E(X?) - E(X)*=1>-P(X =1)—p* =p—p’ = p(1 - p)

za vsoto pa velja

n

ZE
Zvar np(l — p)

i=1

E(Sn) - Z
var(S,) = Varz

Vsota neodvisnih enako Bernoullijevo porazdeljenih spremenljivk je po-
razdeljena binomsko (glej nalogo 1.3), verjetnost posameznega izida je

Ps, =) = ()= o
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b) Izracunajte verjetnost, da so vsaj 4 posamezniki za gradnjo.

Z uporabo formule za binomsko porazdelitev:

6
6
(Sp>=4)=>" (k>(IL65) (0,35) 0,647
k=4
¢) Aproksimirajte to verjetnost Se s pomocjo centralnega limitnega izreka.
Sn—np

np(1—p)
porazdeljeni spremenljvki Z. Poglejmo, kako dobra bo aproksimacija z

normalno porazdelitvijo pri n = 6:

Vemo, da konvergira (v porazdelitvi) proti standardno normalno

P(S, > 35) = Sy, —np 3,0 —np
T np(1—p) ~ /np(1 = p)
3,5—39

Na slikah 1.9 in 1.10 je prikazana kvaliteta aproksimacije za dve vrednosti
p. Vidimo, da je aproksimacija nekoliko slabsa, ¢e je porazdelitev bolj
asimetricna, a Se vedno zelo dobra.

0.10
|
——
——

0.08
I

0.04 0.06

0.00 0.02

Slika 1.9: Aproksimacija binomske porazdelitve z normalno za p = 0,65 in

(a)n =6, (b)n = 500.
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1.10. Normalna aproksimacija
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Slika 1.10: Aproksimacija binomske porazdelitve z normalno za p = 0,9 in

(a)n =6, (b)n = 500.

Predlogi za vaje v R

e Oglejte si, kako dobra je aproksimacija za razlicne velikosti vzorca in

razlicne vrednosti p:

win.graph(height=6,width=12)
par (mfrow=c(1,2))

p <- 0.65

n <- 6

verb <- dbinom(O:n,n,p)

#pripravimo okno za risanje

#narisali bomo dva grafa na isto sliko
#verjetnost, da je posameznik za
#velikost vzorca

#verjetnosti posameznih izidov

barplot(verb,space=0,width=1,ylim=c(0,.4)) #stolpicni diagram

e <- n*p
vern <- dnorm(0:n,e,sd)
points(0:n+.5,vern,pch=16)
sek <- seq(0,n+1,length=100)
vern <- dnorm(sek,e,sd)
lines(sek+.5,vern,lwd=2)
HEH#HHAH B HAHHAH RS
> n <- 50
> verb <- dbinom(O:n,n,p)
> barplot(verb,space=0,width=1)
> sd <- sqrt(n*xp*(1-p))
>
>
>

>
>
>
>
>
>
> sd <- sqrt(n*xp*(1-p))
>
>
>
>
>
>

e <- n*p
vern <- dnorm(0:n,e,sd)
lines(0:n+.5,vern,lwd=2)

Povzetek

#standardni odklon

#pricakovana vrednost

#vrednost gostote v posameznih tockah
#dorisemo vrednosti na graf

#izberemo tocke za racunanje gostote
#vrednost gostote v izbranih tockah
#dorisemo krivuljo na graf

#se enkrat za vecji vzorec

#ver jetnosti posameznih izidov
#stolpicni diagram

#standardni odklon

#pricakovana vrednost

#vrednost gostote v posameznih tockah
#dorisemo vrednosti na graf
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e Centralni limitni izrek nam poda asimptotsko aproksimacijo porazdeli-
tve neke spremenljivke, ki se jo da zapisati kot vsoto neodvisnih enako
porazdeljenih sluc¢ajnih spremenljivk. V tej nalogi smo porazdelitev
vsote poznali in smo izrek uporabili le kot pripomocek (priblizek) za
lazje oziroma hitrejSe racunanje.

e Da racunanje z binomsko porazdelitvijo ne bi bilo prezamudno, smo
uporabili zelo majhen n. Navkljub temu je bil priblizek z normalno
porazdelitvijo ze kar soliden, seveda bi bil za vecje vrednosti n Se toliko
boljsi.
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Poglavje 2

Vzorcenje

Statisticni del knjige pricenjamo s poglavjem o vzorc¢enju (Rice, 2009, po-
glavje 7), ki bo sluzilo kot osnova za razumevanje lastnosti cenilk. Z izrazom
cenilka oznacujemo funkcijo slu¢ajnih spremenljivk (vrednosti na vzorcu), s
katero zelimo oceniti populacijsko koli¢ino, ki nas zanima. Pri vsaki cenilki
nas bo zanimalo predvsem dvoje - ali je cenilka nepristranska in koliksna je
njena varianca. Poiskali bomo nepristranske cenilke za razlicne primere po-
pulacij in nacine vzorcenja - zaceli bomo z neskon¢no populacijo, saj slu¢ajno
vzoréenje iz take populacije da neodvisne enako porazdeljene slucajne spre-
menljivke. Nato si bomo ogledali, kako se izrazi za cenilke in njihove variance
spremenijo, ¢e se med spremenljivkami pojavi odvisnost bodisi zaradi konéne
populacije bodisi zaradi dejstva, da so enote vzorcene iz posameznih skupin
s specificnimi lastnostmi.

V vecini nalog se bomo osredotocili na ocenjevanje povprecja - proucevali
bomo lastnosti intuitivno smiselnih cenilk populacijskega povprecja. Nasa
prva naloga bo pokazati, da je cenilka nepristranska, torej da je njena prica-
kovana vrednost enaka povprec¢ju v populaciji. Naslednji korak je poiskati
standardno napako te ocene, skusali jo bomo izraziti z varianco populacije
ter velikostjo vzorca. Tako izrazeno varianco lahko potem primerjamo med
alternativnimi cenilkami in ugotavljamo, katera ima najmanjso. Zadnji ko-
rak vecine nalog je poiskati Se cenilko variance, torej ugotoviti, kako njeno
velikost lahko ocenimo s pomocjo vzorca.
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2.1 Vzorcenje - neskonc¢na populacija

Oceniti zelimo znizanje vrednosti pritiska pri pacientih z esencialno hiperten-
zijo po treh mesecih jemanja nekega zdravila. V ta namen smo zbrali vzorec
25 bolnikov, naj bo X; vrednost razlike pri i-tem bolniku nasega vzorca.
Predpostavimo, da so slucajne spremenljivke X; neodvisne in enako poraz-
deljene.

a) Pokazite, da je povpre¢je nasega nakljuénega vzorca nepristranska ocena
povprecnega znizanja v populaciji bolnikov (to oznac¢imo z p).
Povprecje vzorca je % >, Xi, povprecje populacije oznac¢imo z p. Pred-

postavljamo, da je vzorec nakljucen, torej da so vrednosti X; enako po-
razdeljene, za vse velja E(X;) = p.

1 < 1 1
E(EZXD = EZE(XD = np=p
=1 =1

b) Kaj lahko recemo o cov(X;, X;), Ce je i # 57

Ker so vrednosti bolnikov med seboj neodvisne, je kovarianca enaka 0.

c¢) Naj bo varianca v populaciji enaka o2. Kolik$na je varianca (oz. standar-
dna napaka) nase cenilke?

B 1 n 1 n 1 n n
var (X) = cov (E;Xi’ E;X]) = ﬁcov (;Xi,;X])
= %icov (Xi,in)
i—1 j=1

= Ly [COV(Xi,Xi)‘i‘ i COV(XivXj)]

n? 4 S~
i=1 J=1j#1

1 n
= - [cov (X, X;) + (n — 1) cov (X, Xj)]
i=1
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Uporabimo, da so vrednosti med seboj neodvisne, torej da je cov[X;, X;] =
0 za vsak @ # j.

_ 1 <&
Var(X) = 3 [cov(X;, X;)]
i=1
L neov(Xi, Xi) = —var(X;)
= —= *NCov iy <Vi) = —var i
n? nV
o2

n

Standardna napaka je enaka SE = \/Lﬁ

d) Na podlagi nasega vzorca Zelimo oceniti 0. Naj bo naSa cenilka 02 =

e> o (Xi — X)? Koliksna mora biti vrednost konstante ¢, da bo nasa
cenilka nepristranska?

Vemo, da velja 0* = E(X?) — E(X)?, torej E(X?) = ¢ + ¢* in podobno
tudi SE? = var(X) = 2 = E(X?) — E(X)?, torej E(X?) = pi + <.
Pri prehodu iz prve v drugo vrstico upostevamo, da velja >, X; X =

XY X =nX2 =5, X%

E

ci(xi—)‘(f] = ¢E zn: (X2 - 2X,X + X?)

=1

Li=1

= ck Xn:Xf—nXQI
Li=1
= cE zn:(Xf—XQ)]

Li=1
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Ker zelimo, da velja E(6?) = 02, mora biti ¢ = —.

Na vzorcu smo dobili naslednje rezultate: £ = 4, 6 = 20. Ocenite stan-
dardno napako (torej standardni odklon vzorénega povprecja). Ali boste
na podlagi podatkov lahko trdili, da se tlak zniza tudi v populaciji?
Ocena standardne napake je enaka SE = \/iﬁ = % = 4. Znizanje pri-
tiska je enako standardni napaki - prave razlike ne moremo razlociti od
naklju¢ne variabilnosti. V ta namen bi potrebovali precej vecji vzorec.

Kako bi s pomocjo dobljenih podatkov zapisali 95% interval zaupanja za
populacijsko povprecje?

Interval zaupanja je verjetnostni interval, za njegov izracun moramo po-
znati porazdelitev cenilke. Ce bi bile vrednosti pritiska v populaciji nor-
malno porazdeljene, bi bilo tudi vzoréno povprec¢je normalno porazdeljeno
(naloga 1.6). Ker smo varianco cenilke ocenili iz podatkov, bi za meje in-
tervala zaupanja morali uporabiti porazdelitev ¢ (Rice, 2009, poglavje 6).
Ce pa porazdelitev v populaciji ni znana, si pomagamo s centralnim li-
mitnim izrekom, ki nam pove, da lahko porazdelitev vzorcnega povprecja
aproksimiramo z normalno. Dobimo torej (glej npr. Rice, 2009, razdelek
7.3.3):
X+ 200 SE=4+1,96-4=[—3,84,11,84]

Predlogi za vaje v R

e Generirajte vzorce velikosti 30 iz enakomerne porazdelitve, vsakic iz-
racunajte povprecje ter si oglejte porazdelitev tega povprecja. Ocenite
pricakovano vrednost za povprecje in standardno napako ter oceni pri-
merjajte s teoreti¢nimi vrednostmi.

e Postopek ponovite Se za druge (morda bolj asimetricne) porazdelitve.

Povzetek

e Medsebojna neodvisnost enot v primeru neskonc¢ne populacije moc¢no
pripomore k preprostosti izpeljav.

e Nepristransko cenilko za varianco smo izpeljali tako, da smo najprej
zapisali intuitivno smiseln izraz, nato pa dolocili Se konstanto, pri kateri
je ta cenilka nepristranska.
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e Ce je populacija neskonc¢na in enote v vzorcu neodvisne, velja:

v AP I )2

var(X) = 30 = n—liz_;(Xz X)

e Da bi na podlagi vzorca lahko napovedovali vrednost povprecja v popu-
laciji, bi seveda morali poznati celotno porazdelitev in ne le pricakovane
vrednosti ter variance vzorénega povpredja. Ce so vrednosti X nor-
malno porazdeljene, je vzorcno povprecje prav tako normalno porazde-
ljeno, da bi lahko rac¢unali poljubne verjetnosti, moramo zato izracunati
le parametra te porazdelitve. A tudi v splosnem lahko porazdeli-
tev vzorénega povprecja aproksimiramo z normalno porazdelitvijo -
tu kljuéno vlogo odigra centralni limitni izrek.

2.2 Vzorcenje - kon¢na populacija

Oceniti zelimo povprecno stevilo zaposlenih v podjetjih neke panoge ob zacet-
ku letosnjega leta. Panoga je razdeljena na podskupine, v eni izmed skupin
je le 11 podjetij. Uspeli smo pridobiti podatke za nakljucen vzorec Sestih
izmed teh podjetij. Naj bo X; stevilo zaposlenih v i-tem podjetju nasega
vzorca, i naj oznacuje njihovo povprecje, o pa standardni odklon.

a) Naj X; in X, oznacujeta vrednosti prvih dveh nakljuéno izbranih podje-
tij. Kaj lahko recemo o cov(X, X»2)? Kaj pa za splosen i # 57

Populacija je kon¢na, oznac¢imo vrednosti v populaciji z xx, k= 1,...,11.
Po nekem vrstnem redu izberimo vseh 11 podjetij, prvih 6 naj predsta-
vlja vzorec, X; oznacuje Stevilo zaposlenih v i-tem izbranem podjetju.
Ker je vsak izmed X; ena od vrednosti xz; in imajo vse enako verjetnost,
je cov(Xy, X)) = cov(X;, X;) za poljubna razli¢na ¢ in j. Vendar pa sedaj
X; in X; nista neodvisni slucajni spremenljivki - ce je X; = x, X, ne
more zavzeti k-te vrednosti.

N N
cov (Xi, ZX]-) = cov (XZ-, Z:ck> =0
j=1

k=1
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Ker je vsota vseh vrednosti konstanta, je zgornji izraz enak 0, torej
cov (XZ, > X ) — cov (X;, Xi) + (N = 1)cov (X, X;) = 0

in zato (za i # j)

0.2

COV(XZ', X]) = —ﬁ

Spremenljivki sta torej negativno povezani.

Izracunajte se korelacijo cor(X;, X;) za neka i # j. Od ¢esa je odvisna?

Korelacija med spremenljivkama je enaka

o? 1

cor(Xi, X;) = T(N—1)e2 N-1

Korelacija je torej odvisna izkljuéno od velikosti populacije in z vecanjem
populacije hitro postane zelo majhna.

[zracunajte standardno napako vzorca velikosti n.

var[X] = cov[— ZX“ ZX ZCOV b ZX

= ﬁ 'Z{COV[AXYZ'7 Xl] + (n - 1)COV[Xi7 XJ]}

1 &, o? 0?2 N—n
B ﬁ;{ (=5 n (N-1)

N—n

Standardna napaka je torej enaka SE = \Uf N1

V drugi panogi imamo 100 podjetij. Kako velik vzorec moramo vzeti iz
te panoge, da bomo dobili priblizno enako veliko standardno napako (pri-
vzemimo, da je varianca tudi v tej panogi enaka ¢%)? Kaj pa ¢e bi imeli
panogo z zelo velikim Stevilom podjetij?
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Verjetnost in statistika 2.2. Vzorcenje - koncna populacija

Za N = 11 in n = 6 dobimo SE? = %150 — £ Pri populaciji ve-
2

likosti 100 nam vzorec velikosti 10 da standardno napako SE? = o<
2

%72.

Ce je populacija ve¢ja, bomo za enako standardno napako torej potre-

bovali ve¢ enot. Ce bi imeli skupino z zelo velikim stevilom podjetij, bi

bil izraz (%:’1‘) priblizno enak 1, zato bi potrebovali 12 podjetij. Velikost

potrebnega vzorca se z vecanjem populacije veca, vendar pa to vecanje

kmalu ni veé bistveno.

vzorec velikosti 11 pa standardno napako SE? =

e) Koliksna mora biti vrednost konstante ¢, da bo cenilka 6° = ¢ 371" | (X; —
X)? nepristransko ocenila vrednost o?

Ponovimo izracun iz zadnje tocke prejsnje naloge, upostevamo, da je
2\ — ,,2 L o2N-n.
E(X ) = U + wN=1-

ElcY (X;=X)] = cE

i=1

> (x5
_ ci |:(,u2+0'2) - (u2+ %2]]\\;:?)}

=1

= {02(1 - L"))]
2 N(n—1)

O'C]V_1

2

Ker Zelimo, da velja E(62) = 02, mora biti ¢ = ﬁ%, torej

1 N-1¢ _
/\2: - XZ_X2
7 n—1 N ( )

i=1

f) Zapisite Se nepristransko cenilko za varianco povprecja.

Zdruzimo dosedanje rezultate in dobimo

~ 2 0% (N —n) I N-1¢ — o (N —n)
S N-—-1 n—1 N Z( ’ )

02N —n

n N
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Verjetnost in statistika 2.3. Dolocitev nacrta vzorcenja

kjer je 0% = =370 (X; — X)2.
Predlogi za vaje v R

e Izmislite si 11 vrednosti ter nato generirajte vzorce velikosti 6. Oglejte
si porazdelitev vzorénih povprecij. Pokazite, da gornja formula pred-
stavlja nepristransko oceno populacijske variance.

Povzetek

e Ce je populacija konéna, vrednosti enot izbranih v vzorec navkljub na-
kljuénemu izbiranju med seboj niso neodvisne, kovarianca med enotami
je enaka:

0.2

cov(X;, X)) = ——

( ’ J) N o 1

e Varianca vzorcnega povprecja in nepristranska cenilka za varianco v
populaciji sta enaki

o N—-n I N-1¢ .

=T 270 e 2 A INT(x, - X)?
var(X) n(N—l)’U n—1 N il( )

e V koné¢ni populaciji bo na izbiro velikosti vzorca vplivala tudi veli-
kost populacije. Vendar pa bo ta vpliv pomemben le pri sorazmerno
majhnih populacijah oziroma takrat, ko velikost vzorca predstavlja ne-
zanemarljiv delez velikosti populacije.

2.3 Dolocitev nacrta vzorcenja

Zanima nas povpre¢na teza bolnikov (u) s hipertenzijo v starostni skupini
60 do 80 let. Tezo bi radi ocenili na podlagi vzorca, jasno je, da bo teza
precej razliéna pri moskih (y1;) kot pri Zenskah (). Cas in denar, ki ju
imamo na voljo za raziskavo, nam dopuscata vzorec velikosti 100. Vemo, da
se v populaciji deleza moskih in Zzensk s hipertenzijo razlikujeta, delez moskih
oznacCimo z d. Zanima nas, koliksen delez moskih in koliksen delez Zensk naj
naberemo v vzorec, da bo standardna napaka nase ocene najmanjsa mozna.
Pri tem predpostavimo, da je standardni odklon teze moskih k-krat vecji od
standardnega odklona teze zensk.
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Verjetnost in statistika 2.3. Dolocitev nacrta vzorcenja

a)

Zapisite nepristransko cenilko za populacijsko povprecje.

Populacijsko povprecje p lahko zapisemo kot p = duy + (1 — d)ps. Ker
velja E(X;) = p1 in E(X3) = pe, je nepristranska cenilka enaka

M =dX,+ (1 —-d)X,

Standardno napako ocene izrazite z velikostima podvzorcev (n; je Stevilo
moskih, ny Stevilo zensk).

Ker je povprecje pri moskih neodvisno od povprecja pri zenskah, velja

2 2
var(M) = d*var(X,) + (1 — d)*var(X,) = dQ% +(1— d)Q%
1 2

Naj velja 01 = kos. Pri kaksni razdelitvi vzorca je standardna napaka
najmanjsa? Izracunajte n, za primera k£ = 1 in k = 2, vzemite, da je
delez moskih enak 0,7.

Varianco vzorénega povprecja zapiSemo kot

PR, (- d)2>

s n—mny

var(M) = o? (

Minimizirati moramo torej izraz v oklepaju. Odvajamo po n; in izenac¢imo

z 0

d*k? n (1—d)?
n? (n —mny)?
—(n—ny)?d*k* +ni(l1—d)?* = 0
(d*k* — (1 — d)*)n} — 2nd*k*ny +n*d*k* = 0
Resimo kvadratno enacbo in dobimo resitev (druga resitev je vecja od n

in tako nesmiselna):

B ndk
Cdk+1—d

ny

Za k = 1 dobimo resitev n; = nd, v konkretnem primeru torej n; = 70
in ny = 30. Ce sta deleza moskih in Zensk na vzorcu enaka delezema v
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populaciji, je standardna napaka najmanjsa mozna.

Ce je standardni odklon teze moskih 2x veéji od standardnega odklona
zensk, dobimo n; = 82,4, vzeti moramo torej ustrezno ve¢ posameznikov
iz bolj variabilne skupine.

Ali porazdelitev cenilke M konvergira proti normalni?

V splosnem ne, to smo ze pokazali v nalogi 1.1e). Ce sta povpredji stra-
tumov razlicni, bo porazdelitev cenilke odvisna od deleza d.

Predlogi za vaje v R

e Izmislite si smiselne vrednosti za parametre v nalogi ter generirajte po-

datke. Grafiéno prikazite, kako se pri razli¢nih izbirah velikosti vzorcev
spreminja kvaliteta vase ocene.

e Poglejte si kaj se dogaja s porazdelitvijo cenilke za povprecje, ko se

vzorec veca.

Povzetek

e Velikost vzorca ne vpliva na pristranskost ocene, je pa klju¢nega po-

mena pri njeni standardni napaki. Pri stratificiranem vzorcenju na
standardno napako vpliva velikost vzorcev in variabilnost v posameznih
stratumih. Ce je variabilnost v stratumih enaka, si najmanjso standar-
dno napako zagotovimo s proporcionalnim vzorcéenjem, torej takim, pri
katerem je delez enot izbranih v podvzorec enak delezu enot podsku-
pine v populaciji.

Ce variabilnost v stratumih ni enaka, moramo iz bolj variabilnih pod-
skupin vzeti ustrezno vecji vzorec.

Ce je stratumov ve¢, je izpeljava nekoliko tezja - minimizirati je po-
trebno po ve¢ spremenljivkah hkrati. Izpeljava z vezanim ekstremom
(omejitev ny + ...+ ngp = n) je podana v knjigi Rice (2009), razdelek
7.5.3.

Opisani vzoréni nacrt je primer stratificiranega vzorcenja: populacija
je razdeljena na ve¢ skupin (stratumov), vsak vzorec je sestavljen tako,
da je vanj izbranih nekaj elementov vsakega stratuma. Vzoréna shema,
pri kateri najprej naklju¢no izberemo nekaj skupin in nato vzoréimo le
iz njih, je primer vecstopenjskega vzorcenja, srecali jo bomo v nalogi
2.6.

20



Verjetnost in statistika 2.4. Ocena kovariance

2.4 QOcena kovariance

V nekem podjetju velikosti N so izvedli izobrazevanje za nakljucen vzorec
n zaposlenih. Ob koncu izobrazevanja so novo znanje preverili s testom.
Podjetje se zeli odlociti, ali je smiselno uvesti izobrazevanje za vse zaposlene,
zato jih zanima povezanost med starostjo zaposlenega (X;) in rezultatom na
testu (V7).

Za vsakega posameznika iz vzorca imamo torej par slucajnih spremenljivk
(X, Y),i=1...n.

a)

Utemeljite, da je koli¢ina cov(X;,Y;) za poljubna i # j enaka.

Vzorcéenje si lahko predstavljamo tako, da smo populacijo naklju¢no ure-
dili, nato pa v vzorec zajeli prvih n posameznikov. Ker imajo vsi vrstni
redi enako verjetnost, bo na i-tem mestu z enako verjetnostjo katerikoli

posameznik. Vsi pari (X;,Y;) imajo tako enako porazdelitev in zato je

enaka tudi kovarianca X; in Y.

Naj bo v = cov(X,,Y;). Izracunajte kovarianco cov(X;,Y;) za i # j.

Uporabimo isto idejo kot pri prejsnji nalogi - vsota vseh vrednosti iz
populacije je konstanta, zato velja

N
cov(X;, ZY}) = cov(X;,Y;) + (N — 1)cov(X;,Y;) =0

j=1
Velja torej (za i # j)

COV()(Z‘7 )/J) = —ﬁ

Kovarianca med spremenljivkama X in Y je definirana kot

cov(X, Y) = cov(Xo, Yi) = 1 3w = o — )] = 5 S —

i=1

. . C1: e 1 N . 1 N
kjer smo z 1 in v oznacili povprecji p = %> . v inv = 5> " vy
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Verjetnost in statistika 2.4. Ocena kovariance

S pomocjo vzorca bi kovarianco radi ocenili s cenilko

i=1

Dolocite vrednost konstante ¢, da bo cenilka nepristranska.

Pricakovana vrednost cenilke je

E@) =c (2.1)

Zaradi simetrije je E(X;Y;) = E(X,Y;) za poljubna i in j. Vemo, da velja

Torej je E(X;Y;) = uv+-y. Oglejmo si Se drugi ¢len na desni strani (2.1):
I I
Il
[
1 n
= B>
i=1

E(XY) = E

XiYi + X zn: Y;

=1,
1 n n
= Y B+ YD E(GY)
i=1 G=1,i#j
1 n
= 3 2 [BEXY) + (n = DE(X:Y])]

Uporabimo rezultat
cov(X,Yy) = B(X.Y;) - E(X)E(Y)

Y
E(XiY;) = s v
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in zato
E(XY) = iﬂbw+7+0%—nmu+4iLﬂ
n? N -1
1 (n—1)
= E[nuv—i—’y(l——N_l)}
1 N —n
= ﬁ{n;u/—l—ny_J

To vstavimo v enacbo (2.1)

[ 1 N —
E®) = c Z'Zl(,uv—l—“y)—nﬁ {nwf—FWN_?H
[ N N —n
¢ [rpw by =g =
N —n
= c|ny—
Y 7N—1
nN—-n N-—-n
pr— C —
TI'NZT TN
N(n—-1
-9 ](\/—1)

c mora biti torej enak —1-~=1
n—1 N

d) Kako bi ocenili korelacijo? Kaj vemo o nepristranskosti te cenilke?

Uporabimo izpeljane formule za oceno kovariance in varianc:

\/Z?:1(Xi - X>2 Z?:1(Yi - Y)Q
Nepristranskosti te ocene nismo dokazali, saj pricakovana vrednost kvo-
cienta ni enaka kvocientu pri¢akovanih vrednosti.
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Predlogi za vaje v R

e Ker ne vemo, ali je ocena korelacije pristranska ali ne, pristranskost
preverimo s simulacijo.
Vzamemo populacijo velikosti N = 300, vzorci naj bodo velikosti
n = 10. Naj bo X starost porazdeljena enakomerno med 25 in 65,
uspeh na testu pa negativno povezan s starostjo, tako da je v povprecju
enak 100 — starost (predpostavimo, da so odstopanja od tega povprecja
razprsena s standardnim odklonom 20 in normalno porazdeljena).

> set.seed(1)

> xi <- runif(300)*40+25 #300 oseb starosti 25-65 let
> yi <= 100 - xi + rnorm(300)*20 #rezultat testa za populacijo
> cov(xi,yi) #kovarianca v populaciji

[1] -136.8110

> cor(xi,yi) #korelacija v populaciji

[1] -0.5207052

> runs <- 10000 #stevilo korakov simulacije
> cova <- cora <- rep(NA,runs) #sem bomo zapisali rezultate
> for(it in 1:rumns){ #simulacija po korakih

+ inx <- sample(l:length(xi),size=10,replace=F) #vzorec n=10

+ xa <- xil[inx] #pogledamo njihove starosti
+ ya <- yilinx] #pogledamo njihove rezultate
+ covalit] <- 1/9%299/300%

+ sum( (xa-mean(xa))*(ya-mean(ya))) #izracunamo kovarianco

+ coralit] <- sum( (xa-mean(xa))*(ya-mean(ya)))/

+  sqrt(sum( (xa-mean(xa)) ~2)*sum((ya-mean(ya))~2)) #korelacija
+ 3

> mean(cova) #povprecna kovarianca

[1] -135.4745

> mean(cora) #povprecna korelacija

[1] -0.5034081

e Vidimo, da sta obe vrednosti po absolutni vrednosti nekoliko manjsi od
populacijskih, preverimo, ali je odstopanje veliko glede na standardno
napako, ki jo lahko pricakujemo pri takem stevilu simulacij.

Zanima nas, ali povpreéna kovarianca (mean(cova)) bistveno odstopa
od prave vrednosti (cov(xi,yi)). Povpreéna kovarianca je slucajna
spremenljivka, ¢e bomo vnovi¢ pognali simulacijo (vseh 10000 kora-
kov), bomo dobili drugo vrednost. Predpostavimo, da je priblizno nor-
malno porazdeljena, ocenimo njeno varianco (varianca povprecja n i.i.d
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Verjetnost in statistika 2.5. Enostavni vzorec, kon¢éna populacija II

spremenljivk je varianca spremenljivk deljeno z n, pri nas je n Stevilo
korakov simulacije). Nic¢elna domneva, ki jo preverjamo, je: Hy: pov-
precna kovarianca je enaka populacijski vrednosti. Odstopanje od te
nicelne domneve preverjamo s testom t.

> (mean(cova)-cov(xi,yi))/sqrt(var(cova)/runs)
[1] 1.509540

Ta rezultat je v okviru pricakovanj, saj smo teoreticno pokazali, da je
ocena kovariance nepristranska. Enako ponovimo za korelacijo:

> (mean(cora)-cor(xi,yi))/sqrt(var(cora)/runs)
[1] 6.66459

Odstopanje pri korelaciji je bistveno vecje, verjamemo, da se v nasi
simulaciji ni zgodilo po nakljucju, temvec je ocena dejansko pristranska.

Povzetek

e Cilj naloge je bil oceniti povezanost med vrednostima dveh slucajnih
spremenljivk na isti enoti neke populacije. Ker je populacija v nasem
primeru koné¢na, je potrebno pri tej oceni upostevati tudi kovarianco
med vrednostmi na razlicnih enotah. Pokazali smo nepristranskost
ocene kovariance, ne pa tudi nepristranskosti ocene korelacije. Za sled-
njo se izkaze, da je pristranska, in sicer nekoliko podceni pravo vrednost
(je blizje 0).

2.5 Enostavni vzorec iz kon¢ne populacije, Se
enkrat

Vzemimo Se enkrat enostavni slucajni vzorec velikosti n iz populacije N,
vrednosti v populaciji oznac¢imo z x;; ¢ = 1,..., N, populacijsko vrednost
povpreéja oznac¢imo z i, variance pa z o2. Definirajmo slu¢ajno spremenljivko
I; = Ijj je izbran v vzore] 11 zapiSimo cenilko populacijskega povprecja p kot C' =

1 N
=i Lizs.
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a)

Koliko je vsota S_~ | I;? Kolikéna je verjetnost P(I; = 1)?

Vsota Zf\il I; = n, saj smo vzeli vzorec velikosti n. Izracunajmo Se
verjetnost, da bo izbran element ¢:

izbiramo vzorce velikosti n in iz populacije velikosti N. Vseh moznih
kombinacij je (JZ ), kaksno je stevilo tistih vzorcev, v katerih je element
1?7 Pri teh vzorcih en element ze poznamo, izmed ostalih N — 1 smo jih
izbrali n — 1. Torej je iskana verjetnost enaka:

)

o N

Pokazite, da je cenilka nepristranska.

P(I;=1) =

Radi bi ocenili p = S

Ker lahko I; zavzame le vrednosti 0 in 1, je E([;) = P(I; = 1) = %
(vzorec je slucajen, zato so verjetnosti za vse i enake), zato dobimo

2

Izrac¢unajte var(l;) in cov(l;, I;).

Spremenljivka I; je Bernoullijeva z verjetnostjo P(I; = 1) =
varianca je zato enaka

~- Njena

n n niN—n

Kovarianco izra¢unamo tako, da upostevamo, da je cov(ly, Iy +...Iy) =
cov(ly,n) =0 in cov(l;, I;) je enaka za vsak i # j:

N n(N—n)

]'Lﬁ]‘ = - -
covldi, ;) 1~ NN 1)
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d) Pokazite Se, da je varianca tako zapisane cenilke enaka var(C') = 2 =

N N
1
var(C) = —QCOV(ZL@,ZQ%)
n — =

1
= — covfxl Ix
2 3 7)
n
=1

3

=

=z

r N
1
= cov(Lix;, Liz;) + Z cov(x; 1, Ijxj)]

2
n
i=1 L j—l,j;éi

wicov(l;, I;) Z z;xjcov(ly, I; )]

1L J=Lj#i

I
§w|,_.

-
Il

Populacijska varianca je definirana kot:
N N
1 1
N Z N Z

zato velja ZZ]\LI r? = N(o? + p?). V izpeljavi variance bomo potrebovali
Se naslednji rezultat:

N N
(sz Zx +Z Z Tir; = Z Z T = NZMQ—ZI?
i=1 = i=1

=1 j=1,j#i i=1 j=1,j#i
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Sedaj to uporabimo in dobimo

1 & al var(/;)
var(C) = = Z [x?var(]i) - Z Tij 5 21]
i=1 j=1,j#i

- s (N—l)zx?—(N2u2—Zx?)]

i=1 =1

var(l;) [ & 2 2 9
S Y o R
L =1

22N — 1)
_ N%var(I)) 1 iv: > o
T Om(N-1 [N&T T
_ Nxar(ly)

~ n%(N - 1)0

Povzetek

e V tej nalogi smo ponovili rezultate iz naloge 2.2, vendar z nekoliko
drugacnim zapisom vzorcnega povprecja. Medtem ko so bile izpeljave
na tem primeru zaradi tega nekoliko zapletenejse, se bo ta pristop iz-
kazal za kljucnega v naslednji nalogi, ko bo populacija razdeljena na
ve¢ skupin. Ta naloga tako sluzi predvsem kot nekoliko bolj pregleden
uvod v naslednjo.

2.6 Vecstopenjsko vzorcenje

Oceniti zelimo dosezek ljubljanskih sedmosolcev na nekem testu znanja, ki
ga izvajajo v veC drzavah. Populacijo N = 2800 ucencev te starosti bomo
vzorcili po Solah (K = 46). V vzorec bomo najprej sluc¢ajno (in neodvisno od
stevila N; sedmosolcev na 8oli i) vzorcili £ = 10 Sol, nato pa bomo na vsaki
Soli izbrali vzorec n = 15 ucencev. Naj p oznacuje populacijsko povprecje
dosezka na testu, p; pa naj bo povprecje za vsako Solo posebej. Vzorcenje
znotraj Sol je neodvisno od vzoréenja na prvem koraku.
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a)

Zapisite nepristransko cenilko za p.

Najprej izrazimo p s povprecji Sol, torej p;. Naj bo z;; vrednost j-tega
ucenca na i-ti Soli. Velja

”:NZZ%:NZM'W (2.2)
=1

i=1 j=1

Ozna¢imo ocenjeno povprecje vsake ole z X;, I; pa naj bo indikatorska
spremenljivka, ki je enaka 1, Ce je Sola izbrana v vzorec. NasSa cenilka naj
bo enaka

Dolociti moramo vrednost konstante ¢;, tako da bo cenilka nepristranska.
Upostevamo, da smo na vsaki Soli vzeli nakljucni vzorec, in zato velja
E(X;) = p;. Ker je vzoréenje na drugem koraku neodvisno od vzoréenja
na prvem, velja E(;X;) = E(I;) E(X;). Ker smo na prvem koraku vzoréili
vse Sole z enako verjetnostjo, je F(I;) = 4 za vsak i. Uporabimo vse
nasteto in dobimo

L
K

K K

E(X) = ZciE(IZ-Xi) > ¢E(L)E(X))

Kako bi ocenili populacijsko povprecje, ¢e bi imele vse Sole enako Stevilo
ucencev L7?

Ker velja N = Zfil N;, za enake N; = L Velja N = KL, in zato
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Verjetnost in statistika 2.6. Vecstopenjsko vzorcenje

c¢) Ali je za nepristranskost pomembno, koliko ucencev z vsake sole vzamete?

Ne, X; je nepristranska cenilka j; ne glede na velikost vzorca. Seveda
pa velikost vzorca vpliva na standardno napako te cenilke.

d) Zapisite varianco cenilke s pomo¢jo varianc in kovarianc

var(X) = var( ZN]X

K\2 K B B
— (N—k) > [N2var]X Z N;N,cov(I; X;, I, X;)

i=1 j=1yi#j

.. . . . N; ..
e) Oznacimo varianco znotraj vsake sole z o7, = - " (w4 — pui)?. Kaj je
1

var(I;X;) in kaj cov(I; X;, [; X;)?

Uporabimo, da je vzorcenje na drugem koraku neodvisno od vzorcenja
na prvem in da je I? = I; (12 =1, 0> = 0):

var([,X;)) = E(I?)X?) - E(I,X,)? = E(I)E(X?) — E(I,*B(X,)?
ko oy N\,
. ?E(Xi)_ (g) %

Upostevamo $e, da je E(X?) = var(X;) + B(X;)? = g—]]\\f,z L4 p?, i
dobimo

_ k (02 N;—n Y\’
var(;X;) = ?( n NY_1+/”L12)_(?) i

k(K —k) ko N, —n
- M Kn N,—1

Sgw

Sedaj izrazimo Se kovarianco:
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Upostevamo neodvisnost vzorcenja na prvem in drugem koraku in dejstvo,
da je povprecje na eni Soli neodvisno od povprecja druge Sole:

cov([; X, I;X;) = E(LL)pip; — E(L)E(L) pap;

KK — k)
= ,ui,UjCO'U([ian) = _Miﬂjm

f) Izpeljite formulo za varianco cenilke v primeru, ko so vse vrednosti V;
enake L in je varianca znotraj Sole enaka za vse Sole, varianco med Solami
oznacite z o?.

B 1\2K B K ) )
V&I‘(X) = (L_k> Z[LQVELI'(IZXZ)—F Z L2COV(IiXi,Ij j)
i=1 i=1,i#j
IN [ Lk(K—k) koXL—n
- (E) z_;[“ K2 Knl-1
- XK: N k(K — k)
J=1,i#j Z sz(K D

Uporabimo izraz za varianco med Solami
K

2 2
E My — [
i=1

,_ 1y o lx~po 21 _ 1
oy =2 D lmi— =2 > [k = 2 — %] =
=1 1=1

in podobno kot pri nalogi 2.5

K K K
DTN =K =Dk
i=1 j=1,i#j i=1
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K K K
k(K — k) k(K — k)
2
P e <D D DRI <y
=1 i=1 j=1i#j
k(K—k)) K ) K K
L i=1 i=1 j=1,i#j
k(K —k) | S o aia NS
- K —1 ‘ K2 — :
R ) | );uz (u ;uz)
k(K =k 'Ki/ﬁ_/m
KK -1) | &5
K-k [ 1 &,
T K1 [EZ’”_”
=1
k(K — k)
= k-1 %
in zato
_ 1 [k(K-k) , (ko> L-n
X p— —_— __w
var(X) = 4 (K—1)0b+; KnL-1
1 k(K —k) 2+Kk:05]L—n
kR (K-1) " kKKnL-1
o K—k +10121)L—n
- k(K—-1) knL-1

g) Ali lahko porazdelitev cenilke za povprecje aproksimiramo z normalno

porazdelitvijo?

Da bi porazdelitev cenilke konvergirali proti neskoncénosti ni dovolj le
narascanje velikosti vzorca - nujen pogoj je, da gre proti neskonc¢nosti

tudi Stevilo izbranih skupin.

Predlogi za vaje v R

e Preverite rezultate naloge z R.
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e S simulacijami si oglejte, kaj se dogaja s porazdelitvijo cenilke pov-
precja, ko gre velikost vzorca proti neskoncnosti.

Povzetek

e Ko je populacija razdeljena na skupine, ki imajo razlicna povprecja,
povprecje enot, zajetih v vzorec, ni ve¢ nujno nepristranska cenilka
populacijskega povprecja - v ta namen je povprecja posameznih skupin
potrebno ustrezno uteziti.

e Mozne so razlicne sheme vzorcenja, v katerih imajo lahko nepristranske
cenilke pri enakem Stevilu enot razlicno standardno napako. Pogosto
bo tako cilj poiskati shemo vzorcenja, ki nam pri enaki skupni veli-
kosti vzorca da najbolj natancen rezultat, torej najmanjso standardno
napako.

e Oglejmo si Se enkrat izraz za varianco cenilke in ga skusajmo interpre-
tirati. Denimo, da imamo veliko Stevilo Sol in veliko Stevilo ucencev na
vsaki Soli (popravka za konéno populacijo postaneta zanemarljiva), in
upostevajmo, da so vse Sole enako velike (enako prispevajo k skupnemu
povprecju) in da je varianca znotraj vseh Sol enaka. Dobljeni izraz za
varianco cenilke poenostavi v

. o} o2
V&I‘(X):?b T

Vidimo, da za varianco cenilke pomembnejso vlogo igra varianca med
povprecji Sol, medtem ko del, ki izhaja iz variabilnosti znotraj Sol, hitro
postane zelo majhen.

Pri dani velikosti vzorca bo cenilka torej imela najmanjso varianco ta-
krat, ko bomo vzeli le po enega ucenca z vsake Sole. V tem primeru je
vzorec sestavljen iz neodvisnih slucajnih spremenljivk in tako se noben
del informacije ne podvaja zaradi odvisnosti. Je pa iz takega vzorca se-
veda nemogoce ocenjevati varianco znotraj skupin, pa tudi o povprecjih
skupin vemo zelo malo.
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Poglavje 3

Ocenjevanje parametrov -
metoda najvecjega verjetja

V prejsnjem poglavju smo intuitivno smiselno cenilko za povprecje ali va-
rianco dolocili kar neposredno, tako da smo sledili definiciji teh koli¢in v
populaciji. V splosnem bo smiselno cenilko pogosto precej tezje dolociti. Se
pomembnejse kot le imeti ustrezno cenilko je tudi poznavanje njene poraz-
delitve. V prejsnjem poglavju smo za aproksimacijo porazdelitve uporabili
centralni limitni izrek - cenilke, ki so nas zanimale, se je namrec dalo izraziti
kot vsote neodvisnih enako porazdeljenih slucajnih spremenljivk, kar pa v
splosnem seveda ne bo vedno res.

Metoda najvecjega verjetja (Rice, 2009, razdelek 8.5) je generiéna metoda, ki
pomaga izpeljati smiselno cenilko, katere asimptotska porazdelitev je znana.
7, vecanjem velikosti vzorca n proti neskoncnosti se porazdelitev cenilke po
metodi najvecjega verjetja priblizuje normalni porazdelitvi. Vrednost te ce-
nilke z vecanjem vzorca konvergira k populacijski vrednosti, ki jo ocenjujemo,
cenilka po metodi najvecjega verjetja je torej dosledna (vendar na majhnih
vzorcih ne nujno nepristranska). Hkrati je z metodo podan tudi postopek
izpeljave variance, s ¢imer je asimptotska porazdelitev dolocena.

Kljuéno vlogo v teoriti¢ni podlagi te metode igrata prvi in drugi odvod lo-
garitma verjetja (Rice, 2009, razdelek 8.5.2). Prvi odvod imenujemo funk-
cija zbira (‘score function’), z njegovo pomocjo izpeljemo cenilko, negativno
pricakovano vrednost drugega odvoda imenujemo Fisherjeva informacija in
je del formule za varianco.

Poglavje pricnemo z iskanjem cenilke za populacijski delez. Na tem primeru
pokazemo, da metoda najvecjega verjetja predlaga enostavno cenilko, do ka-
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tere bi tudi sicer prisli po intuitivni poti - na ta nac¢in na primeru skusamo
razumeti smiselnost metode. Druga naloga v tem poglavju obravnava ravno
tako zelo pogosto uporabljan problem - po metodi najvecjega verjetja izpelje
cenilki za parametra v linearni regresiji (Rice, 2009, poglavje 14). Ta naloga
tako sluzi za uvod v naslednja poglavja kot tudi za primer, v katerem hkrati
ocenjujemo vec kot en parameter.

3.1 Ocenjevanje deleza

Naj bodo x4, ... x, neodvisne realizacije Bernoullijevo porazdeljene slucajne
spremenljivke X. Radi bi ocenili parameter p.

a) Recimo, da je n = 5 in da smo dobili naslednjih 5 vrednosti: 1,0,1,1,1.
Koliksna bi bila verjetnost tega dogodka, ce bi bil p = 0,27 Kaj pa za
p = 0,757 Narisite krivuljo verjetnosti tega dogodka glede na p. Kako bi
izracunali njen vrh?

Verjetnost dogodka izracunamo kot 0,2%0,8!, torej pF(1 — p)" %, kjer je
k stevilo enic. Ozna¢imo z A dogodek A = {X; = 1, Xy, = 0,X;3 =
1,Xy =1,X5 = 1}. Za p = 0,2 dobimo P(A) = 0,00128, za p = 0,75
dobimo P(A) = 0,079. Narisemo krivuljo za vrednosti p med 0 in 1:

0.08

0.06

0.02

0.00

Slika 3.1: Verjetnost opazZenega dogodka glede na p.

Vrh funkcije lahko poiséemo z odvajanjem - odvajamo funkcijo p*(1—p)"~*
po p in izena¢imo z 0 (lokalni maksimum). Vrh ni odvisen od vrstnih
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redov.

V nagem primeru je vrh funkcije dosezen pri p = 2

5

b) Podatke, ki jih dobimo na nekem vzorcu, ozna¢imo z xy,...,z, (v zgor-
njem primeru je bil n = 5, 1 = 1 in 29 = 0). Za vsako enoto zapisite
P(X; = x;|p), torej verjetnost, da se je zgodil dogodek, ki smo ga videli.
Zapisite funkcijo verjetja.

P(X; = alp) =p" (1 —p)' ™™

Funkcija verjetja je produkt posameznih verjetnosti (predpostavili smo,
da so slucajne spremenljivke X; neodvisne), torej

L(pu l’) = P(Xl =T1,... 7Xn = an‘p) — Hpm(l _p>17:ri

i=1
= pzy:l 331(1 — p)an;-;l z;
¢) Poiscite oceno za p po metodi najvecjega verjetja.

Ker je logaritem monotona funkcija, lahko namesto lokalnega maksimuma
te funkcije gledamo raje maksimum logaritma:

log L(p,x) = Z:v log(p) + (n — Z:r) log(1 — p)

0log L(p, v) D iy i _n- iy i

dp p L—p
_ Z?:l Li — PZL x; — p(n — Z?:l ;)
p(1—p)
X
p(1—p)

Odvod logaritma verjetja bo enak 0 pri pn = Y |, x;. Ocena po metodi
najvecjega verjetja je torej p = %Z?Zl x;. Ocena je ravno delez enic v
VZOTClL.
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d)

Ali je ocena nepristranska?

Metoda najvecjega verjetja zagotavlja le doslednost (nepristranost, ko gre
n — 00), v nasemo primeru dobimo

E(ﬁ)ZE(IZ ZESC = Zn:pzp

=1

V naSem primeru je torej ocena neprlstranska.

Zapisite oceno standardne napake

Varianca ocene je enaka 11(p)~!, kjer I(p) oznacuje Fisherjevo informa-
cijo:

10) =8 [ L tosts 0] = B[ L oatrxm) |

V nasem primeru sta izracuna po obeh formulah enako tezka, uporabimo
prvo formulo:

fXlp) = p*1—p'~

o) = ~E ; g (X 1)

— |5 (Xlogp+ (1 X) og(1 - )

-5 (5 -)

= e ()]

- 25 (o Z)]

_ g [pa=p)(=1) — (1= 2p)(X ~ p)}
_ A7

_ _p _—p+p2—X+2pX+p—2p2}
I p*(1 —p)?

_ _E _—pQ—X—I-QpX]

p*(1 —p)?
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Pri ra¢unanju pricakovane vrednosti upostevamo, da je E(X) = p, ker je
X le v stevcu, dobimo

1) = -8 | L]
p(l—p)

f) Oceniti zelimo delez volilcev nekega kandidata. Na vzorcu n = 500 zanj
glasuje 29 % volilcev. Podajte 95% interval zaupanja za to oceno.

Vzoréna ocena je p = 0,29. Standardno napako (torej standardni od-
klon cenilke) na vzorcu ocenimo s pomocjo p, ocena standardne napake
je torej enaka
—~ 1 (1l —p
5 __ p(1—p) — 0,02
nl(p) n

Teorija nam pove, da je lahko porazdelitev kvocienta ’% aproksimiramo
z normalno porazdelitvijo, 95% interval zaupanja je enak [0,25,0,33].

Predlogi za vaje v R
e 7 R narisite sliko 3.1:

> p <- seq(0,1,length=100) #za 100 vrednosi p med O in 1
>y <= p~4x(1-p) #za vsako vrednost izracunam verjetnost
> plot(p,y,type="1") #narisem in povezem s krivuljo

e Generirajte vzorec velikosti 500, v katerem ima vsak posameznik verje-
tnost 0,3, da glasuje za nekega kandidata. Ocenite verjetnost z delezem
na vzorcu. Ponovite poskus 1000x in si oglejte porazdelitev vzorénih
ocen.

e Na vsakem vzorcu ocenjenemu delezu dodajte Se 95% interval zaupanja.
Koliksen je delez vzorcev, pri katerih interval zaupanja zajema pravo
vrednost (0,3)? Temu delezu pravimo pokritje (angl. ’coverage’). Pozor
- ta delez ni nujno enak 95%, saj nam teorija da le priblizek porazdelitvi,
na manjsih vzorcih bo zato ta odstotek lahko precej odstopal.

68



Verjetnost in statistika 3.2. Povezanost dveh spremenljivk

Povzetek

e V nalogi smo za preprost primer narisali funkcijo verjetja in intuitivno
utemeljili, zakaj je tocka, v kateri ta funkcija doseze vrh, smiselna ocena
parametra.

e Ocena deleza v populaciji po metodi najvecjega verjetja je kar delez na
vzorcu. Pokazali smo, da je ta ocena nepristranska.

e Varianca ocene deleza je enaka 1@. Odvisna je od velikosti vzorca
in od dejanske vrednosti deleza, ki ga ocenjujemo - napaka bo najvecja
pri ocenjevanju delezev blizu polovice.

3.2 Povezanost dveh spremenljivk

Zanima nas, kako je prihodek podjetja v neki panogi odvisen od stevila za-
poslenih. Predpostavimo, da je prihodek podjetja normalno porazdeljen s
povprecjem By + £1X, kjer je X logaritem Stevila zaposlenih. Denimo, da
imamo podatke o Stevilu zaposlenih in prihodku za vzorec podjetij, radi bi
ocenili parametra [y in (3.

a) Zapisite gostoto porazdelitve prihodka podjetja, ¢e vemo, da je varianca
enaka o2.

Predpostavljamo, da je Y ~ N(By + 51X, 02), torej

1 _-Be-5X%)2

e 202
\V2ro

f(Y;X|5075170) =

b) Zapisite funkcijo verjetja. Kaj je funkcija, ki jo moramo maksimizirati?
Dani so podatki (z;,v;),i=1,...,n.

1 _ (yrﬂo}ﬁﬂi)Q

(& 20
Y% 2mo

1 Z?:l(yi—ﬂo—ﬁlzi)z

—¢ 202

(V2mo)n

L(:yax?BO’ﬁl;O—) =

n
1=
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Logaritem te funkcije je

S (yi — Bo — Prx;)?

202

n
log L(y,z, Bo, 1, 0) = 3 log(2m0?) —

Ker nas zanimata le parametra [, in 51, je prvi del funkcije konstanta,
maksimizirati je potrebno le izraz

- Z(yz — fo — 51%‘)2
i=1

Izraz y;—(Bo+P1x;) predstavlja razdaljo med tockama T'(z;, y;) in T'(z;, Bo+
f12;), to vrednost imenujemo ostanek (razdalja tocke od premice). Oceni
za parametra 3y in ; doloc¢ata premico, ki se najbolje prilega podatkom
v smislu, da je vsota kvadriranih ostankov tock od premice najmanjsa
mozna. To oceno zato imenujemo ocena po metodi najmanjsih kvadratov

(Rice, 2009, razdelek 14.1).

Izra¢unajte oceni By in 5; po metodi najvecjega verjetja.
Najprej za [o:
a n

2
ETeN ; (yi — Bo — Prx;)

= =2 Z (i — Bo — Pri)
i=1

Ce zgornji izraz izena¢imo z 0, dobimo (izraz je enak ni¢ za posebni vre-
dnosti fy in (1, ki ju ozna¢imo s stresico)

-2 (Zyz —nfy — BlZ%) =0
i—1 i—1
B\o = % <Zyz - @Z%)
i—1 i—1
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Sedaj odvajamo Se po (:

a n
(9_51 Z (yi — Bo — 51%’)2

i=1

= =2 Z Z; (yz — By — 51%)
i1
= =2 (Z%?Jz - 502171‘ — 512%2>
i—1 i1 i1

Ce zgornji izraz izenac¢imo z 0, dobimo

n o~ n
Z TiYi — Bo Z X
i=1 =1
B = —

>

i=1

Zdruzimo obe izpeljavi in (po malce premetavanja ¢lenov) dobimo

”szyz - Z%Zyz
i=1 i=1 =1

/81 = n n

ny xp — (3 ;)
i=1

=1

n n n n
TF DY — 2Ty Ty
a =1 =1 =1 =1

0o — n

ngxz—@xm

i=1

d) Izracunajte standardno napako za obe oceni.

Za Fisherjevo matriko informacije moramo izracunati druge odvode. Lo-
garitem funkcije verjetja je enak

(Y — Bo — B1X)?

202

log f(Y, X|Bo, f1,0) = —%10g(27r02) —
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Prva odvoda sta enaka

0 1
8—5010gf(Y,X|50751,0) = ;(Y—ﬂo—&X)
0 X
a—ﬁllogf(Y,Xlﬁo,ﬁbU) = ;(Y—ﬁo—&X)
Drugi odvodi so potem
0? 1
5 08TV X0, Bo) =~
0 X2
8_ﬁ%10gf(Y7X|5075170_) = _g
0? X
861ﬁ0 logf(Y7X‘ﬁ076170) - _;

Cleni Fisherjeve matrike informacije so negativne pricakovane vrednosti
drugih odvodov. Ker pri¢akovane vrednosti X oziroma X? ne poznamo,
ju ocenimo iz podatkov:

1 lf.

Inverz te matrike je potem

}L;xf 2| - 1
n zato
n
~ o1 T
Var(ﬁo) = % = ﬁ =1




Verjetnost in statistika 3.2. Povezanost dveh spremenljivk

ter
~ I} 1 o?
Var(ﬂl) = % = E n
1 —
- l; x? — 72
no?
= n n
ny xy — (3 w)?
i=1 i=1
Povzetek

e Ce je pogojna porazdelitev spremenljivke Y glede na X normalna, je
ocena parametrov v linearni regresiji po metodi najvecjega verjetja
enaka oceni po metodi najmanjsih kvadratov.

e Metoda najmanjsih kvadratov je intuitiven pristop, ki zagotavlja smi-
selno premico. Da bi lahko uporabili to metodo, moramo definirati
model in s tem ostanke, ni pa nam potrebno narediti nobenih predpo-
stavk o porazdelitvi ostankov. Metoda nam da cenilke koeficientov, ne
izvemo pa nicesar o njihovi standardni napaki oziroma porazdelitvi. V
posameznih primerih bo navkljub temu porazdelitev dokaj preprosto
najti, saj so cenilke koeficientov linearne kombinacije spremenljivke Y.
Nasprotno metoda najvecjega verjetja zahteva predpostavke o poraz-
delitvi ostankov ter nato tudi poda asimptotsko porazdelitev teh ocen
glede na pravo vrednost parametrov v populaciji.
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Poglavje 4

Preizkusanje domnev

Statisticno sklepanje, opisano v prejsnjih poglavjih je bilo osredotoceno, na
ocenjevanje vrednosti v populaciji s pomocjo vzorca. V tem razdelku bomo
s pomocjo vzorca preverjali resni¢nost trditev o populaciji.

Frekventisticna statistika pri tovrstnem preizkusanju domnev temelji na Ney-
man-Pearsonovi paradigmi (Rice, 2009, razdelek 9.2), ki predstavlja nacin
odlocanja med domnevami. Pri tem osrednjo vlogo igra ena izmed domnev,
imenujemo jo ni¢elna domneva, ki naj bi predstavljala nase dosedanje znan-
je. Od nje smo se pripravljeni oddaljiti le, ¢e je verjetnost, da vzorec izhaja
iz populacije, v kateri ta domneva drzi, zelo majhna. Da bi o tem lahko
presojali, definiramo smiselno testno statistiko, ki predstavlja nek povzetek
informacije o nic¢elni domnevi, ki nam jo ponuja vzorec. Ce poznamo poraz-
delitev te testne statistike pod nicelno domnevo, lahko potem presojamo o
‘nenavadnosti’ njene vrednosti na nasem vzorcu.

Porazdelitev testne statistike pod ni¢elno domnevo nam bo omogocila
postavitev mej, v katerih se z veliko verjetnostjo nahaja vrednost testne sta-
tistike za vzorce, ki izhajajo iz populacije, v kateri nicelna domneva velja.
Ce bodo meje na vzorcu presezene, bomo govorili o statistiéno znacilnem
rezultatu in nicelno domnevo zavrnili v korist alternativne. Pri tovrstnem
odloc¢anju lahko zagresimo dve vrsti napak. Napaka prve vrste je verjetnost,
da zavrnemo nicelno domnevo, ¢etudi v populaciji drzi. Velikost te napake
dolo¢imo sami, glede na to kako veliko verjetnost te napake si bomo dovolili,
bomo postavili meje oziroma dolo¢ili obmocje zavrnitve. Najvec¢jo dovoljeno
verjetnost napake bomo imenovali stopnja znacilnosti in jo oznacili z . Na-
paka druge vrste (oznagcili jo bomo z ) je verjetnost, da ni¢elne domneve na
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podlagi vzorca ne bomo zavrnili, ¢etudi bi jo morali. O velikosti te napake
lahko sklepamo, ¢e poznamo porazdelitev testne statistike pod alternativno
domnevo. Na primerih si bomo ogledali, kaj vse vpliva na njeno velikost.
Pogosto bomo namesto o napaki druge vrste govorili o nasprotni verjetnosti,
torej verjetnosti, da uspemo zavrniti nicelno domnevo, kadar vzorec dejansko
ne izhaja iz populacije, v kateri bi nicelna domneva veljala. To verjetnost
bomo imenovali mo¢ testa.

Poglavje pricnemo s preprostim primeom s pomocjo katerega uvedemo

osnovne pojme in ideje statisticnega preizkusanja domnev. Sledi konkre-
ten primer iz prakse, ki nam pokaze, kako pomemben je lahko izracun moci
pred zacetkom raziskave. Nato se vrnemo na nekoliko splosnejsi primer, pri
katerem se na podlagi vzorca zelimo odloc¢ati med dvema domnevama o po-
pulaciji, a imamo vsaj za zacetek domnevi za enakovredni. Odlocanje poteka
tako, da na vzorcu definiramo smiselno testno statistiko, katere vrednosti
bodo ‘dokazi’ v prid eni ali drugi domnevi. Odlocali se bomo glede na ver-
jetnost, torej je nujno poznati porazdelitev te testne statistike, ki pa bo pod
razlicnima domnevama seveda razlicna. Nalogo bomo nato Se posplosili in si
pogledali primer uporabe centralnega limitnega izreka pri iskanju porazdeli-
tve testne statistike.
Poglavje bomo zakljuéili s posplosenim testom razmerja verjetij (Rice, 2009,
razdelek 9.4). Podobno kot je metoda najvecjega verjetja pomenila genericen
pristop k iskanju smiselne cenilke, ki hkrati podaja tudi njeno asimptotsko
porazdelitev, tudi posploseni test razmerja verjetij pomeni generi¢en pristop,
ki nam predlaga smiselno testno statistiko in poda njeno asimptotsko poraz-
delitev.

4.1 Osnovni pojmi pri statisticCnem preizku-
Sanju domnev

Zelimo preveriti, ali je kovanec posten. Naredili smo poizkus, kjer smo 10-
krat vrgli kovanec in pri tem 7-krat dobili grb.

a) Zapisite ni¢elno domnevo za vas primer. Ali je nicelna domneva eno-
stavna ali sestavljena? ZapiSite testno statistiko, oznacite jo z X - kaksna
je njena porazdelitev pod nic¢elno domnevo?
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Hy : p=0,5. S tem je porazdelitev slucajne spremenljivke pod nicelno
domnevo natanko doloc¢ena, zato pravimo, da je ni¢elna domneva eno-
stavna. Testna statistika X je stevilo grbov: porazdelitev testne statistike
pod ni¢elno domnevo je binomska B(10,0,5).

Denimo, da je vasa alternativna domneva H4 : p > 0,5. Ali je ta domneva
enostavna ali sestavljena? Pri kaksnih vrednostih X boste zavrnili ni¢elno
domnevo v prid alternativni? Ali je domneva enostranska ali dvostranska?

Domneva je sestavljena, saj zajema ve¢ vrednosti istega parametra - tudi
¢e vemo, da domneva drzi, Se ne poznamo porazdelitve. Zavracali bomo
pri velikih vrednostih X. Domneva je enostranska, saj nas bo zanimal le
desni rep porazdelitve.

V nasem primeru je X = 7. Koliksna je verjetnost, da se na vzorcu zgodi
ta dogodek, ¢e nicelna domneva drzi?

Ce ni¢elna domneva drzi (p = 0,5), je Py(X =7) = 0,117.

Denimo, da je obmoc¢je zavrnitve sestavljeno iz vrednosti {10}. Koliksna
je stopnja znacilnosti o v tem primeru? Koliksna je stopnja znacilnosti,
e je obmocje zavrnitve sestavljeno iz vrednosti {6,7,8,9,10}7

@e ni¢elna domneva drzi (p = 0,5), je Po(X = 10) = 0,001.
Ce nic¢elna domneva drzi (p = 0,5), je By(X > 6) = 0,377.

Dolocite obmocje zavrnitve pri stopnji znacilnosti « = 0,05. Ali lahko na
podlagi dobljenih podatkov zavrnete nicelno domnevo pri stopnji znacilnosti
a = 0,057

Najvecja vrednost k, tako da velja Py(X > k) < 0,05, je enaka 9. Stop-
nja znacilnosti je v tem primeru enaka 0,01. Nic¢elne domneve seveda ne
moremo zavrniti.

Koliksna je moc testa pri tej vrednosti «, ¢e predpostavimo, da je prava
vrednost parametra p = 0,67 Kaj pa pri p = 0,77 Koliksna je v teh
primerih napaka druge vrste?

Mo¢ testa je majhna - 0,046 oziroma 0,149. Pri tako majhnem vzorcu
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in majhni stopnji znacilnosti bomo nicelno domnevo le redko uspesno za-
vrnili. Napako druge vrste izracunamo kot 1 - moc.

g) Predpostavite, da je vasa alternativha domneva enaka Hy : p # 0,5. Ali
je ta domneva enostavna ali sestavljena? Ali je domneva enostranska ali
dvostranska?

Alternativna domneva je Se vedno sestavljena, zdaj je tudi dvostranska.

h) Kaksno bo sedaj obmocje zavrnitve, ¢e zelite, da je a < 0,057 Koliksna
natanko bo stopnja znacilnosti za to obmocje?

Obmocje zavrnitve bo sestavljeno iz vrednosti {0,1,9,10}. Stopnja znacilnosti
za to obmocje je enaka a = 0,02.

i) Izracunajte Se moc¢ testa v tem primeru.

Pri moci testa moramo upostevati, da bomo sedaj ni¢elno domnevo zavr-
nili tudi ¢e bo X enak 0 ali 1. Ker pa je verjetnost teh dveh vrednosti za
p = 0,6 oz. p= 10,7 zelo majhna, se mo¢ prakti¢no ne spremeni.

Tabela 4.1: Kumulativne verjetnosti P(X < k|p) za binomsko porazdelitev
pri n = 10.

p\k 0 1 2 3 1 5 6 7 8 9 1
0,5 0,001 0011 0055 00172 0,377 0,623 0,828 0,945 0,980 0,999
0,6 0,000 0002 0012 0,055 0,166 0,367 0,618 0,833 0,954 0,994
0,7 0,000 0,000 0,002 0,011 0,047 0,150 0,350 0,617 0,851 0,972

—_ == O

Predlogi za vaje v R

e 1000x ponovite poskus, v katerem po 10x mecete kovanec. Oglejte si
verjetnost zavrnitve za posamezno obmocje.

e Spremenite verjetnost, s katero pade grb, in si oglejte moc testa.

e Povecajte vzorec in si oglejte, kako se spreminja moc testa.
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Povzetek

e V nalogi smo se z enostavnim primerom sprehodili ¢ez osnovne pojme
preizkusanja domnev, kot so: nicelna domneva, testna statistika, eno-
stavna oziroma sestavljena domneva, stopnja znacilnosti, zavrnitveno
obmocje, enostranska oziroma dvostranska alternativna domneva, moc
testa.

e Neyman-Pearsonova lema (Rice, 2009, stran 332) pove, da ima raz-
merje verjetij pri dani stopnji znacilnosti o najvecjo moc¢ izmed vseh
testnih statistik. Pogoj za Neyman-Pearsonovo lemo je, da sta nicelna
in alternativna domneva enostavni, torej natanko dolocata porazdeli-
tev.

4.2 Moc testa

Iz literature lahko povzamemo, da se Sportnikovo povprecje hemoglobina
ob vsaj 14-dnevnem bivanju na visini nad 1500 m zvisa za 2 g/1, medtem ko
visinski treningi ne vplivajo na varianco njegovih vrednosti. Ob obicajnih tre-
ningih se posameznikove vrednosti porazdeljujejo normalno, X ~ N (uy,5%),
kjer je p1 Sportnikovo povprecje.

Sportnik pogosto opravlja visinske treninge, vendar v krajsih intervalih. Za-
nima ga, ali se njegovo povprecje hemoglobina v obdobju visinskih treningov
kljub temu zvisa. V sezoni opravi 12 meritev, 8 med obdobjem visinskih
priprav in 4 sicer. Cilj naloge je ugotoviti, koliksna bo mo¢ njegovega testa,
¢e bo pri sklepanju uporabil stopnjo znacilnosti a = 0,057

a) Kaj je sportnikova nicelna in kaj alternativna domneva?

Zapisimo porazdelitev hemoglobina v obdobju visinskih priprav z N (2,5%).
Nicelna domneva je:

Hy: povprecje hemoglobina v obeh obdobjih je enako, g = po.
Alternativna domneva je, da je ps > p, zanima ga torej le enostranski
test.

b) Predlagajte testno statistiko. Izracunajte njeno porazdelitev pod ni¢elno
domnevo.
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Sportnik bo izracunal razliko povpreéij na vzorcih, ki je porazdeljena kot

- - o2 o2
RZXz—Xle(Hz—Mlv—‘f‘—)
nq )

Testna statistika

je torej pod nicelno domnevo porazdeljena standardno normalno. Ker ga
zanima le enostranska alternativna domneva, bo ni¢elno domnevo zavrnil,
kadar bo Z > z,, torej Z > 1,64.

Izracunajte moc testa, torej verjetnost, da bo ni¢elno domnevo uspel za-
vrniti, ¢e se mu povprecje hemoglobina v obdobju visinskih priprav zares
poveca za 2 g/1?

Zanima nas Pa(Z > 1,64). Oznatimo SE = U,/n% + n%, pod alterna-

tivno domnevo je pricakovana vrednost Z enaka

. X2—X1 > 51
EA<Z)_E ﬁ+0'_2 - SE
ni n9

torej velja Z ~ N(g5,1), in zato

2
Py(Z >164) =P 1,64 — —
A(Z > 164) = P(U > 164 = )

kjer je U standardna normalna spremenljivka. V nasem primeru

P{U>164— ——— | =P(U >0,99) =0,16 (4.1)
5v/5 1
Moc testa je zelo majhna - pri tako majhnem stevilu meritev je le majhna

verjetnost, da bo Sportnik zavrnil ni¢celno domnevo (éetudi se mu pov-
precje dejansko zares zvisa za 2 g/1).
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d) Kako bi se mo¢ testa spremenila, ¢e bi imel na voljo enako stevilo meritev

v vsakem obdobju?

Ce bi imel po 6 meritev v vsakem obdobju, bi bila mo¢ enaka

PlU>164— ——— ZP(U>O,95) =0,17
5 l+l
6 6

Kako je moc testa odvisna od variance posameznikovih meritev in kako
od dejanske velikosti razlike v populaciji?

Iz enacbe (4.1) je o¢itno, da vecja razlika pomeni vecjo moc - ¢e je dejan-
ska razlika med obdobjema vecja, jo bomo lazje opazili na podatkih.

Ce bi bila varianca posameznikovih meritev manjsa, bi imeli manjso stan-
dardno napako, in zato ve¢jo moc testa.

Povzetek

e V nalogi smo si ogledali izracun moci testa pri primerjavi povprecij

dveh skupin. Cilj opisane raziskave je dokazati, da obstaja razlika med
skupinama, a smo z izracunom moc¢i ugotovili, da je izvedba opisane
raziskave precej nesmiselna, saj ima Sportnik le zelo majhno verjetnost,
da bo razliko tudi dejansko dokazal. Za zanesljive trditve o razlikah bi
potreboval precej vecji vzorec.

Izracun moci testa je pomemben korak pri nacrtovanju raziskave in
klju¢ do izbire primerno velikega vzorca. Ponavadi pravimo, da razi-
skave ni smiselno izvesti, ¢e moc¢ testa ni vsaj 0,8, torej ¢e raziskova-
lec nima vsaj verjetnosti 0,8, da bo ni¢elno domnevo uspel zavrniti.
Za izrac¢un moc¢i moramo vedno nekaj vedeti o razprsenosti podatkov,
hkrati pa moramo vedeti tudi, kako veliko razliko bi radi dokazali. To
vprasanje ni vprasanje za statistika, temve¢ za raziskovalca - Ze pri
nacrtovanju raziskave mora vedeti, kako velike razlike bi rad dokazal
oziroma kolikSna je najmanjsa razlika, ki bo zanj tudi strokovno po-
membna.

Ce smo na podlagi vzorca s tveganjem, manjsim od o uspeli dokazati,
da obstaja razlika med skupinama v populaciji, pravimo, da je razlika
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statisticno znacilna. Vendar pa statisticna znacilnost Se ne pomeni, da
je razlika tudi dejansko strokovno pomembna oziroma da je smiselno
razmisljati o razlogih zanjo. V populaciji bosta dve skupini le redko
imeli natanko enako povprecje, zato bomo z zelo velikimi vzorci lahko
skoraj vedno dobili statisticno znacilne rezultate. Kot primer si za-
mislimo raziskavo, s katero zelimo po visini primerjati prebivalce dveh
mest. Povprecji obeh populacij zagotovo nista natanko enaki, lahko se
na primer razlikujeta za 2 mm, kar pa je povsem nepomembno. Ce
bomo imeli zares velik vzorec, bomo na vzorcih torej lahko dobili sta-
tisticno znacilno razliko, ki pa bo v praksi povsem nepomembna.

e S statisticnim testom nikoli ne bomo mogli pokazati, da v populaciji
ni razlik med skupinama. A ¢e navkljub veliki moci testa ne bomo
uspeli zavrniti nicelne domneve, bo dobljeni interval zaupanja za razliko
verjetno dovolj ozek, da bomo lahko morebitno razliko v populaciji
omejili na vrednosti, ki niso strokovno pomembne.

e Testna statistika, ki smo jo uporabili v nalogi, je zelo podobna stati-
stiki, ki jo uporablja test t. Razlika je le, da v nasi nalogi naredimo pre-
cej predpostavk glede porazdelitve populacije (vemo, da je normalna,
poznamo varianco), in zato lahko preprosto izra¢unamo tudi poraz-
delitev testne statistike. Kadar teh predpostavk ne bomo naredili, si
bomo do priblizne porazdelitve pomagali s centralnim limitnim izre-
kom, upostevati pa bomo morali tudi, da ne poznamo variance, temvec
jo ocenjujemo s pomocjo vzorca.

e V nalogi smo si ogledali Se, kako na moc¢ vpliva velikost skupin. Izkaze
se, da je v smislu moci optimalen nacrt raziskave tak, da sta skupini
enako veliki.

4.3 Enostavni domnevi

Racunalnik skusa razlikovati med dvema viroma signalov. Prvi vir oddaja si-
gnale, katerih jakost je normalno porazdeljena z N(0,1), drugi vir ima enako
porazdelitev, a visjo povpreéno jakost - N(2,1). Ra¢unalnik prejme 10 signa-
lov in se mora odlociti, iz katerega vira so prisli. Posamezni signali iz istega
vira so med seboj neodvisni.
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a) Racunalnik se odloca med domnevama
H: signal prihaja iz vira 1 in Hs: signal prihaja iz vira 2
Zapisite testno statistiko, ob pomoci katere naj se odloca racunalnik. (Iz-
razite malo bolj splogno - naj imata porazdelitvi obeh virov varianco o2,
povprecna jakost drugega vira naj bo a, a > 0, velikost vzorca naj bo n.)

Namag: pri tem, kaj je bolj verjetno, si pomagajte z gostotami.

Kot testno statistiko uporabimo razmerje verjetij - bolj ko bo razmerje
razlicno od 1, bolj bomo prepricani v eno izmed domnev:

(zi—a)?

ﬁfmi) _ ﬁémexp{— 5ot}
-1 i) Py 21M exp{—%}

2

B Hexp{ 1202 }

=1 eXp{ xl)

2

= exp{— Z 20_2 xl)}

—2ax; + a?
= exp{— Z —a )

~ exp {Z Zaxz

a

= ol (f—i)}

b) Denimo, da zelimo, da ra¢unalnik reagira le, ¢e je precej preprican, da
signal ne prihaja iz vira 1. Domnevo H; proglasimo za nicelno domnevo,
domnevo H; pa za alternativno. Odlocitveno pravilo postavimo tako, da
bo verjetnost zmote, kadar je nicelna domneva resnic¢na, najve¢ a = 0,05.

e Testna statistika je slucajna spremenljivka (oznacite jo z V). Kaj
lahko re¢emo o njeni porazdelitvi pod ni¢elno domnevo?
Namig: da bo porazdelitev preprostejsa, uporabite logaritem.

Oznacimo Y = 73 (X = %) Vecja kot bo vrednost Y, bolj bomo
prepricani v domnevo Hs. Da bi vedeli, katere vrednosti so ‘velike’,

moramo poznati porazdelitev slucajne spremenljivke Y.
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Pod ni¢elno domnevo so vrednosti X; standardno normalno poraz-
deljene. Ker so a in o2 konstante (znane vrednosti), je Y linearna
kombinacija neodvisnih normalnih spremenljivk, in zato normalno
porazdeljena. Pois¢emo povprecje in standardni odklon spremen-

ljivke Y:
na o na®
EyY) = Ey| =X ——
oY) 0 <a2 2a2>
na _ , . na’ na’
- Y“pxy -2 -
o2 o(X) 202 202
na o na’
Y - —X _— — =
varg(Y) var <02 202)
n?a? _  n?a’o? a?
= pvar e
sdy(y) = WY
o

e Izrazite mejno vrednost, pri kateri naj racunalnik reagira.

Nicelno domnevo bomo zavrnili pri velikih vrednostih Y, zanima
nas torej vrednost ¢, tako da bo Py(Y > ¢) = 0,05, pri ¢emer F
oznacuje verjetnost pri predpostavki, da nicelna domneva drzi.

Y je normalno porazdeljena slucajna spremenljivka, zato velja o =

po(%}%/) > 2,) = ao0z. B(Y > E(Y)+2z45d(Y)). Za primer, ko je

a = 0,05, je mejna vrednost ¢ = —’2“‘7“3—1—1,64“\0/5. Cejen =10,a =2

in 0 = 1, je mejna vrednost za ¢ = —1%—'4 + 1,64 - 24/10 = —9,63.

c¢) Koliksna je verjetnost, da bo ra¢unalnik reagiral, ¢e signal v resnici pri-
haja iz drugega vira? (Tej verjetnosti pravimo moc testa.)
Namig: izracunajte porazdelitev testne statistike pod alternativno do-
mnevo.

Pod alternativno domnevo se Y prav tako porazdeljuje normalno (linearna
kombinacija normalnih), povprecje je enako

EA(Y) = Ea (@X—”—“Q)

o2 202
na na’?  na?
o2 202  o2a
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Ker je varianca pri obeh hipotezah enaka, je enaka tudi varianca vzorcnega
povprecja, in zato je tudi varianca pod alternativno domnevo enaka

CL2

vara(Y) = n—s

Naj bo Z standardno normalno porazdeljena spremenljivka. Moc¢ testa je

2
PaY >¢) = Pyy >-22 4 sz)

202
na2 na2 a\/ﬁ na2
_ opy (i Tar TR T a0
A aym ayn
Zan/m — 2
= P(Z> v )

\/ﬁ
= P(Z >z — \/ﬁa)

o

Vidimo, da je mo¢ testa odvisna od velikosti vzorca (vecji vzorec, vecja
moc), variance (Ce podatki bolj variirajo, imamo manjso moc) ter seveda
od povprecja a pod alternativno domnevo. V nasem primeru je povprecje
pod alternativno domnevo kar za dva standardna odklona pro¢ od pov-
precja pod nicelno domnevo, zato je moc zelo velika navkljub majhnemu
VZorcu:

P(Z > 2, — @) = P(Z > 1,64 — 2/10) = P(Z > —4,68)

o

Moc testa je skoraj enaka 1.

Vidimo tudi, da je spodnja meja mo¢i (a je vecji od 0) enaka «a, kar je
verjetnost, da zavrnemo ni¢elno domnevo, kadar je a = 0.

Testno statistiko Y transformirajte tako, da bo pod ni¢elno domnevo stan-
darna normalna spremenljivka.
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Standardizirajmo Y:

202
ay/n
o
— 2 2
na na na
o? 202 + 202
a/n
o
X

a/Vn

e) Povzemite: ali je mejna vrednost testne statistike odvisna od a? Intui-
tivno razlozite. Je vrednost a torej sploh pomembna?

V prejsnji tocki smo testno statistiko standardizirali, ker gre za bijektivno
preslikavo (linearno transformacijo), je Z testna statistika, ki je ekviva-
lentna Y (oz. prvotno definirani testni statistiki). S tem smo pokazali, da
mejna vrednost testne statistike ni odvisna od vrednosti a. To je intui-
tivno smiselno - mejna vrednost pod nicelno domnevo je postavljena glede
na porazdelitev pod ni¢elno domnevo - poznavanje alternativne domneve
za dolo¢itev mejne vrednosti ni potrebno (je pa pomembno, da vemo, da
je enostranska). So pa vrednosti pod alternativno domnevo seveda kljucne

za moc testa.

Predlogi za vaje v R

e Generirajte podatke v dveh korakih. Najprej z enako verjetnostjo iz-
berite vrednost a (0 ali 2), nato generirajte 10 vrednosti iz porazdeli-
tve N(a,1). Izracunajte vrednost testne statistike iz prve tocke in se
odlocite za eno izmed domnev glede na to, ali je vrednost testne stati-
stike vecja ali manjsa od 1. Postopek velikokrat ponovite in izracunajte
delez poskusov, v katerih se odlocite za vsako od domnev, ter delez po-
skusov, ko je ta odlocitev pravilna.

e Zamenjajte verjetnost v prvem koraku (naj bo npr. bolj verjetna izbira
a = 2). Kako se spreminjajo delezi iz prejsnje tocke?

e Generirajte podatke, tako da je a ves ¢as enak 0, in preverite, da je
vrednost « pri izra¢unani mejni vrednosti ¢ zares enaka 0,05.

e Generirajte podatke Se tako, da je a = 2, in preverite mo¢ testa.
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Povzetek

e V nalogi smo se zeleli odlocati med dvema domnevama o populaciji,
v ta namen smo najprej definirali testno statistiko, ki povzame ustre-
zno informacijo iz vzorca in katere vrednosti kazejo na eno ali drugo
domnevo. Glede na to katera od dommnev drzi v populaciji, obstaja
dolocena verjetnost, da testna statistika zavzame vrednost, ki smo jo
opazili. Kriterij za odlocanje med domnevama temelji na teh verjetno-
stih. 'V tej nalogi eno izmed domnev doloc¢imo za naso osnovno, za
drugo se odlo¢imo le, ¢e obstaja le majhna verjetnost, da vzorec izhaja
iz populacije, v kateri drzi osnovna domneva.

e V nalogi smo izpeljali porazdelitev testne statistike na vzorcih iz popu-
lacije, v kateri drzi ni¢elna domneva. Na podlagi te porazdelitve smo
dolocili kriterij za odlocanje glede na zZeljeno napako prve vrste. Na-
sprotno nam porazdelitev testne statistike pod alternativho domnevo
omogoca izracun moci nasega testa.

e V nalogi smo pokazali, da je moc¢ testa odvisna od:

— velikosti vzorca: vecji kot je nas vzorec, bolj smo prepricani v
svoje zakljucke in manjsa je verjetnost, da zagresimo napako;

— velikosti razlike v populaciji: vecja bo razlika, lazje bomo razlocili
med skupinama tudi Ze pri manjsih vzorcih;

— variance v populaciji: ¢e so razlike med enotami v populaciji
majhne, tudi z majhnim vzorcem ne moremo pretirano zgresiti
prave ocene povprecja. Ce pa je razprienost v populaciji velika,
bodo tudi vzorcne vrednosti zelo razprsene, nase ocene precej ne-
natancne, in zato nasi zakljucki manj gotovi.

e Opisani test imenujemo test razmerja verjetij. Seveda bi se lahko v
danem primeru domislili tudi kake druge testne statistike, a uporabljena
ima zelo pomembno lastnost. Neyman-Pearsonova lema (Rice, 2009,
stran 332) namre¢ pove, da ima test razmerja verjetij pri odlo¢anju
med dvema enostavnima domnevama najvecjo moc¢ med vsemi moznimi
testi, ki bi jih lahko definirali pri enaki velikosti .
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4.4 Enostavni domnevi, posplositev

Prejsnjo nalogo zapisimo v splosnem (Perman, 2013).

Predpostavljamo, da so opazovane vrednosti neodvisne, enako porazdeljene
slucajne spremenljivke X1, X, ..., X,,. Predpostavite, da sta samo dve moz-
nosti: ali je gostota spremenljivk enaka f(x) ali pa g(z), kjer sta f(z) in g(z)
znani pozitivni gostoti. Formalno postavimo:

Hy: gostota je f(x) in Hj: gostota je g(x)

a) Predlagajte testno statistiko za preizkusanje zgornje domneve, ¢e imate
opazovane vrednosti x1, ..., T,.

Kot testno statistiko uporabimo razmerje
I = H 9(Xi)
el ()

Velike vrednosti L so ‘dokazno gradivo’ proti ni¢elni domnevi.

b) Kdaj bi zavrnili ni¢elno domnevo pri stopnji znacilnosti a? Izrazite apro-
ksimativno kriticno mejo s kolicinama

o= [1og (%5 sert in b= [ 1o (%) f@)ds

Zanima nas porazdelitev testne statistike pod nic¢elno domnevo, za testno

statistiko vzemimo
g Q(Xz‘)
W = log
218 7%
9(Xi)

Opazimo, da je testna statistika vsota slu¢ajnih spremenljivk Y; = log 6Ok
ki so neodvisne in enako porazdeljene, saj so take tudi spremenljivke
X;. Zato lahko uporabimo centralni limitni izrek - spremenljivka W je
priblizno normalno porazdeljena (ne glede na porazdelitev X;). Da bi
lahko izracunali poljubno verjetnost, moramo poznati parametra te nor-
malne porazdelitve. Pod ni¢elno domnevo lahko pricakovano vrednost Y;

izracunamo kot Fy) /Rlog (%) f(x)dz
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Pricakovana vrednost spremenljivke W je torej na. Podobno lahko izpe-
ljemo, da je varianca spremenljivke W pod nicelno domnevo enaka

varg(W) = nvary(Y;) = n(b — a?)
Aproksimativno torej velja P(l > na + zoy/n(b — a?)) = «a.
Povzetek

e Naloga predstavlja posplositev prejsnje - medtem ko sta v prejsnji na-
logi obe domnevi predpostavljali normalno porazdelitev, smo tu vzeli
povsem splosni porazdelitvi. V obeh primerih je razmerje gostot smi-
selna testna statistika, vendar pa v splosnem njene porazdelitve seveda
ne poznamo.

e V nalogi smo priblizek za porazdelitev testne statistike poiskali s pomocjo
centralnega limitnega izreka. Testno statistiko smo zapisali kot vsoto
neodvisnih enako porazdeljenih slucajnih spremenljivk (funkcij slu¢ajnih
spremenljivk), zato konvergira proti normalni porazdelitvi. Izpeljali
smo tudi parametra te normalne porazdelitve (povprecje in std. od-
klon) in tako lahko dolo¢ili ustrezne meje za testno statistiko.

e Za nekatere porazdelitve f in ¢g (npr. normalno, eksponentno ipd.)
lahko izpeljemo natan¢no porazdelitev testne statistike. Kadar to ni
mogoce, si pomagamo s priblizkom, ki velja asimptotsko. Vendar pa
to ne zagotavlja, da bo test zadovoljivo deloval na majhnih vzorcih in
pod nic¢elno domnevo dejansko zavracal z zeleno napako «. Kadarkoli
imamo torej le asimptotske priblizke testne statistike, moramo veljav-
nost testa na majhnih vzorcih preveriti s simulacijami.

4.5 PosploSeni test razmerja verjetij

Zanima nas, ali imajo zares vsi Sportniki enako variabilnost hemoglobina.
Primerjati zZelimo meritve k& Sportnikov, naj bodo vrednosti i-tega Sportnika
(i = 1,..., k) porazdeljene normalno, torej X;; ~ N(w;, 07), kjer j = 1,...,n;
oznacujejo meritve pri posamezniku. Predpostavimo, da so vse meritve med
seboj neodvisne.

a) Zapisite ni¢elno in alternativno domnevo ter testno statistiko (posploseni
test razmerja verjetij).
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Nicelna domneva: Hy: 03 =03=...=0}
Alternativna domneva:
H, : 02 niso vse enake

Testna statistika posploSenega testa razmerja verjetij je enaka:

A= QGIB,?L}J(WU L(:L“,@) _ L(%é\Auo)
max L(x, 6) L(a;7§0)

Ocwo

kjer sta wy in w4 prostora parametrov, kot jih doloca posamezna domneva,
0y in 64 pa oceni po metodi najvecjega verjetja glede na posamezno dom-
nevo. Ker se stevec podatkom lahko bolj "prilagodi’ kot imenovalec, bo
vrednost ulomka vedno vecja od 1. Vecja kot je, bolj je to dokaz v prid
alternativne domneve, zanima nas, ali je vrednost A pod ni¢elno domnevo
nenavadno velika. Da bi preverili nicelno domnevo, moramo torej narediti
naslednje: zapisati funkcijo verjetja pod ni¢elno in alternativno domnevo,
oceniti parametre po metodi najvecjega verjetja za obe domnevi, vstaviti
cenilke za parametre v izraz za A in izracunati izraz na svojih podatkih.

Najprej vzemimo, da imamo le enega Sportnika in n njegovih meritev.
Kako bi ocenili njegova parametra p in 02 z metodo najvecjega verjetja?
Funkcija verjetja je enaka

(zj —p) )

202

n
1
L(x,pu,0) = expi—
(z,p,0) U 5= oxpd
7j=1
del njenega logaritma, v katerem nastopata parametra, ki ju zelimo oce-
niti, pa je enak

1 n
log L(z,p,0) = —nlogo — — Y (z; — p)?

202 4
J=1
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Pois¢imo maksimum po pu:

dlog L(z, 1,6)
o

—o D (@ — (-2 = 0

j=1
. 1
= —_ €T,
n 4 J
7j=1
Pa se za varianco:
dlog L(z, 1, 0)
=0
do
no1 g2
- — = - =0
G 2 j:1 (x] :u) 0_3

¢) Vrnimo se h k $portnikom. Utemeljite, da so, kadar prostora moznih
parametrov ne omejujemo z ni¢elno domnevo, ocene parametrov enake

i 1 ¢
i = —E Lij
n; <
J=1

1 &
67 = = (v — fu)
n; 1

j=
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Vsak ¢len vsote, ki jo dobimo po logaritmiranju gornje funkcije, je ses-
tavljen le iz parametrov enega posameznika, ko odvajamo po tistem pa-
rametru, ostanejo torej le ¢leni, ki so vezani na tistega posameznika. Za
ocenjevanje parametrov za nekega posameznika i torej potrebujemo iz-
kljuéno njegove vrednosti, parametre posameznikov ocenimo povsem ne-
odvisno drug od drugega.

Kaksna je ocena povprecij pod ni¢elno domnevo?

Pod nicelno domnevo je o; enak za vse i, zato ga v logaritmu funkcije
verjetja lahko izpostavimo in ne vpliva na naso oceno posameznih pov-
precij. Ocena posameznih povprecij je zato enaka kot, ¢e dovolimo razlicne
variance.

Kaksna je ocena variance pod ni¢elno domnevo?

Del logaritma funkcije verjetja, ki nas zanima, je enak

k k. n
1 T
log L(z, p, 00) = — E nilog oy — 202 § E (w45 — Mi)z-
i=1 0

i=1 j=1
Odvod po ¢ izenacimo z 0 in dobimo

1 k n;
o5 = 5> D> (v — )’
S pg =L i=1
=1

Kako bi ni¢elno domnevo preverili s testom razmerja verjetij?

Zapisemo Wilksov A (zgoraj je funkcija verjetja na celotnem prostoru
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parametrov, spodaj pod ni¢elno domnevo):

3

.
—

T (45 7,)
: ( 270 eXp{ ] H }>
1 1

-
I
-
I
o
17

=

(x5 —Hioi)?

\ (mnoe p{- W})

1j

&

(HH ) xp{— 3 30 g’y

1=1j5=1 i=1j5=1

.
Il

%

n; 2(121 —1i;)?
1:[ 27r01> H exp{ %T}

H:w

Vstavimo ocene za variance v eksponent in tako v stevcu kot v imenovalcu

k
dobimo exp{—% > n;}, ki se zato pokrajsa. Logaritem A je enak
i=1

logA = — (Zileg(@)) + <Zi:10g(30))

i=1 j=1 i=1 j=1

= (Z n; 10g(3o)) - (Z n log(3¢)>
k
— an log (@) — log(a;)]

Dvakratna vrednost logaritma verjetij je porazdeljena kot x7_,, saj smo
pod nicelno domnevo ocenili k£ — 1 parametrov manj.

Predlogi za vaje v R

e Generirajte primer s k Sportniki in n; meritvami pri vsakem Sportniku.
Individualna povprecja sportnikov naj bodo normalno porazdeljena
okrog 148 s standardnim odklonom 7. Vzemite, da nic¢elna domneva
drzi in da so standardni odkloni okrog individualnih povprecij za vse
Sportnike enaki (npr. 5). Na vsakem generiranem vzorcu ocenite po-
trebne parametre in izracunajte vrednost testne statistike. Porazdelitev
vzorénih vrednosti testne statistike primerjajte s teoretiéno (asimptot-
sko) porazdelitvijo.
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e Pri delu si lahko pomagate s spodnjo kodo. Oglejte si, kako spremi-
njanje parametrov vpliva na to, ali bo asimptotska porazdelitev upo-
rabna pri vasem primeru - predvsem spreminjajte velikost vzorca, torej
Stevilo Sportnikov in Stevilo meritev na Sportnika. Opazili boste, da je
pri majhnih vzorcih asimptotska porazdelitev dokaj slab priblizek. Ali
to v vasem primeru pomeni, da se vrednost a poveca ali zmanjsa?

e Spremenite Se vrednosti varianc in izracunajte moc testa za nekaj pri-
merov.

\4

runs <- 100 #stevilo simulacij
rez<- rep(NA,runs) #pripravimo za rezultate

\4

k <- 30 #stevilo sportnikov

ni <- 10 #stevilo meritev na sportnika

mi <- rnorm(k,148,7) #povprecna vrednost za vsakega sportnika
si <- rep(5,k) #variance za vsakega sportnika

vV V VvV V

\4

for(jt in 1:runs){ #simulacija po korakih

x <- NULL #pripravimo za vpisovanje vrednosti

for(it in 1:k){ #za vsakega sportnika posebej

xij <- rnorm(ni,mif[it],si[it]) #generiramo vrednosti
x <= c(x,xij) #zdruzimi s prejsnjimi

}

data <- data.frame(id=rep(1l:k,each=ni),x=x) #podatki

V V V V V V

#sedaj pa ocenimo parametre s pomocjo podatkov

> mihat <- sihat <- rep(NA,k)

> for(it in 1:k){ #za vsakega sportnika

> mihat[it] <- 1/ni*sum(data$x[data$id==it]) #ocena povprecja
#ocena standardnega odklona:

> sihat[it] <- sqrt(1/ni * sum((data$x[data$id==it] - mihat[it])~2))
>}

> mihat <- rep(mihat,each=ni)
#ocena standardnega odklona pod nicelno domnevo

> sOhat <- sqrt(1/(ni*k)* sum((data$x - mihat)~2))

#log Lambda:
> logL <- ni*sum(log(sOhat) - log(sihat))

> rez[jt] <- 2xlogL #vrednost testne statistike na tem vzorcu

>}
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> plot(ecdf(rez)) #empiricna porazdelitvena funkcija
> x <- seq(min(rez) ,max(rez),length=100)
> lines(x,pchisq(x,k-1),col=4) #teoreticna porazdelitvena funkcija

Povzetek

e Posploseni test razmerja verjetij predstavlja genericen pristop, ki nam
poda smiselno testno statistiko in njeno porazdelitev. Testna statistika
je enaka kvocientu maksimumov dveh verjetij - na celotnem prostoru
parametrov in na podprostoru, ki ga dolo¢a ni¢elna domneva. V nasem
primeru je celoten prostor parametrov dovoljeval k£ vrednosti za vari-
anco, medtem ko smo pod nicelno domnevo zahtevali, da so vse te
vrednosti enake. Nasprotno smo v primeru iz naloge 2.2 v stevcu vzeli
le vrednost pod alternativno domnevo in ne vseh moznih vrednosti pa-
rametra (torej pod nicelno in pod alternativno domnevo).

e Porazdelitev testne statistike pri posploSenem testu razmerja verjetij je
seveda le priblizna in na majhnih vzorcih je lahko priblizek precej slab.
To pa pomeni, da bomo ob uporabi te porazdelitve na majhnih vzorcih
zavracali z verjetnostjo, ki ne bo povsem enaka «. To smo raziskali s
primerom v R in pokazali, da na majhnih vzorcih (pri majhnem stevilu
meritev na sportnika) nicelno domnevo zavracamo prepogosto.

e Mimogrede opazimo tudi, da ocena ¢ po metodi najvecjega verjetja
ni nepristranska - metoda najvecjega verjetja zagotavlja le doslednost
(cenilka konvergira k pravi vrednosti).
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Poglavje 5

Linearna regresija

To poglavje predstavlja le kratek uvod v linearno regresijo (Rice, 2009, po-
glavje 14). V prvi nalogi je preizkusanje domnev v linearni regresiji predsta-
vljeno le kot poseben primer, pri katerem lahko uporabimo razlicne testne
statistike z razlicnimi lastnostmi. Ogledali si bomo Waldov test ter izpe-
ljali testno stastistiko za posploseni test razmerja verjetij. Druga naloga je
posvecena matricnemu racunanju ter izpeljavi cenilk in njihovih lastnosti v li-
nearni regresiji. Tovrstni pristop je neprimerno bolj pregleden od klasi¢nega,
in zato nujen za vsakrsSne zahtevnejse izpeljave. Za konec sledi Se naloga, ki
se dotakne predpostavk linearne regresije in nakaze tezave, ki se pojavijo, ¢e
so posamezne predpostavke krsene.

5.1 Linearna regresija

Zanima nas povezanost Stevila ur uc¢enja na teden z rezultatom na izpitu iz
statistike. Vzemimo, da vemo, da se rezultat na izpitu v populaciji porazde-
ljuje pogojno normalno: Y|X ~ N(By + 51X, ?).

a) Iz spodnjega izpisa preberite ocene populacijskih parametrov. Interpreti-
rajte rezultate, katere nicelne domneve so testirane in kako?

Call:
Im(formula = y ~ x)

Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-20.683 -4.746 2.844 4.512 14.693
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Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 19.2049 7.5172 2.555 0.033921 *
X 3.6850 0.6217 5.927 0.000351 *x*x
Signif. codes: O ‘**%*x’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘*’ 0.05 ¢.” 0.1 ¢ ’> 1

Residual standard error: 11.44 on 8 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8145, Adjusted R-squared: 0.7913
F-statistic: 35.13 on 1 and 8 DF, p-value: 0.0003508

Ocene parametrov so Bo = 19,2, 31 = 3,7, 0 = 11,4. Testirani sta dve
nicelni domnevi: Hy;n: Bp = 0 in Hy: f; = 0. Pri linearni regresiji nas
ponavadi zanima le druga - saj ta govori o povezanosti med spremenljiv-
kama v populaciji. Pri iskanju porazdelitve cenilke (3, bi se lahko oprli
na teorijo metode najvecjega verjetja, vendar pa v tem primeru aproksi-
macija ni potrebna. Cenilka je namrec linearna kombinacija vrednosti Y
(glej nalogo 3.2), zato je normalno porazdeljena. Njena varianca (stan-
dardna napaka) je ocenjena iz podatkov, zato je standardizirana vrednost
cenilke porazdeljena kot t. Testna statistika

T = /61\ _ 37 5,9
SEg 06

je torej porazdeljena kot ¢ z 8 stopinjami prostosti (pri ocenjevanju SFE
porabimo dve stopinji prostosti). Ta test se imenuje Waldov test.

Kako bi nicelno domnevo Hy: 81 = 0 preverili s posplosenim testom raz-
merja verjetij?
Namig: kjer je le mogoce, uporabite rezultate iz prejsnje naloge.

Zacnimo z ocenami pod nicelno domnevo. Pod nicelno domnevo je pov-

precje za vse posameznike enako, neposredno torej lahko uporabimo rezul-
tate iz naloge 4.5, le da namesto p piSemo [y, zato je maksimum funkcije
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verjetja pod nicelno domnevo enak

a " R}
Lo(y, x,50,5) = ;A)nexp{_zmgé B) }

(v2mo

SR S, {_nz;;(yi—gov}
Rz T WS SN P e

1 n

= Ve U

Za stevec bomo uporabili rezultat, da je ocena & enaka

Z( — Bo — z:f1)?

n

Funkcija verjetja je enaka:

1 p{ Zz 1( Bl«xi)z}

L 7 x? 7 ) o =
(y, z, Bo, B1,0) ( \/% 0 202
in tako je maksimum funkcije verjetja enak
3 F o~ 1 S (yi — Bo — Brai)?
L Y x? Y Y g = eX =1 A~
Avo(Y, T, Bo, $1,0) (V215" P{ 952

_ 1 exp{ nZ ( ﬁo ﬁlxz)}
(V2ro)" 250 (yi — Bo — Prs)?

oo {-5)
(Vora)r P2
Wilksov A je enak
1 n
Lawo  Vamoar P {-31}

A = =
Lo e P {5}
_ 0
= =

é(yz - 300)2
S (yi — Boa — wiBra)?
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Vrednost maksimuma pri neomejenem prostoru parametrov izracunamo
tako, da vstavimo ocenjene By in (i, za izracun vrednosti pod nicelno
domnevo moramo oceniti Se [y v nicelnem modelu. Vrednost 2log A se
porazdeljuje kot x3.

Predlogi za vaje v R

e Naj bo X enakomerno porazdeljena spremenljivka (med 0 in 20, zao-
krozena navzdol), 5y = 15, 51 = 4, 0 = 10. Generirajte vzorec velikosti
10, narisite podatke in vrisite populacijsko ter ocenjeno vrednost pre-

mice.

> set.seed(1)

>n <- 10 #velikost vzorca

> betal <- 15

> betal <- 4

> sigma <- 10

> x <= floor(runif (n)*20) #navzdol zaokrozene vrednosti x

> x <~ sort(x) #uredimo podatke po velikosti x

> y <- rnorm(n,mean=betaO+betal*x,sd=sigma) #generiramo y-one

> plot(x,y) #narisemo tocke

> popul <- beta0 + betalx*x #populacijska vrednost premice

> lines(x,popul,col="grey",lwd=2) #dodamo popul. vrednost premice
> fit <~ 1lm(y~x) #ocenimo premico na podatkih

> summary (fit) #ogledamo si ocene koeficientov

> betaOh <- fit$coef[1] #ocenjena betal

> betalh <- fit$coef[2] #ocenjena betal

> napoved <- betaOh + betalhx*x

> lines(x,napoved,lwd=2) #vrisemo ocenjeno premico na sliko

e [zracunajte posploseni test razmerja verjetij v R

>
>
>

fit0 <- 1m(y~1) #pod nic. domnevo - le konstanta
resO <- y - fitO$coef #ostanki pod nicelno domnevo
resA <- y - betaOh - betalh*x #ostanki pod alternativno domnevo

#zanima nas razlika log verjetij - konstanto lahko izpustimo:

>
>
>
>

loglO <- -.5*n*log(sum(res0”2)) #loglik pod nicelno

loglA <- -.5*n*xlog(sum(resA”2)) #loglik pod alternativno
Lambda <- 2*(loglA-loglO) #Wilksov lambda
1-pchisq(Lambda,1) #likelihood ratio test

[1] 4.048e-05
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Povzetek

e V nalogi smo si ogledali osnovni primer linearne regresije z eno neod-
visno spremenljivko. Najprej smo si ogledali izpis programa R in ga
interpretirali. Omenili smo dve moznosti preizkusanja domneve o re-
gresijskem koeficientu: Waldov test in posploSeni test razmerja verjetij.

e Pri obeh omenjenih testih je znana le asimptotska porazdelitev testne
statistike, nicesar pa nismo povedali o kvaliteti aproksimacije na majh-
nih vzorcih. Izkaze se, da ima posploseni test razmerja verjetij na
majhnih vzorcih pogosto boljse lastnosti od Waldovega testa, ki je av-
tomati¢no porocan v vseh statisticnih programih.

5.2 Matri¢cno racunanje

Vrednosti neodvisnih spremenljivk zdruzimo v matriko X (design matrix),
vrednosti odvisne spremenljivke ter koeficientov predstavljajo vektorja Y in

B:

Iz ... T1p Y, Bo
Xo| DTy T |
I Tpi oo Ty Y, By

Matrika X je dimenzije n x (p 4 1), kjer je p &tevilo spremenljivk. Ce nas
model ne bi vseboval konstante, bi prvi stolpec X izpustili.

a) Zapiite vsoto vrednosti Y Y;* v matri¢ni obliki.
i=1

Y;
T Y 2 2 2
YIY=[V Yo ... Vo] | [ | =Y+ +. . +Y;
Y,
b) Kaj dobimo, ¢e matricno pomnozimo X (da bo manj pisanja, vzemite
p=1)7
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5.2. Matri¢no racunanje

1 Bo + Bi1
X5 = 1 513:2 [ g(l) ] _ Bo +:515€2
1 Tn 60 + len

¢) V matriéni obliki oceno koeficientov po metodi najmanjsih kvadratov
(= po metodi najvecjega verjetja) zapisemo kot 3 = (XTX)1X7TY.

Pokazite, da za p = 1 dobite oceni:

~

n n n
YT — >, T Y
=1 =1 =1

B

n

NE

i=1

n n

>

i=1 i=1

n

x7 — (30 i)?

i=1

n

Zyi—

i=1

n

Z; Z Z;Y;

i=1

Bo

Izracunajmo najprej X7 X:

1

1

XTxX — 1 1 1 .
T1 T2 Tn :

1

Inverz te 2 x 2 matrike je enak:

n
nyw
=1

(XTX) " =

Izraéunajmo se X7V

1
xq

X'y =

X2

100

n

(22 @)?

=1
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Velja torej

n;:ﬁf—(;xlﬁ _—i;azz n Zzzlwiy;
: [ @YY Y a ) a

NS et — () | L wm N Yitn N a;

i=1 =1 ~ =1 =1 =1

Zgornja vrstica pri tem predstavlja oceno BO, spodnja pa Bl.

d) Izpeljite oceno po metodi najmanjsih kvadratov Se v matriéni obliki.
Pri tem boste potrebovali naslednje formule za matri¢no ra¢unanje:

(A+B)" = AT+ BT, (AT = A; (AB)T = BT AT,
0BT A _ 4 0BT AT AB
op ap
Namig: kaj minimiziramo? Kako zapisemo vsoto kvadriranih ostankov
v matricni obliki?

= 24T AB

Ce je v modelu ena spremenljivka, iS¢emo minimum funkcije

n

Z(Yi —Bo — 5135@‘)2

i=1
V matri¢ni obliki is§¢emo minimum funkcije
(v = XY = XB) = (YT FTXT)Y - XB)
= Y'Y - pTXTY —YTXp+ pTXTXp
YTy — 287 XTY + BTXTX 3
Pri tem smo v zadnji vrstici uporabili, da je (87 XTY)T = T XY, saj je
matrika dimenzije 1 x 1. Sedaj odvajamo po

%(YTY 28T XTY + pTXTXB) = —2XTY +2XTXp
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in izena¢imo z 0 (ter predpostavimo, da X7 X ni singularna):

—2XTY +2XTXB = 0
XTXB = X'y
B = (XTX)'XTy

e) Pokazite, da je ocena koeficientov nepristranska (vzemite, da so vrednosti
x-ov dane in ne slucajne).

EB) = (X"X)"'X"E(Y) = (X"X)"X"X5 =5

f) Izpeljite formulo za standardno napako ocenjenih koeficientov v matri¢ni
obliki. Intuitivno razlozite, od Cesa je odvisna standardna napaka koefi-
cienta 3; (za p = 1). Uporabite formulo: var(cY) = ¢ varYcT.

var(B) = var[(X"X)'XTY] = (XTX) "' X varY [(XTX) ' XT)T
= AXTX)XTX(XTX) =2 (XTX) ™!
Izpeljali smo varian¢no-kovarianéno matriko, variance so na diagonali.
Standardna napaka SEj, je torej enaka

o2

SE = e —
. (XTX)5

no?

n

niilx%—@xm

=1

o2 o
— — =
no?  oz\/n

Standardna napaka koeficienta je tako kot vedno odvisna od velikosti
vzorca n ter razprSenosti podatkov. Vrednost o je standardni odklon
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h)

ostankov okrog premice - ve¢ja kot je, bolj se lahko zmotimo pri oceni
premice. Vendar tu ni pomembna le absolutna velikost variance ostan-
kov, zanima nas variabilnost ostankov glede na variabilnost neodvisne
spremenljivke. Ce je razpon z-ov majhen, je nasSa ocena pri isti varia-
bilnosti ostankov manj natan¢na. Razlozimo to na naSem primeru - ce
bi v vzorec zajeli le posameznike, ki so se ucili 3-5 ur, bi bila poveza-
nost med spremenljivkama (npr. merjena s korelacijskim koeficientom)
pri istih regresijskih koeficientih dosti manjsa, in zato bi bila mozna vecja
odstopanja pri ocenjevanju.

Kako bi izracunali interval zaupanja za napovedano premico v nasem pri-
meru (p = 1)? Kako bo tak interval izgledal na sliki?

Izracunamo standardno napako za vsako tocko posebej.
var(y;) = Var(Bo + B\O.ﬂji) = var(gg) + x?var(ﬁl) + Qxicov(go, El)

Matri¢éni izracun (za vse tocke naenkrat):

~ -~ ~

var(Y) = var(X3) = Xvar(B) X' = o2 X(XTX) 1 X7

80 100
| |

60
|

40

Slika 5.1: Tocke na vzorcu in ocenjena premica z intervalom zaupanja.

Recimo, da nas zanima, kako sta stevilo ur ucenja in spol (0 = zZenski,
1 = moski) povezana z rezultatom na izpitu iz statistike. Predpostavimo
model, ki vkljucuje interakcijo. Kako bi preverili, ali je Stevilo ur ucenja
pri moskih povezano z rezultatom na izpitu?
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Model, ki ga prilagodimo podatkom, zapiSemo kot:
Y = By + Bispol + fBoure + B3(ure * spol)

Nicelna domneva, ki jo zelimo preveriti, je torej Hy : B + B3 = 0.
Zapisemo v matri¢ni obliki. Naj bo vektor a’ = [0,0,1,1], zanima nas H:
a’B = 0. Varianca a’f je enaka var(a’B) = aTvarfa, za preizkuSanje
nicelne domneve uporabimo Waldov test.

Predlogi za vaje v R

e V R v matri¢ni obliki zapisSite podatke, izracunajte oceno po metodi
najmanjsih kvadratov ter jo primerjajte z izpisom funkcije 1m.

e Ocenite tudi standardno napako ter jo primerjajte z izpisom

e Narisite sliko napovedane premice ter ji dodajte interval zaupanja.

> X <- cbind(1,x)

> sigma <- summary(fit)$sigma

> inv <- solve(t (X)%*%X)

> mat <- XY*%invix%t (X)

> se <- sigmax*sqrt(diag(mat))

> betah <- c(betaOh,betalh)

> plot(x,y)

> lines(x,X%*%betah)

> t8 <- qt(.975,8)

> lines(x,X%*%betah - t8%*se,col=2)
> lines(x,X%*¥%betah + t8*se,col=2)

Povzetek

e Predstavitev podatkov v linearni regresiji z vektorji in matrikami se
izkaze za zelo ucinkovit ter pregleden nacin izpeljevanja cenilk ter do-
kazovanja njihovih lastnosti. Poleg tega so izpeljave splosnejse, saj
niso odvisne od Stevila neodvisnih spremenljivk. V tej nalogi smo si
zato ogledali osnove matricnega racunanja ter jih uporabili za izpeljavo
cenilk in lastnosti v linearni regresiji.

e Ogledali smo si tudi, kako lahko Waldov test zapisemo splosneje in z
njim preverimo poljubno domnevo o koeficientih v modelu, ki jo lahko
zapisemo kot linearno kombinacijo parametrov.

e Program R podatke vedno obravnava kot vektorje oziroma matrike,
zato lahko cenilke v matri¢ni obliki tudi neposredno uporabimo v kodi.

104



Verjetnost in statistika 5.3. Predpostavke linearne regresije

5.

3 Predpostavke linearne regresije

Z, osnovnim modelom linearne regresije naredimo stiri predpostavke:

e ostanki so okrog premice porazdeljeni normalno

e varianca ostankov ni odvisna od vrednosti neodvisne spremenljivke (ho-
moskedasticnost)

e ostanki so med seboj neodvisni

e povezanost med X in Y je linearna

Kaj se zgodi z ocenami koeficientov, njihovo pri¢akovano vrednostjo, standar-
dno napako in intervali zaupanja, ¢e je katera izmed prvih treh predpostavk
krsena?

a)

Kaj se spremeni v izpeljavah, ¢e ostanki okrog premice niso porazdeljeni
normalno?

V tem primeru ocena koeficientov po metodi najvecjega verjetja ni enaka
oceni po metodi najmanjsih kvadratov. Ocena po metodi najmanjsih
kvadratov bo identi¢na kot do sedaj, enaka bo tudi ocena standardne
napake. Prav tako bo cenilka po metodi najmanjsih kvadratov nepri-
stranska ocena populacijskih vrednosti. Da pa bi izracunali kak interval
zaupanja, moramo izpeljati porazdelitev cenilke. Vemo, da je cenilka po
metodi najmanjsih kvadratov linearna kombinacija vrednosti Y, zato smo
pri normalni porazdelitvi (pri danih x-ih) ostajali znotraj normalne po-
razdelitve. V splosnem to seveda ni res.

Druga moznost je, da izpeljemo raje oceno po metodi najvecjega verjetja
- v tem primeru se cenilke spremenijo, vemo pa, da je njihova asimptotska
porazdelitev normalna.

Recimo, da je varianca ostankov odvisna od x.

Ce varianca ostankov ni enaka za vsak x, moramo varianco pisati v ma-
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tricni obliki, npr.:

w; 0 0 O

0 ws 0 O
YX=0 )

0 0 ... 0 w,

Varianca sicer ne vpliva na oceno koeficientov po metodi najmanjsih kva-
dratov, vendar pa se spremeni ocena po metodi najvecjega verjetja, saj
moramo maksimizirati funkcijo —2(Y — X8)TEX"1(Y — X3):

(Y = XB)'SH(Y - Xp) =
(Y7 - B'XT)n7HY - XB)
= YISy —pgTXTe "y — YIS X+ 8T XTE1Xp
= YISy — 28T XTIy Yy 4+ gTXTY1X 3
in zato
—2XTy 1y 4 2XT8 X3 = 0
X7y X3 = XTuly
B = (X" 'x) Xy ly

Ustrezno se spremeni tudi varianca ocene:

-~

var(f) = var[( XTI X) I XTR Y]
= (XT2 ') X TvarY [(XTo X)) T
= XTSI X)) XTI X (XTe X))
— O_Q(XTE—IX)—I
Ce so vrednosti w; znane, se v ocenjevanje koeficientov in standardne

napake le vrine diagonalna matrika. Statisticno sklepanje je enako kot do
sedaj.

Kaj pa ¢e ostanki med seboj niso neodvisni?
Potem varian¢na matrika ¥ ni ve¢ diagonalna (je npr. bloéno diagonalna).

Rezultati bodo podobni tistim v prejsnji tocki, bo pa seveda ocenjevanje
odvisno od tega, kaj vemo o elementih 3.
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Povzetek

e Naloga predstavlja le uvod v zelo Siroko podroc¢je posplositev line-
arne regresije. Osnovni primer linearne regresije namrec zahteva precej
stroge predpostavke, ki so v praksi seveda pogosto krsene. V nalogi smo
si le povrsno ogledali, kaj se v teoreti¢nih izpeljavah spremeni, kadar
je krsena posamezna predpostavka, medtem ko se z moznimi resitvami
oziroma njihovimi lastnostmi nismo ukvarjali.
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