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Vorrede.

In diesem Werke, welches ihn durch beinahe drei Jahre in
seinen freien Stunden fast ausschliesslich beschiftigte, bringt der
Verfasser eine durchaus neue, und zwar richtige Losung des ziemlich
schwierigen Problems der Bahnbestimmung der Planeten und Kometen;
er nennt diese seine Methode exact, weil sie auf so einfacher und
solider Grundlage ruht, dass sie ernstlich wohl nie angefochten in
der Reihe der bereits feststehenden Wahrheiten ein weiteres Glied
bilden wird. Im allgemeinen geniige zu sagen, dass nicht allein die
Auflosung der sogenannten Fundamentalgleichungen, die der Central-
bewegung iiberhaupt. eigen sind, sondern auch die Bestimmung der
darin vorkommenden Dreieckverhiiltnisse sowohl bei Planeten als
auch bei Kometen eine sehr einfache und elegante Gestalt ange-
nommen hat, und in dieser richtigen Bestimmung der Dreieckverhilt-
nisse liegt hauptsichlich der Fortschritt zu den bisherigen Methoden,
bei denen sich zwischen Beobachtung und Rechnung bekanntlich
immer ein unerquicklicher Unterschied herausstellte und auch heraus-
stellen musste. Die Zulissigkeit der Kreishypothese bei Planeten und
der Parabelhypothese bei Kometen erscheint durch einen kleinen
Kunstgriff der Restbestimmung bei convergenten Reihen hinléinglich
begriindet.

Was man bei den bisherigen im grossen und ganzen von (iauss
herriithrenden Methoden schwer vermisst hat, war eine strenge Con-#
trole der Beobachtungen selbst, ob sie niimlich unter einander stimmen
oder nicht; denn ohne eine solche rechnet man auf gut Glick und
weiss am Ende nicht, wie viel Zulrauen man den berechneten Bahn-
elementen schenken darf. Der Verfasser hat diesem Uebelstande
abgeholfen und eine Controle geschaffen, deren Schiirfe die Beobh-
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achtungen oft kaum vertragen werden; dafiir fallen die Methode der
kleinsten Quadrate, Variation der Constanten u, s. w. als tiherfliissige
Surrogate hier ganz weg, denn es ist einleuchtend, dass eine aus
wenigen guten Beobachtungen vermittelst einer richtigen Methode
durchgefithrte Bahnbestimmung mehr leisten muss, als alle anderen
secundiren Hilfsmittel zusammengenommen, wenn ihnen die richtige
Basis fehlt.

Gegeniiber den betriichtlichen Schwankungen, die den bisherigen
Methoden anhaften, war der Verfasser bemiiht, eine sichere Fithrung
in alle Stadien der Rechnung zu bringen; wie weit ihm dies gelungen
ist, mag der geneigte Leser selbst beurtheilen.

An die Stelle des von Olbers angegebenen Verhiltnisses zwischen
zwei Distanzen eines Kometen von der Erde tritt hier ein anderes,
der Wahrheit bedeutend nither kommendes ein.

Der finfte Abschnitt behandelt den speciellen Fall der Erd-
und Mondbahnellipse. So sehr nun auch diese beiden Bahnen von
Leverrier, Hansen u. a. genau erforscht sind, die bisher angenom-
menen Elemente derselben werden auf Grund der hier entwickelten
Methode einer Verbesserung fihig sein, wie es denn auch hinlinglich
bekannt ist, dass die von Hansen aufgestellien Mondbahnelemente,
die besten, die wir besitzen, noch etwas zn wiinschen iibrig lassen;
aber auch die Leverrier'schen Sonnentafeln werden gewiss noch
einer Vervollkommmnung bediirfen.

Der sechste Abschnitt endlich beschiiftigt sich mit den Storun-
gen, dem sogenannten Problem der drei Korper; es ist dies eine seit
Newton her oft versuchte, aber trotz der Bemithungen der bedeutend-
sten Mathematiker noch immer nicht in befriedigender Weise geloste
Aufgabe. Von den Principien der Infinitesimal-Rechnung ausgehend,
greift der Verfasser das Problem von zwei Seiten an und entwickelt
so die Storungen nicht nur in den Elementen der Bahn, sondern
auch in den verschiedenen Coordinaten eines einzelnen Ortes; dabei
kommt er auf eine merkwiirdige, seines Wissens neue, aber hinling-
lich motivierte Integrationsmethode. Die mechanischen Quadraturen,
auf die man uberall gefihrt wird, verursachen keine allzugrosse
Miihe. Die einfache und stets durchsichtige Ableitung der betreffenden.
Formeln verleiht der hier aufgestellten Storungstheorie das Geprige
der inneren Wahrheit,
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Es gereicht dem Verfasser zu besonderer Freude, dass dieses
sein Werkchen das Licht der Welt erblickt in einem Jahre, in welchem
Krain seine 600jihrige Angehorigkeit zum Hause Habshurg feiert; er
legt es daher an den Altar des Landes hinzu zu den Gaben, welche
dasselbe dem hohen Herrscherhause bringt. In Anbetracht dessen, dass

diese Schrift einen bedeutenden Fortsehritt in der Astronomie, «der’

Konigin der Wissenschaften», bezeichnen soll, wird ihm diese ideelle
Widmung nicht fiir iibel genommen werden.

Laibach, im Juni 1883.

Der Verfasser.

"
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LoAbscohnitt.

Beziehungen hinsichtlich eines einzelnen Ortes.
4

Wir machen im vorhinein die Voraussetzung, deren Richtig-
keit spiiter bewiesen werden wird, dass die Ebenen der Planeten-
und Komelenbahnen durch den Mittelpunkt der Sonne gehen:; es
stelle uns nun Fig. 1 die Himmelskugel vor, in deren Mittelpunkt S
sich die Sonne befindet und es sei GC die Ebene der Erdbahn,

Fig 1.

M

RD die Ebene einer Planeten- oder Kometenbahn, welche beiden
Ebenen also durch den Mittelpunkt der Sonne gehen und die wir
uns nach allen Seiten hin ins Unendliche erweitert denken konnen.

In jeder dieser beiden Ebenen denken wir uns aus dem Mittel-
i
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punkte S mit einem gleichen Radius von beliebiger Liinge einen
Kreis beschrieben, welche beiden Kreise demnach als grosste Kugel-
kreise angesehen werden konnen.

Im Kreise GACYE bewege sich die Erde in der Richtung
T, 1", T, im Kreise RPDY der Himmelskorper in der Richlung
P, P', P"; indem wir annehmen, dass sich Erde und Himmelskorper
in Kreisen bewegen, lassen wir uns eigentlich eine Unrichtigkeit
zuschulden kommen, aber da es sich vorliufig nur um Winkel-
abstiinde und Richtungen, nicht aber um lineare Entfernungen
handelt, so ist diese Annahme gestattet und unsere Aufgabe erscheint
hier in den Bereich der sphiirischen Trigonometrie geriickt.

Wenn wir demnach sagen, die Erde befinde sich in 7, oder
der Himmelskorper stehe in P, so wollen wir damit nur die Rich-
tungen ST' und SP bezeichnen, die eigentliche Bahncurve, die Ellipse,
milssen wir uns in den zwei Ebenen innerhalb oder ausserhalb der
beiden Kreise gezogen denken. Wir werden demnach ganz correct
sprechen, wenn wir sagen, die Erde stehe in der Richtung ST, der
Himmelskorper befinde sich in der Richtung SP. Wir bemerken dies,
um falsche Vorstellungen und Dunkelheiten, die beim Anfinger in
der Hinsicht leicht entstehen, gleich von vornherein zu beseiligen. -

In dem in der Erdbahnebene liegenden Kreise, welcher auch
Ekliptik genannt wird, sei ' der Frithlingspunkt, d. i. derjenige
Punkt, in welchem der mit dem Erdiiquator concentrische Himmels-
Jiquator die Ekliptik schneidet; F ist der Anfangspunkt der Zihlung,
denn von ihm aus werden auf dem Aequator (der aber in der Figur
nicht ersichtlich ist) die Rectascensionen und auf der Ekliptik die
Léngen gezihlt, und zwar von 0° bis 360°. Es sei ferner § derjenige
Punkt, in welchem der Himmelskorper bei seinem Uebertritte aus
der siidlichen Hemisphiire in die nérdliche die Ekliptik schneidet, so ist
F$ die Linge des aufsteigenden Knotens, welche Grisse
man kurz mit & bezeichnet; riickwiirts ist 9¢ der niedersteigende
Knoten und liegt also von & um 180° auseinander. Steht nun %
senkrecht auf der Geraden GC, so ist C = D = 90°, und es gibt
der Winkel CSD, welcher gleich ist dem sphiirischen Winkel €D,
die Neigung der Bahnebene des Himmelskorpers gegen die Ekliptik-
ebene an; dieser Winkel wird Neigung der Bahn genannt und
mit i bezeichnet. Durch die Linge des aufsteigenden Knotens und
Neigung der Bahn ist die Lage der Bahnebene des Himmelskirpers

in Bezug auf die Ekliptik, deren Ebene wir als Fundamentalebene
annehmen, vollkommen hestimmt.
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Wir nehmen nun an, der Himmelskorper (Planet oder Komet)
befinde sich in P und es sei = derjenige Punkt in seiner Bahn, in
welchem derselbe der Sonne am niichsten zu stehen kommt (Perihel)
und von welchem aus die drei Anomalien (wahre », mittlere M,
excentrische I) geziihlt werden, so gibt, wenn F'Q = FQ ange-
nommen wird, das Stiick 'z die Linge des Perihels an; man
bezeichnet diese Grosse kurz mit sz. Dann ist wP = v die wahre
Anomalie, F"P=mw -+ » die Linge in der Bahn. Wenn nun
' den Pol der Ekliptik vorstellt und £ PA senkrecht auf FRA steht,
s0 ist F4 = [ die heliocentrische Linge und P4 =25 die helio-
centrische Breite des Ortes P, wo der Himmelskorper sich eben
befindet; diese Grossen werden heliocentrisch genannt, weil wir den
Mittelpunkt der Sonne als Mittelpunkt der Kugel angenommen haben ;
I wird von 0° bis 360°% & von 0° bis + 90° gezihlt. — Das Stiick
QaP = v — & heisst Argument der Breite und wird mit
u bezeichnet, so dass stets ist

Die mittlere Anomalie M bedeutet einen Winkel oder auch
Kreishogen, der vom Himmelskorper in ebenderselben Zeit als o,
aber mit mittlerer Geschwindigkeit zuriickgelegt wird. Bezeichnet man
niimlich mit U die Umlaufszeit eines Planeten oder Kometen um
die Sonne, das ist die Zeit, in welcher derselbe einen Bogen von
360° beschreibt, und mit p die mittlere (tigliche) Geschwindigkeit,
s0 st

Sind seit dem Augenblicke, als der Himmelskorper im Perihel,
d. i. im Punkte s, stand, ¢ Tage verflossen, so ist die mittlere

Anomalie
Mt

Sowie 7t | » die wahre Linge, so heisst 7 - M die mitt-
lere Linge des Himmelskiorpers in seiner Bahn. Auns dem bei A
rechtwinkligen sphirischen Dreiecke PA&, in welchem &P = w,
84 =1—8, AP = b ist, folgt

cos b cos (I — §) = cosu ]
cosbsin(l — R)=sinweosi ¢ . .....: .. 2)
sin b == sinu sini J

»



Die Richtung der Bewegung
ist in Fig. 1 durch die Reihen-
folge der Buchstaben P, P', P"
angedeutet. Bei dieser Art von
Bewegung, welche die recht-
liufige genannt wird, wachsen
mit den heliocentrischen Liingen
auch simmtliche Anomalien, da-
bei ist 7 < 90° Es gibt aber noch
eine andere Bewegungsrichtung,
die riickliufige oder retrograde,
welche hiiufig die Kometen ein-
schlagen und bei welcher die
heliocentrischen ILingen zwar
auch wachsen, die Anomalien
aber abnehmen dabei ist ¢ > 909 sich Fig. 2. Be1 beiderlei Be-
wegungsrichtung ist im Perihel oder im Punkte 7 die wahre Ano-
malie » == 0, 360°; withrend aber bei rechtliufiger Bewegung # von
0° an  zunimmt, geht bei rickliufiger Bewegung » von 360° an
zuriick, und so ist es auch mit den anderen zwei Anomalien.

2.

Um auch die Entfernungen zwischen Planet, Sonne und Erde
in Rechnung zu bringen, so denken wir uns im Raume ein recht-
winkliges Coordinatensystem, mit dessen Anfange oder Ursprunge
der Mittelpunkt der Sonne zusammenfillt; die positive z-Achse sei
nach dem Punkte ¥’ oder dem Friihlingspunkte, die positive #-Achse
nach einem Punkte gerichtet, dessen heliocentrische Linge 90° be-
triigt und der in der Ekliptikebene liegt; dann geht nothwendiger-
weise die 2-Achse durch den Pol der Ekliptik, d.i. durch den Punkt E;
es fillt also die xy-Ebene mit der Ebene der Ekliptik, unserer
Fundamentalebene, zusammen. Sind nun x, y, 2 die rechtwinkligen
Coordinaten des wahren Ortes P im Himmelsraume und » seine Ent-
fernung vom Ursprunge, d.i. vom Mittelpunkte der Sonne, so finden
bekanntlich folgende Beziehungen stalt:

x = reosbeosl, Yy = rcosbsinl, 2 =lrsmb,
e
Wenn wir durch den Mittelpunkt der Erde als Ursprung nun
ebenfalls ein dem vorigen paralleles rechtwinkliges Achsensystem
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legen, mit 4, 8, 4 die geocentrische Linge, Breite und Distanz
des Mittelpunktes des Himmelskorpers vom Mittelpunkte der Erde
und mit &, 5, £ die rechtwinkligen Coordinaten des Ortes P be-
zeichnen, so haben wir analog

& = AdcosPcosi, 7= Adcosfsink, L=dsinp

Sind ferner L, B, R die geocentrische Linge, Breite und
Distanz des Mittelpunktes der Sonne vom Mittelpunkte der Erde,
Grossen, wie man sie in den Ephemeriden fiir jeden Tag des Jahres
angegeben findet, X, Y, Z die rechtwinkligen Coordinaten des gleich-
zeitigen Sonnenortes, so ist wieder

X = Recos B cos L, Y = RcosBsin L, /4 = Rsin B

Da die Breiten der Sonne kaum den Wert einer Bogensecunde
erreichen, so kann man auch sagen:

Xi—=iBcos i Y= RsinL, Z=0

Vermoge des  Parallelismus der beiden Coordinatensysteme
ist aber
r=§&— X, y=n—7%, e=L— 27
daher
reosbeosl = x = Acosfeosk — ReosL ]
reoshsinl =y —= Acosfisind — RsinL ¢ . ... la)
risn b — 2 ~="4isin J

Man selzt gewohnlich o cos@ = ¢ und nennt diese Grisse die
curtierte Distanz des Himmelskorpers von der Erde; ebenso wird
rcosh die curtierte Distanz des Himmelskorpers von der Sonne ge-
nannt; es sind aber o und »cosb die aul die Ekliptikebene proji-
cierten wirklichen Distanzen, Nach dieser Bezeichnungsweise ist dann

reosbeosl = x = gcosh — Reos L
reoshsinl =y =gsind — RsinL (... .. By
rsinb —=z=ptgf J
r*=ua"t y* 4+ 2* =R* — 2Rocos (L — %) } o%sec®f .. 2)

So haben wir @, y, z auf der linken Seite durch die heliocen-
trischen, aufl der rechlen durch die geocentrischen Polarcoordinaten
ausgedriickt. Vermittelst dieser Gleichungen kann man die heliocen-
trischen Liingen, Breiten und Distanzen in geocentrische verwandeln
und umgekehrt; um aber denselben eine fiir die Rechnung bequeme
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Form zu geben, multiplicieren wir in 18) die erste Zeile mit sinl,
die zweite mit cos/; vermittelst Subtraction wird dann

osin(A —l)=Rsm(L —10)......... 3c)
Multiplicieren wir hingegen die erste Zeile mit cos/, die zweite

mit sinl, so kommt vermittelst Addition
reosb == gcos(h —= ) — Reos(L — 1) .. . ... 303)

Macht man ebendieselben Operationen mit sink und cosZ,

so erhilt man
rcosbsin (A — ) = Bsin(L —4&)........ 3y)
o =rcosbecos(A — 1)+ Recos(LL — 1) . ..... 30)

Wenn zulelzt noch mit sin L und cos I anf dieselbe Weise
verfahren wird:

reosbsin (L — ) =psin(L —R&) ....... 3e)

B=ocos (L -—A) —rcosbeos(L — ). .. ... 30)

Diese sechs Gleichungen ergeben sich aus 1p), anscheinend
sind es zu viele, aber wir werden sehen, dass eine jede von ihnen
ihre Bedeutung hat und dass wir nicht zu viel entwickelt haben,
Bekanntlich ist es fir die Berechnung eines Winkels unter allen Um-
stinden am gerathensten, denselben durch die Tangente auszudriicken ;
denn es sei fiir ein und denselben Winkel x

Yi—sina, =5 GoSi Ys=lgx
so folgt vermittelst Differentiation
dx
dy = coszdx dy' = — sinx dz it ==
Yy = cosxdx, Wy sin x dz, dy ity

Wenn wir #, #', #'"' um einen gleichen Betrag dndern, so dass
dy = dy' = dy", so muss dz in jedem der drei Fille einen ver-
schiedenen Wert annehmen, und es wird sein

dy

=, i xe

dy
T cosz’

Py A== dy.cos® x
Daraus sieht man, dass unter den drei Aenderungen des Winkels
« die dritle immer die kleinste sein wird, was so viel sagen will,
dass es ‘stets am sichersten ist, einen Winkel durch die Tangente
auszudriicken. Man soll daher iiberall, wo es nur thunlich ist, bei
der Berechnung eines Winkels zu einem Ausdrucke fiir die Tangente
zin gelangen trachten. Die obigen sechs Gleichungen gestatten dies,
und zwar erhalten wir aus den ersten vier fir die Verwandlung
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der heliocenlrischen Lingen in geocentrische und um-
gekehrt die folgenden zwei Ausdriicke:
Rsin(L —1) Esin (L — 7)

L 4)

90 =) R TR TP B

Diese beiden Ausdriicke fir fy (4 — /) wird man behufs wei-
terer Vereinfachung der Rechnung auf die Form

M SN ¢ St o

- S SR : )
1 -} meosa 1-— mecosa

bringen, indem man Zihler und Nenner beziechungsweise mit 7 cos b, g
dividiert. Solche Ausdriicke lassen sich dann in sehr elegante Reihen
auflosen, wohin wir uns aber an dieser Stelle nicht einlassen wollen,
da die Sache aus der sphiirischen Astronomie hekannt sein muss.
Ist 2 ein echter Bruch, so convergieren die erwiihnten Reihen; also
werden auch in unserem Falle die beiden Ausdriicke fir tg (42 — 1)
convergenie Reihen liefern, wenn

2, §<1

7 cosb

demnach echte Briiche sind. In den meisten Fiillen wird dies statt-
finden, aber nicht in allen, namentlich bei den Kometen nicht. Da
kommen uns die letzten zwei der ohigen sechs Gleichungen sehr
gelegen; wir erhallen néimlich aus 3 &) und 3{) fiir die Verwandlung
der heliocentrischen Lingen in geocentrische den  Ausdruck:

__ reosbsin(L —1)
— RJ-rcosbeos(L — 1)

Iiir die umgekehrte Operation, nimlich die Verwandlung der
geocentrischen Liingen in heliocentrische, wollen wir 3¢) und 3)
etwas umformen; diese zwei Gleichungen lassen sich auch folgender-
massen darstellen:

rcosbsin (180° — L 1) = g sin (L — 1)
rcosbeos (180°— L - 1) = B — gcos (L — A)

tg (L — 1)

“woraus man erhilt: n ( )
o i DR Y
{g(180mL+l)—1f—QCOS(L-—},,) ...... 6)
In 5) und 6) wird also vorausgeselzt, dass

705D < b o=y

P
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ist. So bekommen wir stets fir die Tangenten der gesuchten Winkel
Ausdriicke, welche convergente Reihen liefern, nicht als ob wir von
den Reihen selbst Gebrauch machen miissten, sondern weil die Rech-
nung vermittelst dieser Ausdriicke sicherer und bequemer ist.

Ueber den Quadranten, in welchem man den Winkel zu
suchen hat, kann in allen den Fillen, wo der Winkel durch die
Tangente ausgedriickt ist, kein Zweifel obwalten, da man immer
das Vorzeichen des Zihlers als das Zeichen des Sinus und das Vor-
zeichen des Nenners als das Zeichen des Cosinus des gesuchten
Winkels ansehen muss; diese Regel wiirde nur dann eine Ausnahme
erleiden, wenn man im Verlaufe der Entwickelung des Ausdruckes
fir die Tangente des zu bestimmenden Winkels irgendeinmal Zihler
und Nenner mit — 1 multipliciert hitte, was einer Verlegung des Win-
kels in den Scheitelquadranten, z B. aus dem ersten in den dritten,
gleichkommt; auf diesen Umstand soll man also nicht vergessen. In
einigermassen zweifelhaften Fillen bestimme man abgesondert die
Vorzeichen des Sinus und Cosinus des gesuchten Winkels.

Aus der dritten Gleichung in 1) und aus 3¢) ergibt sich fir
die Verwandlung der heliocentrischen Breiten in geocen-
trische und umgekehrt die Relation:

tgbsin (L —X) = tgBsin (L — 1) . ... ... . 7)

Da die Breiten alle von 0° bis + 90° gezihlt werden, so ist hier
der Quadrant leicht zu treffen.

Die Gleichungen 3) haben eine bestimmte geometrische Bedeu-
tung; eine nur oberfliichliche Betrachtung derselben lehrt, dass wir
es hier mit einem ebenen Dreiecke zu thun haben, dessen Seiten
B, o, rcosb und die gegeniiberliegenden Winkel 4 — 17, 180 — (L — 1),
L — J sind, wie die beigefiigte Fig. 3 es veranschaulicht. Dieses
Dreieck STp liegt offenbar in der xy- oder Ekliptikebene (in der
Figur durch die Ebene MN veranschaulicht) und ist demnach
das Projectionsdreieck des von der Sonne, der Erde und dem
Himmelskorper gebildeten ebenen Dreieckes im Raume. Es ist gut,
sich dies zu vergegenwiirtigen, wie wir {iberhaupt nichts ver-
schmiithen diirfen, was irgendwie zur anschaulichen Behandlung
unseres verhilinismissig schwierigen Problems beitragen kann. Hier
sind R, L, 1 bekannt, was zur Bestimmung des Dreieckes offenbar
zUu wenig ist,
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Das erwithnte von der Sonne, der Erde und dem Himmels-
korper gebildete Dreieck im Raume (in der Figur das in der Ebene
UV liegende Dreieck ST'P) hat die drei Seiten R, A, r; die diesen
Seiten gegeniiberliegenden Winkel seien y, x, . Die Beziehung der
drei Seiten dieses Dreieckes zu denen des Projectionsdreieckes ist
aus dem Vorangehenden klar, da ¢ = Acosf und die Grundlinie
R beiden gemeinschaftlich ist; es handelt sich nun der Vollstindig-
keit halber darum, auch die Winkel », %, ¥ zu denen des Projec-
tionsgdreieckes in Beziehung zu setzen. Vermoge des Carnot’schen
Lehrsatzes haben wir im Dreiecke STP

r* = R* -t 4*— 2R A cos
A4* = R* -+ r® — 2Rrcosy
R = »% + 4% 2rdcosy

Aus den Gleichungen in 1) oder auch aus dem Dreiecke STp
aber erhalten wir der Reihe nach

7% = R®* | 4% — 2RA cosfcos (L— 1) , ]
A*= R* + »* - 2Rr cos beos(L—1) )
Rt= »p* + 4% — 2rd[sinbsinf -} cosbcosp cos (b — 1)] J

M
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Demgemiiss muss also sein:

cos Y = cos 3 cos (L —4) ]
cogy —=—cagbgaa (LBl ot TR e s L 9)
cosy = sinbsin - cosb cos 3 cos (L —1) J

Der Winkel y, in den Lehrbiichern der theoretischen Astronomie
mit 2 bezeichnet, hat bisher in der Theorie der Bahnbestimmung eine
hervorragende Rolle gespielt; da namlich im Dreiecke ST'P die Grossen
R und w bekannt sind, so suchte man noch y, den Winkel am
Planeten, zu eruieren, damit das Dreieck zu einem bestimmten wird;
dann rechnete man

__ Rsiny
A = o

aber abgesehen davon, dass die Beslimmung von y auf Gleichungen
sehr hohen Grades fithrt, welche nicht einmal nach Bildung der
sovielten und sovielten Hypothese richtig sein konnen, ist noch der
Umstand zu beachlen, dass y zur Zeit der Opposition, in welche
Zeit die meisten Entdeckungen der kleinen Planeten fallen, ein sehr
kleiner Winkel wird und man also 4 aus der vorstehenden Formel
mit geringer Sicherheit rechnen kann.

Die ersten zwei Gleichungen in 8) dienen zur gegenseitigen
Verwandlung der Distanzen; sind die Breiten gross, wie dies
bei Kometen hiufig eintrifft, so kann fiir diese Verwandlung auch
die dritte Gleichung in 14)

rsinb = gtgp = Asinf
beniitzt werden.
3

Die rechtwinkligen heliocentrischen Coordinaten x, 4, 2 lassen
sich unmittelbar durch » und » ausdriicken; zu diesem Behufe
multiplicieren wir in 2) Art. 1 die erste Zeile mit cos &, die zweile
mit sindd und subtrahieren, es kommt

cosbecosl = cosucos§t— sinusinScosi

Multiplicieren wir aber die erste Zeile mit sin&, die zweile
mit cosd, so erhalten wir vermittelst Addition

cosbsinl = cosusin§ - sinucos R eos i
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Multipliciert man diese zwei und die dritte Gleichung dort mit »,
s0 ist in Beriicksichtigung von 1a)im Art. 2
x = r (coswcos St — sinu sinScosi)
y = r (cosusin§ - sinucos & cos i)
2 = i sinusinig
Wir konnten hier weiterfahrend diesen drei Ausdriicken noch
eine andere (estalt geben und die sogenannten (iauss’schen Con-
stanten aber in etwas verschiedener Form entwickeln, allein wir
haben nach lingerer Ueberlegung die Ueherzeugung gewonnen, dass
die Einfiihrung dieser sonst so beliebten und viel gebrauchten Con-
stanten sowohl unnothwendig als auch der Uebersichtlichkeit der
ohnehin genug verwickelten Theorie wenig forderlich ist, weshalb wir
dieselben iibergehen. ;

4.

Wegen des langsamen Zuriickweichens des Friihlingspunktes #
(sieh Fig. 1) und wegen der kleinen Aenderungen, welche die Lage
der Ekliptik zum Aequator im Laufe der Zeit erfihrt, werden offen-
bar die drei Elemente 8, ¢, s mil der Zeit sich #ndern, weshalb
jedesmal angegeben werden muss, fir welche Epoche diese drei
Elemente gelten, damit man dieselben auf eine andere Zeit iiber-
tragen kann. Als solche Epoche wird gewohnlich das mittlere Aequi-
noctinm fiir den Anfang eines Jahres gewiihlt, d.i. diejenige Lage
der Ekliptik zum Aequator, wie sie ohne Nutation statifinden wiirde.
Nimmt man das Jahr 1850 als Ausgangsepoche an und bedeutet #
eine beliebige Anzahl von Jahren, so betrdgt die Prédcession oder
das Zuriickweichen des Friihlingspunktes aul der Ekliptik

Y = 50:23465''t - 0:00011288"¢*
und die mittlere (d. i. von der Nutation befreite) Schiefe der Ekliptik
e = 23°27'31-83" — 0-47593""¢t — (:00000149"¢*

Sind dann 7}, und 7' zwei Jahreszahlen, welche uns zwei ver-
schiedene Epochen vorstellen und man will den Betrag der Priicession
fir die Zwischenzeil T'— T, berechnen, so bedenke man, dass von
der obigen Ausgangsepoche 1850 an his zum Jahre 7' die Priicession
betragen wird

Y == 5023465" (T — 1850) - 0-00011288" (T"— 1850)*
und ebenso von 1850 bis T,

Y = 50-23465" (T, — 1850) -} 0-00011288" (T, — 1850)*
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fiir die Zwischenzeit 1" — T}, wird also der Betrag
Y — Y =AY =
=50-23465" (T'— T,) -+ 0-00011288" [(1'— 1850)* — (T}, — 1850)*]
entfallen. Nach dem bekannten Satze iiber die Differenz der Quadrate
ist aber
(T'—18560)% — (T, — 1850)* = (T + T, — 2.1850) (T — T,) =

iy (“2' Lyt 1850) (T—T,)

Setzt man dies in den vorangehenden Ausdruck fir 4 ein,
s0 wird

dp =T —1T,) [50'23465” -+ 0+00022576" (?—ig 294 1850)]

Vermittelst der vorstehenden Formel lisst sich die Priicession
fir beliebige Zwischenzeiten berechnen, da 7 und 7}, ebensogut ganze
als auch Decimalzahlen und also auch Monate, Tage u. s. w. ein-
schliessen und auch vor 1850 liegen kinnen.

Um jetzt auf unsere Aufgabe, nidmlich die Uebertragung der
Elemente &, i, 7# von einer Epoche auf eine andere, zuriickzukommen,
so nehmen wir an, es seien fiir die Epoche (mittleres Aequinoctium)
T, die Elemente &,, 4, 7, gegeben und man soll dieselben auf
das mittlere Aequinoctium 7' iibertragen. Bezeichnen wir die dieser
Epoche T entsprechenden Elemente mit &, ¢, 7, so wird es fiir kurze
Zwischenzeiten geniigen, zu selzen

R=8, |+ AN, =14, m=mn,-d¢p

wobei also nur die Priicession beriicksichtigt erscheint, die Aende-
rungen der Lage der Ekliptik zum Aequator aber vernachlissigt
werden, als ob die mittlere Schiefe &, wofiir aus dem oben gegebenen
Ausdrucke der jeder beliebigen Zeit entsprechende Wert leicht zu be-
rechnen ist, eine unverinderliche Grosse wiire. Fiir lingere Zwischen-
zeilen wird man diese Aenderungen in Anschlag bringen, indem man
cine kleine Correction hinzufiigt. Zu diesem Ende berechne man
vor allem

7 — [0'4795”— 0 00000624" (]ﬂéjf’ — 1850)] (T'— 1T,

P = 178°0' 12" |- 32+ 847" (1_‘%'..4’]» % 1850)
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dann wird
= 8, + A + zcotg 'y, (i +-4,) sin (ﬁfgﬁi’ — IP)

= b A — oty Yy (i) sin (ST )
¢ = ¢, — & cos (%_jp)

Wie man sieht, werden die erwiithnten Correctionen stets sehr
klein ausfallen; dieselben enthalten aber 8§ und ¢, welche Grossen
erst gefunden werden sollen, man setze daher in der ersten Rechnung
=8, + AY, i =i, wie oben und wiederhole dieselbe. (Die hier
vorkommenden Zahlenangaben nnd die Ausdriicke fiir die Correctionen
sind Oppolzers Lehrbuch der Bahnbestimmung entnommen, wo man
das Nihere nachsehe.)

M



IL Abschnitt.

Newtons und Keplers Gesetze. Berechnung eines einzelnen
Ortes aus bekannten Elementen.

{

Bevor wir den eigentlichen Gegenstand in Angriff nehmen,
behandeln wir ein paar Aufgaben aus der analytischen Geometrie,
weil dieselben in unserem Problem eine grosse Rolle spielen. —
Erstens soll die Fliche eines ebenen Dreieckes, das in einer be-

stimmten @y-Ebene liegt und dessen

Fig. 4. Eckpunkte durch die Coordinaten

¥ o @, y), (@, ¥), (=", y") gegeben sind,
analytisch bestimmt werden. Es seien

(Fig. 4) OX und 0Y die heiden Coor-
dinatenachsen, MM'M" das ebene

Vs Dreieck, dessen Fliche /' zu bestimmen

M : ist, die Accente von M, M', M"' seien

i i auch die Accente der Coordinaten

gb——s— 4 L ¥ der betreffenden Eckpunkte. Wie aus
A Z (4

den Lehrbiichern sattsam bekannt ist,
hat man

JS=ABM'M + BCM"M' — ACM"M oder
S(Y'—y) — & (f'—y) + 2" (y—y) =2f . .. . 10)
in welcher Gestalt sich die Formel dem (iediichtnisse sehr leicht
einpriigl. Eine nicht minder gefillige und leicht anzueignende Form
kann man dem Ausdrucke fiir die doppelte Fliche eines Dreieckes

auch dadurch geben, dass man in der vorstehenden Gleichung
ay — ay = 0 hinzu addiert; dann erhiill man durch Faclorenzerlegung

(¢"—2) (y'—y) — (@—2) (y"—y) =2/ . ... 1f)
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Liisst man, nebenbei bemerkt, z B. den Punkt M’ der Gieraden
MM" unausgesetzt sich nithern und schliesslich ganz in dieselbe
fallen, so wird

@"'—2) (y'—y) — @'—2) (y'—9) = 0

r

was die Gleichung einer durch (z, ), (2", #'") bestimmten Geraden

ist, die man gewohnlich in der Form

rr

A
22— (% 56‘)

Y=l
schreibt, wobei #', 4’ die laufenden Coordinaten sind. So haben wir
ans dem Ausdrucke fir die doppelte Fliche eines Dreieckes die
Gleichung einer Geraden abgeleitet, and zwar so, dass wir die Fliche
bis zu ihrer Grenze, der Geraden, abnehmen liessen. Umgekehrt
lasst sich aus jeder Gleichung einer Geraden ein Ausdruck fir die
doppelte Fliche eines Dreieckes ableiten, wenn wir die betreffende
Gleichung auf Null reducieren, statt der Null aber nun 2 setzen;
“es sel z B.

Y = ax' b

die Gleichung einer Geraden; fiir die doppelte Fliche eines Dreieckes,
welches diese Gerade zur Grenze hat, wird nun sein

y—axr'—b = 2f

#' und %' sind dadurch von einander unabhiingig geworden, was sie
in der Gleichung der (ieraden nicht waren; dafiir erscheint / als die
abhiingig Verinderliche, d. h. man kann jelzl fiir 2, " beliehige Werte
withlen und darnach /* bestimmen; soll wirklich ein Dreieck zustande
kommen, so dirfen selbstverstiindlich fiir ', #' nicht solche Werte
gewiithlt werden, welche die Gleichung der Geraden befriedigen.

Wir kehren nach dieser kleinen Digression, die sich uns von
selbst dargeboten hat und die eigentlich nicht zur Sache gehort, zu
den Ausdriicken fiir 2/ in 1e) und 18) zuriick. Soll ein Eckpunkt
des Dreieckes im Coordinatenursprunge, also in O liegen, so brauchen
wir nur z B. " = 0, #" = 0 anzunehmen, dann wird aus 1)

TN TS RO T SRS R W 2 a)
oder aus 1p3)

P
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Driickt man in 2¢) die rechtwinkligen durch die Polarcoordi-
naten aus und setzt demgemiiss

T = 7 cosV Yy = r sinv

r r

T=— lonsD. y = r'sinv'

so erhilt man :
Qf=a'y—ay=2y—y)—y@—a)=r'"sin(v—2") ... 3)
Lisst man hier den Punkt (z',#") sich unausgesetzt dem Punkte
(x, ¥) nihern und diese Niherung zuletzt in den Grenzzustand tiber-
gehen, so wird sehr nahe #' =7, weiters ist dann z—z' = du,
y—y = dy, sin(v—2") = dv, 2f = 2df, daher
Sop =Sy =iy — 0y e UV S B 4)

Sonach ist das Dreieck in eine unendlich kleine Sectorfliche
tibergegangen und die einzelnen Ausdriicke in 4) sind somit das
doppelte Element einer Sectorfliche. Die Formel 4) lisst sich theil-
weise auch folgendermassen ableiten, es ist

Y

fgo == und dv— Gy - U

2L

da aber z®— y* = r% so wird ady — ydx = r®dv, wo dennoch

die Bedeutung der beiden Ausdriicke zur Linken und Rechten des

Gleichheilszeichens nicht so klar zutage tritt, wie oben; indessen eine

kleine Lehre enthiilt die Differentialformel fiir fg». Man ersieht aus

derselben, dass der Winkel » mit desto grisserer Sicherheit erhalten

wird, je grosser -der Nenner in der Differentialformel wird, oder je

grisser Zihler und Nenner im Ausdrucke fiir die Tangente sind. Es

ist auch an und fir sich klar, dass, wehn im Ausdrucke

Y

gy = =
g o

Zahler und Nenner fortwithrend abnehmen, auch die Bestimmtheit

des Winkels » zusehends sich vermindert, bis endlich fiir

tgn — 2
der Winkel ¢ ganz unbestimmt. wird, denn man kann immerhin
annehmen, dass ¥ und # bei ihrem fortwihrenden Abnehmen kleiner
werden als jede angebbare Zahl und zuletzt in Differentiale iiber-
gehen, aber “dabei ihr Verhiltnis zu einander, welches eben die
Tangente angibt, fortwihrend bewahren, so dass

T = a’y —

dx

Sle
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unter dieser unbestimmten Form doch ein bestimmies Verhilinis
birgt. Mit solchen und ihnlichen Betrachtungen beginnt gewdhnlich
die Lehre von der Differentialrechnung, wir aber kehren die Sache
um und ziehen aus dem Vorangehenden den Schluss, dass, wenn fur
die Tangente eines Winkels zwei oder mehrere Ausdrucke zur Ver-
fiigung stehen, wie es in der Folge ofters vorkommen wird, man
immer demjenigen den Vorzug geben soll, der den grissten Zihler
und Nenner besitzt. Es ist dies dem Scheine nach eine unbedeutende
Lehre, sie wird aber dennoch dazu dienen, um in die Vielseitigkeit,
welche unserem Problem eigenthiimlich ist, manches Schwanken zu
beseitigen und in die Rechnung selbst Sicherheit zu bringen.

2.
Zweitens soll die Gleichung einer Ebene gefunden werden, welche

durch drei im Raume gelegene Punkte P'(z, ¢, &), P"(z", 4", "),
P" (2", 4", 2"") geht. Die Gleichung hat jedenfalls die Form:

7 — e he S tEiTe e SR S 1)

wo x, y, 2 die laufenden Coordinaten, 4, B, C aber gewisse zur
Bestimmung kommende Coéfficienten bedeuten; zu dem Ende hat
man den gegebenen Dalen gemiiss die drei Bedingungsgleichungen :
y = Az' B + C
"= da" }-B" - C
?/Hr sl A.’L"” __|_ anl "I"' C
Verbindet man die erste dieser drei Gleichungen mit der auf-
gestellten allgemeinen 1), so erhilt man

y—y = A@w—2) + Ble—2)
als die Gleichung einer Ebene, die durch den Punkt (#', ¢, 2) geht.
Um 4 und B zu finden, dazu dienen dann die Gleichungen:
?/H‘l'___ y! o A (.’E'”‘_' x! ) _l_ B (Z’”* 1 zl )
yrr.'___ ?j” e A (:El”_ x”) + B (z’”-,ﬁ z”}
Hat man daraus 4 und B bestimml und setzt der Kiirze halber
[J;'y-l i xr (yl'.'f 2 yl'!) ( e i y) & IL!H’ (J” yl‘)
. |'rz] — .’B' (z”f 2”) f( FH’ B ) I xﬁf’(zf 2')
2] = o' ("1 ) — ¢ (2" = )y )
so lautet die verlangte (ileichung:

(— ¥)fwe] = @—a)pel + (e — )] - . . - . 24)
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oder durch theilweise Ausfithrung der angezeigten Operationen

DB e glasl—

=zly] +e{zy]|+a'y ' —a'y " 2y — "y 2y 2y

Man sieht, dass [zy] die doppelte Fliiche eines Dreieckes bedeutet,
welches in der ay-Ebene liegt und dessen drei Eckpunkte durch die
Coordinaten (', "), (2", y'"), (""", 4"") bestimmt sind; ebenso bedeutet
[#z] ein doppeltes ebenes Dreieck, dass in der xz-Ebene liegt und
dessen drei Eckpunkte durch die Coordinaten (2',2"), (x",2"), (2", 2""")
gegeben sind, und so stellt uns auch [yz] ein in der yz-Ebene lie-
gendes, durch die Coordinaten der Eckpunkte (v, 2"), (", 2"), (""", 2"
gegebenes Doppeldreieck vor. Man nennt diese drei Dreiecke die Pro-
jectionsdreiecke des Raumdreieckes, dessen Eckpunkte P', P", P'"
im Raume liegen und welches uns die verlangte Ebene repriisentliert.

Anmerkung. Da die Ebene als die Grenze eines Tetracders
oder einer dreiseitigen Pyramide aufgefasst werden kann, in welcher
eine Ecke durch unausgesetzte Nidherung an die gegeniiberliegende
Fliche endlich verschwunden ist, so muss die auf Null reducierte
Gleichung einer Ebene offenbar mit dem Ausdrucke fiir das Volumen
eines Tetraeders verwandt sein, gerade so, wie wir im vorangehenden
Artikel gesehen haben, dass die auf Null reducierte Gleichung einer
Geraden die doppelte Fliche eines Dreieckes darstellt. Da in unserem
Falle [xy], [#2], [y2] lauter Doppeldreiecke oder Parallelogramme sind,
so konnen wir mit Bestimmtheit behaupten, dass wir es hier mit
einem vierseitigen Prisma zu thun haben, dessen Projectionen aufl
die drei Coordinatenebenen eben Parallelogramme sein miissen. Nun
lisst sich das vierseitige Prisma in zwei dreiseitige Prismen von
gleichem Volumen, das dreiseitige Prisma in drei Telraeders oder
dreiseitige Pyramiden von ebenfalls gleichem Volumen zerlegen; daher
ist das vierseitige Prisma das Sechsfache eines solchen Tetraeders;
bezeichnen wir das Volumen eines Tetraeders mit ¥, so besteht dem
Gesagten zufolge die Gleichung:

(@ — ) [y — (g — 9) [oe] + (e — &) [ay] = 67 ... 3)

Dadurch ist % von 2 und 2z unabhiingig geworden und kann
nun selbst unbekiimmert um # und z beliebige Werte annehmen.
Hiemit ist auf indirectem Wege die Aufgabe geldst, das Volumen eines
Tetracders zu bestimmen, dessen vier Eckpunkte durch die ent-
sprechenden Raumcoordinalen gegeben sind.
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Aus der Gleichung 28), die einer jeden belichigen Ebene gilt,
liisst sich nun auch die Gleichung einer durch den Coordinatenanfang
gehenden Ebene ableiten; zu diesem Ende brauchen wir nur einen
der drei Punkte in den Ursprung selbst zu verlegen oder z B.
2'=—0, gli—=0,%""=0 zutsefzen dann st

y (@' —a""d)==z (y"—y"'d) 2z @y —2"y). ... 4

Hiebei sind die Coéfficienten in den Klammern Projections-
dreiecke, die mit dem Raumdreiecke, wovon zwei Eckpunkte im
Raume sich befinden, im Coordinatenanfange einen gemeinschaftlichen
Eckpunkt besitzen.

3.

Die Planeten und Kometen bewegen sich um die Sonne infolge
einer ihnen urspriinglich mitgetheilten Bewegung und einer conti-
nuierlichen Anziehung, welche die Sonne als Centralkorper auf sie
ausiitbt, und vermoge welcher sie in geschlossenen Curven dieselbe
umkreisen; denn es ist, wm es hier schon zu bemerken, von vorn-
herein nicht denkbar, dass diese Himmelskorper, einmal in den Bereich
der anziehenden Centralkraft geriickt, derselben sich je entziehen
kénnten. Um die Gesetze dieser Bewegung und die dabei beschriebene
Curve nither kennen zu lernen, machen wir eine kurze Umschan in
den Gesetzen der Bewegung iiberhaupt. Man unterscheidet bekannt-
lich erstens eine gleichformige Bewegung, wo der bewegte Korper
in jeder bestimmten Zeiteinheit (Secunde, Minute, Stunde, Tag) gleiche
Strecken zuriicklegt; er folgt dabei einer momentanen Kraft und
bewegt sich, wenn keine Hindernisse entgegenwirken, vermoge der
Triigheit geradlinig fort. Bedeutet v die Geschwindigkeit, d. i. den
Weg, welchen der Korper in einer Zeiteinheit macht, ¢ die Dauer
der Bewegung, ausgedriickt in der Benennung der gewiihlten Zeit-
einheit, s den withrend der Zeit ¢ zuriickgelegten Weg, so ist

wobei s dieselbe Benenhung erhiilt, in der v ausgedriickt worden ist;
wenn man differenziert, so kommt, weil v constant ist,

A8 ==Vt iys & o o fur 1)

Die Geschwindigkeit des Beweglichen ist daher bei einer gleich-
formigen Bewegung gleich dem ersten Differentialquotienten des Weges

in Hinsicht der Zeit.
21'
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Es gibt aber zweitens in der Natur Bewegungen, wobei die in
gleichen Zeiten beschriechenen Wege ungleich sind, wo also die Ge-
schwindigkeit des Beweglichen sich stetig féindert; ist diese Aenderung
eine gleichformige, so dass die Geschwindigkeit in jeder folgenden
Zeiteinheit wie in einer arithmetischen Reihe um einen gleichen
Betrag wiichst oder abnimmt, so nennt man dies eine gleich-
formig beschleunigte (verzogerte) Bewegung. Wenn wir den
in jeder Zeiteinheit stattfindenden Zuwachs an Geschwindigkeit mit
g bezeichnen, so wird die Geschwindigkeil am Ende der

e L . t-Zeiteinheit
¥ =i wdg Se=idgt by i gt

also allgemein

Bei dieser Art von Bewegung erscheint daher nicht allein der
Weg, sondern auch die Geschwindigkeit als eine Function der Zeit;
setzen wir in die obige Differentialformel fir 1) den hier gefundenen
Wert der Geschwindigkeit ein, so erhalten wir

ds—=lotdt e IR R fir 3)

vermittelst Integralion wird

Das Ergebnis der ganzen Bewegung, der Weg, fillt daher gerade
so aus, als ob das Bewegliche mit mittlerer Endgeschwindigkeit oder
richtiger mit einer Geschwindigkeit sich bewegt hiitte, die das arith-
metische Mittel zwischen der Anfangs- und Endgeschwindigkeit bildet,
was der Natur der Sache vollkommen entspricht, da der Zuwachs
als gleichformig angenommen wurde. Entwickelt man aus dem ersten
den zweiten Differentialquotienten, so ist, da d¢ zu einer Constanten

gemacht werden kann,
d’s
%.‘J" = e e e S

oder die Beschleunigung ¢ ist gleich dem zweiten Differential-
quotienten des Weges in Hinsicht der Zeit. Diese Beschleunigung wird
durch eine stetig wirkende Anziehungskraft erzeugt, die jedem Korper,
als Masse betrachtet, innewohnt, eine Thatsache, die bisher noch
nicht eine geniigende Erklirung gefunden hat; je grosser die Masse
des Korpers ist, desto grisser auch dessen Anziehungskraft und die



21

durch die letztere bewirkte Beschleunigung. Die Grosse ¢ hat daher
fitr jeden Korper ihren besonderen Wert und hingt also von dessen
Masse ab. Allein auch fiir einen einzelnen Korper ist dieselbe nicht
eine unwandelbare Grosse, sondern nimmt nach Newton gerade so
wie die Intensitiit des Lichtes mit dem Quadrate der Entfernung ab.
Dem Gesagten gemiiss gibt es daher, strenge genommen, keine gleich-
formig beschleunigte Bewegung in der Natur, sondern nur eine un-
gleichformig beschleunigte (verzogerte).

Wenden wir die hier ausgesprochenen, von Newton herrithrenden
zwei Principien auf die Bewegung der Himmelskorper um die Sonne an;
demnach wird ein Himmelskirper in zwei.verschiedenen Entfernungen
von der Sonne mit verschiedener Beschleunigung angezogen werden,
und zwar besteht, wenn » und #' die beiden Entfernungen, g, und g,
die entsprechenden in einer bestimmten Zeiteinheit (Secunde . . . Tag)
von der Sonne bewirkten Beschleunigungen des Himmelskorpers be-
deuten, die Proportion:

9.: . ggr = ?_m . i.'! O(ief 9,37.‘.'- — gsr?.r?

Aehnlich wie bei der Wurfbewegung die Schwerkraft der Erde
wirkt, haben wir uns auch bei der Bewegung der Himmelskdrper um
die Sonne die Sache so zu denken, dass der Korper, anstatt der
Bewegung in der Tangentenrichtung zu folgen, fortwihrend zur Sonne
sinkt; g, und g¢,' sind daher wie beim freien Falle, der einfachsten
Erscheinung in dieser Hinsicht, Geschwindigkeiten (ausgedriickt in
Metern, Kilometern), die der Korper am Ende der ersten Zeiteinheit
erlangt. Um auch bei dieser Verdnderlichkeit der Anziehungskraft
oder der durch dieselbe bewirkten Beschleunigung eine Constante zu
erhalten, setzen wir

ko= gptemgr V= g lip e
und haben demnach ganz allgemein fiir die Anziehungskraft der Sonne
den Ausdruck: :

Ueber den Wert und die Bedeutung dieser Constante, wofiir
wir lieber in Riicksicht auf die Dimensionen /£ selzen michten, wird
spiter gesprochen werden. — Besitzt der angezogene Himmelskorper
selbst eine Masse, so wird auch er die Sonne an sich zu zichen
trachten, und zwar bei der gleichen Entfernung #» mit einer Kraft,



22

die sich zur Anziehungskraft der Sonne verhilt, wie die Massen der
beiden Korper. Selzen wir demnach den Quotient
Masse des Himmelskorpers

i e nRrEC YA TS TR LE =5
Masse der Sonne

so ist die Beschleunigung, mit welcher der Himmelskarper die Sonne
an sich zieht, ausgedriickt durch
Aoromb ) oniuitlienl g 5

Dieser Ausdruck gibt aber auch ganz allgemein die Beschleu-
nigung an, die ein Korper von der Masse # (in Einheiten der Sonnen-
masse ausgedriickt) einem anderen in der Entfernung » befindlichen
Kérper mittheill.

Die Anzichung, welche der Himmelskorper auf die Sonne aus-
iibf, kénnen wir nach dem Gesetze der relativen Bewegung auf die
letztere iibertragen und uns dabei die Sonne als ruhend denken;
weil bei dieser Anziehung zur Sonne hin die Radienvectoren der
Planeten und Kometen kleiner werden, so ist diese Gesammtbeschleu-
nigung negativ zu nehmen, so dass wir haben

d®s % mk* k(1 - m) 3
i TRl ( +oe) = 20T

Diese Formel bildet die Grundlage fiir unsere fernere Erorterung
tiber die Bewegung der Himmelskorper um die Sonne; darin kann
t Secunden, Minuten . .. Tage bedeuten, je nachdem ¢ als die
Beschleunigung in der ersten Secunde, Minute . . . Tage angesehen
wird; ebensowenig ist hier etwas Bestimmtes iiber die Lingeneinheit,
in der g, £% » auszudriicken sind, enthalten, offenbar aber muss
die Benennung von £* auf ¢ tibergehen.

4.

Um die Differentialgleichung 6) integrieren zu konnen, zerlegen
wir die Beschleunigung ¢ in drei Componenten, parallel zu den Achsen
des rechtwinkligen durch den Mittelpunkt der Sonne gelegten Coor-
dinatensystems, welches wir oben in I 2 beschrieben haben und
das wir auch hier zugrunde legen. Sind niimlich e, 3, y die Winkel,
welche die Achsen des Systems mit dem Radiusvector » eines Punktes
P im Raume einschliessen, so ist

=" o8} Y == rcos 3, Ri=ifcosy
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Das Verhiillinis, in welchem hier die Coordinaten z, #, 2 zu
ihrem Radiusveclor » stehen, ist aber offenbar auch das Verhiltnis
zwischen den drei Componenten und ihrer Resultierenden g, ihnlich
wie im Kriiftenparallelogramme, daher

d*z d®y : iz
o = 1 COS &, = gcosf, T geosy
oder
A3 58 Aot in ¥ i ba
el A B e R el SR

Wir driicken der Kiirze halber ¢ noch nicht durch seinen oben
gefundenen Werl aus. Multipliciert man die erste der vorstehenden
drei Gleichungen mit ¢, die zweile mil x und subtrahiert, so kommt,
wenn auch mit den iibrigen Verbindungen analog verfahren wird,
im ganzen

dy ad7E ) i

&0 E ol
d% d*x

xr dfl‘)‘ — 2 t'i't—g ............ 2)
d% da®

Y — 2 =0

Wir multiplicieren mit d¢ und integrieren, dann wird
| g )

mdy 2 o A ¢
T3
dz dx -

X (lt =i d,‘_t e e S AR e e T RS 3)
dz df/ )

e

wo ¢, ¢, ¢" die Integrationsconstanten bedeufen; multipliciert
man die erste Gleichung in 3) mit 2, die zweite mil y, die dritte

mit z, so erhiilt man vermiltelst Addition ”
/'

detedy+e'z=0 ........... 4)

was die (leichung einer durch den Coordinatenanfang gehenden
Ebene ist. Die Planeten und Kometen bewegen sich daher
in Ebenen, die durch den Mittelpunkt der Sonne gehen,
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Um die Coéfficienten ¢', ¢, ¢""' niiher zu bestimmen, so missen
wir vor allem beachten, dass die Gleichung 4) Art. 2

y(xrzrl_ x.‘fzf) — m(yrzn__ ynzl) _I_ z(a,’,!?/lf_ xlryl) i 5)

ebenfalls als die Gleichung einer Planeten- oder Kometenhahnebene
angesehen werden kann, nur dass hier die Coéfficienten durch die
Coordinaten zweier Punkte in der Bahn des Himmelskorpers aus-
gedriickt sind, und zwar sind diese Coéfficienten, wie wir bereits
wissen, Ausdriicke fiir die Projectionsdreiecke des Raumdreieckes,
welches von zwei Orten P’ und P’ des Himmelskorpers und dem
Mittelpunkte der Sonne gebildet wird. Die drei Projectionsdreiecke
lassen sich aber durch das Raumdreieck ausdriicken. Zufolge der
Gleichungen in 1. 3 ist far den Orl P’

' =" (cos u' cos & — sinu' sin § cos i)
y' =" (cosu' sin §& -} sinu' cos § cos i)
e — s Sy

und fiir den Ort P
@' = 1" (cos u' cos & — sinu'" sin § cos i)
y'=r" (cosu' sin §& — sin u'' cos § cos i)
2= r'Sin i i)

wow'=mw—8-+, u'=mxm—R-+ o ist

Bildet man jetzt die Producte fir «'y", 2"y, y'2" u. s w., so
wird in Beriicksichtigung, dass w''— w'= 2" — v’ isl,

2y — &'y = 'y sin (v — v')cos i
2’2" — o' = r'r" sin (v" — v') cos R sin i

Y2 — Y = " sin (v — V') sin R sin i

r'v'"sin (0" — o') ist offenbar der Ausdruck fiir das doppelte
Raumdreieck, wovon wir oben gesprochen; bezeichnen wir dasselbe
der Kiirze halber mit », die Projectionsdreiecke aber der Reihe
nach mit », #, »,, so haben wir

w— sy eyt 05 Y }
y, ==ttty — pieos Sl sin it
v, = y'2" — y''d = sin§sini J

Substituieren wir dies in 5), so lautet die Gleichung der Bahn-
ebene, da n herausfillt, :



ycos&sini = xsin§sini - zcosi ]
QAECENEREERIE 2 £ 3 Kb LREb L sl 7)
2 =1gi(ycos§ — xsin) J
Dritcken wir hier die rechtwinkligen Coordinaten z, #, # durch
die heliocentrischen Polarcoordinaten s, , & nach 18) in L 2 aus,
g0 kommt, weil » schwindet,
== doty A (AR S R T R 8)
welche Gleichung auch aus 2) in L 1 resultiert. Driickt man hin-
gegen x, ¥, & durch die rechte Seite von 1#) in L 2, also durch
die geocentrischen Polarcoordinaten aus, so erhalten wir
otyf=1tgi[Rsin({ — L) — gsin(8— 1] .....9)
aus welcher Gleichung sich die curtierte Distanz ¢ sehr leichl berech-
nen lisst, wenn die @ibrigen darin vorkommenden Grossen gegeben
sind; man hat nimlich :
_ Rsin(&— L)tgi
= tgpFsin(—N)tgi
wo man behufs grosserer Bequemlichkeit Zihler und Nenner frither mit
tgp dividieren wird, bevor man an eine wirkliche Berechnung geht.

b,

Aus den Gleichungen 6) des vorigen Artikels lassen sich jetzt
anfl demselben Wege, aul welchem wir die Ausdriicke fir das dop-
pelte Sectorelement in 4) des Art. 1 abgeleitet haben, folgende Glei-
chungen bilden, wenn man zugleich 3) des vorigen Artikels beriick-
sichtiget:

c'dt = xdy — ydx == r*dvcosi ]
¢'dt = zdz — zdx = r¥dvcos R sind
"dt = ydz — 2dy = r*dv sin S sin i ]

Quadriert man hier die ersten und dritten Theile und vereinigt
sie dann vermittelst Addition, so wird nach Ausziehung der Quadrat-
wurzel ik

'I/c:"‘—f_—rc”ig—i— e dt =iy

Bedenken wir, dass »%y = 2dS ist, wo S die Sectorfliche

bezeichnet, und setzen der Kiirze halber Ve'® - ¢""? |- ¢/""* = ¢, s0 ist
DS —edf st pies BN 0 2)

daraus ergibt sich durch Integration
DS a=lpdctt e niaidaio 3)

N
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Die Sectorflichen éindern sich daher der Zeit propor-
tional oder in gleichen Zeiten werden vom Himmelskorper
gleiche Flichenriume beschrieben (Keplers Gesetz). Wenn bei-
spielsweise ¢ mittlere Sonnentage bezeichnet, so ist 5 die Fliche, die

der Himmelskirper an einem mittleren Sonnentage beschreibt, also
die Flichengeschwindigkeil. Setzt man in den Gleichungen 1)
statt »*dv nun edf und dividiert mit df, so ergibt sich

dy dx

g =iz i g == G C0S T,
Iz dx A,

c”:w(d—t Hz—;:ccos&smt e S 4)
d , 2 s

ey (; — =z %‘% = ¢sin§dsini

wodurch die Bedeutung der Coéfficienten ¢, ¢”, ¢"'" in 3) und 4) des
vorigen Artikels klargestellt ist.

6.

Die bisherigen Entwickelungen, in denen ¢ aus dem Calcul ganz
eliminiert erscheint, und die abgeleiteten zwei Gesetze gelten der
Centralbewegung im allgemeinen, welcher Regel auch immer die An-
zichung der Centralkraft folgen mag. Bevor wir nun weiterfahren,
wollen wir auf einem einfachen Wege zwei Ausdriicke fiir das Bogen-
differential ds ableiten; dieses Differential kann ndmlich in unserem
Falle als ein unendlich kleiner Theil der vom Himmelskirper beschrie-
henen Curve und als geradlinig betrachtet werden. Dividieren wir
dann ds durch df, so gelangen wir ihnlich wie in 1) des Art. 3 zu
einem Ausdrucke fir die Geschwindigkeit des Himmelskorpers im
betreffenden Punkte der Bahn., — Im Raumdreiecke, welches von den
Orten P’ und P" des Korpers und dem Mittelpunkte der Sonne ge-
bildet wird und wovon im Art. 4 die Rede war, bezeichne s die
Sehne zwischen den beiden Orten; der von den Radienvectoren »'
und #" eingeschlossene Winkel ist nach dem obigen »" — ¢, daher
ist nach dem Carnot’schen Lehrsatze

st=r"2f »"?*— 2r'r" cos (v"' — ¢'), dazu addieren wir
0 e 27, JI'+ 211 W

mithin s?= ("' — )2 dr'r"sin2i (" —v") .. ...... 1)
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Lassen wir die Sehne nun unausgesetzt abnehmen, so werden
die Punkte P’ und P"" sich fortwihrend nithern, der Winkel L (»" — #')
wird zulelzt unendlich klein; im Grenzzustande erscheint »'' — 7' = d»r
als eine unendlich kleine Grosse, so dass man

i d
r'=r', dsin® (" — o)=4. (——f 3 ) — dv?

selzen kann; somit ist
dedie=tdrS s Yy VR e S fiir 1)

Die Sehne s ldsst sich aber auch durch die rechtwinkligen
Coordinaten der beiden Punkte " und P ausdriicken; es ist ndmlich
nach einem bekannten Satze aus der Geometrie des Raumes

= (e @)k Y ) 2)

Lassen wir auch hier die beiden Punkte £’ und P'" immer niher
aneinanderriicken, so wird zuletzt im Grenzzustande s zu ds und

dst=da® L dy* L de* . .. . u . fir 2)

Um zu einem Ausdruck far die Geschwindigkeit in der Bahn
zu gelangen, multiplicieren wir die Gleichungen 1) im Art. 4, von
denen wir hier nochmals ausgehen, der Reihe nach mit dz, dy, dz
und addieren, so ist, wenn fiir ¢ sein oben festgestelller Wert

k2 (1 - ; ;
— —( zl_@ eingesetzt wird,
T

2 2 2 .2
Lo x_i-(%%y Bl = !f‘(};j;vn) (zdx -} ydy - 2dz)

Der Zihler links ist das Differential von £ (dx® - dy® - de?) =
= 1ds? und adz 4 ydy -+ 2dz = Ld(@* 4 y2 {22 = Ld(r})=rdr,

also hat man
d (dff) S e
77 A X

P2

dr 1

Integriert man beiderseits, so erscheint, weil rm— e
ds? 2k2 (1 - m)
e e e
V= r il
wo & die Constante der Integration bedeutet. Es ist also die Geschwin-
digkeit des Himmelskorpers in seiner Bahn:

_ & \,/?’EZ(IT_JF’“)_M ....... ;g

7

Sl

t=



28

Die Bedeutung der Constante . wird weiter unten klargestellt
werden. Um auch die Gleichung der Bahncurve zu ermitteln, so ist
dem Vorangehenden gemiiss

2 4
ds® = dr® | ridy® = [M il J"”]“R2 ] o)
r2dv = cdit I

Eliminiert man hieraus df, so wird

.2 ; ol T00
i agse s [2k (]?—|— ") 1z h] r*dy

(o

oder
c2dr? = r2dv?[2k%(1 4 m)r - 2 — ¢?]

Um schnell zom Ziele zu gelangen, setzen wir

h:-f”f(l-—“kw, A=k1+mp ....4

Durch diese Substitution fillt £2(1 4 m) ganz heraus, und es
kommt, wenn nebsthei die Quadratwurzel ausgezogen wird,
pdr = rdv VY 2rp L e2p2 2 pt
oder
pdr = rdv Ve — (r —p)?

Bringt man dv allein auf die linke Seite und dividiert mit er,
s0 wird
J (' 4',’)
el R e
Vi (2)
er

woraus man vermittelst Integration erhiilt, da die Integrationsconstante
schwindet,

he—i
— COSV = — i
. er

Die Gleichung der Bahncurve lautet sonach:
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Dies ist bekanntlich die Gleichung einer Eliipse, wobei p den
halben Parameter und e die numerische Excentricitil bedeuten; die
halbe grosse Achse @ und die kleine Halbachse & sind, wie ebenfalls
bekannt, ausgedriickt in der Relation:

Qo

S
p:a(l—e*):; ............ 6)

Dass die Planeten in Ellipsen sich bewegen, in deren einem
Brennpunkte sich die Sonne befindet, hat schon Kepler gelehrt; in
Hinsicht der Kometen aber hat man bisher angenommen, dass ihre
Bahnen ebenso gut Ellipsen als auch Parabeln und Hyperbeln sein
konnen, denn die Gleichung 5) ist ganz allgemein und gilt far alle
Kegelschnittlinien. Unsere Meinung, die wir an betreffender Stelle
nither begriinden werden, geht dahin, dass auch die Kometenbahnen
ausnahmslos geschlossene Curven, also Ellipsen sind, die aber bedeu-
tende Excentriciliiten besitzen, wiihrend die Ellipsen der Planeten
eine nur geringe Excentricitiit aufweisen und sich so dem Kreise
mehr oder weniger nihern. Die Bahnen der Planeten und Kometen
sind demnach zwischen Kreis und Parabel eingeschlossen, ohne jedoch
diese beiden Grenzen irgendwie zu erreichen; man kennt wenigstens
keinen Planeten, dessen Bahn ein Kreis wire, umsoweniger ist bei
den Kometenbahnen eine Parabel denkbar, da der Himmelskorper,
einmal in die Sphire der anzichenden Kraft der Sonne gebracht,
sich derselben unméglich entziehen kann, Die Hyperbel endlich mit
ihren imaginiren Verhiiltnissen muss von vornherein hier ganz aus-
geschlossen werden, da das Tmaginéire mit unserer durchaus realen
Welt nichts zu schaffen haben kann. 7

Wenn wir jetzt den Wert der Constante 2 aus 4) in 3) ein-
selzen, so erhalten wir als Ausdruck fiir die Geschwindigkeit des
Himmelskorpers in der Bahn

ds =i TG
— — — I = / ST 7
\——(ﬁ__lVl |—m\, Z : 7)
7
Aus der zweiten Gleichung in 4) des vorigen Artikels folgt
ey Ty L e, 1)

Selzt man diesen Wert von ¢ in den Ausdruck fiir die doppelte
Sectorfliiche in 3) Art. 5 ein, so wird
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Bezeichnet man in iiblicher Weise die grosse Halbachse einer
Ellipse mit @, die kleine Halbachse mit b, so ist der Flicheninhalt
der Ellipse bekanntlich abm; ist ferner U .die Umlaufszeit eines
Planeten, in mittlerer Zeileinheit ausgedriickt, so ergibt sich aus 2),
wenn man von der Sectorfliche auf die Fliche der ganzen Ellipse
ibergeht, '

Qabw = kU Vp (1 -+ m)

b2
oder weil p = = ist:

Qo= UV Tdaml winw. ol 1o 3)
In der Ellipse eines anderen Planeten sei @' die grosse Halb-
achse, U'.die Umlaufszeit, die Masse desselben m', so ist analog
20w = kU V1w
daher
at: a*=U%1 -+ m) : U%(1 | m')
worin das berichtigie dritte Kepler'sche Geselz ausgesprochen liegl.
Jetzt ist es an der Zeit, dass wir auch die Constante %2 be-
stimmen; die Gleichung 3) gibt
41%3
U2(1+4m)
Aus der siderischen Umlaufszeit der Erde U= 365256374 Tage
und der Masse derselben m = 5551-0_03
setzen und daher die grosse Halbachse der Erdbahnellipse als Liin-
geneinheit annehmen,

lgk = 8:2355815 — 10 im Bogenmasse.

gt = k=

ergibt sich, wenn wir ¢« = 1

Setzen wir hingegen 27z = 360°= 1296000", so kommt
lg k" = 3+5500066 in Secunden.

Weil 27 : U = p der mittleren tiiglichen Bewegung gleichgesetzt
ist (sieh I 1), so ist auch
. ‘ua%

T Vigim

‘Weil U in Tagen ausgedriickt ist, so bedeutet £ im ganzen Pro-
blem Tage und %* die in der Entfernung » = @ = 1 an einem mitl-
leren Sonnentage bewirkte Beschleunignng; auch sind alle zum Vor-



31

schein kommenden Distanzen, also auch % in Einheiten der grossen Halb-
achse der Erdbahn ausgedriickt. — Hiitte man beispiclsweise U in
Secunden verwandelt, so wiirde dann A% die Beschleunigung in der
ersten Secunde bedeuten und ¢ miisste ebenfalls in Secunden aus-
gedriickt sein.

Anmerkung 1. Bei der Berechnung der Storungen, welche
der Mond durch die Sonne erfithrt, wird es, um eine Verschiedenheit
in der Lingeneinheit zu vermeiden, gerathener sein, die mittlere Enf-
fernung des Mondes von der Erde als Lingencinheit einzufithren.
Bezeichnet man diese Entfernung, welche gegenwiirtig zu 384415°5
Kilometer angenommen wird, allgemein mit @' und setzt @ = a'l, so
verwandelt sich die Gleichung 3) in :

D) P UV e 2 i A 38)

Als der wahrscheinlichste Wert fiir die Entfernung der Erde
von der Sonne gilt heutzutage ¢ = 149-31 Millionen Kilometer bei
einer Horizontal - Aequatorial - Parallaxe der Sonne von 8-81",

sonach ist -
A= o 388:412

d. h. so vielmal ist die Sonne von der Erde entfernter, als der Mond:
fithrt man diesen Wert von 4 in 38) ein und setzt ¢' = 1, so wird
fiir diese Liingeneinheit ;

lgk = 2-119513b

Bestimmen wir daraus k%, so haben wir die Anziehungskraft
der Sonne in der Entfernung ', in welcher Lingeneinheit dann alle
vorkommenden Distanzen auszudriicken sind.

Anmerkung 2. Die Gleichung 3) gilt natiirlich auch fir das
Verhiilinis zwischen einem Planeten und dem ihn nmkreisenden Monde.
Nun betriigt die Umlaufszeit des Mondes der Erde U = 27321661
mittlere Sonnentage, die Masse desselben (im Verhilinisse zur Erd-

mMasse) ﬁ; mit diesen zwei Daten und der Annahme a'=1 wird

dann lg k.= 93589641 — 10
wo k2 die von der Erde an einem mittleren Sonnentage in der Ent-

fernung o' = 1 bewirkte Beschleunigung bedeutet. -
Fiir die Beschleunigung in einer beliebigen Entfernung » hat

man also ganz allgemein

il (27&". a)g_ a
I=am=\v 7)) 1w

A
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Setzt man hierin die Umlaufszeit des Mondes U = 2560591 -5
Secunden, @ :r = 60°2778, weil namlich der Mond 60-2778 Erd-
radien von der Erde entfernt ist, @ = 384415500 Meter und m =

s0 kommt g = 9-7727

als Beschleunigung in der ersten Secunde auf der Oberfliche der
Frde; die Versuche geben nach Schmidt am Aequator den Wert
g=9-781™. An diesem Beispiele hal bekanntlich Newton die Richtig-
keit seiner Theorie erprobt.

: Anmerkung 3. Weil sich in gleichen Entfernungen die An-
ziehungskriifte zweier Korper so verhalten wie ihre Massen, so muss
die Proportion existieren:

2
ez ikt —pngi L s alse an —= (i_c)

1
79667

Wir halten oben fiir die Entfernung des Mondes von der Erde
als Lingeneinheit gefunden:
lgk.= 93589641 — 10
lgk = 21195135
72394506 — 10

lgm = 4:4789012 — 10, m = ﬁ{;,—n als Masse der Erde.

Um die Sache zu verallgemeinern und iiberhaupt einen Aus-
druck fir die Masse eines Planeten, der einen Mond besitzt, zu
gewinnen, substituieren wir in der aufgestellten Proportion fiir £2 und
k* die in der vorangehenden Anmerkung gegebenen allgemeinen
Werte; es ist nach Hinweglassung des gemeinschaftlichen Factors 4%

s : a?
e ST e T

wo also das erste Glied die drei Elemente der Mondbahn, die Erde
als Centralkorper gedacht, das zweite Glied die drei Elemente der
Erdbahn, die Sonne als Centralkorper betrachtet, enthill; m' ist die
Masse des Mondes im Verhiltnis zu der der Erde, m die Masse der
Erde, in Einheiten der Sonnenmasse ausgedriickt. Das erste Glied der
Proportion (mit 47z* multipliciert) bedeutet die Anziehungskraft der
Erde, das zweite die Anziehungskraft der Sonne; wir konnen uns
hier ¢ =a'A wie frither gesetzt denken und beziehen so die Wirksam-
keit beider Kriifte auf die Entfernung ¢’ = 1; durch eine kleine
Umformung erhalten wir

U%(1 4 m) :U'%(m + mm') = a®: a'?
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Dritckt man die Masse des Mondes in Einheiten der Sonnen-
masse aus und selzt demzufolge m = mun', so wird

U1+ m):U%(m -+ m) =a?®:a'?

ein Gesetz, welches schon in Newtons Principien IlI. 10 angedeutet ist.
Daraus findet man

m—-m ( U) (a’)""

e U a

Bezeichnet man mit 7, die Horizontal-Aequatoreal-Parallaxe der

Sonne und mit 7z, die des Mondes, so ist, wie leicht zu beweisen ist,
7, 2 6, = @' a; weil ferner 1 m von der Einheit um dusserst
weniges abweicht, so lisst sich mit hinreichender Genanigkeit sagen:

m-Fm=m(l-4 m)= (I’T}i)‘2 (;ri)g

Ty,

Man bekommt also die vereinte Erd- und Mondmasse als ein
zusammengehoriges Ganzes in einem; es ist aber leicht einzusehen,
dass die Sicherheit des Resultates gar sehr abhiingt von der Genanig-
keit des Verhiilinisses zwischen den beiden Parallaxen. Nimmt man
T, — 881", mm = D7 2:06" an, so erhilt man

m + m=m (14 m') = ﬁyi'_ao_lr

i 1 A

Es sei dann m' = o, so wird
ik 1 BOIlE & _1._
M = 3700 " 81 — 342008

Unter den gegebenen Annahmen erhiilt man folglich als Masse
der Erde rund

by 1 oh
M = 555000

3.
Die Gleichung der Bahn

A Pl gih X aidie 2 1)
L S TR T v i T i

setzt uns in den Stand, fiir jeden Polarwinkel », welcher in unserem
Problem die wahre Anomalie genannt wird, den dazu gehorigen
Radiugvector #» oder die Entfernung des Himmelskorpers von der

Sonne zu berechnen; die wahre Anomalie ist aber eine von der Zeit
3

»
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abhéingige Grosse. Es ist nach allgemein gebriiuchlicher Annahme
© =0 zur Zeit, wann der Himmelskorper der Sonne am niichsten
zu stehen kommt oder wenn er im Perihel (Sonnenniihe), d.i. im
Punkte s (Fig. 1), sich befindet; in diesem Falle wird also, weil
v =0 ist,

g Ao )
vio o1 e

als Minimum. Befindet sich der Himmelskorper am entgegengesetzien
Ende seiner Bahn oder in demjenigen Punkte, wo er von der Sonne
am weitesten absteht, welche Stelle das Aphel (Sonnenferne) genannt
wird, so ist » = 180" und

=a(l—e)

r= "0 14 g

als Maximum. Die Verbindungslinie zwischen Perihel und Aphel wird
Apsidenlinie genannt und ist daher einerlei mit der grossen Achse 2u
der Ellipse, denn a(1-— ¢) 4 a(1 -} ¢) = 2a.

Fiir v = 90°, 270° wird » = a(1— ¢*) = p dem halben Para-
meter.

Um nun » fir jeden beliebigen Augenblick der Umlaufszeit
bestimmen zu konnen, miissen wir » durch ¢ ausdriicken, d. i. durch
die Anzahl der Tage, die seit der Perihelzeit, die wir mit 7, be-
zeichnen wollen, verflossen sind. Bedeutet niimlich 7' irgend ein
Datum, an welchem die wahre Anomalie » betriigt, so ist t=T— T,
bei rechtliufiger und # = T, — T bei ruckliufiger Bewegung. Es ist
aber zufolge 2) Art. 5 und 1) Art. 7

7200 =k Yp(La=m)dt el e S 2)

Damit die Dilferentialgleichung nur solche Veriinderliche ent-
halte, die im Differentiale vorkommen, so driicken wir hier mit
Zuhilfenahme von 1) # durch » aus, dann wird

dv G EV(AEm)
(1-'.—6008 ,v)‘) RE L 1)_1/2 '_"_'dt --------- 3)

Dies ist demnach die massgebende Differentialgleichung, die
zur Integration kommt. —- Fir
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a) die Bewegung im Kreise

fiillt diese Integration sehr einfach aus, denn ist e =0, so wird
» = p = @; bedeutet daher ¢ den Radius eines Kreises, so hat man
W(iz_/i_ﬂ.@) i ke k1/1+m Ey iyt

dy — also v —

Die Bewegung im Kreise ist somit eine gleichformige. — Fiir

b) die Bewegung in der Ellipse

wo ¢ zwischen den Grenzen O und 1 eingeschlossen ist, ldsst sich
3) .nicht unmittelbar integrieren, sondern erst nach Einfiihrung eines
Hilfswinkels. Weil der obigen Auseinandersetzung gemiss in einer
Ellipse der Radiusvector » im Minimum @(1 — ¢), im Maximum
@(1-} ¢) wird, so ist es gewiss erlaubt, allgemein anzunehmen

= oS IR el L e e 5)

wobei dann ebenfalls fir £'= 0 der Radiusvector das besagte Minimum
und fiir £=180° das besagte Maximum erreicht und die Verbindungs-
linie der beiden Orte die Apsidenlinie bleibt; der Scheitel dieses
neuen Winkels  liegt daher in der Apsidenlinie. Um die Lage des-
selben noch genauer zu ermitteln, nehmen wir K = 90° an und
bestimmen die Liinge des auf der grossen Achse senkrecht stehenden,
bis an den Umfang der Ellipse reichenden einen Schenkels von X
in diesem Falle ist also =« und infolge davon 1 — e* =1--ecosv
oder cosv = —e. Im rechtwinkligen Dreiecke, welches zur Hypo-
thenuse ¢, den Schenkel 2 zu einer und @cos (180 — v) = —acosv =uae
zur anderen Kathete hat, ist nun

a® = 2 | a%:* " also ' #t =.a%(1 — &%) = b*

Demnach ist dieser auf der grossen Achse senkrecht stehende
Schenkel = die kleine Halbachse selbst und der Scheitel des Winkels
£ im Mittelpunkte der Ellipse gelegen, weshalb er auch excen-
trische Anomalie (Anomalie aus dem Centrum) heisst. Statt 3)
wird nun, wenn in 2) fiir »* aus 5) substituiert wird,

a*(l— ecos B)*dv = kVp(1 4 m)dt
Um integrieren zu konnen, muss jetzt auch dv durch df aus-
gedriickt werden; es ist aber vermioge 1) und 5)

1— e = (1-} ecosv)(1— ecos k)
3#
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Lost man diese Gleichung nach cosv auf, so kommt

cosll—e

cospi— =
1—ecosl

Bildet man daraus 1 — cos» und 1} cosw, so ergibt sich ver-
mittelst Division

\’1 Pﬁ gkl vt il gid 7)

Differenziert man diese Gleichung in Hinsicht auf die beiden
Verinderlichen » und FE, so kommt

e L R G i fiir 7)
1—ecos B

Nach Einsetzung dieses Wertes von dv gestaltet sich die obige
Differentialgleichung zu der folgenden

at(l1—ecosE) V1 —e*dE = kVp (1 m)de

Bedenkt man, dass p=a(1— e?)ist und integriert, so erhilt man

E—esinE—]”V1+m — U

a’le 7

Will man £ und M im Winkelmasse ausgedriickt haben, so
verwandle man e und £ in Secunden (sieh Art. 7). Weil der Winkel
M nun gerade so bestimm( wird, wie bei einer Kreisbewegung, so
nennt man ihn die mittlere Anomalie und den Betrag

k Vm, : 9¢)

== L i e e e i a e e e e e
f 'z

die mittlere tidgliche Bewegung. Weil bei einer ganzen Um-
drehung des Himmelskirpers um die Sonne #= U, M — 360° wird,
so hat man auch zufolge 8)

wie wir gleich eingangs diese mittlere tiigliche Bewegung bestimmt
haben. Auch aus 3) Art. 7 erhalten wir dieselben Ausdriicke fiir u,
nimlich

A 1/1 ~|— m

Gaons + o

fl. =
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aus welcher Gleichung sich e finden lisst, wenn U bekannt ist, wie
dies bei Bestimmung von Kometenbahnen in Anwendung kommen wird.
Um daher die wahre Anomalie » fiir die Zeit ¢ zu berechnen,
bestimme man vor allem M = yuf, indem man die seit der Perihel-
zeit verflossenen Tage mit der mittleren tiglichen Bewegung multi-
pliciert. Von der mittleren Anomalie gehe man dann tber auf die
excentrische vermittelst der sogenannten Kepler’schen (leichung:

M= a3l R 4 10)

Fiir die numerische Berechnung von # aus der vorliegenden
Formel gibt es mehrere Vorschriften; bei geringen Excentricitiiten,
wie sie bei Planetenbahnen vorkommen, geschieht diese Berechnung
von F noch am einfachsten auf indirectem Wege, indem man im
ersten Versuche auf der rechten Seite der Gleichung

E= M- esinE

B = M setzt; mit dem so gefundenen # wird der Versuch wiederholt
und das Verfahren so lange fortgesetzt, bis /7sich nicht mehr éindert; je
kleiner e, desto rascher die Convergenz. Sind £ und M im Winkelmasse
ausgedriickt, so bringe man auch e auf Secunden, indem man es mit
2062648, dessen Logarithmus 53144251 ist, multipliciert.

Ist £ berechnet, so findet man die wahre Anomalie » dann
aus 7); behufs bequemer logarithmischer Rechnung gibt man dieser
Formel gewdhnlich eine andere Gestalt; setzt man niimlich

erE S SNSRI ot LR 11)
so wird, weil iy(45 - ‘5) fe (‘0{9‘(45 - g) ist,
/] o b
tyy = ty\45 sfar by siodaaiaill, il 12)

Bei Kometenbahnen, deren Ellipsen eine bedeulende Excentri-
citéiit besilzen, bewirkt das obige indirecte Verfahren fir die Be-
rechnung von K eine sehr langsame Convergenz, daher es in diesem
Falle unbrauchbar wird. Allein bei langgestreckien Ellipsen ist der
in der Nihe des Perihels befindliche Bogen von einer Parabel fast”
gar nicht verschieden, wie wir weiter unten dies beweisen werden.
Fiir die Zeit der Sichtbarkeit der Kometen, welche Zeit eben in die
Nihe des Perihels fillt, kann man demnach, ohne einen namhaften
IFehler zu begehen, die Komelenbahnen als Parabeln ansehen und
die Berechnung der einzelnen Orte darnach einrichten. — Fiir
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¢) die Bewegung in der Parabel

iibergeht aber die Differentialgleichung 3), weil ¢ =1 wird, in

dv A't/l + m
(1 cosv)* pr
Nun ist
0 2 o e :
S PE s e e e 1 2
(1 F-cos o) - 55— T 2 (H—u a)m 5
4 cos* ) 2005"2 cos®
daher
- ity 2111/1 9 m
dtg 5 + ty gdlgs = o
Vermittelst Integration bekommt man
v no 2.’., 1/1 m, ;
ty 'é' —|— -é-fgi ‘_2_ — i}{/:k T e A L TSR 15)

Um diese cubische Gleichung auflosen zu konnen, setze man
auf Grund der kardanischen Formel

?.'[l

3[&;}/1_{ = tgw __\/t(/z, s0 sl tr/2 = 2eotg 2w ....14)

gy =

Da die heliocenirische Bewegung der Kometen in der Nihe des
Perihels ausserordentlich gross ist und oft in zwei Monalen nahe an
300° betrigt, so bleiben fir die tibrige Umlaufszeit der wahren
Anomalie nur mehr wenige Grade tibrig, fiir welche einzeln, wenn
einmal die elliptischen Bahnelemente der Kometen genau bekannt
geworden sind, man aus der Formel

T

tgl_;f = ty(45 s g)tq;’

die entsprechenden excentrischen und daraus mit Beniitzung von 10)
die. mittleren Anomalien rechnen kann; aus 8) ergeben sich dann
die dazu gehorigen Zeiten. Auf diese Art findet man die heliocentri-
schen, und wenn man will, dann auch die geocentrischen Orte fiir
die Zeiten, wo die Annahme einer parabolischen Bewegung nicht
erlaubt ist. Zwischenpositionen lassen sich vermiltelst Interpolation
bestimmen,
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N
.

Ist auf die angegebene Weise bei einem Planeten oder Komelten
die wahre Anomalie » ermittelt worden, so ergeben sich die fibrigen
heliocentrischen Grossen auf folgendem Wege. Aus 5) des vori-
gen Artikels hat man fir den Radiusvector oder dle Entfernung des
Himmelskorpers von der Sonne

Fima (i tpopeln) Bl 1)

Fiir den parabolischen Theil der Kometenbahnen erhiilt man
aus 1) des vorigen Artikels, wenn ¢ = 1 geselzt wird,

fosius B 2)

v
o L
2 cos 5

Weiters ist in allen Fillen

Aus 2) in L. 1 folgt jetzt
3 A VSISl E s R e 4)

Um den Quadranten von (I — &) zu treffen, achte man wohl,
welche Vorzeichen fir sin(l — &) und cos(l — &) aus 2) in L 1
resultieren. :
tg b =80 (L i SEItg g o Taat ol Hia ) i b)

Von den heliocentrischen Coordinaten #, /, b gehe man nun
ither aul die geocentrischen 4, 8, 4 vermittelst der in I 2 ent-

wickelten Formeln:
Rsin(L—1)

¥ == reosbReos(L—0) """ 00 b
oder wenn 7cosb <R sein sollte: i
rcos b sin(L —1)
Pl ) = RJreosboos(L—0 """ " 08)
_ sin(L—14) o
lof — Tl 7l)if.jb ........... 7)
Aus 8) in 1.2 hal man zuletzt
A*= R* -+ r*4- 2Rrcosbeos(L — 1) . ... ... 8)

womit die Berechnung des einzelnen Ortes zu Ende gefithrt ist.
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Damit der Einfluss, welchen Fehler oder Aenderungen in den
heliocentrischen Coordinaten auf die geocentrischen ausiiben, ersicht-
lich werde, mogen hier noch die Differentialformeln fir 6) und 7)
Platz finden. Es ist

cosbsuz(l l)d _l_? cos b cos (A — )dl £ smbsz;z(l Zdb

dh—=—

dl db di
o “”2‘["[2t TR ER T e aory v e z)]

Diese zwei Formeln leisten auch der Stérungsrechnung gute
Dienste, da man vermittelst derselben die Stérungen in den heob-
achteten Lingen und Breiten berechnen kann, wenn einmal die
Storungen in den heliocentrischen Orten hekannt geworden sind
(siech VI. 3 am Schlusse).

10.

Zur Berechnung eines einzelnen Ortes benithigen wir demnach
sechs Conslanten: 1) 77, die Liinge des Perihels, womit die Lage der
Apsidenlinie bestimmt ist; 2) &, die Linge des aufsteigenden Knotens:
3) ¢, die Neigung der Bahn; 4) ¢, die grosse Halbachse oder statt
derselben p, den halben Parameter: 5) e, die Excentricitit und 6)
T,, die Zeit, wann der Himmelskorper im Perihel stand. Anstatt
dieser Zeit, die den Ausgangspunkt fiir die Zihlung der Tage bildet,
kann aber auch ein anderer Zeitpunkt gewiihlt werden, wenn dem-
selben die entsprechende mittlere Anomalie beigefiigt wird, oder mit
anderen Worten, es muss in der Formel

HY1tm

a’

M= = wt = p(I'—1,)
zu einem bestimmten Datum 7' auch die enisprechende mittlere
Anomalie M gegeben sein, damit aus der Gleichung

W Ty SiiaE s «)

T, gefunden werden kann. Diese durch 7' gegehene Zeil nennt man
Epoche. In den Biichern und Tafeln, wo die Bahnelemente fitr die
verschiedenen Planeten und Kometen zusammengestellt sind, findet
man hiufig fir eine bestimmte Epoche 7' die mittlere Liinge = - M
angegeben, von welcher Linge man also die Perihellinge 7 abzuziehen
hat, um die entsprechende mittlere Anomalie M zu finden. Es ist
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aber nicht nothwendig, 7, aus «) zu vechnen; denn es bezeichne T,
eine beliebige Zeit, die von der Epoche 7'um viele Jahre verschieden
sein kann, und M, die dazu gehorige mittlere Anomalie, so ist analog
wie in «)

Subtrahiert man «) von ), so ergibl sich
My === Ml Ty T |- ool diwivis . a 1)

woraus man fiir eine jede heliebige Zeit die mittlere Anomalie be-
rechnen kann. Sollle der Zeitunterschied 7, — 7' grosser sein als die
Umlaufszeit des Planeten, so bringe man die letztere einfach davon
in Abzug.

7Zu den genannten sechs Elementen der Bahn gesellt sich zuletzt
noch die Masse m des Himmelskorpers, welche, namentlich wenn sie
hedeutend ist, beriicksichtigt werfen muss, weil sie die mittlere
ligliche Bewegung w beeinflusst. Bei den kleinen Planeten und
Kometen wird die Masse vernachliissiglt, weil sie wegen ihrer Klein-
heit in Hinsicht auf die Sonnenmasse in der Rechnung verschwindet.

11.

Die nach den Formeln im Art. 9 berechnete geocentrische
Liinge und Breite bezieht sich auf das mittlere Aequinoctium, fir
welches die Elemente &, 4, 7 gelten; will man nun daraus die schein-
bare (wirkliche) Position ableiten, um sie vielleicht mit der Beob-
achtung vergleichen zu kinnen, so fiige man zur berechneten Linge
4 die Priicession fiir die Zwischenzeit und die fiir dieselbe Zeil stalt-
findende Nutation hinzu; die Priicession rechne man nach der in
I. 4 gegebenen Vorschrift, die Nutation aber aus der Formel

A= —17-258in 8,,

wo &, die Linge des aufsteigenden Mondknotens bezeichnet, welche‘
Grosse man in den Ephemeriden angegeben findet oder den Mond-
tafeln entnehmen kann.

Die so corrigierte geocentrische Linge und unveriinderle Breite
werden jefzt mit Hilfe der scheinbaren Schiefe der Ekliptik - e
in Rectascension und Declination verwandelt. Man findet & -} /& eben-
falls in den Ephemeriden angegeben, kann aber diese Grisse auch
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selbst berechnen, indem man zuerst ¢ aus 1. 4 fiir die betreffende
Zeit bestimmt und den Betrag fiir die Nulation

de =+ 9:22c05 8,

hinzufiigt, wo &, die Linge des Mondknotens wie oben bezeichnet.

Fir die Verwandlung der Liinge und Breite 4, g in Recla-
scension und Declination «, d erhiilt man aus dem sphirischen Drei-
ecke zwischen den heiden Polen des Aequators und der Ekliptik
und dem Gestirn folgende Fundamentalformeln:

cos acos d = cos A cos B
sinacosd = sindcosf cose — sinfsin e
sind = sin L cos 3 sin e - sin 3 cos ¢

wo ¢ allgemein die Schiefe der Ekliptik bezeichnet; in unserem Falle
haben wir uns darunter die scheinbare Schiefe zu denken. Behufs
bequemer logarithmischer Rechnung sefze man
ty ‘
lgN = ——, dann wird
7 sind’
cos (N |- &)

gai=—; e
J cos N

tgl, tgd = sinaty(N -+ &)

Auf diese oder eine doch sehr iihnliche Weise werden die in
den grossen Ephemeriden (Nautical Almanac, Berliner Jahrbuch und
andere) angegebenen scheinbaren (apparentes) Rectascensionen und
Declinationen der beweglichen Gestirne gerechnet; bei den Planeten
geniigt es, diese Rechnung fiir Intervalle von vier zu vier Tagen zu
fithren, die Zwischenpositionen aber durch Interpolation zu bestimmen.

12.

Unsere Beobachtungen der Himmelskorper geben ebenfalls
_scheinbare Reclascensionen und Declinationen, aber dieselben sind
mit Parallaxe und Aberration behaftet; will man daher eine Be-
obachtung mit der berechneten Ephemeride vergleichen, so muss man
die erstere vor allen von der Parallaxe befreien; dies geschieht
auf folgende Weise. Bedeuten ¢, ¢ die geocentrische, «', d' die be-
obachtete Rectascension und Declination des Gestirnes, & die Orls-
sternzeit. der Beobachtung, ¢" die geocentrische oder verbesserte Pol-
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hohe des Ortes, 77 die momentane auf den Ort reducierte Horizontal-
Aequatoreal - Parallaxe des Gestirnes, so ist fiir alle Gestirne, mit
Ausnahme des Mondes, hinlinglich genau

o =a -+ s d=4d-+4

QgL
1= cos(9—a)

7z cos @' sin(F — «)
c0s 0

7t sin o' sin(y — 0d)
sin y

Die momentane auf den Ort reducierte Horizontal-Aequatoreal-
Parallaxe 7 des Gestirnes ergibt sich aus folgender Betrachtung.
Ist ¢ der wirkliche Erdhalbmesser fiir den Beobachtungsort, A4 die
wirkliche Entfernung des Gestirnes vom Mittelpunkte der Erde, & der
Aequatorhalbmesser der Erde, « die mittlere Entfernung der Sonne
von der Erde, d.i. die von uns oben angenommene Liingeneinheit
fir die am Himmel vorkommenden Entfernungen, so ist

Sin 7r=£7 — g . 2(; =— S:)SMIL

Hier wurde geselzt ¢ : b = g, d.i. der in Einheiten von b aus-
gedriickte Erdhalbmesser des Beobachtungsortes; b : ¢ = sin I1,, wo
I1, die Horizontal - Aequatoreal -Parallaxe der Sonne (gegenwirlig zu
8+81" angenommen) bezeichnet; 4 : @ = A, die in Einheiten von «
ausgedriickte Entfernung des Gestirnes von der Erde, die sonst ein-
fach mit 4 hezeichnet wird. Wegen der Kleinheit der Winkel s
und IT, (welche Buchstaben in diesem Artikel also eine abgesonderte
Bedeutung haben) kann man sagen:

0011 s
4,

i —

s ; ? ; 5
Demnach ist ——® = JI, eine Constante; hezeichnen wir daher

%o
mit 7', A', und o', die betreffenden Grossen fiir ein anderes Geslirn

und einen anderen KErdort, so ist
Amg'y = A'7'p, ”
fir einen und denselben Erdort ist ¢,= ¢',, daher die Proportion
7Tl

es verhalten sich demmach fiir einen Erdort die Parallaxen zweier
(iestirne wie uwmgekehrt die Entfernungen derselben von der Erde.
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Ist nun die Beobachtungszeit ¢ (ausgedriickt in mittlerer Zeit),
so vermindere man dieselbe um die Lichlzeit und setze also

T =t — 497=c. 4,

Fiar diese Zeit 7' bestimme man aus der Ephemeride ver-
mittelst Interpolation e, ¢ und vergleiche diese beiden Grossen mit
der zur Zeit # beobachteten und von der Parallaxe befreiten Recta-
scension und Declination des Gestirnes, so gibt der Unterschied Be-
obachtung weniger Rechnung den Fehler der Ephemeride zur Zeit 7.
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Bahnbestimmung.

1.

Jetzt behandeln wir die umgekehrte, um vieles schwierigere
Aufgabe, wie man aus den Beobachiungen eines Himmelskorpers die
sechs Elemente seiner Bahn ableiten kann, denn das siebente Element,
die Masse desselben, lisst sich auf diesem Wege nicht finden, sondern
muss anderswoher bekannt sein.

Die Beobachtungen unmittelbar geben, wie bemerkt, scheinbare
mit Parallaxe und Aberration behaftete Rectascensionen und Decli-
nationen; wie man die Parallaxe wegbringt, ist bereits gezeigt
worden. Weil dennoch die Entfernung des Himmelskorpers bei ersten
Bahnbestimmungen noch nicht bekannt ist, so wird man diese Cor-
rection auf eine spiitere Zeit verschieben, wo die Distanzen schon
nahezu richtig ermittelt sind; besitzt man aber bereits geniiherte
Bahnelemente, so lisst sich die Parallaxe sofort berechnen und
an die Beobachtungen anbringen. Die so corrigierten oder auch nicht,
corrigierten Rectascensionen und Declinationen «, & werden dann
mit Hilfe der scheinbaren Schiefe der Ekliptik & |- A& in Lingen
und Breiten 4, 8 verwandelt, wenn die Ekliptik als Fundamental-
ebene angenommen wird. Fir diese Verwandlung ergeben sich aus
dem frither erwihnten sphirischen Dreiecke folgende Fundamenlal-

formeln:
cos 3 cos . = cos 0 cos

cos 3 sink = sind sin & -} cos d sin « cos ¢
sinf} = sindcose — cosd sinasing

Behufs bequemer logarithmischer Rechnung setze man

fgai— P dann wird
B A tgd’ ¥

= 7qf?—i’i(:—wti tga, ly ? = sin kcotg(v -+ ¢)
sin v
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Die so erhaltenen Lingen und Breiten befreit man von der
Fixsternaberration; sind némlich 4, # die wahren, 4', 3' die von der
Fixsternaberration afficierten Liingen und Breiten, so ist bekanntlich

A — A = 20-445" cos (L — 1) sec 8
B — B'= 20-445" sin (L — A) sinf

Zuletzt bringt man noch die Nutation in Abzug und bezieht
durch Anfiigung der Priicession alle Beobachtungen auf ein gemein-
schaftliches Aequinoctium. Die beobachteten Zeiten vermindert man
am die Lichtzeit 49754, was aber, wie bei der Parallaxe, erst dann
geschehen kann, wenn die Distanzen wenigstens annihernd bekannt
geworden sind. — Dies sind in Kirze die Correctionen, die man
an die Beobachtungen anzubringen hat, um dieselben fiir die Bahn-
bestimmung geeignet zu machen.

2.

Die auf Null reducierte Gleichung einer durch den Coordinaten-
anfang gehenden Ebene, wie wir sie im II. Abschnilte, Art. 2 bereits
kennen gelernt haben, lautet:

wy'?' — ay'd -+ dy''s — a'y + 2"y — 2'y'e =0 ... 1)

Der in dieser Gleichung ausgesprochenen Bedingung miissen
also die rechtwinkligen Coordinaten dreier im Raume befindlichen
Punkte geniigen, sollten diese Punkte in einer und derselben durch
den Coordinatenanfang gehenden Ebene liegen; dieser Cardinal-
forderung miissen daher auch drei verschiedene Orte eines Him-
melskorpers Folge leisten, wenn man dieselben durch die recht-
winkligen Coordinaten ausdriickt und den Mittelpunkt der Sonne als
Coordinatenanfang annimmt. Die vorliegende Gleichung 1) driickt
uns demnach die Beziehung aus, in welcher drei beobachtete Orte
eines Planeten oder Kometen unter einander stehen, und unsere Auf-
gabe wird es sein, zuzusehen, ob wir nicht durch Einsetzung der
aus drei Beobachtungen hervorgehenden Daten in dieselbe zu irgend
welchem Ziele gelangen konnen. Es seien demnach nach Anbringung
aller nothwendigen Correcturen 4, 8; ', 8'; ", 8" dié den drei Beob-
achtungszeiten ¢, ¢, ¢"' entsprechenden geocentrischen Lingen und
Breiten des Planeten oder Komelen, B, R', R"; L, L', L'" die ent-
sprechenden drei Entfernungen und geocentrischen Lingen der Sonne,
wie sie den Ephemeriden entnommen werden konnen. Wiirden
nebstbei auch die Distanzen A, 4', A" oder ihre Projectionen auf die
Ekliptik o, o', ¢" irgendwoher gegeben sein, so wiire es zufolge der
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Formeln in I. 2 ein leichtes, die heliocentrischen Polarcoordinaten , Z,
by ', U0 ", 0", 6" und daraus die Bahnelemente selbst zu berechnen,
wie weiter unten gezeigt werden wird; allein die Distanzen g, ¢', o'
konnen nicht unmittelbar gemessen werden, sondern man muss die-
selben erst durch Rechnung finden, #hnlich wie bei einer Feldmessung
die Entfernung zweier Punkte, von denen nur einer zugiinglich ist,
berechnet wird. Dabei benothigt man bekanntlich einer Standlinie und
zweier anliegender Winkel, welche drei Grossen durch unmittelbare
Messung gefunden werden. Diese Standlinie stellt uns in Fig. 3 die
5iS = R, die Verbindungslinie zwischen Sonne und Erde, vor; von
den beiden anliegenden Winkeln ist aber nur der an der Erde be-
findliche bekannt, die zwei fibrigen Winkel des einen oder des andern
Dreicckes hingegen sind vollig unbekannt, durch welchen Umstand
das Problem der Bahnbestimmung eben sehr erschwert wird. Die
Geometrie des Himmels wiirde auch ganz erfolglos bleiben, wenn
nicht die im II. Abschnitte dargelegten Gesetze fir die Bewegung der
Himmelskorper bekannt wiren, und es kommen daher bei der Bahn-
bestimmung auch nicht die erwiihnten Dreiecke in Betracht, sondern
diejenigen, welche der Himmelskorper bei seiner Bewegung um die
Sonne von einem Orte zum andern beschreibt und welche simmtlich
einen gemeinschaftlichen Eckpunkt im Mittelpunkte der Sonne besitzen ;
diese Dreiecke lassen sich niimlich, wenn auch nicht so einfach wie
die betreffenden Sectorfliichen, als Functionen der Zwischenzeiten dar-
stellen und werden so fiir die Losung der Aufgabe iiberaus niitzlich.

Wir nehmen also der Gleichung 1) zufolge drei beobachtete
Orte eines Planeten oder Kometen an, und es seien in dem durch
den Mittelpunkt der Sonne gelegten Coordinatensysteme, welches wir
im L. Abschnitte nither beschrieben haben, z, y, 2; «', y', 2'; 2", y'" 2"
die rechtwinkligen Coordinaten der drei Orte P, P', P" im Raume
und 1) die Gleichung der Bahnebene des Himmelskorpers; diese
Gleichung lésst sich auch in folgender Form schreiben:

2@y — a'y) — ey — &"y) + 2 (@y' — 2'y) = 0. . . 2)

Die eingeklammerten Ausdriicke stellen sich uns bei niiherer
Betrachtung als lauter Doppeldreiecke oder Parallelogramme dar, die
in der zy- oder Ekliptikebene liegen, und zwar sind dies die Ekliptik-
projectionen der drei doppelten Raumdreiecke #'s"'sin ("' — v) = n,
' sin (v —v) = n', rr'sin(v'—v) = «", welche durch die drei Orte
des Himmelskorpers und den Mittelpunkt der Sonne gebildet werden;
dritcken wir diese Projectionen durch die heliocentrischen Polar-
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coordinaten #, /, b aus 1f) in L. 2 aus, so ist mit gehoriger De-
riicksichtigung der Accente

z'y" — &'y = 'r'" cos b’ cos b" sin(I" — 1)

zy'" — x'"y = 1" cosb cosb" sin(l"— 1)

xy — &'y =rr' cosb cosd' sin(l' — 1)

Setzen wir dies in 2) ein und bedenken, dass 2= rsinb,
2= 'sinb', 2""= 1"sinb", so erhalten wir vermittelst Division mit
cosb cos b’ cos b

tgbsin(l'— V) — tgb' sin(l'"'— 1) +- tgb" sin(I' — 1) =0 ... 3)
welche Beziehung also bei drei Orten eines und desselben Him-
melskorpers stattfinden muss. Da die Distanzen r, #', #" ganz ver-
schwinden, so driickt uns die vorstehende Gleichung eine sphéirische
Beziehung der drei Orte aus, d. i eine Bezichung, wie sie auf der
Oberfliiche einer Kugel stattfindet; die drei Orte miissen daher, vom
Mittelpunkte der Sonne aus betrachtet, in einem grossten Kreise liegen,
was natiirlich so zu verstehen ist, dass #, #', »" einen aus dem
Mittelpunkle der Sonne mil beliebigem Radius beschriebenen, in der
Bahnebene liegenden Kreis durchschneiden miissen.

Wir konnen aber die erwithnten Projectionsdreiecke auch durch
die geocentrischen Polarcoordinaten aus 18) in L 2 ausdriicken,

dann wird i i
y'— &y =
== p'p" sin (W' — ) - R'p" sin (L' — X') — R"p" sin (L" — ') + R'R" sin(L" — L")
xy! — 2y —
= pp” sin(N' — X) + Ry sin(L — ') — R'psin(L" — \) ++ RR"sin(L" — L)
xy — a'y =

= pp/sin(\' — A) + Rp'sin(L — N) — R'psin(L' —X) 4 RR sin(L' — L)
welche Ausdriicke sehr durchsichtig gebaut sind und wovon jeder
eine Constante, niimlich das von der Erde in der betreffenden Zwischen-
zeit beschriebene doppelte Dreieck enthilt. Substituieren wir dies in
2) und setzen auch fir 2, 2/, 2" die entsprechenden Werte ofgf,
o'tg8’, o''typ" ein, so wird, wenn der Kiirze halber R'R" sin(L" — L") =
=N, RR'"sin(L" — L) = N', BR'sin(L' — L) = N" gesetat wird,
nach leichter Reduction

(00" [(tg Bsin (V" — 1) — tg B sin(¥! — J) | tg 8" sin(¥ — ] —
— Ro'o"[tg B’ sin(L — X') — tg " sin(L — V)] +
| Rlop"[tg 8 sin(L — A"y — tg B sin(L' — A)] —
2oL TR " g B i (A Y g i (L” s Bilials
b N B BT B A g B =10 iy i 4)
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Dies wiire schon eine Bedingungsgleichung fiir die Bestimmung
der Distanzen g, o', ¢”, nur miisste man nebstbei das Verhiiltnis
o:0': 0" kennen; es giibe, nachdem o' und "' durch ¢ ausgedriickt
worden sind, eine quadratische Gleichung, welche zuniichst ¢, dann
mittelbar auch ¢' und ¢" liefern wiirde. Allein es gibt kein Mittel,
um jenes Verhiltnis der Distanzen direct zu bestimmen, weshalb
wir die vorstehende Gleichung, der wir spiter eine bequemere Form
geben werden, fiir andere Zwecke aufsparen.

Es hindert uns nun nichts, diese Projectionsdreiecke auch durch
die in I. 3 entwickelten Ausdriicke zu ersetzen; wir erhalten analog
wie in II. 4

z2y'— a2y =r'r"sin(u" —u')cosi, axy"—x"y=rr'"sin(u"—u)cosi

ay' — z'y = ' sin(u' — w)cosi

Setzen wir dies in 2) ein und bedenken, dass @ = 7 sin i sinu,
2 =r'sinisinu', 2" =" sinisinu'" ist, so bekommen wir

sinw sin (" — w') — sinw sin (' — u) + sinu" sin(W'— ) =0 ... ba)

n

welche Beziehung also zwischen drei beliebigen Winkeln », o', u
stattfinden muss, die in ein und derselben Ebene liegen und einen
gemeinschaftlichen Scheitel besitzen. Nun st w = = - » — &,
wW=mw-+v —8& u'=m-| " —8&, daher wird, wenn man der

Kiirze halber 7z — & = w setzt,

sin (1~ 0) sin (0" — v') — sin (e -+ ¢/) sin (o — v) + sin(w 4 v") sin (' — v) =0... . bf)
und weil w alle moglichen Werte, also auch 90 -} @ annehmen kann,
s (0 +0) sin (o7 —0') — cos (o + ") sin (/" — v) + eos (0 o) sin (v —0) =0 ... 57)

Die in diesen drei Gleichungen enthaltenen Theoreme werden
hie und da als Hilfen beniitzt und fithren oft zu iiberraschenden
Resultaten.

Bezeichnet man die Projectionsdreiecke der Ekliptikebene der
Reihe nach mit », #, »"" und setzt wie oben n = r's"sin (v — ¢'),
n' = " sin (v' — v), "= rr'sin (v — v), so ist dem Vorangehenden

gemiiss
v =aly' — &y = r'r"sin(v)" —v")cosi =n cosi
Y =y — &'y =" sin(v" — v) cosi=n' cosi
V= gy — 'y =orr sin(v" — v) cosi=n'""cosi

4
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daraus erhellt erstens, dass die Projectionsdreiecke », ¥, »"' sich so zu
einander verhalten, wie die entsprechenden Raumdreiecke n, n', n',
denn es ist

pos oyl s g

zweitens, dass die Gleichung 2) auch folgende Form annehmen kann:

[ gt e (4 - o SR 6)

Die Grundgleichung 1) lisst sich aber auch in folgender Form
schreiben:

(@2 — ") — y' (@' — 2'"2) + Y (@' — 2'2) =0...7)

Die eingeklammerien Ausdriicke sind, wie man allsogleich sieht,
die den drei Raumdreiecken n, #', " entsprechenden drei Projeclions-
dreiecke der xz-Ebene; wir wollen dieselben auch durch die geocen-
trischen Polarcoordinaten aus 18) in L 2 ausdriicken; wir erhalten

a2 — a2 = pl (tgf" cos X' — tgf'cos N") + R'p'tgf cos L' — R'o"tg" cos L'
x2' — a'z ="pp" (tgp" cosh — tgP cosN") + R'"ptyB cos L' — R p""tgf" cos L
za' —a'z=pp (tgB cosh — tgB cosN) 4 R'p tgf cos ! — R’ tgf cos L.

Bezeichnet man diese Projectionsdreiecke der Reihe nach mit
., v, v, und ersetzt die rechtwinkligen Coordinaten durch die Aus-
driicke in I 3, so kommt

v

v, = a'2" — "' = r'v"sin (v — 0')cosSlsini = n cosflsini
v =2 — 2"z = rr"sin(®" — v)cosStsini = n' cosStsini
v'=wxs —a'z=rrsin@® — v)cosSdsini = n'"cosSisini

Daraus ersieht man, dass auch diese Projectionsdreiecke sich
so zu einander verhallen, wie die entsprechenden Raumdreiecke,

denn es ist et R
ViRl —

und die Gleichung 7) kann die Form annehmen:

=Ry tny = 8)

Die Grundgleichung 1) der Bahnebene lisst sich dritlens auch
so schreiben:

IPI'

yl‘lzr) BN xl’(yzﬂ AR ‘/Hz) + w'l‘(yz! THED, yfz) e 0 s 9)

Die Ausdriicke in den Klammern sind augenscheinlich die den
drei Raumdreiecken n, »', #'" entsprechenden drei Projectionsdreiecke

w(y'z
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der yz-Ebene; ersetzen wir in denselben die rechtwinkligen Coor-
dinaten durch die betreffenden geocentrischen Polarcoordinaten, so
erhalten wir
?f’z" E. 3] ff”z' e P'F"(ty Eg" si,n 1.’ X1 thrSiﬂ ll’l’) + ]‘)”P!tgﬁl sz:,n LH‘ AP prlltgﬁfl S?:M Ll’
y&"' —y'z =pp'(tgp"sink — tgB sinN') + R'ptgf sin L — R p""tgp" sin L
y2 —y'z =pp (tgf sink —tgf sink') + R ptgf sin ! — Rg'tgp' sin L
Bezeichnen wir diese Projectionsdreiecke der Reihe nach mit
s Yy ¥, und subslituieren stalt der rechtwinkligen Coordinaten
die Ausdriicke in I. 3, so erhalten wir

v ¥,

v, =y'&" — y"d=r'r"sin(0" — v')sinSdsini =n sinSsini
v, =y’ — y'z=rr'"sin(®" — v)sinQsini=n' sinQsini
v, =y —y'z=rr sin(v' — v)sinSksini = n'"sinSsini
Daraus sicht man, dass auch diese Projectionsdreiecke sich so
zu einander verhalten, wie die betreffenden Raumdreiecke, denn es ist

r

Vst ey i

und die Gleichung 9) geht tiber in
/iR e T A PR ST 10)

Fassen wir die so gewonnenen Resultate zusammen, so kinnen
wir erstens den Satz aussprechen, dass die vom Himmelskorper
beschriebenen Raumdreiecke sich so zu einander ver-
halten, wie die entsprechenden, einerlei Coordinaten-
ebenen angehdrenden Projectionsdreiecke, oder in Zeichen:

? b

A
e ]

Zweitens gelangen wir zu der Gruppe von Gleichungen
nx — n'e' - 02" =0
TR e T ) R S 2)
ng —n'2' L n''2" =10
welche die neue Grundlage unserer ferneren Auseinanderselzung bilden
werden; dieselben entstammen ihrer Entwickelung zufolge alle drei
der einzigen Grundgleichung 1) des vorigen Artikels, eine jede der-
selben st ein verschiedener Ausdruck dieser Grundgleichung und sie

sind keineswegs identisch. Auch ist es klar, dass in denselben slalt
4*
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n, n', n'" eine beliebige der drei horizontalen Reihen von Projections-
dreiecken in 1) stehen kénnte, ein Umstand, der uns in der Folge
sehr zustatten kommen wird. Wir machen nun einen Schritt vor-
wiirts und ersetzen in 2) die rechtwinkligen heliocentrischen Coor-
dinaten durch die entsprechenden geocentrischen aus 18) in L 2;
so erhalten wir mit gehiriger Beriicksichtigung der Accente folgende
drei Bedingungsgleichungen zur Bestimmung von g, ¢', o

n(peosh — Reos L) — ' (p'cosN' — R'cos L") + 0" (p" cosN'' — R" cos I'") = 0
n(psin\ —Rsin L) — o' (p'sin ' — R'sin L") + »'' (p"" sinX'' — R" sin L") = 0} )

nptgp — w'e'tgf' + " 19" =0
Die ersten zwei Gleichungen lassen sich auch so darstellen:

npcosh — n'p'eos N 4 n''p' cos N =nRcos L — w'R'cos L' 4 n" R" cos L"
npsinh — w'p'sinN + w''p" sin X' = nRsin L — w'R'sin L' - n"'R" sin L'

Wir nehmen vorliufig die Raumdreiecke #, ', »'' als bekannt
an und selzen

nBsin L — n'R'sin L' - n""R"sin L'" = m sli
nReos L — W' R cos L' - n'"R" cos L' = mcos M |

woraus sich m und M (welche zwei Buchstaben hier also eine andere
Bedeutung haben als im II. Abschnitte) auf eine unzweideutige Weise
bestimmen lassen; da nimlich m immer positiv genommen werden
kann, ebenso wie n, %', #"', sobald es sich nur um die Dreiecksver-
hilltnisse handelt, so hat man bloss auf die Vorzeichen im Zihler
und Nenner des Ausdruckes fiir tg M zu achten, um den Quadranten
von M zu treffen. Als Controle dienen die beiden aus 4) resul-
tierenden Gleichungen:

nB sin(L— M) —n'R'sin(L' — M) —-n"R" sin(L" —M)=0 )

. 4)

e B
nR cos(L — M) —nw'R' cos(L' — M)~ n'"R" cos(L'' — M) =m | )
Demnach ist auch
ng sinh — n'e"sin A" - n""o" sin \'' = m sin M .
ng cos h — n'o' cos X' - n'"0" cos "' = m cos M } """" )

und analog wie in )
ngsm(ﬁ,-——M)_nQ sgn l’ M)_I_nr! ”Sﬁﬂ(ﬁ:”——M) iy l s
ngcos (b — M) — e’ cos (1 — M) f-n''q"eos (1 — M) = m |+

welche beiden Gleichungen sich uns spiiter als niitzlich erweisen
werden, die wir aber der passenden Gelegenheit wegen gleich hier
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vorfithren. Nachdem wir so den ersten zwei Gleichungen in 3) die
gefilligere und leichter zu handhabende Form 6) gegeben haben,
wenden wir uns zur dritten Gleichung daselbst. Vor allen stellen
wir zur Umgehung einer langwierigen analytischen Entwickelung fol-
gende leichte geomelrische Betrachtung an.

Es sei Fig. 5 FiA'2"
ein Theil der Ekliptik, als
grosster  Kreis  gedacht,
deren Pol in & sich befin-
det; es sei ferner der Him-
melskorper, dessen Bahn
wir bestimmen wollen, in
drei Orten P, P', P"" von
der Erde aus beobachtet
und aus diesen Beobach-
tungen nach Anbringung
der nothigen Correctionen
die geocentrischen Liingen
BE— L E = B =
und die geocentrischen
Breiten PA=28, P'\'=4¢',
P =" abgeleitet wor-
den. Wir legen nun durch
je zwei Orte die grissten Kreise PP', PP", P'P" und verlingern
dieselben his zu den Durchschnittspunkten K", K', K mit der Ekliptik;
die Winkel, die diese grossten Kreise mit der Ekliptik in einerlei Sinne
einschliessen, seien: L P'KA" = J, L PK'V'=J', L PK"V' = J",
ferner setzen wir die vom Frithlingspunkte F aus gezihlten Lingen
FK=K, FK'=K' FK"= K". Aus den bei 2 rechtwinkligen
sphiirischen Dreiecken PAK' und PAK" folgt nun

tgp = sin(t — K')tgJ" = sin(h — K")igJ" . . .. 8a)

Aus den bei A’ rechtwinkligen sphiirischen Dreiecken P'2'K und
Pk
tgf = sin(\' — K)tgJ = sin(A' — K")tgJ" . ... 8f)

Aus den bei 2" rechtwinkligen sphirischen Dreiecken PR
und P'A"K'

tg B = sin(M" — K)tgJ = sin(" — K')tgJ" . ... 8y)
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Fiir die Berechnung der Knotenlingen K, K', K'" ergibt sich
aus den vorstehenden Gleichungen beispielsweise:

tgp" 1 tgp' = sin(\"— K) : sin()' — K)
oder

tgp'—itgp  sin(d'— K)—sin(}'— K)

tgp" +tgp’ — sin(d"— K)fsin(M'— K)
oder

sin(8"— ) tg3('—1)

RERAL - )

Auf diesem Wege erhilt man alles in allem:

Lo i sin(B" 48, yoan_
tg( b K) sin (8" — B 3

22 e sin(8" - B)
Ao PG
ty( K é”b(ﬁ” 5) t( ( )
+2 ) sin(@ +6), 4.

eI e

( I{ bl?l (ﬂr ﬁ) tJ2( )
woraus sich K, K', K" nun schon berechnen liessen; allein wegen
der vielen Additionen, Subtractionen und Halbierungen der Winkel,
wobei man sich sehr leicht irren kann, erscheinen die eben auf-
gestellten Formeln als zu wenig praktisch, weshalb wir dieselben
umgestalten wollen. Eine jede Gleichung von der Form

tyy = atgx
kann man auf die nachstehenden zwei Formen bringen:
los @ sin 2x . ‘I;E’ sin 2x
1|« l1—a
ww—m:m—ﬂ%ww,uu4»—ffH_
14 B cos 2x 1 —{— 208 2z

was sich sehr leicht erweisen lisst; es ist nimlich
S e e tgw—tgy _ tgx—atgw _ (1—a)sinzcosx
J 4 1ttgz.tgy 1t atg’ % cos*x - asin®x
Multipliciert man Zihler und Nenner mit 2 und bedenkt, dass
2sinzeose = sin2x, 2costx = 14 cos2z, 2sin*z = 1— cos2x, so
erhiillt man

. e (1— a)sin2z (1— a)sin2x
(@ —y) = 14« {—coszx-—mos‘% 1—|—ﬂ—i—(1"*a)6'032$
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welcher letztere Ausdruck die obige Formel far fg(z—y) liefert:
auf @hnliche Weise findet man auch die Formel fir ¢y (z-y). Wen-
den wir dieses Theorem auf die obigen Gleichungen an, so bekommen
wir fiur die Berechnung von K, K', K" folgende sechs Ausdriicke:
ty 8" sin (V' — 1)
tg (A — =
g( ) tyﬂﬂ_tgﬁlcos(lﬂ_ l’)
= tg B sin(i — A'")
A — ==
tg( K) tg{j'_“tyﬁflcos(lf._ll!)
. . tg B sin (2 —1)
tg(h — e B
9 gl tgp" —tgfeos (M —1)
" rdd tgﬁ”Siﬂ’(A s l”)
e
9 il tgB —tg B cos(h — ")
5 tgpsin(h —1)
tg(k — =
9 ) ty B — tg Beos (' — 1)
tg B sin(h — 1)
tg 8 — tg ' cos(A—1") .

tg(M — K" =

Bevor man zur Berechnung dieser Knoten sich anschickt,
dividiere man Zihler und Nenner durch die im Nenner einzeln
stehende Tangente, um auf die uns beliebte Form (sieh L 2) zu
kommen. Von den sechs hier zur Verfiigung stehenden Formeln
erwithle man stets diejenigen drei, wo der Tangentenquotient ein
echter Bruch ist, die also einer convergenten Reihe entsprechen.

Sind K, K', K" ermittelt, so gehe man zurick auf die For-
meln 8) und berechne daraus tgJ, tgJ’, tgJ"'; weil diese Berechnung
doppelt gefithrt werden kann, so liefert sie zugleich eine erwiinschte
Controle fir diesen ersten Theil der Vorbereitungsrechnungen; man
vergesse aber micht auf die in IL 1 vorgetragene Lehre, dass von
mehreren Ausdriicken fiir ein und dieselbe Tangente derjenige am
zuverliissigsten ist, der einen grosstmoglichen Zihler und Nenner
besilzl.

Mit Beniitzung der Formeln 8) lisst sich nun die dritte Grund-

gleichung
notg B — n'o'tg ' - n"o"tg " =0

auf sechsfache Weise umformen, um dann mit 6) in Verbindung zu
treten. Wir bekommen, wenn fi fg g, tg ', tgf" die an erster Stelle
in 8) stechenden Ausdriicke substituiert werden:

nosin(h — K'tgJ' — n'o'sin(M — K)tgJ - w''¢" sin()" — K)tgJ = 0
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In der vorstehenden Gleichung konnen wir weiters tgJ' durch
tgJ ausdriicken, und die letztere Grosse dann ganz verachwmden
lassen; es ist namhch vermige 8)

Nach Einsetzung dieses Wertes wird, weil #gJ schwindet,
Sl‘:n(l K" sin R.” I{ o r
no wn(?'J’ I(f') -)—n o'sin(M'—K)+n"o" sin(A"—K)=0...10c)

Wenn aber oben ohne sonstige Aenderung fir fgp5 statt des
ersten der an zweiter Stelle in 8) stehende Ausdruck, némlich
tgp = sin( — K'")tgJ", eingesetzt wird, so kommt
ngsin(h— K" tgJ" —n'o"sin(\' — K)tgJ ++n""o" sin (1" — K)tgJ =0

In dieser Gleichung driicken wir fgJ" durch fg.J aus, nimlich
sin(A'— K)
sin(l—K")

Dann kommt, weil fg.JJ ganz schwindet,

sin(A—K"")sin (¥'—K)
sin(M'—K')

Die weiteren vier Umformungen der dritten Grundgleichung
ergeben sich jetzt von selbst; sowie im vorhergehenden fgJ zwei-
mal anftritt, so lasse man, jetzt fgJ" zweimal erscheinen und ebenso
oft verschwinden, indem man das einemal fg.J, das anderemal fg.J"
durch dasselbe ausdriickt, und so verfahre man dann auch mit
tgJ". Der geneigte Leser wird uns diese leichten Operationen er-
lassen und dieselben fiir sich vornehmen; dabei kommt man auf die
auch aus 8) resultierende Gleichung:

sin(h—K"sin(A'—K")sin ("'~ K) = sin (2 — K"")sin (\'— K)sin (1" —K')
Wir wenden uns jetzt wieder den zwei Gleichungen in 6) zu

und multiplicieren die erste derselben mit cos K, die zweite mit sin K
und sublrahieren; wir erhalten so

ng sin (2 —K) -—n'e' sin(\'— K) -F-n'"o""sin(M' — K) =m sin (M — K)
Von dieser Gleichung subtrahieren wir 10¢), dann wird

in(h— K)sin(M'— K'Y — sin (. — K") sin (" —
ne.S‘m(P K)sin( Sﬁjj,,j%% L Ll K)zmsin(M—K)

tgJ

- thff___

—n'o'sin(M'—K)+n"o"sin(A"—K)=0...108)
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oder mit Beniitzung einer bekannten goniometrischen Formel finr das

Product zweier Sinusse

_sin (1" — 1) sin (K’ — K)

) = msin (M — K)

no

Subtrahieren wir aber oben 10p) statt 10«), dann erscheint

sin(M' — 1) sin (K" — K)

Z i : 2 msi S
0 S = K m sin (M — K)

Setzt man also der Kirze halber

sin (\"— K") sin (1 — K"

st — 2ot (K'—K) — sn(F— Dom(K"—K)

so0 ist einfach genug
0= %sin (M — EK)

Auf dem vorgezeichneten Wege findet man Ausdriicke auch
fir o' und ¢'"; um o' zu erhalten, multipliciere man in 6) die erste
Zeile mit cos K', die zweite mit sin K' und subtrahiere; zu der so
crhaltenen Gleichung ziehe man die zwei geeigneten Umformungen
der dritten Grundgleichung heran, aus denen man fgJ" verschwinden
gemacht hat und vereinfache den Coéfficienten von o' auf die be-
kannte Weise. Verfihrt man dann ganz so auch in Hinsicht von o"
und stellt die gewonnenen Resultale der Uebersichtlichkeit wegen

zusammen, so ist alles in allem:

sin (A" — K') e} sin (' — K'")
1= sin (A" — 4) sin (K'—KT — sim (A — A)sin (K" — K)
' sin (V' — K) B 1 sin (b — K"
T = sin@"—V)sin(K'—K) ~ sin(N— D)sin(K"—K)
- sin (V' — K) ot sin (A — K')

5

0 = %isifz(M — K)

s

m n !
= -?-5-,- sin (M — K'")

S

U= S 0 — D) sin (K"— K) — sin (@ R)sin (K K')

s f’%? ey | e

L)
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Den Ausdriicken fiir o, ¢/, " in 12) kann man jetzt noch eine

N

andere, fir das praktische Rechnen vielleicht bequemere Form geben:
wir multiplicieren die erste Zeile in 4) mit cos K, die zweite mit
sin K und erhalten vermittelst Subftraclion

msin (M —K)=nRsin(L—K)—n'R sin(L/ —K)n"R" sin(L"—K)

Wenn wir nun auch in Hinsicht auf K’ und K" eben dieselben
Operationen in 4) vornehmen, so ecrhalten wir schliesslich

0=q LJ.'Essz'n(lﬂ—- K) —%R’ sin(L'— K)—l—%—R”sin (L"—K)

o' =q B-:;Rsin (LK)~ R'sin(L'— K") +%,-R"sm (Enegey |t 18)

er:gn ;:;rlisin(L_Kﬂ)_?_:_i_r Rfsin(Ll__K]!)_lM ”Si?z LH’__;KJF)“

4.

Dies sind die drei Hauptausdriicke fiir die Bestimmung der
Distanzen o, o', o', falls nimlich die Ekliptik zur Fundamentalebene
angenommen wird und die Bahnbestimmung aus nur drei Beobachtun-
gen gemacht werden soll. Da im Verlaufe unserer Entwickelung, der
man einen gewissen Grad von Eleganz nicht wird absprechen kiénnen,
nichts vorgekommen ist, was irgendwie auf eine Unterscheidung in
der Beschaffenheit der Bahncurve hindeuten wiirde, so miissen diese
Formeln ganz allgemein gelten und nicht allein auf die Bewegung
der Planeten und Kometen, sondern iiherhaupt auf jede Central-
bewegung anwendbar sein. Ueber die Beschaffenheil der Bahneurve
entscheiden die in diesen Formeln auftretenden Dreiecksverhiiltnisse
n:n':n'", woriiber wir vorliufig nur so viel wissen, dass wir sie
als Funclionen der Zwischenzeiten betrachten konnen, doch bevor
wir an die Bestimmung dieser Dreiecksverhiiltnisse gehen, wollen wir
frither noch einiges erledigen, was sich auf die Losung dieses allge-
meinen Theiles des Problems bezieht.

Die doppelten Ausdriicke fiir ¢, ¢', ¢'' geben ein sehr erwiinschtes
Mittel an die Hand, den betreffenden Theil der Vorbereitungsrechnun-
gen zu prifen. Fir die richtige Berechnung von g, ¢, ¢" aus 13)
liefert die dritte Grundgleichung

notg — n'o'ty ' -+ n''o"tg " = 0

eine bequeme Controle.
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Wir versuchen jetzt eine kleine Discussion der Formeln 12),
die wir wegen ihrer grisseren Kiirze und Uebersichtlichkeit vor denen
in 13) in dieser Hinsicht bevorzugen. Zuniichst lenchtet ein, dass
die Winkel M — K, M— K', M— K" nicht zu 0° oder 180 werden
diirfen, wenn eine Berechnung der Distanzen o, ¢', ¢'' iiberhaupt er-
mbglicht werden soll. Damit wir erfahren, wann dieser ungiinstige
Fall eintritt, so nehmen wir vorerst M — K= 0 oder M=K an;
es kinnte dann in 7) statt M die Knotenlinge K substituiert werden,
und wir hitten

“nosin(h — K) — n'o'sin(¥ —K) + n"¢" sin(1' — K) =0
subtrahieren wir davon die Gleichung 10«¢), so wire

sin(h — K)sin(M" — K") — sin(A — K")sin (A" — K) =
= sin (A" — L) sin(K' —K) =0

oder wenn wir statt 10«) die Gleichung 10#) subtrahieren

sin(d — K) sin(1 — K") — sin (b — K" sin(\' — K) =
— sin (V' — 2) sin (K" — K) = 0

Weil 2" — 1 und »' — A immer von Null verschieden sind oder
weil man zu einer Bahnbestimmung immer drei verschiedene Léingen
auswiihlen wird, so wiirde fiir den angenommenen Fall M = K noth-
wendigerweise folgen sin (K' — K) = 0, sin (K'" — K) =0 oder
K'— K=0° 180°% K" — K=0°% 180° Daraus wirde sich er-
geben, dass alle Knotenliingen unter einander gleich oder um 180° ver-
schieden sind, und es wiire gleichzeitig sin (M -— K) = sin (M — K') =
= sin(M —K")=0, o=0¢'=¢"=¢, das heisst, man konnle
keine einzige Distanz bestimmen. Wenn wir einen Blick auf die
Fig. b werfen, so sehen wir, dass in einem solchen Falle alle drei
heobachteten Orte in einem grossten Kreise liegen; dass dem so
ist, davon konnen wir uns noch auf eine andere Weise uberzeugen.
Wird beispielsweise K'=K", so muss in 9) tg(A —K")=1tg(2 — K")
sein, oder wenn man die Ausdriicke daftir gleichsetzt:

GUE D N RO T Xl AR
tgp"—tgfcos (W' —1)  tgp—tgpcos (' —1)
woraus sich vermittelst einer kurzen Operation ergibt:
tgBsin(A" — ') — tgf'sin(M" — 2) |- tgp"sin(d' — 1) =0
Dies aber ist die Gleichung fir drei Orte, die in einem
grossten Kreise liegen, wie wir dies aus 3) in IIL 2 wissen. Zugleich
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ist dies die Gleichung einer Ebene, die durch den Coordinatenanfang
geht und in welcher die drei besagten Punkte liegen, denn wie im
Art. 2 die Gleichung 3) aus 1) entstanden ist, ebenso kimnen wir
aus der vorliegenden folgende Gleichung reconstruieren:
Eel Bt b Gl S e

wo &, n, { w s w. die rechtwinkligen Coordinaten eines Systems
bedeuten, welches die Erde zum Anfangspunkte hat, wie im I. Ab-
schnitt, Art. 2 dargelegt wurde. Diese Gleichung also darf nicht
bestehen oder die durch die drei beobachteten Orte gelegte Ebene,
d. i. die Bahnebene des Himmelskorpers, darf nicht durch den Mittel-
punkt der Erde gehen, wenn die ganze Berechnung ein glinstiges
Resultat liefern soll; dies ist eine bemerkenswerte Forderung fir
eine Bahnbestimmung, von deren Erfilllung bei dieser Methode alles
abhiingt.

Dieser ungiinstige Fall ereignet sich, wenn diec Neigung der
Bahn ¢ = 0 ist oder wenn die Bahnebene des Himmelskorpers mit
der Ekliptikebene zusammenfillt; die drei Orte P, P’, P'" wiirden
in Fig. 5 in der Ekliptik #1'2", mithin in einem einzigen grossten
Kreise liegen, die Breilen @ wiiren alle = 0° und die Knotenliingen
K, K', K" ganz verschwinden.

Hingegen kann bei einem einzelnen Orte ohne Beeintriichtigung
fir die Sicherheit der Rechnung ty# = O werden; wir ersehen dies
und noch einiges andere aus 10) in I 4, nimlich

_ Rsin(— L)tgi
® = 9B L sin($—2)igi

Ist fgé=0, so wird immer ¢ =29, d. i. unbestimm(; isl hingegen
fiir einen einzelnen Orl tgf# = 0 und ¢ von 0° verschieden, so wird
,stn (88— L)
sin (86 — 4)
Unbestimmt hingegen bleibt eine einzelne Distanz, wenn
& — L =0° 180?ist, d. i wenn die Erde zur Zeit der Beobachtung
im nieder- oder aufsteigenden Knoten sich befindet, denn in diesem
Falle wird, wie aus 9) in II. 4 ersichtlich ist,
tgp = sin(h — 8)tgi
und infolge davon ¢ = §. Liegen dann die anderen zwei Beobach-
tungen nicht genug weit von dieser, so muss natiirlich die ganze
Bahnbestimmung unsicher ausfallen. Es empfiehlt sich daher, slets
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recht weit auseinanderliegende Beobachtungen fiir die Bahnbestim-
mung auszuwithlen; es liegt auch in der Natur der Sache, dass eine
Curve aus drei oder mehr recht nahe aneinanderliegenden Punkten
nicht sicher festgestellt werden kann. Wir werden jedoch spiiter sehen,
dass der heliocentrische Bogen, den die drei Beobachtungen umfassen,
nicht iiber 180° gehen darf.

Es kann aber der Ausdruck

ty Bsin(X! — ) — tg 'sin (¥ — 2) - tg§"sin(2 — %)

noch auf eine andere Weise sich der Null niihern und daher die
Bahnbestimmung aus drei Beobachtungen sehr gefiihrdet werden; wir
meinen die sogenannte Schleifenbildung bei Planeten, vermoge welcher
dieselben zur Zeit der Opposition eine riickliufige geocentrische Be-
wegung einschlagen und auf schon frither innegehabte Orte fast ganz
zuriickkommen; die geocentrischen Liingen fangen an abzunehmen
und erhalten Werte, die sie schon frither einmal gehabt haben, und
auch die Breiten werden wieder nahezu dieselben. Es kann demnach
beispielsweise eine dritte Beobachtung eine kleinere geocentrische
Linge liefern als die zweite war, so dass 4 << A' > 4" wird. Oder
es geht die rilckliufige Bewegung nach einer gewissen Zeit in die
rechtliiufige (geocentrische) tiber, so dass 4 > 4’ < 4" wird. Weil, wie
gesagt, auch die Breiten zu ihren fritheren Werten fast vollig zuriick-
kehren, so muss der dritte Ort nothwendigerweise in den grossten
Kreis, welcher den ersten Ort mit dem zweiten verbindet, entweder
ganz hineinfallen oder doch sehr nahe an demselben zu stehen
kommen, so dass alle drei Orte fast in ebendemselben grossten Kreise
liegen und der obige Ausdruck nicht viel von O verschieden ist.

Solche Fiille sind also unbedingt zu vermeiden; weil aber gerade
zur Zeit der Opposition, in welche aus begreiflichen Griinden die
Entdeckung der meisten kleinen Planeten fillt, diese Discontinuitiit
in der geocentrischen Bewegung der Planeten eintrifft und man auf
derartige Beobachtungen angewiesen ist, so entsteht hier eine Schwierig-
keit, die man nicht anders beheben kann, als durch eine Aenderung
der Methode selbst.

Es ergeben sich demnach im ganzen zwei schwierige Iille,
in denen die drei Beobachtungen einem einzigen grossten Kreise zu-
streben, niimlich erstens, wenn die Neigung der Bahn ¢ sehr gering ist,
und zweitens, wenn bei entgegengesetzter Bewegung der geocentrischen
Lingen auch die Breiten zu ihren fritheren Werten zuriickkehren.
Dem ersten Uebelstande, einer geringen Neigung der Bahn, kann



62

durch eine entsprechende parallele Drehung der z-Achsen, d. i. durch
eine Aenderung der Fundamentalebene aufgeholfen werden; zu dieser
Behauptung fiihrt uns folgende analytische Betrachtung. Die Gleichung
der Planetenebene, durch die geocentrischen rechtwinkligen Coor-
dinaten ausgedriickt, wird die Form der Gleichung 28) in II. 2 haben,
da die besagte Ebene nicht durch den Coordinatenanfang, d. i. durch
den Mittelpunkt der Erde, geht; wir setzen einfach statt der lateini-
schen Buchstaben w, ¥, 2 die griechischen & 7, L. Wenn der Kiirze
halber

éf ”"‘f”' .‘:' ”f‘C]'_] é”’ f”"f" §Ff !C”‘I‘+ é"frnrtpf_ e 'fc.l:
=g'g”g”'[f-Jﬁ sin(A'"'—A"") fjﬁ”sm(l”' ~ A -tg " sin(M'—1)]=C

gesetzt wird, wo wir im Vergleich zur fritheren Bezeichnung um
einen Accent hinaufgehen mussten, wenn &, 7, £ die laufenden Coor-
dinaten bedeuten sollen, so ist

Clém] = nl&t] — &lE] —¢€
die Gleichung der Planetenbahnebene, ausgedriickt durch die recht-
winkligen geocentrischen Coordinaten. Nehmen wir nun in dieser
Gleichung # =0, & = 0 an, so wird
e (]
i [$7]

oder gleich dem Stiicke, um welches man in der (-Achse hinauf
oder hinabgehen muss, um an dic Ebene zu gelangen. Damit die
Planetenebene nicht durch den Coordinatenanfang, d.i. durch den
Mittelpunkt der Erde gehe, muss dieses Stilick von der Null ver-
schieden, und damit die Bahnbestimmung mbglichst sicher werde,
ziemlich gross sein; sollte nun dasselbe recht klein ausfallen, oder
ist die Neigung der Planetenbahn zur Ekliptikebene sehr gering,
s0 kann man sich dadurch helfen, dass man die {-Achse und mit
ihr parallel auch die z-Achse dreht, also eine andere Funda-
mentalebene withlt, denn so wird, wenn die Drehung nicht zu un-
bedeutend ist, jenes Stiick unter allen Umstiinden grosser und die
Berechnung sicherer; war dieses Stiick der (-Achse schon frither
gleich der Null, so kann natiirlich eine derartige Drehung nichts
niltzen, d. h. fiir 4 = 0 hort die Moglichkeit einer Bahnbestimmung
nach dieser Methode ganz auf. Sonst aber wird dieser Kunstgriff
immer einen nicht unerheblichen Vortheil gewiihren, und man wird
oft auch in den Fiillen, wo diese Drehung nicht geradezu nothwendig
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ist, durch dieses mechanische Hilfsmittel eine grossere Sicherheit in
die Bahnbestimmung bringen. — Es liegt nun nichts nither, als dass
man in einem solchen Falle, wo niimlich die Neigung der Bahn sehr
klein ist, die Aequatorebene zur Fundamentalebene macht, so dass
die 2- und y-Achsen um mehr als 23° gedreht erscheinen, die z-Achse
aber wie sie war, und der Frithlingspunkt, wie im fritheren Systeme,
der Anfangspunkt der Ziihlung bleibt.

5.

Es seien daher bei der eben beschriebenen Stellung der Achsen

im neuen oder Aequatorsystem z, y, 2 die rechtwinkligen heliocen-
trischen Coordinaten des Ortes P; ¢, d, A die geocentrische Recta-
scension, Declination und Entfernung des Gestirnes von der Erde;
A4, D, B die gleichzeitige geocentrische Rectascension, Declination
und Entfernung der Sonne von der Erde, so hat man analog wie
in le) in 1 2

x = Acosdcosee — Reos D cos A

y = Acosdsina — Rcos D sin A

2= Adsind — RsinD

Auf der linken Seite von @, #, # kiimen hier die heliocenirischen
Polarcoordinaten @, ¢, # zu stehen, wenn man mit e und d die
heliocentrische Rectascension und Declination und mit 7, wie im
fritheren System, die Entfernung des Himmelskorpers von der Sonne
bezeichnet; allein wir bendthigen diese Grissen gar nicht. Da die
Gleichungen 2) in TIL 3 fiir jedes beliebige System Geltung haben,
s0 erhalten wir fiir drei Beobachtungen analog wie dort die drei
arundgleichungen:

ndcos 0 cosa — n'A'cos 8 cos &' - n"' A" cos 0" cos o' =
= nkcos D cos A — n'R'cos D'cos A' -} n" R’ cos D" cos A"

nAd cos d sin e — n'A'cos 0'sin o' |- n'' A" cos 0" sin o' =
= nleos Dsin A — n'R'cos D'sin A"+ n''R" cos D" sin A"

nAsind —n' A" sind' 4 "' A"sind" = nRsinD—n'R sin D' +n'"R"sin D"

Wir verfahren hier ganz so wie oben in Art. 3 und bestimmen
die Knotenliingen K, XK', X' und Tangenten der Neigungen J, J', J" #
aus den dortigen Gleichungen 8) und 9), indem wir statt der Lingen
und Breiten die Rectaseensionen e, o', ¢'' und Declinationen d, &', §"'
des Gestirnes einsefzen; statt 10«) aber erhalten wir hier



64

sin(e— K')sin(o'" —K)
sin (o' — K')

+ 0" A" c0sd" sin (o' — K) == (nRsinD—n'R' sin D' +n"' R" sin D'") cotg J

nAcosd . — n'd"eos &' sin(e' —K)

Multiplicieren wir jetzt die erste Zeile oben mit sin I, die
zweite mit cos K und subtrahieren, so kommt

nd cosd sin(a—K)—n'A" cosd' sin(e'— K) + n"' 4" cos " sin (o' — K) =
=nRecos Dsin(A—K)—n'R'cosD'sin(A'— K) +n""R" cos D"sin(A" —K)

Subtrahieren wir von dieser Gleichung die vorangehende, so ist

sin(o''— e)sin(K'—K)
sin (o' — K" o
= nl[cos Dsin(A—K) — sinDcotgJ | —
— n'R'[cos D'sin (A'— K) — sin D' cotgJ | -
—~+n""R" [cos D" sin(A"—K) — sin D" cotg J |

nA cosd -

Setzt man nun wie in 11) Art. 3

sin(a'—K') sin (¢! —K")
sin(a" — a)sin(K'—K) — sin(e'— a)sin (K" — K)

sin(A— K)tgJ=tgF, sin(4'—K)tgJ=tgF", sin(4"—K)tgJ=1tgF"

=g, ferner

so wird schliesslich

Rsin(F—D) u'R'sin(F'—D') @'LR"S@'?@(F”—D")]

dﬂosa:Q’COng[ L ncos ' neos K"’

In gleicher Weise gelangen wir zu Ausdriicken auch fiir die
beiden iibrigen Distanzen; setzt man nimlich

sin (o' — K) R sin (¢ —K") ffcs
sin(¢" —a')sin(K'—K) ~ sin(e'— o) sin(K"—K') — 7
sin(A—K)tgJ' =tgG, sin(A'—K')tgJ'=tg@', sin(A"'—K')tg.J" =tgG"

so wird

nRsin(G—D) R'sin(G'—D) n"R"sin(G'upj]

n' cos cos G' n' cos G

A cos§'=q'cotg S’



65

Wenn man zuletzt setzt:
sin (¢' — K) sin (¢ — K') £
sin (¢ — o'y sin (K"—K) — sin (¢""— o) sin (K'"—K") e
sin(A— K" tgJ" = tgH
sin(A' — K")tgd" = tgH', '\ sin(4" — K")tgJ" — tgH"

S0 isk
A cosd" =
e Rsin(H—D) ~ n'R'sin(H'—D)  R'sin(H'—D'")
s [” i, Wl ) m_]
494 n' cos H n'"cos H" cos H'

Nach diesen Formeln also werden die Distanzen A, A', A" am
zuverliissigsten gerechnet werden, falls die Neigung der Bahn sthr
klein sein sollite; da hier die Z-Coordinaten der Sonne nicht ver-
schwinden, wie im Ekliptiksystem, so sind die vorstehenden Formeln
ganz allgemein gehalten und gestatten demnach jede beliebige Drehung
der 2-Achsen; man ist daher nicht gerade auf das Aequatorsystem
dabei angewiesen, sondern der Drehungswinkel kann auch mehr oder
auch weniger belragen als die Schiefe der Ekliptik. Fiir unseren Fall
ist daher in den Formeln II. 11

gyl e
sk
__ cos(N—¢) P :
tya = ST tgh, tgd = sinaty (N ¢)

¢ ein beliebiger Winkel, wofiir man hie und da recht hohe Werte
(natarlich nicht tiber 90°) nehmen wird, um dadurch eine bedeutende
Drehung zustande zu bringen und das erwiihnte Stiick der Z-Achse zu
vergrijssern; es versteht sich von selbst, dass ¢ und ¢ dann nicht
die gewohnlichen Rectascensionen und Declinationen des Gestirnes
sind; auch ist dem Gesaglen zufolge klar, dass je grosser der Belrag

tgdsin(e” — ') — tgd'sin(¢" — a) -+ tgd" sin (¢’ — )

ausfillt, desto sicherer die Berechnung der Distanzen A, 4, 4" wird.
Setzt man oben D = D' = D" = 0, so wird man auf die Formeln 13)
in 1lI. 3 gefihrt, wie es sein muss.

Es wiirde uns jetzt noch eriibrigen, von dem zweifen schwierigen
Falle zu sprechen, wo niimlich durch den Uebergang in die entgegen-
geselzte geocenirische Bewegung des Planeten die drei Orte cben-
falls nahezu in einen grissten Kreis zu -liegen kommen und wo man
dann eine vierte Beobachtung zu Hilfe nehmen muss, um die Ent-

b
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fernungen des Plancten von der Erde mit Sicherheit berechnen zu
kinnen. Weil aber die beziigliche analylische Entwickelung einen
ziemlichen Umfang annimmt, so versparen wir uns dieselbe fiir einen
spitteren Abschnitt und handeln zuniichst von den Dreieckverhiltnissen.

6.

Bahnbestimmung der Planeten.

Mag man nun die Ekliptik oder eine andere Ebene zur Fun-
damentalebene machen, die Bestimmung der Dreieckverhiltnisse
n:n':n' ist ein davon ganz unabhiingiges Geschiift, da wir es hier
mit den Raumdreiecken zu thun haben, welche der Himmelskorper
zwischen den Orten P, P', P" beschreibt und die Fundamentalebene
nur insoferne in Betracht kommt, als von der Wahl derselben wohl
die Grisse der Projectionsdreiecke abhiingt, nicht aber ihr gegen-
seitiges Verhiilinis, woraul es hier einzig und allein ankommt ; anderer-
seits ist es einleuchtend, dass wir fiir #, #', ' recht grosse Zahlen
zu gewinnen frachten miissen, um dadurch die Sicherheit in den
Dreieckverhiilinissen und folglich auch in der ganzen Bahnbestimmung
zu erhohen; auch daraus geht hervor, dass recht weit anseinander-
liegende Beobachtungen auszuwiihlen sind. Hiemit sind wir auch beim
schwierigsten Theile des ganzen Problems angelangt, und die Mangel-
haftigkeit, an der die bisherige Bahnberechnung der Planeten und
Kometen litt, liegt hauptsiichlich in der fehlerhaften Bestimmung dieser
Dreiecke. — Der analytische Ausdruck fiir die Fliiche eines solchen
Dreiecks ist bald gefunden, denn nehmen wir beispielsweise das
Doppeldreieck % = #"»""sin (v"' — ") zwischen den Orten P' und P",
so ergibt sich ans 6) in 1L 4

nﬁ _— (.’B'?j" st xrryr)r;_*_ (.’17'2”— xrrzr)g+ (y!z"_ yﬂzl)Q
aber damit ist uns nichts geholfen, denn mogen wir hierin die recht-
winkligen Coordinaten durch die heliocentrischen oder geocentrischen
Polarcoordinaten ausdriicken, wir kommen um keinen Schritt weiter,
da uns alle Anhaltspunkte fehlen, mit welchen Versuchswerten der
darin vorkommenden Unbekannten wir die Rechnung einleiten sollen.
Da es sich indessen nur um die Verhiltnisse handelt, in welchen
diese Dreiecke zu einander stehen, so ist es nicht nothwendig, dass
wir uns mit den Raumdreiecken selbst beschiiftigen, denn gelingt es
uns nur, die Verhilinisse der Projectionsdreiecke einer beslimmten
Coordinatenebene, beispielsweise der Ekliptikebene, festzustellen, so
st damit auch n:#»': %' gegeben, wie wir dies aus 1) in Il 3
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erschen. Zu diesem Ende betrachten wir die Ausdriicke fiir die drei
Arten von Projectionsdreiecken, in welchen die geocentrischen Polar-
coordinaten vorkommen, etwas genauer; wir finden dieselben in
Art. 2 angegeben. Diese Ausdriicke erweisen sich unter allen noch
am zuginglichsten, weil sie ausser o, o', ¢ lauter bekannte Grossen
enthalten; es wird sich dabei nur darum handeln, mit welchen
Versuchswerten von o, o', o' wir die ganze Rechnung einfideln
sollen. Diese Distanzen zuerst alle der Null gleichzusetzen oder die
Erde mit dem Himmelskérper zusammenfallen zu lassen, geht nicht
an, weil in diesem Falle, da dic Projectionen der zz- und #z-Ebene
ganz verschwinden, n = N, »' = N', »"" = N"' sein und dann aus 12)
Art. 3 ebenfalls ¢ = ¢'=¢" = 0 resultieren wiirde, was leicht zu
beweisen ist. Aus 4) Art. 3 ergibt sich niimlich vermittelst einer uns
schon geldufigen Operation:

w'R'sin (L' — L) — n'"R" sin (L'' — L) = msin (L. — M)
nll — n'B' cos (L' — L) ~}-m"" R cos (L' — L) = m cos (L. — M)

Selzt man hierin # = N, ' = N', #''= N"' und fuhrt die be-
trelfenden Ausdriicke wirklich ein, so wird

msin(L — M) =0, meos(L — M) =0

woraus jedenfalls m = 0, also auch ¢ = o' = ¢" = 0 folgt, was zu
beweisen war. Daraus erhellt auch, dass es ein Irrthum wiire zu
glauben, man konne zu irgendwelcher brauchbaren Niherung von
0, ¢, ¢ gelangen, wenn man in 13) Art. 3 statt n, ', #'" zuerst die
von der Erde beschriebenen Dreiecke N, N', N einselzte.

Unter so schwierigen Verhiiltnissen fiir die Auffindung geeigneter
Versuchswerte von ¢, o', ¢”, mil denen man die Rechnung einleiten
konnte, stellt sich zuletzt die Nothwendigkeit herauns, irgendwelche
Hypothese inbetrefi der Bahn selbst zu machen, und da liegt wohl
nichts nither, als fiir die Plancten eine Kreishaln, fir die Kometen
eine Parabel zuerst anzunehmen, als die beiden Grenzfille, zwischen
denen die Ellipse, die eigentliche Bahncurve, eingeschlossen ist. Die
Durchfithrung einer Kreishypothese bei Planclen gestaltet sich sehr
einfach; man nehme einen Kreis an, dessen Radius der mittleren
Entfernung des Planeten von der Sonne beiliufig gleichkommt. Bei
den kleinen, zwischen Mars und Jupiter befindlichen Planeten, die
wir hier vorziiglich im Auge haben, schwankt diese miltlere Ent-
fernung erfahrungsmiissig zwischen 2 und 3, d. h. diese Planelen sind

b%
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zwei- bis dreimal so weit von der Sonne entfernt als die Erde; wir
hegehen mithin keinen allzugrossen Fehler, wenn wir in erster Hypo-
these den Radius dieses Kreises zu 2°5 annehmen. Aus Fig. 3 in
I. 2 hatten wir abgeleitet -

r* = R*—+ 4*— 2RA cosy, wobei
cos W = cosfcos(L — A)

eine bekannte Girosse ist; daraus erhalten wir

4 = Reosp + Vr*— R*si®y . . . .. . ... 1)

wo von den beiden vor der Wurzelgrosse stehenden Zeichen immer
das positive zu nehmen ist; sin1 kann stets positiv sein, da sn*y
unter allen Umstiinden positiv ausfillt. Unserer Kreishypothese gemiiss
setzen wir hierin » = 2°5 und berechnen darnach die drei Distanzen
4, 4, 4", und weil ¢ = A cosf, so sind hiemit auch g,, o,’, 0,"
gegeben; wir geben diesen Distanzen den Index ,, um sie als der
Kreishypothese angehorig zu kennzeichnen. Mit diesen Versuchswerten
berechnen wir jetzt eine der drei Reihen von Projectionsdreiecken
in 1) Art. 3. Mit den so bestimmten Dreieckverhiiltnissen » : n': n"'
gehe man dann-in 13) Art. 3 oder in den Art. 5 ein und berechne
daraus g, ¢, ¢". Durch diesen Process, der sich uns als ein Ueber-
gang vom Kreise auf die Ellipse darstellen wird, erhiilt man aber
fir o, ¢, o' Werte, die der Kreishypothese schon nicht mehr ent-
sprechen; denn rechnet man jetzt versuchsweise , #/, #'' zuriick nach
der obigen Formel, so kommt fiir jeden der drei Radienvectoren ein
besonderer Wert zum Vorschein. Berechnen wir deshalb auf Grund
der so erhaltenen Distanzen p, o', ¢" die Elemente der Bahn, wie
weiter unten gezeigt werden wird, so kommen wir in der That auf
eine Ellipse mit geringer Excentricitit; bestimmen wir aber zuletzt auf
Grund der berechneten Elemente auch noch die Grosse k, die Con-
stante der theoria motus, deren numerischen Betrag wir aus II 7
kennen, so erhalten wir vielleicht einen ganz anderen Wert dafir,
ein Beweis, dass die zustande gebrachte Ellipse der Wahrheit nicht
entspricht. Es steht uns nun nichts im Wege, eine andere Kreishypo-
these mit einem mehr oder weniger verschiedenen Radius anzunehmen
und den eben beschriebenen Versuch zu wiederholen; kommt zuletzt
ein % zum Vorschein, welches von dem bekannten Werte nicht mehr
so stark abweicht, so sind wir der Wahrheit schon niiher geriickt.
Durch mehrmalige Wiederholung solcher Versuche, wobei durch
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geeignete Mittel der Radius des Kreises geschickt geiindert wird,
gelangt man schliesslich zu einem Werte von £, der mit dem bekannten
stimmt und daher auf eine Ellipse, die sich der vom Planeten be-
schriebenen so genau als moglich anschliesst. Die hier in allgemeinen
. und fiir den Leser vielleicht noch dunklen Umrissen gegebene Methode
soll nun im Nachfolgenden durch einen strengen analytischen Beweis
begriindet, nither ausgefithrt und zugleich noch ein anderer kiirzerer
Weg fur die Berechnung der Dreieckverhiiltnisse angegeben werden.

1

Wir versuchen vor allem, die Projectionsdreiecke irgend einer
Coordinatenebene, z. B. der Ekliptik- oder @y-Ebene, als Functionen
der Zwischenzeiten darzustellen; nach dem Satze von Taylor ist

g i dre i ( t)" CdPx (F—1)?

¢ —s ¥ Gl O Ne tim s

ek dy d*y (t’wt)“_t_d"y (t'—1)*

Vi iR deii e T faagis T
und ebenso

— ¥ dix (('—8) | dx (" —1)°
—wm )+d‘5€'“—2' i P

o Pt (=t d@y (=)

Wir multiplicieren in der ersten Gruppe die erste Zeile mit y,
die zweite mit z und sublrahieren; es kommt, wenn der Kiirze halber
— t = 7'' geselzt wird,

’ ke dy d.L‘) "
= (e = vg) '+

Ay d%\ o (d*g d"m) 7"
e v TrlaE v T

wo das Gesetz der Fortschreitung klar ist. Auf demselben Wege er-
halten wir aus der zweiten Gruppe, wenn ¢’ — 7 == ¢’ gesetzt wird,

i VN ,clx) :
‘W_”’-‘f*((zt Ao i
Ay dw\ o ( dy da.c) ga
+("’aﬁ*”dﬁ)‘ sk legs — v )erak s
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Zulelzt ist analog dem Vorangehenden, wenn ¢ — ¢ =1z ge-
setzt wird,
dy dx

wy_xy:(dt 'dt)“"
d d"x) 5 ( Py d .I,) 7
jL( g S g\ g g} g

Die in diesen drei Reihen auftretenden Coélficienten bestimmen
sich auf folgende Weise. Aus dem II. Abschnitt, Art. 5, Gl 4) und
Art. 7, GL 1) wissen wir, dass

> rh ; dx

e T vl /L'Vp(l —+ m)cos i

ist; weiters haben wir aus 2) in II 4

% d*z

tgrntar

Zur Ernierung der noch iibrigen Coéfficienten differenzieren
wir die in 1) in II. 4 entwickelten Gleichungen

d*y k21 - m)y dx k1t mz
TS o 2 U e = ?,3

= 3 3 ==

rlz,‘ 7 dt
einigemale; wir erhalten zuniichst

(e w:)(%y({: % r]r/ l

dt? dt )
........ «

dix _ K*(1- ]Lm)(%xda (E,L J

qra dt £t bl

und durch nochmalige Differentiation
dty k(- m) (7 12y dr* A
dt“‘ I dit* i

diz. Q4 m)( 10adi odmﬁLsm 4 dj@) J
i dt® e Eaie

6dydr—-3Byd*r  d ,,,)

Multiplicieren wir jelzt in «) die erste Gleichung mit z, die
zweite mit 7, so komm( vermitlelst Subtraction

TaE Tl Cn 3

d*y d’x . k(14|-m) yde—ady  EP(1A-m)% Vpeosi
s = =1
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Auf ebendemselben Wege erhalten wir aus f)

dty  dw 6k (Lfm)sVpeosi dr

SedthIW e 8T o 8

Differenzieren wir noch die vorstehende Gleichung, so wird

dx d'y ddy dy d'z dx

de " art TV T A at T Y

£ farmeudlr 1 fl,d’:")
(L sV eosi (s — S

Multiplicieren wir dann in ) die erste Gleichung mit dt’ die

zweite mit ZJ, so kommt vermittelst Subtraction
de d'y dy d=z
_ T
. 12dr* d*r k21 |—m))
AL 3o i i SR
= K514 m)hVp co.sz( T

gr"

Subtrahiert man diese von der vorangehenden Gleichung, so ist

Sy i A % (i» (1-f-m)  36drt 94%-)
7 o T e ey

Substituieren wir die so gefundenen Werle dieser Coéfficienten
r ” ot

]JOIbplG]‘SWOlb(} in die Reihe hn das Pr OJechonsd[eleck x J - & J =

cos i schwmde[.,

k*z%(1 |—m) Erot(1--m
n — iu,'l/j)(l—|~m) [1 — —L—2 (% 3 -+ 578 (—h— )— v
Ead(14-m) dr  3k*i(1 {—m)((ir" rl“r) ]
49t CdE T I, i eERn g 7 1t

Erselzen wir hierin z durch ¢ und "', so erhalten wir Reihen
fiir 2’ und #»'. Das Fortschreiten im ersten Theile der vorliegenden
Reihe ist klar, nicht so im zweiten Theile. Un die Sache zu ver-"
einfachen, setzen wir

is,r1/1~|—m

‘!/‘1
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was offenbar der Ausdruck fir die Geschwindigkeit eines Korpers
ist, der sich im Kreise bewegt, wie aus 4) in I 8 ersichtlich ist;
dann wird, wenn man mit ¢(7z) den Betrag bezeichnet, welchen
die Glieder des zweiten Theiles der Reihe repriisentieren,

e ol (1er)® ()t f ]
n__fv:p..m[l—— =g —|-—2.3.4.5 — . ..+ 9@

Soll die Reihe innerhalb der Klammer convergieren, so muss
offenbar ;

(pr)* ik ]
50 (20 1) = oder wr < 2w

sein, wo w jede beliebige ganze Zahl bedeutet; da o ins Unendliche
gehen kann, so darf uz jeden endlichen Wert annehmen, und es ist
diese Reihe demnach fiir jeden endlichen Wert von pz convergent.
— Die Convergenz der Glieder in ¢(z) hingt aber sehr von der
Beschaffenheit des Differentialquotienten d’_: oder von der Beschaffen-
heit der vom Himmelskorper beschriebenen Ellipse ab. Eliminiert
man aus «) in 11 6 (Seite 28) anstatt d¢ das Differential dv, so kommt

del s s BTV T

= my\ = — — — =

o KE-L m\ - =

@ 7
~Anmerkung. Substituiert man hierin far » den Wert

L@l sn i o %ges’y,
~ l-tecosv ~  1-Fsingeosv

(.

so hat man fiir diesen Differentialquotienten auch noch folgende Form :

dr ———  lg@siny g T S Siny
0 s AT Enpe kYl Ty,
Der zweite Wert ergibt sich aus dem ersten, wenn man beriick-
sichtigt, dass p = acos®g ist.

Daraus erhellt, dass fir kleine Excentricititen, wo also e der
Null und der halbe Parameter p sich dem Radiusvector » niihert,
auch dieser Differentialquotient klein ausfillt; fir ¢ = 0 und mithin
a=p=r, also fir den Kreis wird

dr

e
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Es werden demnach bei Planetenbahnen, deren Ellipsen bekanni-
lich nur geringe Excentricititen aufweisen, die Glieder in ¢(z) jeden-
falls convergieren und es miissen die Ausdriicke fir », »’, »” in
diesem Falle brauchbar sein oder vielmehr sich brauchbar machen
lassen. Stellen wir uns diese Ausdriicke wirklich auf und bilden
daraus die Dreieckverhiilinisse, so haben wir, da » ¥ rp.u schwindet,

i S (2)* (o) Y b
nin i —'s[l—— 9 3 —}—2'3.4_5 —...—|~q7(5)].
r (ur')® (ue')? nls
"”[1“ 5.3 2.3.4.5 —'"+"’(”)]'

fiiog) (uz")* (uz")* W
e [1‘ &85 lno 8 AnE ot )]

Um diese Dreieckverhiltnisse, die wie gesagt nur fir Bahnen
mit geringer Excentricitiit anwendbar sind, fir die praktische Rech-
nung zugiinglich zu machen, dafiir stehen uns jetzt zwei Wege offen. —
Da unserer Voraussetzung gemiiss ¢(z), @(z'), @(¢z") convergente
Reihen sind und ihnen daher bestimmte Summen entsprechen, so
konnen wir die Betriige, die sie liefern, dadurch compensieren, dass
wir in den voraufgehenden Reihen g ein wenig dndern. Ist nun g,
derjenige Wert, durch dessen Einsetzung in die gedachten Reihen
¢(z), ¢(¢'), @(z") vollkommen aufgewogen werden, so erhalten die
Dreieckverhiltnisse die Gestalt:

nin! onles [1 — (‘u”t) -+ 5 (o801 A ] :

3.4.5
F T T |

[ G e )
' 243 281 &b, i

Dabei setzen wir

EV1fm
Uy == o

wo 7, den Radius eines noch nither zu definierenden Kreises he-’
deutet. Die Summierung nun der vorliegenden Reihen, deren gegen-
seitiges Verhiiltnis zugleich das der entsprechenden Dreiecke ist, kann
aul zweierlei Weise bewerkstelligt werden, und darin liegt der dop-
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pelte Weg, wovon wir frither gesprochen haben. Wir multiplicieren
erstens 7, #', ¢'" ausserhalb der Klammern mit p,, so werden, da

bekanntlich

L i e x'). ',L.-l- )
Hhe —"”(1_ GrgiTt gty T

ist, die Dreieckverhiltnisse folgende elegante Form annchmen:

nin' 0 = sin(uyr) : sin(u,t') : sin(uyz”
oder wir konnen, um die dritten und die noch folgenden Glieder
dieser drei Reihen aufzuwiegen, in den zweiten Gliedern p, ein
wenig dindern; da die Reihen convergieren, so ist dieser Vorgang
gewiss erlaubt. Es sei also y, derjenige Wert, durch dessen Einfithrung
in die zweiten Glieder die noch folgenden Glieder vollkommen auf-
gewogen werden, so haben wir

Al e i (ﬂfﬂ)g] , ,_.[ (H.’E')“J i ..[ (.U;"J")E]
e — E[ T % T % b Q] e 5.3

wobei dann

kY1 m
i, = TR T
¥, =
zu setzen ist. — Diese doppelte Form also kdnnen unsere Dreieck-

verhiiltnisse in einer Ellipse mit geringer Excentricitiit annehmen; die
erstere davon gibt deutlich zu erkennen, dass wir es hier mil Ver-
hiiltnissen zu thun haben, wie sie in einem Kreise vorkommen, denn
bekanntlich stehen in einem Kreise Dreiecke, die im Cenlrum einen
gemeinschaltlichen Eckpunkt besitzen, in demselben Verhiiltnisse zu
einander, wie die Sinusse der betreffenden Centriwinkel. Es ist nun
die Frage, wie man #»,, den Radius dieses supponierten Kreises, oder
r, im zweiten Falle zu bestimmen hat. Was #, anlangt, so kann man
erwarlen, dass dieser Radius einen Mittelwert zwischen den drei
Radienvectoren », #', #” in der Ellipse erhalten, also dem Radius
der mittleren Beobachtung am niichsten kommen wird, denn nur so
lisst sich eine Uebereinstimmung der Dreieckverhiilinisse im Kreise
und in der Ellipse denken. In Hinsicht von #, aber wird man im
allgemeinen einen von #, verschiedenen Wert erwarten; offenbar ist
hier die Summe der noch folgenden Glieder, die durch das zweite
aufgewogen werden soll, entscheidend. Hat man es daher mit einer
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Planetenbahn zu thun, deren Elemente nahezu richtig sind, so wird
man den Radiusvector der mittleren Beobachtung rechnen und den-
selben in erster Niherung als Radius des supponierten Kreises an-
nehmen; sind hingegen die Bahnelemente noch villig unbekannt, so
nehme man fiir 7, zuerst einen Wert an, der der mittleren Entfernung
des Planeten von der Sonne beiliinfig gleichkommt; fiir die Asteroiden
haben wir schon oben den Wert 7, = 2'5 empfohlen, iibrigens sind
auch hier wenigstens bei den meisten derselben durch den Fleiss der
Astronomen die Bahnelemente schon anniihernd richtig berechnet
worden. So werden wir von selbst auf das Feld der Versuche ge-
gefihrt. Mit dem angenommenen Radius 7, wird u, und weiters die
Verhiiltnisse

nin in' = sm(ur) s (u,r') Dsim(T)

bestimmt und damit aus 13) Art. 3 die Distanzen o, o', o' gerechnet.
Auf Grund der so erhaltenen Distanzen schreitet man auf dem von
uns gleich weiler unten vorgezeichneten Wege zur Bestimmung der
Bahnelemente selbst vor und rechnet zuletzt auch %, die Constante
der theorie motus. Kime dabei zufillig der bekannte Wert zustande,
so witre die Bahnbestimmung auch schon beendet; weil aber in den
weitaus meisten Fillen bei einem ersten Versuche immer ¢in an-
derer Wert erscheinen wird, so wird man #», fir den zweiten Ver-
such ein wenig éindern und die ganze Rechnung von vorne beginnen;
die Versuche werden so lange forlgesetzt, bis der bekannte Wert
lyk = 85500066 (in Sec.) zum Vorschein kommt.

Um die Winkel g7, 12", 12", zwischen denen die Gleichung

Mot — ot " = 0

besteht, gleich in Secunden zu erhalten, driicke man bei der Be-
rechnung von w, die Constante £ in Secunden aus. — Der grossie
von diesen drei Winkeln ist demnach immer p,z’; damit nun der
Sinus desselben nicht negativ ausfalle, so darf die heliocenlrische
Bewegung des Planeten zwischen der ersten und dritten Beobachlung
nicht iiber 180° gehen. Auch dies ist eine hemerkenswerte Forderung
bei einer Bahnbestimmung, wegen deren Nichtbeachtung die Aslro-
nomen bei Komefen oft auf hyperbolische Elemente geslossen Hh“i’.
und daher der Hyperbel auch eine gewisse Berechtigung einriiumen
zu miissen glaubten. Die Richtigkeit unserer Behauptung leuchtet
sofort ein, wenn wir bedenken, dass in einem solchen alle, wo
der heliocentrische Bogen mehr als 180° umfasst, Sectorfliiche und
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Dreieck getrennt liegen und enigegengesetzte Vorzeichen besilzen,
so dass das Dreieck nicht als eine Function der betreffenden Zwi-
schenzeit aufgefasst werden kann.

Um sich aber von der Giite des ausgewiihlten Beobachtungs-
materials zu iiberzengen, wird man die Kreishypothese, deren Zu-
lassigkeit wir unseres Dafurhaltens zur Geniige bewiesen haben, auch
auf die in Art. 6 beschriebene Weise bilden. Hier sowohl als dort
wird man den Radius », eines und desselben Kreises zugrunde legen
und aus der Gleichung

4= Rcosyy + Vrg— R*sin®yp, wo  cosy = cosf cos (L—4)

die Distanzen g, ¢g, ¢, rechnen, mit deren Hilfe dann die Projec-
tionsdreiecke der drei Coordinatenebenen bestimmt werden. Wir
setzen der Uebersichtlichkeit wegen die Ausdriicke fir diese Pro-
jectionsdreiecke nochmals her, und zwar die fiir die Projectionen
der azy- oder Ekliptikebene in unveriinderter Form, hingegen haben
wir die Ausdriicke fir die Projectionen der beiden anderen Ebenen
mit Beniitzung der Gleichungen 8) in III 3 etwas wmgestaltet, um
sie fur die Praxis geeigneler zu machen. Es sind also die Projec-
tionsdreiecke der
xy-Ebene:

v = o'¢"sin(A"— L) — R"¢'sin(L"— 1) 4+ R'¢"sin(L'— ') - N
v = go" sin(L" — 1) — R" g sin(L" — L) + Ro" sin(L — V)N’
v'= gg' sin('" — A)— R'g sin(L' —1) -+ Re' sin(L — V) - N"

i

xz-Ebene:
v, = [o'e" sin (M —L') cos K
—+ R"¢'sin (' — K)cos L' — R'e" sin (\'' — K) cos L'] tyJ
v = [gg”sin (A" —A)cos K' -
—+ R"osin(h— K"y cos L' — Ro" sin (A" — K') cos L] tgJ'
' = [ee'sin (1 — L) cos K"
~+ R'osin(h— K'")cos L' — Ro'sin (' — K" cos L] fa"
yz-Ebene:

: Ve [9'9” sin (A" —1") sin K -
+ R"'sin (W — K) sin L' — R'¢" sin (A" — K) sin I'| tg J
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Yip = [Qg”sin (A" — A)sin K'
4 Rg sin (A— K")sin L" — Re" sin (" — K')sin L]ty J"

M= [gg'sm (A'— L) sin K" -
+ R'esin(— K")sin L' — Re'sin (X' — K")sin L] tg.J"

In diese Ausdriicke selze man stalt o, ¢/, o' die aus der obigen
Gleichung fiir 4 hervorgegangenen Distanzen o,, ¢}, o,/ und bestimme
darnach die Dreieckverhiiltnisse. Es ist hinreichend, die Projectionen
nur einer Ebene zu berechnen; am geeignetsten hiefiir sind digjenigen
der wy- oder Ekliptikebene, weil sie am ehesten zuginglich sind und
auch die grossten Werte erreichen. Soll nun das ausgesuchte Beob-
achtungsmaterial als vorziiglich bezeichnet werden diirfen, so miissen
die so berechneten Dreieckverhiilinisse sowohl mit den obigen, aus
den Zwischenzeiten abgeleiteten, als auch unter einander vollkommen
stimmen; wiirde dies nicht in hinlinglichem Masse der Fall sein, so
miisste man die Beobachtungen und deren Reductionen einer aber-
maligen Priifung unterziehen oder sich nach einem besseren Material
umsehen. Um sich Mithe zu ersparen, diirfte es daher gerathen sein,
mit Zugrundelegung eines beliebigen Kreises vor allem die Dreieck-
verhiiltnisse nach beiden Seiten hin zu bestimmen und dann erst an
die @ibrigen Vorbereitungsrechnungen zu gehen, nachdem man sich
von der Giite des Beobachtungsmaterials iberzeugt hat.

Auch die beobachteten Zwischenzeiten kann man auf die Probe
stellen. Aus 1) und 2) in IL 6 ergibt sich némlich

SQZ ?',Q—E—T,“z_‘g?ﬂ,'r"cos(ﬁ”—— 'H’) —_ (.Z‘”—m')'z—*—(;f/”——y')guf(z”—Z')g
Substituiert man hier fir »'¢ und »"'? die bekannten Werte
?.uz == x:g+ylg_é_yrg ?"”D‘ e .I'HQ+ T/”Q"}_ 2"2
so kommt nach einer kleinen Reduction
0= ?""?'”COS(?J”-—‘U,) =1 x'm"+y'y"+z'z"

Setzen wir demnach der Kirze halber »'7"cos(v''— ') =0,
rr' cos (v —v) = o', rr'cos(v'—v) = ¢'' und driicken die recht-
winkligen Coordinaten durch die geocentrischen polaren aus, so .
erhalten wir alles in allem:

g = Ql'gﬂ[t‘qﬂftglgn_e_ Cos (AJI Egh) ll‘)] Y
— R"'cos (L' — ) — R'¢"cos (L' — ") 4 R'R" cos (L' — L)



73

o' = oo" [tyBtyp" + cos (W' — )] —
— R"ocos (L' —2) — Ro"cos (L —A'") 4 RR" cos (L" — L)

0" = o0'ltgBtgf -+ cos(k — )] —
— R'geos (L' —4) — Ro'cos(L—A4") 4 RR' cos(L'— L)

Fithrt man auch in diese Ausdriicke stalt o, o', ¢'" die aus der
Kreishypothese entspringenden Werte ¢4, ¢, ¢5 €in, so erhilt man
offenbar, wenn », ¢/, ¢" der Kreishypothese angehiren,

6 = rieos(v’ —1v'), o' = ricos(v'" —v), "= ricos(v'—v)

woraus sich
ol — 2l = Uy, ol — = p,T; Dl el

nun rechnen lassen und man hat
' — : ' —v v —w

T = —— g pt—} - T —

1 2k

Ho o Ho
So kann man die Beobachtungen auch in dieser Bezichung
priifen, je mehr dieselben unter einander stimmen, desto zuverlissiger
wird die Bahnbestimmung werden.

8.
Mit den auf die dargelegte Weise festgestellten Dreieckverhilt-
nissen
nin' ! = sin(uyr) : sin(uye"): sin (iyz'"")

welche natiirlich noch sehr falsch sein konnen, gehe man jetzt in
13) Art. 3 oder in die entsprechenden Ausdriicke des Art. 5 ein und
bestimme so die Distanzen ¢, o', ¢"; aul Grund dieser Distanzen
berechne man dann die Elemente der Bahn und zuletzt noch die
Constante £, wie wir bereils gesagt haben. Unter den Elementen
kommen zuerst § und 7, die Liinge des aufsteigenden Knolens und
die Neigung der Bahn, an die Reihe. Dabei schlagen wir folgenden
Weg ein. Aus 6) in I 4 ergibt sich

v Vv
] G B
q ¥ ! q ¥ ¢0s §3 v sin 8}
Wir leiten demnach £ und ¢ aus den Projectionsdreiecken
ab; dieser Weg ist der zunichstliegende und in Hinsicht der Planeten
jedem anderen vorzuzichen. Behufs bequemerer Rechnung und damit

wir im Zihler und Nenner der Ausdriicke far die Tangenten der
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beiden Winkel miglichst grosse Werte bekommen, nehmen wir hier
noch einige Umformungen vor. Multiplicieren wir », am Schlusse des
vorigen Artikels mit sin K, und », mit cos I{, so ist vermittelst Sub-
traction v, cos K — »,sin K =
= [R"¢"sin(X' — K)sin(L" — K)—R'¢" sin(A" — K) sin(L' — K)|tgJ

Multiplicieren wir hingegen », mit cos K und », mit sin K, so
kommt vormittelst Addition

v, sin K - v, cos K = [Q' "sin (A — ") -

+ R"¢'sin (N —K) cos(L" — K) — R'¢"sin (\"" — K) cos (L’—I{)] tg.J

Dritcken wir vermittelst der Formeln in III. 2 auf der linken
Seite die beiden Projectionsdreiecke durch das entsprechende Raum-
dreieck aus und bringen J auf die andere Seite, so wird

n sini cotgJ sin (§ — K) =
= R"¢'sin (A’ — K) sin (L" — K) — R'¢" sin (A" — K)sin (L' — K)
n sini cotyJ cos (8 — K) = ¢'o"sin (A" — V') -

-+ R"o'sin(M' — K)cos ("' — K) — R'¢"sin (1" — K) cos (L' — K)

Selzt man nun alles in allem, um siimmtliche drei Beobachtungen

zu umfassen,
A = R"¢'sin(\' — K) sin (L' — K) — R'¢" sin (X" — K) sin (L' — K)

B Q'Q”s‘z'n (X' — )+ R"¢'sin (M — K)ecos(L" — K) —
R'o" sin (M — K) cos (L' — K)

A" = R"osin (A — K")sin (L' — K') — R¢" sin (M — K") sin (L — K')

B' = go'"'sin (3" — 1) | R"gsin (2 — K') cos (L" — K') —
— Ro"sin(M"' — K'")cos (L — K")

A" = R'osin(h — K'")sin(L' — K"") — Ro¢' sin (V' — K") sin (L. — K"")
B" = po'sin(\' — 1) + R'osin (b — K")cos (L' — K"") —
— Ro'sin () — K'")cos (L — K")
s0 st

B iy AtgJ BigJ
oy LN s W el s TR b |
e B = e A=Ky veos(& —K) )
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Substituiert man hier statt 4, B, J, K, » die Grossen 4', B,
J', K', ' oder 4", B", J", K", »", so erhilt man noch weitere
Ausdriicke fiir £ und 7; das meiste Zutrauen unter ihnen wird der-
jenige verdienen, der den grissten Zihler und Nenner besitzf. Als
Probe beniitze man die Gleichung:

__ Rsin(®—L)tgi
¢ = 1B Tsin(8—N)igi

Sind die Projectionen », #', »"" berechnet, so findet man die
Raumdreiecke dann leicht aus den Formeln

' ¢ "
= L = L n' = — 2)
cost’ cosi’ cos i
Weiters rechne man jelzt ¢, ¢', ¢' ans den Ausdriicken am

Schlusse des vorigen Artikels, man hat dann

rrtsin(e'—o)=mn  r'sin(v"—v)=n"  rr'sin(v'—v)=n"") 3)
P cos(0'—vY=0a  m'cos("—v)=0¢" 7r'cos('—v)=0") "
woraus man nicht nur o' — ', ¢"—», » — », sondern auch

vl '’y rrl findet, Es sel nun #'r!'= e, rr" =8, o=y, so ist
e = Vefy

L e e e LD 4)
« g g

Fiir drei verschiedene Orte hat man sodann mit Beniitzung der
Gleichung der Ellipse

} u
—‘:y= 1 - ecosw, %: 1 -+ ecos?', 1?-,: 1-+ ecosv"
(5 g r

Multipliciert man diese Gleichungen beziehungsweise mit
sin (0" —"), sin (v"'—w), sin (v’ — ) und subtrahiert von der Summe
der beiden idusseren so gebildeten Gleichungen die mittlere, so ergibt
sich fir den halben Parameter der Ellipse der bekannte Ausdruck:

4rr'r' sin L (0" — 0") sin L (0" — v) sin L (o' —0) 2
— b

= T )

Soll die Berechnung dieser Grosse eine moglichst sichere sein,
so muss der Nenner n — »n'-- #'", das von den drei Sehnen ein-
geschlossene Dreieck, recht gross werden. Die Beohachtungen sollen
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also weit auseinanderliegen, so dass n - »" eine ziemlich bedeu-
tende Summe, hingegen wo maglich #' = 0 wird, d. i. die den ersten
mit dem dritten Orte verbindende Sehne soll durch die Sonne hin-
durchgehen; damit ist aber auch die Grenze erreicht, bis zu welcher
vorgegangen werden darf, denn iiber diese Girenze hinaus wird das
. Dreieck »' negativ, was nicht sein darfl Weiters ist

/]
poogo — L

)
CleDsmi== "L, — 1

v

Subtrahiert und addiert man diese beiden Gleichungen, so
erhiili man nach einer kurzen und leichten Operation folgende zwei:

4 : b ([
csint(¢o) = gl
2
....... 6)
ecos L (v +v) = pO' 1) —2n”

T 2m'eos L(v'— )

woraus #' -+ » und e hervorgehen; iindert man hier die Accente, so
ergeben sich die Formeln far ¢ - » und »"' - »'. Hiemit sind die
wahren Anomalien », #', " auch bekannt geworden. Von den wahren
gehe man auf die excentrischen Anomalien {iber vermittelst der Formel

tgg — (45 —- g) t_qg i gpratiahion. 4 ) 7)

wo ¢ = sing geselzl wurde. Aus F, E', E"" rechnel man dann die
mittleren Anomalien

Mi—F e BS==E e R 8)

wo ¢ in Secunden des Bogens auszadriicken ist. Die mittlere tigliche
Bewegung u findet sich am zuverlissigsten aus der Verbindung der
zwei entlegensten mittleren Anomalien
rn ”7
M"—M M'—M 9)

u = t”—ﬁ — 'E' ..........

Ferner ist

0= £7 S e e 10)

i
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Schliesslich rechne man
]5 —_— i‘al
Vifm
Hiemit ist der erste Versuch zu Ende gefiithrt; wiirde die hier
zuletzt berechnete Constante mit dem bekannten oben aus der Erd- .
bewegung abgeleiteten Werte

lgk — 3+5500066 (in Bogensecunden)

zufiillig stimmen, so wiire die Bahnbestimmung auch schon beendet;
allein weil dieser erste Versuch selten oder gar nie eine solche
Uebereinstimmung erzielen wird, so ist man gendithigt, eine zweite
Kreishypothese zugrunde zu legen. Tst & im ersten Versuche bei-
spielsweise zu gross gekommen, so wird man 7,, den Radius des
neuen Kreises, etwas grosser nehmen, denn dann wird £ kleiner
werden. Die Flichengeschwindigkeit ist bei einem und demselben
Planeten eine constante Grosse; ist nun in der Gleichung

e = kVp(l+m)

k zu vermindern, so muss dafilr p wachsen, daher auch in der
Kreishypothese #, vergrossert werden. Um wie viel 7, geiéindert
werden muss, damit zuletzt ein richtiges % zum Vorschein komme,
litsst sich bei Beginn der zweiten Hypothese noch nicht bestimmen.
Ist der Unterschied zwischen dem berechneten und wahren Werte
von % bedeutend, so nehme man #, um 0*1 verschieden an. Nach
Durchfithrung des zweiten Versuches hat man schon einen besseren
Anhaltspunkt fiir die weitere Verbesserung der Kreishypothese, weil
man da schon eine beiliufige Proportion bilden kann, in welcher
die gesuchte Aenderung als unbekanntes Glied auftritt. Am Ende
des dritten Versuches wird sich die nothwendige Aenderung schon
ziemlich genaun berechnen lassen; so kann die Genauigkeit beliebig
weit getrichen werden, was ein Beweis fiir die Gite der Methode ist.
Um sich am Schlusse eines jeden Versuches iiberzeugen zu
konnen, dass die Rechnung in diesem lefzten Theile, wir meinen
die Formeln 2 bis 11), richtig durchgefithrt und nicht etwa wo ein
Fehler untergelaufen ist, bediirfen wir noch einer Controle; dieselbe
ergibt sich aus folgender Entwickelung. Aus 6) in IL 8, nimlich

cosll—e
o8y — ————
1—ecos &
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folgt
; sin® E(1 — e*)
1 —cos?y — siny —m —— " 7
(1—ecosk)®
oder wenn wieder ¢ = sing gesetzt wird

sin b cos ¢
1—ecosl

Tty .
Da 1 — ecosH = — ist, so haben wir
o

Siny —

rsino = acosqsinli
reosv = a(cosl — sin )

Fiir einen zweiten Ort ist ebenso
r'sinv' = acosqsink'
r'cosv’ = a(cos 8" — sin )
Aus der Verbindung beider Orte ergibt sich
rr'sin (o' — v) = n''= a’cos g[sin (L' — ) — sing(sinki' — sink)]
Weiters ist
M M ="1"— E-LsinglsmBE" — sinB) ' ="n({f'—'%) = pz"
Es wird also
sing(sinll' — sinkl) = E'— K — pv'"
Setzt man dies oben ein und beriicksichtigt auch die beiden
anderen Fiille, so erhiilt man alles in allem

n = a*cosqpur — (B'" — E') 4+ sin(E'" — L')]
n' = a*cosqus’ — (B"—E) + sin(E" — E)]
= a*cosqus" — (B' — K) 4 sin(E' — E)]
von welchen drei Ausdriicken man den einen oder den anderen als
Schlusscontrole nach einem jeden Versuche beniilzen wird oder auch
die folgende daraus hervorgehende (ileichung fiir das Sehnendreieck:

n—n' 4 n'"= 4a*cospsin i (K" — E')sini (E" — E)sint(E'— E)

Ist nach mehreren Versuchen die Constante & schliesslich in
bhefriedigender Weise zustande gebracht worden, so bestimme man
eines der drei Breitenargumente w, ', «''. Es ist aber zufolge 2) in
I.1und 18)in 1. 2

73]!

reosu = reosbeos(l — &) = pcos(h — &) — Reos(L — &)
rsinucosi = reosbsin(l — &) = psin(b — &) — Rsin(L — )
rsinuwsint = rsinb = otyf

6*

"
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Die ersten zwei Zeilen geben
L0 2u8 U e Bt (e i)
_ cos i[g cos (b — §) — R cos (L — &)]
Zuletzt findet man die Linge des Perihels aus der Gleichung
w=mw-+ov—8&

womit die Bahnbestimmung des Planeten als definitiv beendet er-
scheint. Die Bahnelemente werden in iiblicher Weise in einer Columne

zusammengestellt.

%

Beispiel. Gauss theilt in seinem Werke «Theoria motus cte.»
folgende Beobachlungen des Planelen Ceres mit; dieselben stammen
aus dem Jahre 1805.

Mittl. Paris. Zeit A B =l Iy R

Sept. 5-51336 : 95°32'18-56" | — 0°59'34-06" | 162°64’'56-00" | 0-0031514
» 139-42711 : 99 49 5-87 | -} 7 16 36-80 | 297 1243-26 | 9-9929861
> 26539813 : 118 5 28-85 | 7 38 49-39 61 58 50-71 | 0-0056974

Vor allem berechnen wir die Knotenliingen K, K', K" aus 9)
Art. 3:

K == 27°49'25-36" gty = 9-1279741
K' = 98° 4'15°57"  lgtgJ' = 9-5934941
K'"== 96° 2'58:49"  IgtgJ" = 02884094

Daran reiht sich die Berechnung von ¢, ¢/, ¢''; es ist
lgg = 99770062, lgq' = 0-5300308, lyq" = 0-5140383
Folglich wird nach 13) Art. 3

"n

¢ = 06744431 - [9-9699675] + "%

12”

] %[0'4899065] -+ 1-093329 — ., [0-3058867]

[9-7320248]

¢ = ;[0-4807882] | ;[0-0645475] — 1-8538295

Die Formeln in Art. 7 fir die Projectionen der zy- oder Ekliptik-
ebene geben -
v —=0'0'"[9°4963010] -} ¢"[81789999] -} 0'[9 - 7934587 0-8189741
v == 0" [9-5838057]+0"[9°8512999] ¢ [9-7482474]— 10020539
v'=pp' [8:8728977] o' [9:9534071]-¢ [9°5603858]| 07093985
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Aus Art. 8 hat man

A= '[9-7332115]
B = ¢'p"[9-4963010] -

Zuletzt ist

0"'[9-9929567]
o' [9-9016592] - o"'[8-0217814]

5 = pg"[9-9852998] — ¢'[9-9031888] 4 ¢ [9-9929349] — 0- 56853947

o' = gp'' [9:9643536] — p [9°9265140] — p"' [9-8539648] — 0°19359653

o = pp' [9-9978226] + p [9-9611436] — ¢ [9-6587483] — 0-69218762
wo die eingeklammerten Zahlen durchgehends Logarithmen sind.
Wir hiitlen ebenso fir A', B'; A", B" die entsprechenden Ausdriicke
aufstellen konnen; wir begniigen uns indessen mit 4 und B, da 4
ziemlich hohe Coéfficienten besitzt und die einzelnen Glieder alle
positiv ausgefallen sind.
{'— t'—= 7 = 125:97102 Tage, Igkz — 5'6502772 inSecunden,
g — gt — 250:88ATT o igke! — 5-064787H 3 »
e — - BEEO RS L — HE GBI »

I. Hypothese, », = 2*5.

lgkt = 56502772 lgkt' = 59647875  lgks" = 56768317
lgr," = 0°5969100 05969100 05969100
lguer = 50033672  lyp,s' = 53678775 lgp,r” = 5-0799217

Ko7 = 113075°2" = 31°24'352" lg sinpyr = 9°7169671
por = 2383280 = 64°48'0" ly sin pyr' = 9°9565656
p,z' = 120204-8" = 33°23'24-8" lg sin pgr"' = 9°7406297

n

Demzufolge ist z B, lg% = 9°7604015, Iy ?:ia; = 9-78400641.

Wir kionnen aber diese Kreishypothese noch auf eine andere
Art bilden. Wenn wir in Art. 7 fir », den Wert 2°5 einfiihren, so
erhalten wir

lgo, = 0°4325945,  lyo,’ = 0-1863605,  lge,” = 04604609

Mit diesen dem Kreise angehirigen Distanzen berechnen wir
(4

jetzt die Projectionen der Ekliptikebene », »', »", welche Buchstaben »
eigentlich auch mit dem Index , zu versehen wiiren; es kommt

lgv, = 0°5061682, lgv,) = 0°7452842, lgr," = 0-5293484
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rn

Darnach aber wird Iy %, = 97608840, g %,- = 9-7840642.

3 7 B . " A .
Die geringe Uebereinstimmung in flog  Zeist, dass die Beob-

achtungen fehlerhalt sind.
Mit diesen letzteren Dreieckverhiltnissen erhilt man aus 13)
in I 3

lgo = 0°4566630, lgo" = 0°2160917, [lgo" = 0-4656672
Berechnet man mit diesen Distanzen die Grossen », +', ¥, so
kommt jetzt
lgp = 0:5304745H, lg»' = 0°7695907, lg»'"' = 05536546
Es wird ferner auf Grund der so erhaltenen Distanzen

lgd=05757339 N —K=052°52'5936" IlgA=05H757339

i bsel g0 )0 K—=27749'2536" lgtgJ=—=91279741
lytg(S—K)=01210439 £ =80°42'24-72" 97037080

lgr==0-5304745

i = 10°35' 64" lytyi=9-2715537

Dividiert man die Projectionsdreiecke », »', »" mit cosi, so er-
geben sich die Raumdreiecke:

lgn = 0-5379284 lgn' = 07770446 lyn'" = 0-5611085

n = 3 4508682 n = H:9847306 n'' = 3-6400597
-t = 11061975, lg(n — ' 4 w'") = 0-0438326

Weiters findet man
lg o = 0-7509656, lgo' = (4779682, lga" = 07678076
Darnach wird
v — o' = 31°28'44:59", v — p = 63°19'564:17"
: o' — v = 31"51'9:58"
lgr = 0-4222403, lgr' = 04164510, lgr" = 0:4036516
Die weitere Rechnung nach den Formeln des Art. 8 liefert
lgp = 0°3924790
v = 247°30'53:8" o =216 219 o e L R

lye = 8-8222984 @ = 3°48'98"  lga = 03943986

I
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Dann werden die excentrischen Anomalien
FE = 184°28'14-3", ‘' = 218°20"18-6", L" — 251°4'43-4"
Die Kepler'sche Gleichung gibt ferner
M = 184°46'2", M'" = 254°40'41-1"
demnach 3
M"— M = wi' = 2561679-1", = Igpu = 2-9860662
lgk = 35776641

Probe:
pe = 251679°1" < + sin(E"—E)— (B"—E) = 201202", Iy = 53036323
sin(E"— E) = 1893120 19206264'8 — 5:3144251
44099117 99892072
E'— E— 239789:1" lga®= 07887972
2012027 g eoso — 99990402 .

lyn' T 04%77'5(‘;1478
ganz tbereinstimmend mit dem obigen.

Weil lgk hier um vieles zn gross gekommen ist, so sei fir
die zweite Hypothese #, = 2°6. Um das Verfahren etwas abzukiirzen,
werden wir in dieser und in den folgenden Hypothesen bloss die den
Zwischenzeiten entlehnten Dreieckverhiiltnisse in Anwendung bringen,
welches Verfahren, abgesehen von der Kiirze, auch deswegen rath-
samer ist, da dadurch das gesammle Beobachtungsmalterial in Rech-
nung kommt.

1. Hypothese, », = 26,
t,r = 29°36'54°73", p,v' = 61°5'51-78", u'" = 31°28' 57"’
lg sin e = 96938785, ly sin u,t’ = 9°9422290
lg sin pyr’ = 97178686

Mit Einfilhrung dieser Dreieckverhilinisse werden
lgp = 04620682, lgo' = 0-2124193, lg 0" = 04704005
die Projectionen der Ekliptikebene
lgv = 0-5299059, lgv' = 07782565, ly»'" = 0-5538960
- Linge des aufsteigenden Knotens und Neigung
§i=="80757" b 3 —al028 531 7 ferner
! = == 131°12" 2556, B —w ='62°49'34-38"
pl et EC SO LS o811

2
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lgr = 0-4277226, lgr' = 04141381, lgr" = 04088463
lgp = 0°4421081

o' = — 2°9'41 74", v — — 64°59'16-12"
lge = 8:9012082, ¢ = 4°34'7-26", lga = 0°4448723
E" = — 1°59'44-85" = — 60°54' 514"
M — 0RO 2674 M — ——5blhh 3901
_Es ist also:

lgur' = 52973804
lgr' = 2-4147809

M= M — peli= bhH"5"26:38¢ Iy T —— 2-8895995
lga’ = 06673087

lgk = 3:5499082

Oben sowie hier zur Probe bekommt man lyn' = 0-7857762.

Man sieht, dass wir dem wahren Werte lg k = 3-5500066 in
dieser Hypothese sehr nahe gekommen sind, und dass es nur einer
kleinen Aenderung von », = 2'6 bedarf, um die Wahrheit zu treffen;
weil hier lgk zu klein geworden ist, so miissen wir um weniges
zuriickgehen und nehmen deshalb »,= 2-599 als Grundlage der
folgendén

II. Hypothese, r, = 2°:599.
Es wird ;
MoE. = 29737 56 24", gy’ — 61975869 )i pi o' = 31°30/'2:38"
lg sin pye = 96941064, lg sin pu,e’ = 9°9423764
ly sin e’ = 9°7180933
lge = 0-4620215 lgo' = 0-2124481 lgo" = 0-4703527
lyr = 05299054 lgv' = 0-7781755  lg»" = 0°5538923
& = 80°56'53-075", i = 10°37'51-64"
lgn = 0-5374245, lgn' = 0-7856946, lgn"" = 05614114
o' — o' = 31°12'35-12", v — v = 62°49'51-27"
o' — v = 31°37"16-15"
lgr = 0°4276752, lgr' = 0°4141561, lgr'" = 0-4087939
lgp = 0°4416316
v — — 2°37' 3885, » = — 65°27'30-13"
lge = 8-8955671, ¢'=i4"30"34 57", lga = 0-4443248
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s B = — 209K5'49-49" Fr=—=="161°25'18 28"
M"= — 2°14'15:24" | M= —57°27'56°38"
Somit

M"— M==55°13'41"14"=198821-14" =’ lyp’ =5"2984626
lyv' = 24147809
lgn ==2-8836817
by v ¢ 500D lya*h =0 6664872

lgk = 35501689

zur Probe:

Behufs Bildung der niichsten Hypothese stellen wir folgende
Berechnung zusammen:

2:6 35501689 35500066
2-599 3 '54990&@ 3 '5499_(_)_@?
0-001 : P60 Te—" =" 984 oder in Worten:

Wenn bei einer Aenderung von r, um 0°001 der log. von k
eine Bewegung von 2607 in der siebenten Decimale macht, um wie
viel wird man in der Hypothese 7, = 2°6 zuriickgehen miissen, um
im lgk eine Bewegung von 984 nach vorwirts zu erzeugen?

Es ist aber

984 3 0-001 2.8
————— = 00003774, 0-0003774
ry = 2:5996226

IV. Hypothese, r, = 2°5996226.

tor = 29°87'17-94", ' = 61°639°65", " = 31°29'21 67"
ly sin jgr = 96939646, Iy sin yyr’ = 99422846
lysinpg’ = 97179538
Demnach wird Iy " = 9-7516800, 'l = 97756687
lge — 0-4620505  lgo' — 0-2124302  Ige" = 0-4703827
lgy = 0-5290059  lg»' = 0-7782260  Igs" = 0-5538946
Q= 80°56'66-75", i = 10°87'52-73"
lgn = 0-5374256  lgn' = 07857456  lga” = 05614142

lgo 0-7550856 lgo" = 0-4961278 lgo'" = 0-7720572

Il
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o' —o' = 31°12'29-18", ' —o = 62°49'40- 75"
; o =—ror — J1 2 3@E 151"
lgr = 0°4277048, lyr' = 0:4141449, lgr'" = 0°4088268
lgp = 0-4419290

v = — 65°9'47°35", o= — 2°206°59"

lge = 8-8990897, ¢ = 4°32'47°06",  lga = 04446664
Be'=216196116° 17" | VBV — 3% 9'94-g9!
B AaBTATAL-ET L M — — 19507 9480

M — M — ue' = 55°8'32:32" — 198512 :32" . lgus' — 52977875
lgv' =2-4147809

als Probe kommt lgn' = 0-7857457 lgu =2-8830066

> lga’ =0-6669996

gk = 35500062

Sonach ist lgk um vier Einheilen in der siebenten Decimalstelle
zu klein gekommen; die hier berechneten Elemente sind also schon
ziemlich genau.

Wir wiwrden uns jetzl die Mithe nehmen und noch eine finfte
Hypothese durchrechnen, wenn es sich nicht oben in der ersten
Hypothese gezeigt hiitte, dass die Beobachtungen unter einander nicht
ganz stimmen. Wir begniigen uns daher mit diesen Bahnelementen
und rechnen zum Schlusse noch 7, die Linge des Perihéls.

w = — H°50'4 65", w = 140°16'39-45"

Wenn die Umlaufszeit des Planeten um die Sonne mit U be-
360" 296000 . : 3
zeichnet wird, so ist U = o = 128690 -; in unserem Falle ist
14 L
U= 16966722 Tage. Die Bahnelemente zusammengestelll sind
demnach:

& = 80°56'56°75"

7. == 10 STEH =7 3N
w = 140°16' 39-45"
¢ = 4°32'47-06"

¢ = 2-783982
M == 302°52' 182", Epoche 1805, Sept. 551336,
Mittl.tigl. Bewegung g == 763 8474" Paris.
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10.
Bahnbestimmung der Kometen.

Bei Ellipsen mit bedeutender Excentricitit ist der Differential-
quotient

g;— =y 1 m\/% - % — f-),_, e %J%:&—n—yVl -+ m
wenigstens in der Nihe des Perihels, in welcher Gegend die Komelen
sichtbar werden, nicht mehr so klein, dass wir die in Art. 7 fir
n, n', n'" entwickelten Reihen fiir convergent halten und den dort
angewendeten Kunstgriff der Restbestimmung uns erlauben diirften.
Es ist zwar zur Zeit des Perihels selbst » = 0, daher sinv» = 0 und
%Z = 0, allein weil sich der Komet die betreffenden Tage mit un-
geheuerer Bogengeschwindigkeit bhewegt und zur Zuriicklegung von
180° nur wenige Tage braucht, so wird sinv bald in der Nihe von
+ 1 sein und der obige Differentialquotient die meiste Zeit der Er-
scheinung eines Kometen einen bedeutenden Wert besitzen. Die ohigen
Reihen fiir », »n', #'" erweisen sich daher hier als unbrauchbar, und
es slellt sich die Nothwendigkeit heraus, nach einem anderen Hilfs-
mittel behufs Bestimmung der Dreieckverhiilinisse » : #' : 2" uns um-
zusehen. Wie wir oben bei Ellipsen mit geringer Excenlricitiit zum
Kreise unsere Zuflucht genommen, ebenso liegt es hier nahe, unbewusst
zu einer Parabelhypothese zu greifen als dem anderen Grenzfalle der
Ellipse. Doch ist die Bildung einer Parabelhypothese mit ungleich
grosseren Schwierigkeiten verbunden als die einer Kreishypothese;
das Verfahren, welches wir oben in Art. 6 in Hinsicht des Kreises
eingeschlagen haben, ist hier unmdglich, ausser wir wilssten im vor-
hinein ein bestimmtes Verhiiltnis fiir die Radienvectoren »:#' : 7"
anzugeben, um darnach aus 1) in Art. 6 die geocentrischen Distanzen
o, ¢, o und mit Hilfe derselben die Projectionen », », »"" berechnen
zu kénnen. Es ist aber iiberhaupt erst der Beweis herzustellen, dass
in unserem Falle eine Parabelhypothese erlaubt ist und da missen
wir etwas weiter ausholen, und zwar handelt es sich zunichst um
die Ableitung der Lambert’schen Gleichung,
Aus 6) in IL 8, nimlich
cos Il —e

FO8 e
1—ecos i/
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ergeben sich, wenn 1— cosv und 1 -} cosv entwickelt wird, und
wenn man bedenkt, dass

ro— alliamreadsil) . o o0 e 2)
ist, folgende zwei Gleichungen :

Vr sin % = Vﬁ—(—l_;}—_éj§in§ Vr cos ; — Va(l — ¢)cos f

Fiir einen zweiten Ort ist analog
‘JF

=i U it aer iy L ’ A‘___.__ !
V' sm% = Va{ I ¢)sin o Vo' cos % = Va(l — ¢ cos%

Daraus folgt

T e B B
Pt w2 ad a(l + e)sm—é—sm—:

2 2 2
s Ty B
. ’ = oy 3 m— ot Lee P— —
Vir' cos g (055 = a(l — e)cos—-cos
mithin

Vor'cos L(o' — v) = acosL(E'— E) — aecos L(E' -+ E)
Weiters ergibt sich aus 2) auf leichte Weise:
r o' = 2|1 — ecos L(E'+ E)cos L(E'— E)]

Setzt man in den vorstehenden zwei Gleichungen % (' — E) =g,
LW+ E) =G, ecosi(B' - E) = ecosG = cosh, so wird

Vrr'cos 1(v' — v) = a(cosg — cosh) }
r - = 2a(l — cos g cosh)

Weil in der Ellipse, der diese zwei Gleichungen eben gelten,
e < 1 ist, so ist es gewiss erlaubt, ecosG = cosh zu setzen; dabei
kann e ziemlich gross werden und selbst bis zu seiner Grenze, der
Einheit, vorschreiten; da ferner bei einer Bahnbestimmung die helio-
centrische Bewegung des Himmelskorpers nie iiber 180° betragen
darf, wie wir dies oben gesehen haben, so ist in unserem Falle
cos L (»' — v) stets positiv, und weil auch V7' eine wesentlich positive
Grisse ist, so muss cosg >> cosh oder h > g sein.

Bedeutet s'" die Sehne, welche die zwei Orte P und P’ verbindet,
so ist nach dem Carnot’schen Salze

§'% = rif ¢'*— 2rr'cos(py' — v) und

0 = 2m' — 217’
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Addiert man diese beiden Gileichungen, so kommt
8" = (r 2" — drr'eos® L (v' — w)
oder vermige der eben entwickelten Gleichungen 3)
' = 4a%(1 — cosgcos h)? — 4a*(cos g — cos h)*
Fithrt man die angezeigten Operationen aus, so erscheint
SNVl gl SR 4)
aus 3) hat man r ' = 2a(1 — cosgcosh)
Aus diesen zwei Gleichungen folgt vermittelst Addition und
Subtraction :
r—+ o' 4 ¢ = dasin®i(h 4 g9)
r ' — &' = dasin®L(h — g)

Setzt man & -} g = d, h—g = d, so wird
S‘t'n—g-z \/‘?"-I—-f +S l
.......... 5)
& i +1 - J
sin & = / 40

Da bei rechilinfiger Bewegung der Himmelskorper die drei Ano-
malien », B, M wachsen, bei riickliufiger hingegen abnehmen, so
ist in 4) sing positiv bei rechiliiufiger, negativ bei riickliufiger Be-
wegung; weil ferner s” immer eine posilive Grosse ist, so haben
sing und sinh stets gleiche Bezeichnung. Ebenso erhellt aus der
Gleichung

— vyl
Vrr'cosi(v'—v) = 2a Si. 5 Si 5

- O S5 d b} { } A :
dass sin 5 und sin 5 stets gleichbezeichnet sein miissen; daher gilt
in 5) das positive Zeichen fir die rechtliufige, das negative fur die
riickliufige Bewegung. — Den Entwickelungen am Schlusse des Art. 8 -

(Seite 83) gemiiss ist aber
M - M= "= 29 — 2sinqcos@ sing = 29 — 2singcosh
oder
pe'' = 2¢ — sin(h4-g) - sin(h—g)
daher
{fﬂim(t' f)=3—08—sindtaind ..... 6)
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Es lisst sich nun 0 — sind und ' — sind' in Reihen nach

’

; ) ) ; -
fortschreitenden Potenzen ven sin 3 und sin — entwickeln, wofir

dann die Ausdriicke in 5) zu substituieren sind. Es ist niimlich

5, Ssmd = 2sing d = D - \/1 — Sin :

also
3 'l—n
d — sind = 2(% L33 sing\/l 3% sin“%)

Nach einer bekannten Reihenentwickelung haben wir zuniichst

r?:?-d

sin-g 33@%52 3 537214'2 3.5.7sin® ol
2+23+245% 246'?+f24£i89+ ).

d
o — sin

Weiters ist nach dem binomischen Lehrsatze

KW ) A
\/ 1— Sin""g == (1 = sin"é) —

2
=1— %sin'zg - %sin“g ~zidpaints =i8as m"‘g —
Demnach wird
si%-g \/1 — .s-inﬂg =
= si@z—g — 1 =:m’2 — 1 sin® e i 6!72‘(; — 3z sin® T )

Subtrahiert man jetzt y) von ) und multipliciert mit 2, so ist

} o) RERAE) 2 d )
d—sind = §sin5 |- gsm5-2- —= 15 SN 5 .y sm"g -

Versehen wir hier d mit einem Accente, so erhalten wir die
entsprechende Reihe fiir 0" — sin d'; substituieren wir dann aunf der
b O i
rechten Seile fur sin 5 und sin

g und sino- die Werte aus 5), so ist
1N 3/, % NS
s = S(EELEEY by

e
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e yekighiy _'_," l'r)'*,l2 5 (7-__!_?.'__3_”)5-;’1
d'—sind ( - e SiEers e

A
Subtrahieren wir von der ersten Gleichung die zweite, so wird
in Riicksicht auf 6) nach einigen leichten Zwischenoperationen:
E—tV1fm =
— 2 gl ]

+ —;’ z 21—.; . % [(J —-i— ‘J"—|— .S‘r'):’/:zﬁ (r_l-_?*'ff S”)"/-g] +
1Eaien| 1 : e / 1
T §3‘7—§'[(?'—|—"—|—3)’2—("+?‘—3 Y] +
i ; Z g ;7 " Ogt o' ) — ' — )R] AL 7)

Dies ist die sogenannte Lambert’sche Gleichung, welche
fiir die Beurtheilung der Verhiilinisse, wie sie in einer Ellipse mit
bedeutender Excentricitiit stattfinden, am ehesten massgebend sein
wird. Der Hauptzweck derselben besteht nicht 'in der Rechnung, wie
man hisher glaubte, sondern sie dient vornehmlich der analylischen
Untersuchung. Vor allen ist leicht einzusehen, dass die Bedingung
fir die Convergenz der vorliegenden Reihe sich desto glinsliger ge-
stalten muss, je bedeutender «, die grosse Halbachse der Ellipse,
wird. Es wird aber « gross, wenn die Excentricitit der Ellipse ihrer
Grenze der Einheit sich zuneigt. Aus dem allgemeinen Ausdruck fir
die Excentricitiit einer Ellipse

b; e v e
a”

ist ersichtlich, dass bei constanter kleiner Halbachse oder bei con-
stantem Parameter e desto mehr zunimmt, je grosser ¢ wird; ist @
unendlich gross, so wird ¢ = 1, d. h. die Ellipse gehl in eine Parabel
ither. Umgekehrt werden Ellipsen mit bedeutender Excentricitit auch
namhafte grosse Halbachsen besitzen; befindet sich nebstbei der Him-
melskorper (Komet) in der Nithe des Perihels, wo die Radienvectoren
kleiner als die Einheit werden, so convergiert unsere Reihe ausser-
ordentlich schnell, ja es werden bei Kometen, die sich in sehr lang-

2"
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gesireckten Ellipsen bewegen, zur Zeit ihrer Sichtbharkeit die Glieder,
welche @ enthalten, so klein, dass sie beinahe ganz verschwinden,
und es ist sehr nahe

Bkt — ) VIt m = (rr'+s"Ve— (r o' — ")

was die sogenannte Euler’sche Gleichung ist und der Parahbel gilt,
wie wir gleich weiter unten sehen werden. Aus dem Gesagten geht
schon hervor, dass die Beobachtungen eines Kometen meistentheils
auf eine Parabel fithren werden, und dass man, um auf die wahre
Bahn, die Ellipse, zu kommen, Beobachtungen verbinden miisste,
wovon wenigstens eine moglichst weit vom Perihel liegt, was aber
nicht immer leicht zu erreichen ist, namentlich bei neuentdeckten
Komelen.

Wir wollen aber hier der Allgemeinheit halber annehmen, dass
die mit @« behafteten Glieder einen nicht zu vernachliissigenden Betrag
darstellen, dass uns also ein Beobachtungsmaterial zn Gebote steht,
welches giinstig genug ist, um daraus die wahre Bahn des Kometen,
die Ellipse, abzuleiten. Damit die heliocentrische Bewegung nicht
iiber 180° gehe, miissen drei Beobachtungen ausgewiihlt werden, die
simmtlich auf ein und derselben Seite des Perihels liegen. Weil bei
Kometen zur Zeit ihrer Erscheinung die Glieder, welche ¢ enthalten,
schon sehr klein sind und die Reihe 7) demnach rasch convergiert,
so kann der Betrag, den besagte Glieder alle zusammen repriisen-
tieren, dadurch aufgewogen werden, dass man die ersten zwei Glieder,
in denen @ nicht vorkommt, ein wenig iindert, indem man sie mit
einem von der Einheit mehr oder weniger verschiedenen Factor
multipliciert; es sei dieser Factor «, so geht unter den gemachten
Voraussetzungen die Reihe 7) iber in

6kt — ) VIfm = a[(r—r' 45"V — (o' —s")%]
Setzt: man: (% = o undiry="2, vy =78, 3, =8B, .80 18
BF (¢ L) VI e (g 4oy ) g A g L g M
die Gleichung der der Ellipse supponierten Parabel; weil
S e T

g0 bilden die drei Seiten 7, 7,', s,"" ebenfalls ein Dreieck, welches
dem in der Ellipse von den drei Seiten #, #', s gebildeten, in der
Zwischenzeit #'— ¢ beschriebenen, éhnlich ist; wenn wir die doppelfe
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Fliche des Parabeldreieckes mit #,", die des Ellipsendreieckes wie
sonst mit »'" bezeichnen, so besteht infolge der Aehnlichkeit, wie
ein Satz aus der Planimetrie lehrt, die Proportion:

P R e e e T

Nehmen wir jetzt das von den Orten P und P und dem
Mittelpunkte der Sonne gebildete Dreieck in der Ellipse; die Seiten
desselben sind 7, 7", s, wo s' die den ersten mit dem dritten Orte
verbindende Sehne bezeichnet. Die Gleichung der supponierten Parabel
laulet dann

6]5(15”'—" t)-|/1 —i— i — (fro —|— 1'0" ._}_ Sﬂ')a,t'z_ (?-0 __I_ 7'0” il 30'):‘]2

wo also r, #', s’ mit einem gewissen Factor mullipliciert erscheinen,

um damit die noch folgenden Glieder der Reihe 7) zu compensieren;
dieser Factor kann nur das obige # sein, denn da

pranr e e di— s e

und von fritherher 7, = ## ist, so muss auch »," = "8, 3,"=s8
sein, wenn {iberhaupt eine Conlinuitiit herrschen und die einer und
derselben Ebene angehirigen Dreiecke anschliessen sollen. Bezeichnen
wir unserer Gewohnheit gemiiss dieses Ellipsendreieck, doppelt ge-
nommen, mit #', das entsprechende ihm ihnliche Parabeldreieck mit
n,", so wird sein

Ve arie=r e R gt e
mithin
Py e A
oder
nl’ n'l’ — no' noff

Zieht man aunf diese Weise auch das dritte Ellipsen- und Parabel-
dreieck » und 7, heran, so ergibt sich im ganzen

woal o B o= . P L
(S e e (e P

Die vom Kometen in der Ellipse beschriebenen drei Dreiecke
verhalten sich demgemiiss gerade so zu einander, wie die in der sup-
ponierten Parabel auf die angegebene Weise entstandenen. Die beiden
(durch alle Dreiecke zusammengenommen) gebildeten Vierecke, eines
in der Ellipse, das andere in der Parabel, sind demnach auch ein-

>

i
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ander #hnlich; der Exponent der Seitenverhiiltnisse ist 3, der des
Flichenverhiiltnisses 3% auch ist es klar, dass wegen der Aehnlich-
keit der beiden Figuren die Unterschiede in den wahren Anomalien
in der Ellipse denen in der supponierten Parabel gleich sein miissen.
Hiemit ist die Annahme einer Parabelhypothese fiir die Bestimmung
der Dreieckverhiltnisse » : n' : »'" in einer gestreckten Ellipse genug
scharf begriindet.

Es handelt sich jetzt darum, wie diese Parabelhypothese gebildet,
wie die drei Dreiecke n,, 7,', #,'" oder doch ihre Verhiiltnisse eruiert
werden sollen; wir wissen nur soviel, dass diese Dreiecke denen in
der Ellipse ihnlich sein und dass die Seiten derselben die oben auf-
gestellte Euler’sche Gleichung befriedigen miissen. Um der ersten For-
derung zu geniigen, ist es nothwendig, dass wir die Verhéiltnisse, in
welchen die Seiten der Ellipsendreiecke zu einander stehen, festsetzen,
um sie dann auf die Seiten der Parabeldreiecke zu ibertragen. Die
Eruierung nun dieser Seitenverhiltnisse ist unsere niichste Aufgabe;
direct konnen wir diese Bestimmung nicht ausfithren, sondern miissen
an die aus der Beobachtung und sonst gegebenen Daten ankniipfen;
aber auch so wird begreillicherweise eine erste Beslimmung dieser
Verhiiltnisse unvollkommen sein, weil uns geniigende Anhaltspunkte
fehlen, auch hier werden mehrere Versuche nothwendig sein, bis wir
das Richtige treffen. Da die Seiten der Ellipsendreiecke als Functionen
der Distanzen g, ¢, ¢' angesehen werden konnen, so wird man aus
den Verhiltnissen ¢ : o' : @' auch die Verhiltnisse jener Seiten ab-
zuleiten imstande sein, so dass wir unsere Aufgabe zunédchst auf die
Bestimmung der Verhiiltnisse o : o' : "' beschriinken. :

Fur das Verhiiltnis o : ¢" hat bekanntlich Olbers eine bis jetzt
fast ausschliesslich im Gebrauch stehende Formel aufgestellt, und auch
wir konnten uns fiir den ersten Versuch mit derselben begniigen, da
wir, so falsch auch die ersten Annahmen sein migen, durch Wieder-
holung der Versuche schliesslich denn doch auf die Wahrheit kommen
miissen, vorausgesetzt, dass die Methode, die wir befolgen, gut ist;
indessen wir schlagen ein von der Olbers'schen Methode ganz ab-
weichendes Verfahren ein, welches sich als einfacher und frucht-
bringender erweisen wird. Wir hatten in Art. 8 gefunden:

nsin i colg J sin (& — K) =
= R"g'sin() — K)sin(L'' — K) — R'¢"sin(L"' — K)sin(L' — K)
nsini cotg Jcos( — K) = o'o"sin(d" — 1) 4
+ R'"¢'sin(M' — K)cos(L" — K) — R'¢" sin (X" — K)cos(L' — K)
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Besieht man sich die linken Seiten dieser zwei Gleichungen
etwas genauer, so findet man nach einiger Ueherlegung, dass die
durch dieselben dargestellten Betriige bei den Komelen in den meisten
Fillen sehr klein sein werden; denn erstens sind die von den Kometen
beschriebenen Dreiecke wegen der langgestreckten Ellipsen, in denen
sie sich bewegen, selbst bei langen Zwischenzeiten immer verhiiltnis-
miissig klein, zweitens werden bei Kometen die Neigungen J mitunter
sehr gross, da die geocentrischen Breiten oft hoch hinaufgehen, die
Neigungen J aber immer grosser sein miissen als die entsprechenden
geocentrischen Breiten, wie dies aus 8) in Art. 3 hervorgeht. So
erscheint », welches dem Gesagten zufolge an sich nicht gross ist,
mit drei Factoren multipliciert, welche simmtlich kleiner als die Ein-
heit sind, wodurch die links vom Gleichheitszeichen stehenden Aus-
driicke in ihrem Werte sehr heruntergedriickt werden. Falls daher
J um vieles grosser wird als 45° so konnen die rechten Seiten dieser
beiden Gleichungen oder 4 und B in Art. 8 fiir eine erste Nitherung
der Null gleichgesetzt werden; infolge dessen ergibt sich aus 4 =0
das Verhiiltnis:

R"sin()' — K)sin(L" — K)

Q — Q g lf'siﬂ,(l”: K)sin(Lr__-K)' ...... ((])

Selzt man diesen Wert von o' in die Gleichung B = 0, so
kommt als ein erster Niherungswert fiir ¢’ zum Vorschein:

ol R sin (A" — IC)sin (L'"— L)
sy ey ey e v NG A -

Ihrem eigentlichen Wesen nach liuft diese analytische Belrach-
Aung auf die Annahme » = 0 hinaus; diese Annahme, obwohl sie
falsch ist, wird aber in den linksseitigen Ausdriicken der obigen zwei
Gleichungen unterstiitzt durch die kleinen Factoren, mit denen n
multipliciert erscheint, so dass man die rechtsstehenden Ausdriicke
desto eher der Null gleichsetzen darf. Wirden die erwiihnten Fac-
toren oder auch nur einer davon die Einheit iibersieigen, so werden
die Gleichungen 4 = 0, B = 0 von der Wahrheit mehr abweichen,
aber noch immer brauchbare Niherungen liefern, wenn dafiir die
Dreieckilichen recht klein werden, was bei kurzen Zwischenzeiten
stets der Fall ist.

Mit den so gewonnenen Nitherungen von o' und ¢ kann die
Rechnung nun beginnen; man bestimme aus der Formel

r? = R®— 2Rp cos(L — 1) - ¢®sec®S

FZ



100

die beiden Radienvectoren »' und #'; die dazu gehorige Sehne s
findet sich in Berticksichtigung von IL 6 und III. 7 (gegen Ende) aus
der (ileichung:

st= "%} "2 — 2

Es ist bemerkenswert, dass die drei Seiten des Raumdreieckes
aus nur zwei Distanzen mit Hilfe der Beobachtungsdaten berechnet
werden konnen, denn so wird- man leicht einsehen, dass die Ver-
hiillinisse dieser drei Seiten unter einander durch das einzige Ver-
hiiltnis, in welchem zwei Distanzen zu einander stehen, definiert
werden, und dass zur Bildung eines dhnlichen Dreieckes in der suppo-
nierten Parabel weiter nichts nothwendig ist, als an diesem einen
Verhiltnisse festzuhalten. Man gehe demnach mit den so erhaltenen
Werten von #', »"', s in die Euler'sche Gleichung

(0! 7" 5 — (' 7" — %) = Gk — ¥)

ein und untersuche, ob sie derselben geniigen; sollte dies nicht der
Fall sein, so #indere man ¢ ein wenig und bestimme mit Festhaltung
des oben gefundenen Verhiiltnisses o' : ¢'" auch die Distanz ¢"', worauf
die Rechnung von vorne beginnt; man rechnet wieder ', #", s und
untersucht, ob diese Werte der vorstehenden Euler'schen Gleichung
geniigen; die Versuche werden so lange fortgesetzt, bis diese Gleichung
vollkommen befriedigt wird; dabei bleibt, wie gesagt, das Verhilinis
zwischen ¢ und ¢"', wie es aus 4 = 0 gefunden wurde, unangetastet
denn dasselbe haftet als charakteristisches Merkmal der ganzen ersten
Parabelhypothese an.

Die bei der oben beschriebenen Operation schliesslich zum Vor-
schein kommenden Werte der zwei Distanzen und der drei Dreieck-
seiten gehoren also schon der supponierten Parabel an und miissen
der obigen Bezeichnungsweise gemiiss mil dem Index , versehen
werden, so dass wir neben 7,', »,", s, auch g," und o¢,"" gefunden
haben, wobei g, : g, = ¢': ¢"" ist. Wir benéthigen aber, um die
Dreieckiliichen n,, #,', #," rechnen zu kiénnen, noch der Grissen
Toy S0’y So''; zu diesem Ende bestimmen wir auch noch g, aus der
Gleichung der Ebene, wie wir sie aus 4) in Il 2 kennen; denn wie
wenig der Wahrheit entsprechend auch o4, 0,', 0,'" in dieser ersten
Parabelhypothese sein mogen, die Gleichung der Ebene miissen sie
befriedigen, weil sonst die Parabeldreiecke selbst nicht in ein und der-
<elben Ebene zu liegen kiimen. Die erwiithnte (Gleichung der Ebene lisst
sich aber in eine noch gefiilligere und fir die Rechnung bequemere
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Form kleiden. Man bringe niimlich mit Hilfe der Gleichungen 8) in
Art. 3 simmtliche in 4) Art. 2 vorkommenden Tangenten der geo-
centrischen Breiten auf Ausdriicke, welche beispielsweise tg.J ent-
halten, so dass zuletzt fgJ schwindet. Nach gehoriger Vereinfachung
und mit Beriicksichtigung von 11) in Art. 3 wird dann

{)079”7 Q'Q"Rgsé?a (L’;K)_*_ Q(}”R’q'sin(L,ﬂKT)— Q(JIRffg’fsi‘r& (L”_X”) o
—oNg'q""sin(K'"—K") + o' N'qq" sin(K'"'—K)— 0" N'qq'sin (K'—K) = 0

Denken wir uns hier die Distanzen mit dem Index , versehen
und die Werle von ¢, und g," eingeselzt, so haben wir eine Gleichung
ersten Grades, aus der sich g, mit unzweifelhafter Gewissheit finden
lisst. Ist o, berechnet, so ergibt sich #», aus der obigen Formel;

weiters ist
= re o > 2 = Hg r y 'lg s » o poy e n
CRdel T el e i 8o0 10157 Loy T do ey 200

wo der Index , bei ¢’ und ¢" sagen will, dass man diese beiden
Grossen mit den Distanzen g,, o,', 0, zu rechnen hat. So sind
alle Seiten der drei Parabeldreiecke bekannt geworden.

Wollten wir auf eine Controle der Beobachtungen selbst ver-
zichten, so kinnten wir die Berechnung von 7y, s,’, s," ganz um-
gehen; mit Hilfe der gefundenen Grossen g, o,', @," konnten wir
sofort die Projectionen », »', »"" rechnen und mit den so gewonnenen
Dreieckverhiltnissen den Uebergang auf die Ellipse bewerkstelligen,
indem wir ¢, ¢', ¢'" aus 13) Art. 3 beslimmen, wie wir es ihnlich
in der Kreishypothese gethan haben. Dieser Weg wiire hier der
kiirzeste und lohnendste; allein weil es uns nicht gleichgiltig sein
‘kann, zu erfahren, mit einem wie beschaffenen Material wir arbeiten,
so diirfen wir die grossere Mithe, welche die Berechnung von #,,
n,', n,'" verursacht, nicht scheuen. Fs miissen aber die Dreieckver-
hiiltnisse nach beiden Seiten hin unter einander stimmen, wenn das
Beobachtungsmaterial gut genannt werden soll.

Sollte unter den drei Neigungen J, J', J" nicht J sondern J'
am grossten sein, so werden A" und B'in Art. 8 der Null zunichst
stehen, und es wird gerathener sein, das Verhiiltnis ¢ : ¢” der ersten
Parabelhypothese zugrunde zu legen; setzt man nimlich 4" = 0,
s0 kommt

w.  R'sin(A—K'")sin(L"—K") o
Yo iR = K B —K) | fui )
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Substituiert man diesen Wert von o' in die Gleichung B'= 0,
so erhilt man als ersten Niiherungswert:
__ Bsin(M' —K") sin (L' — L)

o (L K e ()

Sollte aber fgJ'" am hochsten hinaufgehen, so wird man 4" = 0,
B'" = 0 setzen und nach dieser Seite hin die erste Parabelhypothese
bilden; es wird dann

R'sin (— K" sin (L' — K")
re 2. Wil o B o S INETR g
¢ F R W K s (L—K") )
)
_ Rsin(' —K")sin (L' — L)

FH=—==PE Ot AL BT

‘ sin (A — A)is:iﬁ (L’ =y i")

und

Das weitere Verfahren ist dem obigen ganz analog und bedarf
wohl keiner niheren Auseinandersetzung; es wird sich aber hiufig
ercignen, dass zwei der Neigungen J, J', J'', wenn auch nicht gleich,
so doch beide ziemlich gross sind; fiir die Bildung der Parabel-
hypothese wird man natirlich immer der grosseren den Vorzug
geben; es wird aber von Interesse sein, zu erfahren, wie gross die
eine Distanz, welche in beiden Niherungen vorkommt, nach der
zweiten Seite hin ausfillt. Wiirde der Himmelskorper geradlinig auf
die Sonne zu sich bewegen, um sich schliesslich in dieselbe zu stiirzen,
so witrden gar keine Dreiecke zustande kommen, in diesem Falle wiire
n = n' = n'' = 0 oder mit einem anderen Worte, der Himmels-
korper besfisse keine heliocenirische Bewegung. Da wiiren also
simmtliche 4 und B gleich der Null und es missten fiir eben die-
selbe Distanz durch die Auflosung dieser Gleichungen zwei ganz
gleiche Werte zum Vorschein kommen. Geben umgekehrt zwei in
obiger Weise berechnete Nitherungen fiir ebendieselbe Distanz zwei
verschiedene Werte, so kann man daraus schon schliessen, dass der
Himmelskorper eine heliocentrische Bewegung besitzt.

Nachdem wir die Seiten der drei Parabeldreiecke kennen, ist
die Berechnung der Flichen #,, n,', #,"" keiner weiteren Schwierig-
keit unterworfen, denn aus den drei Seiten lisst sich einem plani-
metrischen Satze zufolge die Fliche eines Dreieckes leicht berechnen:
die Verhiltnisse in der Parabel gestatten aber noch eine Vereinfachung.
Allgemein ist z. B.

r

n'' = rr'sin(v' — v) = 2rr'sin k(v — v)cos L (V' — v)
da nun " = (r + ") — drr'cos®L (v — v)
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rn

so wird, wenn man mit Gauss mE = siny" selzt,
e ¥ %

2V cosi' — v) = (- »)eosy” ... .. - d)

In der Parabel ist aber, da ¢ = 1 wird, mit Weglassung des
Index ,

= 2’}‘608"% — 2rleosE Z = 2Vrr cos :g cos ;‘ e ey

Demnach ist auch
V' €08 5 —V?CO-& =0

oder wenn man quadriert

r r
v — v
Jid i . Sraa
7 - — 2V S & €05 5 SR —
cos® ZV;rcoezcoag Frcost 5 0
identisch ist:
r
S ] v

r'sin® o — 2 Vrr'sin 5 sm = + r Sm2 (1/? sm = Vrsin —)

Werden diese beiden Gleichungen addiert, so kommt

oder in Riicksicht auf 6) und &), da

A £ - — v
Vr =V1ip casg, V' =Vip cos st

Vp (tg?; o Z) = V2{r+ )1 — cosy")

oder auch
1/]) smz(v — O | £ ivh gl ¥ 1/1 B
e i)
cos 2 cos é
l
Da zufolge &) cos 5 r,osE = —1/-* ist, so ergibt sich

Virr'sini (v — v) = sin % Vplra P b s s

Multipliciert man diese Gleichung mit d), so erhilt man
rn

n,' = rr'sin(v' — v) = Vp@r - ) acos y sin —72—



104
Setzt man dann analog
e 4 G
?—'—T—?—i = smgf, ’f"——'—-?‘” = siny
s0 wird
!
ny' = Vplr+r"fhcosy'siny,  ny = Vplr—-r"Yhcos ysin’

wobei, da wir es mit Parabeldreiecken zu thun haben, alle Seiten
derselben mit dem Index , zu versehen wiiren. Darnach lisst sich
jetzt m ;' n'" = my:m,": n," leicht bestimmen; Vp fillt als gemein-
schaftlicher Factor hier weg. Es lassen sich aber diese Dreiecke
auch theilweise als Functionen der Zwischenzeiten darstellen. Wir
hatten oben 13) in IL 8 fiir die Parabel gefunden:

v v 2kt
e e A 7

Die Masse wird bei Kometen vernachlissigt, daher V1- m
im Zihler rechts weggelassen wurde; analog ist fir einen zweiten Ort
v’ v 2kt
g5 + 39’5 = 75
Zieht man von dieser Gleichung die vorangehende ab, so ist
v’ v v ) 26,
lgg —tgg + %(t.fﬂg = tgsg) s AL
oder vermittelst Factorenzerlegung

o' v ol o', P v 6kt — )
(tg? - tgi)(3 4t = thldmlt s + tggi) e —(Z’JT
Es ist aber
tg%' w tgg a sin%(,z)’——v) - 2V v sinl (v'— v)
c0s 2 cos o P
2 2
'U' 1 27-' v 2
1t gt = ——— = —, il gt — —
ey ; cos'lﬂ & . ¢ L
2
o' v cosk(®'—w)  2Vrr'cosi(v'—0)
1+ Wg3ly5 = o = 7
COS§COS§
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Setzt man dies oben ein, so wird
2Vrr'sink(v) — o) [r 4 ' V' cos k(v — 0)] = k(' — ) Vp

Wenn man den linken Theil mit V7r'cosL (v — v) multipliciertr
und dividiert, so kommt

n[ PEE st 1] — 8k — O)Vp

Vo' cos L (v — v)

oder in Riicksicht auf d) oben

", (cosy il 1) — 3k — t)Vp
daraus folgt :

SN i il
= 3kt — ) Vp e

Demgemiiss nehmen die Dreieckverhilinisse auch folgende
Gestalt an:

vcosy  t'cosy’ | T'cosy"

e =
itk 2 Fcosy " 2-cosy' * 21-cosy”
wenn man wie frither ' — ¢ =3, t'— ¢t = ¢, ' — t = &' setzt.

Aus dieser zweifachen Entwickelung lisst sich aber auch eine zweite
Controle fiir die Uebereinstimmung der Zwischenzeiten mit dem iibri-
gen Beobachtungsmaterial finden; es ist

cos ;/

gt 1/5(? —|—¢-')“/zc08y”sin7-/-2— = 3kt 5)1/17 A 9+cosy

Daraus folgt jetzt
e ()

: A el i
(r — 7')sin’g 8t ooy

Diese und die zwei noch tibrigen analog gebauten Gleichungen,
die sich der Leser selbst formen mag, beniitze man zur Controle.
Es ist selbstverstiindlich, dass eine dieser drei Gleichungen stets voll-
kommen befriedigt werden wird, nimlich diejenige, in der die Zwischen-
zeit vorkommt, welche auch in der verwendeten Euler’schen Gleichung
auftritt; denn da die ganze Parabelhypothese nach dieser Seite hin ,
aufgebaut wurde, so muss diese Uebereinstimmung sich zeigen, ausser
es wire ein Rechnungsfehler unterlaufen, so dass diese Gleichung
nur eine Rechnungsprobe liefert. Hingegen werden die zwei {ibrigen
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Gleichungen die Uebereinstimmung des ausgewiihlten Rechnungs-
materials auf die Probe stellen; in den meisten Fillen werden
grossere oder kleinere Ungleichheiten zustande kommen, die man
bei der endgiltigen Feststellung der Dreieckverhiltnisse wird irgendwie
glitten miissen.

Diese drei Gleichungen sind aber nichts anderes als Umfor-
mungen der entsprechenden drei Euler’'schen Formeln, wie sich dies
leicht beweisen lasst. Man setze in der Gleichung

(7. _I_ ?.r_l_ Sl'r):i’,‘2 il (’I' + ?_r_ 8” 3/, o 6k(t'— t)
' = (r + »"siny"

wie oben; dann kommt nach einer kurzen Operation
(r - ") [(1 | siny'")r — (1 — sin y”)“/c] = 6k — ?)

Es ist aber identisch

ol Sk Y i
1+ siny = (caa g + sin 2)

wie man sich leicht durch Ausfihrung der angezeigten Operation
itherzeugen kann.
Mit Beniitzung dieser Formel wird dann

" S 3 1] IAY 3
(r = ") [(coa ?—}2— -+ sin ?2 ) — (cos 72 — s %) ] = 6k(t'— t)

Erhebt man die zwei Ausdriicke innerhalb der eckigen Klammern
wirklich auf den Cubus und reduciert, so kommt
(r - )% (Sin : 2;— -+ 3 6039?2 sin 7;) = 3kt — 1)

oder

(r -+ #")% . sin 2’2 (sin"‘% -+ 3 cosz?-;-) = 3kt — ©)

Da aber sin"% -+ 3003’*’% == sin“—g— -+ cos“% -+ 2c03"% =

=14 26’08"% = 2 -} cosy ist, so haben wir schliesslich

(r = )% sinl (@ + cosy) = Bk — #)
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ganz iibereinstimmend mit der fritheren Gleichung. Damit ist erstens
bewiesen, dass die Euler'sche Formel wirklich die Gleichung einer
Parabel ist, zweitens ersieht man daraus, dass es gleichgiltig ist,
ob man die erwihnten zwei Gleichungen oder die betreffenden
Euler’schen Formeln selbst als Controle beniitzen will.

Mit diesen ersten Niiherungen fir = : %' :#", ob sie nun nach
der einen oder der anderen Seite hin gebildet worden sind, gehe
man jetzt in 13) Art. 3 ein und berechne daraus die Distanzen
o, o', o', welche, wenn auch noch so fehlerhaft, doch schon um
vieles richtiger sind, als die zuerst angenommenen. Damit ist der
Uebergang auf die Ellipse, wenn wirklich eine solche zustande kommen
soll, bewerkstelligt. Um sich zu iiberzeugen, dass die Ausdriicke
fiir o, o', ¢" in 13) Art. 3 richtig berechnet und auch g, o', " richtig
bestimmt sind, gehe man mit den zum Vorschein gekommenen
Distanzen in die dritte Grundgleichung

noty — n'o'tgp' - n''o"tyf" = 0

welche als die Gleichung einer Ebene befriedigt werden muss. Ent-
halten in 13) Art. 3 die die einzelnen Glieder bildenden Decimalzahlen
nur eine ganze Stelle, so wird die Probe eine Uebereinstimmung bis
auf die sechste Decimalstelle hinauf aufweisen; kommen dort auch
Zehner vor, so geht diese Uebereinstimmung kaum iiber die finfte
Decimale hinaus.

Hiemit ist die erste Hypothese zu Ende gefiihrt und man
schreile sofort an die Bildung der zweiten Parabelhypothese, welcher
man jetzt am schicklichsten das soeben gewonnene Verhiltnis ¢ : o"
zugrunde legen wird. Das Verfahren ist dem fritheren ganz analog und
bedarf wohl keiner weiteren Erklirung. Um sich das mithsame und
sehr eintonige Geschiift der ganzen Berechnung in etwas abzukiirzen,
bringe man hei den Versuchen, welche die Euler'sche Gleichung er-
fordert, beispielsweise »% #''% o' aul die Form

5L e e _|__AQ+BQQ
"¢ = R"*} Co -+ Do®
o' = RR"cos(L'— L) - Eo - Fo?

indem man bei Beginn einer jeden Hypothese die Coéfficienten
C, D, E, F aus dem zugrunde gelegten Verhiiltnisse ¢'' = Mg neun
bestimmt; weiters trachte man die Anzahl der Parabelhypothesen
dadurch zu vermindern, dass man nach der dritten Hypothese, wo
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die Bewegung des Verhiiltnisses o : o' schon etwas genauer erforscht
ist, dafiir geeignete Inlerpolationen macht. Das Verfahren wird aber
so lange fortgesetzt werden miissen, bis das Verhilinis ¢ : ¢"" und
mit demselben die Dreieckverhiilinisse sich nicht mehr dndern.

H;

Sind zuletzt die Werte von ¢, o', ¢" so genau als moglich er-
mittelt, so gehe man an die Berechnung der Bahnelemente. Der
Weg, den wir hier einschlagen, ist aber etwas verschieden von dem
bei den Planeten in Art. 8 hefolgten. Vor allen ist zu bemerken,
dass die Ausdriicke fiir Zg(88 — K) und ¢yi, wie sie dort stehen,
hier nicht gut verwendet werden kénnen, weil die verschiedenen
Werte von 4 und B bei den Kometen sehr klein ausfallen, auf
welchen Umstand wir schon oben hingewiesen und uns denselben in
anderer Weise zu Nutzen gemacht haben. Wir wiithlen daher den
bisher ohne Unterschied gebrauchten Weg, niéimlich den vermittelst
Ueberganges auf die heliocentrischen Polarcoordinaten, weil er hier
mehr Sicherheit gewihrt.

Fiar die Verwandlung der geocentrischen Lingen in heliocen-
trische hat man aus 4) und 6) in I 2 die Formeln:

. Ban(L—2)
A i mzﬁﬂ e
= sin(L— 2 &
g s e RQ_QCEJS(L_)A)J

die erste davon wird man wiihlen, wenn ¢ > R ist, sonst die zweite.
Behufs bequemer Rechnung dividiere man frither Zahler und Nenner
mit ¢, B; in Bezug auf den zu withlenden Quadranten heachte man
die gegebene Regel, dass der Sinus des gesuchten Winkels das Zeichen
des Zihlers, der Cosinus das des Nenners erhilt. Um den Einfluss
der Fehler in g, 4 auf ¢ anschaulich zu machen, differenzieren wir
einerseits nach /, andererseits nach ¢ und 4; mit Beniitzung von 3)
in I. 2 erhalten wir aus beiden Formeln iibereinstimmend

sin(— 1) do - o cos(L — 1) dA

L 7 cos b

Daraus ist im allgemeinen ersichtlich, dass bei grosser Sonnen-
nihe des Kometen diese Fehler ziemlich stark einwirken werden,
weshalb derartige Beobachtungen nicht zu den fiir die Bahnbestimmung
glinstigsten gezihlt werden diirfen.
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Fir die Verwandlung der geocentrischen Breiten in heliocen-
trische hat man aus 7) in I 2

_ sin(L—1)
tgb_..sm(L DR 2)

Die Differentiation ergibt zuniichst
dl
. Lo
W (L-—l) L 2(9 29 (L—1)
Substituiert man hier fiir d/ den oben gefundenen Wert, so kommt
nach gehoriger Reduction und it Beriicksichtigung von 3) in I. 2
Rsinbeos(L—1) dh Rsinbsin(L—1) i sin 2b

i 7o # sin2p

dp

Man sieht, dass, ausser bei grosser Sonnennithe des Kometen,
Fehler in ¢ und A im allgemeinen vermindert auf b tibergehen, hin-
gegen wenn b > # ist, die Fehler in den geocentrischen Breiten ver-
grissert werden, was Ofters vorkommen mag. Zur Controle der bis-
herigen Rechnung beniitze man die Gleichung 3) in III. 2

tg bsin (i — Iy — tg b sin(l" — 1) - tgb"sin(l — 1) = 0

Fiir die Verwandlung der geocentrischen Distanzen in heliocen-
irische kann bei Kometen mit Vortheil verwendet werden die Formel

__otyf 3)

ST Ao e R O

wie am Schlusse von I. 2 bemerkt worden ist.
Nach Bewerkstelligung dieses Ueberganges gehen wir an die
Berechnung von & und #; aus 2) in L. 1 folgt

Ty e 0%
Solcher Gleichungen hahen wir hier, enlsprechend den drei Beob-

achtungen, drei; behandelt man' dieselben analog wie die in 8) Art. 3,
so erhiilt man fiir die Bestimmung von & folgende sechs Ausdriicke;

S ty b sin(I'—1) & tgbsin(l"—10)
AR tgb'—tgbeos('—1) ~—  tgb"—tgbeos(I"--1)
. it tgb'sin(i—10) _  tgblsin(l"—1) "
i e e e e e e )
i L Hgblsin(@—1U") .o tgblein(—U")
C Al tgb-—tgb'cos(I—1U") — tgb'—tgb"cos(I'—1")
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Behufs bequemer Rechnung dividiere man tberall Zihler und
Nenner durch die im Nenner einzeln stehende Tangente, so dass
man auch hier auof die uns beliehte Form kommt. Von den sechs
Formeln sind aus bekannten Griinden immer diejenigen auszuwiihlen,
wo der Quotient der Tangenten ein echter Bruch ist. Hat man §
berechnet, so findet sich 7 aus einer der (ileichungen 4).

Aus 2) in L 1 ergibt sich weiter fiur das Argument der Breite
die Formel

woraus man #, »', %" und aus den Unterschieden derselben 2''— 2,

v''— v, »'— v rechnet; um sich vor Irrungen zu bewahren, achte
man wohl auf die Vorzeichen von sinu und eoswu, wie sich dieselben
aus 2) in L 1 ergeben. Der Controle wegen kann man auch die
Projectionen », »', »" und mit Zuhilfenahme derselben die Ranm-
dreiecke

’ r
v ! v - v

iR ST e e R 7)
cos i cos @’ cos i
»
rechnen und sie vergleichen mit den aus n = »"»"sin(v"" — o),
n' = rr'sin(v''— v), n''= rr'sin(v'— v) berechneten Werten.

Die noch iibrigen Elemente p, e, @, M, = bestimmt man jetzt
ganz so wie bei den Planeten; hiemit aber haben wir die still-
schweigende Annahme gemacht, dass das verwendete Beobachtungs-
material so glnstig war, dass wirklich eine Ellipse zum Vorschein
kommt; allein dies wird selten stattfinden, gewohnlich werden die
aus der letzten Parabelhypothese hervorgegangenen Distanzen g, o', 0",
die wir aus 13) Art. 3 berechnet haben, beinahe um nichts ver-
schieden sein von den Distanzen g, ¢,', ¢,", die die Euler'sche Formel
geliefert hat, es wird 8 = 1 und » = #,, »' = 7' u. s. w., mit anderen
Worten, die Beobachtungen der Kometen werden meistentheils auf
eine Parabel fithren. Den Grund dieser fiir den ersten Augenblick
sehr auffallenden Erscheinung haben wir schon oben angedeutet.
Weil nimlich zur Zeit der Sichtharkeit der Kometen die Radien-
vectoren » sehr klein werden, so verschwinden in der Reihe 7) des
vorigen Artikels die Glieder, welche @ enthalten, fast ganz und es bleibt
nur noch die Euler'sche Gleichung tibrig, als ob die Bahn wirklich
eine Parabel wiire; je langgestreckter die Ellipse ist, in der sich
der Komet bewegt, desto eher wird dies stattfinden, d. h. desto eher
wird der das Perihel umspannende Theil der Ellipse einer Parabel
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gleichkommen. Weil aber dennoch g, o, ¢" in den letzten Decimalen
um einiges von ¢,, ©,’, ¢, verschieden sind, welche Abweichung
tibrigens auch von Beobachtungsfehlern herriihren mag, so wird man
Parameter, Excentricitiit und die wahren Anomalien ganz so wie bei
den Planeten rechnen, schon deswegen, um sich zu tiberzeugen, ob
in der That ¢ =1 wird. Zieht man aber das elwas kirzere Ver-
fahren fir die Parabel vor, so wird vermige der schon oben be-
niitzten Gleichung fiir die Parabel

i ’

v v —  » ®
Sy e NIt - P S o Al b
p = 2reos*; 2r'cos® 5 2V cos5cosy . . . . 8)
r
— = D) v
vor allen V7' :Vr = C0S 5 : €085

woraus man auf leichte Weise erhiilt:

ViV

i +0) = =t
Vo' V7

Aus der vorstehenden Formel findet man #, ' und aus der
fritheren p. Die Zeit T}, wann der Komet in der Sonnenniihe gewesen

ist, die man einfach Perihelzeit nennt, bestimmt man aus der Gileichung

colgt(® —®) . ... 9)

Ist der Komet rechtliufig, d. h.ist ¢ << 90° und nehmen die
Anomalien zu, so wird, wenn 7|, die Perihelzeil und 7’ irgend ein
Datum der Beobachtung bedeutef, an welchem die wahre Anomalie
v betrigl,

e W daher g =" —r e ] Fa

Ist hingegen der Komet riickliufig, d. h. ist # > 90° und nehmen
die Anomalien ab, so wird

=i ad daher Ty =) =i o0 AE)
t bedeutet bekanntlich die seit der Perihelzeit verflossenen Tage und
hat mit tg% gleiches Vorzeichen, d. h. diese beiden Grossen sind bei

rechtldufigen Kometen vor der Perihelzeit negativ, nach derselben
positiv; umgekehrt ist es bei riickliufigen Kometen: vor der Perihel-

zeit sind tg-g und ¢ positiv, nach derselben negativ. Die Linge des

Perihels findet man aus der Gleichung
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Hat man bei zwei fiir verschieden gehaltenen Kometen, in deren
Erscheinung eine gewisse Zwischenzeit fillt, durch eine derartige
Berechnung der parabolischen Elemente herausgefunden, dass &, 7,
p und 7z bei beiden tibereinstimmen, so kann man mit Recht schliessen,
dass dies nur ein einziger Komet ist, dessen Umlaufszeit der Unter-
schied der beiden gefundenen Perihelzeiten oder ein aliquoter Theil
dieses Unterschiedes ist. Durch eine sorgfiltige Untersuchung und
Vergleichung mit den {iibrigen in derselben Zwischenzeit erschienenen
Kometen wird sich die Umlaufszeit eines solchen Kometen bestimmen
lassen. Ist aber einmal die Umlaufszeit eines Kometen bekannt ge-
worden, so betriigt die mittlere tigliche Bewegung

_ 860°
D

wo U, die Umlaufszeit, in Tagen auszudriicken ist, und die grosse
Halbachse der Ellipse, in welcher sich der Komet bewegt,

( k )%
a —= \—
‘u .

wobei £ und p beide entweder in Secunden oder Bogen auszu-
driicken sind.
Schliesslich hat man die Excentricitit der Ellipse

3inq;=e=v1—§

Hiemit sind alle Elemente der wahren Kometenbahn bestimmt.
Aus dem Gesagten ist ersichtlich, dass aus einer einzigen Erscheinung
die Ellipse eines Kometen sich gewdhnlich nicht festsetzen liisst, wohl
aber aus zweien oder mehreren Erscheinungen, dass aber jedesmal
eine womdoglich genaue Berechnung der parabolischen Elemente noth-
wendig ist. Jetzt kann man auch ermessen, wie weit die bisherigen
Methoden fiir die Bestimmung der Kometenbahnen berechtigl und
genau waren.

Im Anschlusse an die dargelegte Methode sollte jetzt ein Beispiel
folgen; wir hatten ein solches auch berechnet, und zwar das fir
den Kometen T des Jahres 1847; die von Hornstein in Prag herrithren-
den Beobachtungen desselben entlehnten wir aus Oppolzers Lehrbuch
der Bahnbestimmung, II. Theil pag. 489; von den dort mitgetheilten
siecben Beobachtungen hatten wir I, T, VI ausgewiihlt; allein als
wir nach Bildung der ersten Parabelhypothese die Dreieckverhiltnisse
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r 4

v 129" einerseits und #, : n,": n,"" andererseits berechneten, zeigte
sich eine so bedeutende Verschiedenheit, dass wir Bedenken trugen,
die ganze Berechnung hieher zu setzen, weil wir die Beobachtungen
fir fehlerhaft hielten; allein bei niiherer Betrachtung erwiesen sich
jene Unterschiede als in der Natur der Sache gegriindet. Es geben
nimlich die aus den Distanzen ¢,, o,’, 0,” in erster Hypothese be-
rechneten Projectionen », »', »"” wohl ebendieselben Dreieckverhilt-
nisse, welche man erhélt, wenn man aus 7y, 7', 7"y S, So’s So ' die
betreffenden drei Dreiecke auf gewthnlichem Wege rechnet, dieselben
entsprechen aber schon nicht mehr den Dreieckverhiltnissen n,: 2, : 7,
die man vermittelst einer Parabelhypothese auf die oben angegebene
Weise daraus gebildet, aus dem einfachen Grunde, weil diese letzteren
Dreieckverhiltnisse der zweiten Hypothese angehoren, die ersteren
hingegen, in 13) Art. 3 eingefiihrt, das der ersten Hypothese zugrunde
gelegte Verhiltnis o : " liefern, also die Dreieckverhiltnisse sind, mit
denen die ganze Berechnung hiitte eingeleitet werden konnen, wenn
sie von irgendwoher bekannt gewesen wiren. Daraus geht erstens
hervor, dass die Parabelhypothese nur auf eine einzige Art gebildet
werden kann, withrend fiir die Kreishypothese zwei Wege offen stehen,
wie wir dies oben gesehen haben, zweitens dass eine Controle der
Beobachtungen hier insoferne moglich ist, dass die aus ¢y, 0, ¢
berechneten Projectionen die der betreffenden Parabelhypothese zu-
grunde gelegten Dreieckverhiltnisse wiedergeben miissen.

Wir lassen nun das Beispiel folgen.

r

12.
Beispiel: Komet I. 1847.

Mittl. Berl. Zeit A g L lgR

I. 1847, Febr. 180 26°21"16:43" - 62°44’ 518" 329°18'31'05” 99951324
IL » » 2600 22 49 825 4 b4 29-31°07 337 162450 99959194
M. > Mirz 40 20592375 47 355342 343 171398 99965726

IV s » 1000 19 202228 439 53 772 349 17 068 99972759
NSy 5 160 17 2710564 -+ 30 58 26:60  3b5 16 4552  9-9980025
VL » » 200 15 473806 424 13824 359 141682 9:9984879

CVIL > April 240 44 185419 + 16 35 541 33 374136 00027526

Von diesen sieben Beobachtungen, die wir wegen spiter anzu-
stellender Proben alle hergesetzt haben, withlen wir fiir die Bahn-
bestimmung die [, 1L und VI.
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Die Berechnung der Knotenlingen K, K', K" aus 9) Art. 3
ergab:
=12 1A 4T K == 12V 496¢", "R =112 20" 64"
lgtg J = 0-8575293, IgtgJ' = 0-9142352, IlgtgJ'" = 0°'9618042
Aus 11) Art. 3 erhilt man
Moo— 10916870« . fgq° = 1'9549162, ¢ 199" — 1 (097614,

Sonach wird aus 13) Art. 3

¢ = 26:3474865 — | [1-2782325] + °_ [0-0424850]

¢! = ;[1-5535975] — 17[1-4160874] -+ 13-120852

wo die eingeklammerten Zahlen Logarithmen sind. Weil die einzelnen
Decimalzahlen zu zwei ganze Stellen enthalten, so konnen wir in
den Logarithmen der Distanzen nur auf finf sichere Decimalen ziihlen.
Weiters gibt die Formel

r? = R*— 2Ro cos(L — %) -} o*sec®p
r? = 0-9778332 — ¢ [0°0307586] - ¢® [06780602]

% = 0-9843402 — o' [0-1958859] - ¢'% [0*3422602]
"% = 0-9930607 — ¢”'[0-2811291] - ¢""*[0*0787240]

Fiir die Berechnung der Sehnen s, s/, s'' benothiget man o, o', ¢'';
die Formeln am Schlusse des Art. 7 geben
o = 0'¢"[01714550] — ¢'[9-9664088] — ¢"[9:9225695] - 0-95062535
o' = 00" [0:2667182] — 0 [9:9479175] — 0''[9-8323959] - 08532873
o''= go' [014942160] — ¢ [98602235] — o' [9-7867482] - 0951682
Fiir die Projectionen », +/, »" erhédlt man
v = 027170375 -} ¢'[95673800] — ¢"'[9'7268687] — ¢'o"[89569531]
v = 049289818 -} 0 [9:6572645] — ¢"'[9-8561875] — go"’ [92631065]
"= 023837374 0 [9-8309027] — o' [9-8902648] — g0’ [8:9707827] -
Zuletzt bekommt man als Gleichung der Ebene aus Art. 10
oe'e" — oo’ [1-4207384] + pg” [1-6419943] — pp![1+1179620] — p[1-4991508] +
+ ¢'[1+5093734] — ¢”[0-8035721] = 0
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Somit sind die Vorbereitungsrechnungen erlediget und wir ver-
suchen behufs Bestimmung der Dreieckflichen n,, n,', n," die Bildung
der ersten Parabelhypothese.

Unter den Tangenten der drei Neigungen J, J', J" ist, wie wir
sehen, tg J'" am grossten, daher das Verhiiltnis ¢ : ¢" aus der Gleichung
(J'") im Art. 10 die relativ beste Niherung liefern wird. Es ist néimlich:

lgR' = 9°'9965726 lg B = 9-9951324
lgsin(A — K") = 9°3260765 lgsin(¥ — K'") = 9+0776375
lgsin(L' — K") = 9-7097534,,  lgsin(L — K") = 9-8487037,

9:0324025, 8:9214736,

9-0324025,
8:9214736,

0-1109289

Als Grundlage fiir die erste Hypothese wire also anzunehmen
o = ¢[0-1109289];

der zweiten Formel (J'') gemiiss ist

lg R = 9-9951324 lgsin(A'— 1) = 89707827,
lysin(A —K") = 9:0776875  lgsin(L' — K'") = 9:7097534,
L g e 86805361
84583233
84583233
G2l
9-7777872

daher der erste Niherungswert: lgo = 9 7777872,

Allein der Verfasser hatte urspriinglich von den angefiihrten
sieben Beobachtungen I, VI, VII ausgewiihlt, in der Meinung, dadurch
an Sicherheit in der Bahnbestimmung zu gewinnen; dabei wurde
tgJ' (dort tg J'"") die grosste Tangente. Allein schon in der ersten
Parabelhypothese zeigte sich bei der Berechnung von g, ¢', ¢", dass
der Komet zwischen I und VII einen heliocentrischen Bogen zuriick-
gelegt hat, der 180° um vieles iibertrifft, daher die weitere Rechnung
aufgegeben werden musste. In der That war der Komet inzwischen #
im Perihel gewesen. Es wurden dann die genannten drei Beobachtun-
gen I, 111, VI gewiihlt, das Verhiltnis ¢ : ¢" (dort ¢ : ¢'), wie es nach

Schluss der ersten Hypothese zum Vorschein kam, aber beniitzt und
S*
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der zweiten Hypothese zugrunde gelegt. Wir beginnen aber von vorne;
die Gleichungen (J') ergaben:
o = ¢[0-1710073], lgo = 97997027

Mit diesen Versuchswerten rechnen wir », »”, ' und gehen
damit in die Euler’sche Gleichung ein; da #’'—¢ = 30 Tage, so wird
(Fa— 10" F 8V — (rgF 7" — 8,/ )2 = 6k('— §) = 3:096379

Nach mehreren Versuchen erschienen IJlgo, = 96691950,
lgo,"' = 9°8402023, und demnach r,= 1230975, r," = 0-4950185,
sy, = 0°7928933 als Werte, die der vorliegenden Euler’schen Formel
sehr nahe geniigen. Aus der Gleichung der Ebene kam dann

lgo,' = 97806437

Somit wird
il E=20-015H31: 8, = 0466012, .= 073269017
Man bemerke, wie nahe s, - s,” = s,’ ist, so dass das Sehnen-

dreieck n — #'-} #»"" fast verschwindet und die Bewegung des
Kometen nahezu eine geradlinige wird. Jetzt berechnen wir nach
der Formel 7
1y = (r - »')hcosy sin & i Vp
die einzelnen Dreiecke, wobei aber Vp fiberall weggelassen wurde;
vor allen ist
S A S y.= 27°20"50-4", sl = R
Folglich als zweite Hypothese
b, — 9= 4281000, g, =056 e 197, lyn,—9: 3{54040
‘ Mit diesen Dreieckflichen wurde in die Ausdriicke 13) Art. 3
eingegangen und gefunden:
lge = 96804615, lgo' = 97974060, lgo'' = 9-8824272
Demnach wird
0" = 0[0-2019657]
Wenn wir mit den soeben gewonnenen Werten von ¢ und o

die Versuche beginnen und mit Festhaltung des aufgestelllen Verhilt-
nisses o : o'’ dieselben so lange fortsetzen, bis der Euler’schen Formel

l‘(ieniilge geschieht, so erhalten wir:
lg 0, = 9-6831380 lg 0,"' = 9-8851037

ro = 12521304, r,! = 04826313, 55| = 079076945
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Die Gleichung der Ebene liefert
lgo,' = 9+800117H

Da der aufgestellten Theorie zufolge die Proportion

i e

bestehen muss, so ist es hier eigentlich schon iiberflissig, g¢," aus
der Gleichung der Ebene zu bestimmen, da man, wenn auch o' frither
gerechnet wurde, aus der vorliegenden Proportion g, finden kann;
aus g : @' = g, : g, ergibt sich hier beispielsweise g,' = 98000825,
welcher Wert mit dem obigen freilich nicht besonders stimmt. Mit
Beibehaltung des fritheren ¢," wird dann
r,s = 09324604 s, = 04648148 s, = 0°-3262033
g = 1891035 3 =y e e — 835 b-1"
Die Dreieckflichen nach der obigen Formel berechnet geben
zur dritten Hypothese:
lgn, = 94229603, lgn," = 96783369, lgn," = 93784678
Aus 13) Art. 3 ergeben sich dann die zwei Distanzen:
lyo = 9°6794421, lyo" = 98822268
Daher
o' = 0[0-2027847]
Die hier zum Vorschein gekommenen Werte sind:
lyo, = 9°6834512 ro = 1-2526196 s, = 0°4649306
ly 0," = 9°8006887 r,, = 0-9329984 5y, = 0°790688
lg o, = 98862359 7o = 04824906 s, = 0-3260186
y = 19210' 31 -04"
¢'=27 6 3617
y'= 8 34 42-82
Die Dreieckflichen werden in der vierten Hypothese:
lg n, = 9°4231308, lgn,' = 96783625, lgn,'" = 9-3783313
und demzufolge
lgo = 9°6845760, lgo" = 9-8871106
' Daher
0" = 0[0°2025346]
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Nach Durchrechnung derselben kommt
0" = ¢[0°2026150] als finfte Hypothese.

Diese Hypothese lieferte das Verhiiltnis o" = o[0°2025872],
statt derselben wurde nun in sechster Hypothese das Verhiltnis
o' = 0[0-2025950] zugrunde gelegt und es kamen folgende Werte
zum Vorschein:

lgo, = 96833779 ry = 1252505 so = 0-4649028
lgo,' = 9-8005553 r,| = 0-9328725 s," = 07907057
lgo,"'= 9-8859729 ro!'= 0-4825224 s," = 0°3260603

y = 19°10'31-52"

y = 27 6431

y'= 8 34 50-24

Die Dreieckfliichen werden sonach
lg ny, = 94230900, lgmy' =-9:6783559, lyn," = 93783613
und demzufolge die Distanzen
lgo = 96833407, lgo' = 9-80056212, lgo'' = 9-88bY337¢
daher
o" = ¢[0°2025930]

mithin in fiinf Decimalen itbereinstimmend mit dem in dieser Hypo-
these zugrunde gelegten Verhiltnisse; wir bleiben hier stehen. Es
wurde gepriift, ob in der That

noty — n'e'tyf - n'"o"tg f" =
ist, es ergab sich
0-2479199 — 03298517 - 0-0819284 = — 0°0000034

Diese Probe kann nach Abschluss einer jeden Hypothese ge-
macht werden; ferner wurden der Controle wegen die Dreiecke
berechnet nach der Formel:

i 3k(t"—t) cosyVp
g 2 }-cosy
es kam mit Weglassung von Vp

lg ny = 9-4230186, lgn," = 96783560, lgn," = 93784444




119

Wiihrend also /g »n' tibereinstimmt mit dem obigen, wie es auch
sein muss, da die Hypothesen alle der Zwischenzeit ¢’ — ¢ anbequemt
sind, weichen lgn, und lgn,"" von den obigen stark ab, ein Beweis,
dass die angenommenen Zeiten mit den dazu gehorigen Lingen und
Breiten nicht recht stimmen. Da uns alle Anhaltspunkte fehlen, um
diese Ungleichheiten zu ebnen, so nehmen wir zur Grundlage der
weiteren Rechnung die oben gefundenen Distanzen g, o', ¢" an. Im
Uebergange auf die heliocentrischen Coordinaten erhalten wir:

I = 120°6' 0'1" b = 48°21' 7-76" lgr = 0-0977592
I' =125 956:556 & = 47 51 5695 lgr' = 99698076
"= 139 2 50'8 b'= 45 16 27 lg" = 96835200
£ = 201°42'7-1”, T i = 181°20'28-7"
o — o' = — 9°52' 25", o — v = —13°17" 24+ 78"
v — v = — 3924'59-78"

Somit werden die Fliachen der drei Raumdreiecke
lgn = 8-8875294, lgn' = 91427871, lgn'' = 88427816,

Weil die Unterschiede in den wahren Anomalien negativ sind,
der Komet also riickliufig ist, was man auch aus i > 90 ersieht,
so miissen auch die Dreieckflichen ein negatives Vorzeichen -be-
kommen, Zur Controle haben wir auch die Projectionen », »', »"
gerechnet; es ist ;

lgy — 8-7074294  lyv' = 8-9626913  lg»" = 86626800

lgcosi = 9-8199013, 9-8199013, 9-8199013,,
lgn = 8'8875281, Ign'= 9°1427900, lgn' = 88427787,

Die Uebereinstimmung mit den obigen Werten ist im ganzen
befriedigend zu nennen. Ferner ist

lg 'y sin L (0" — v") sin & (' — v) sin 3 (v' — v) = 68257148,
lg(n—n' ') — 78967055,
lgp = 8-9290093
= 008492
lgesini(v"+v) = 96697381  1(v"+v) = 152° 7'53°58"
lgecos(v"4-v) = 9:9464730, (v —») = — 6°38'42-39"
gty L(" - v) = 97232651, o = 145°29'11°19"

lg e = 0-0000094 v 158°46' 35-97""
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Dies wiirde ein Hinneigen zur Hyperbel andeuten, aber man
sieht, dass in der ganzen Rechnung die letzten zwei Stellen schwan-
ken. Rechnen wir jetzt aus den Distanzen ¢,, ¢0,’, o", die die Euler'sche
Formel in der letzten Parabelhypothese bhefriedigten, paraholische
Elemente, so kommt:

2 = 201°42'30-7"

i = 131°20'23-1"
lgp = 89284641

n = 127°21'4-9"

T, = 3031358 Marz, Perihelzeit.

Zur Probe wurde die geocentrische Position fiir 26°0 Februar
1847 gerechnet, es kam:

1= 2 A O Bi="54%29' 2717
demnach
Beobachtung weniger Rechnung di = |- 7-08", df = - 39"

Ferner wurde die geocentrische Position fiir 24-0 April ge-
rechnet, dabei wurde
dh —= — 1'44:8", df = — 1'50-2"

° Wiirden die Dreieckflichen mehr unter einander stimmen, so
wiirde die Probe gewiss besser ausgefallen sein; iibrigens konnen
sich die Beobachtungen vom 24-0 April auf einen anderen Theil
des Kometenkernes beziehen, da sich die Verhiltnisse in der Hin-
sicht vor und nach dem Perihel éindern. Auch sieht man jetzt, wie
viel besser es gewesen wiire, die erste Parabelhypothese aus 4" = 0
herzuleiten.

13.

Wir kehren jetzt zu der Hauptreihe 7) in Art. 10 zuriick und
kniipfen daran noch eine niitzliche Betrachtung. Wir hatten dort
gesehen, dass zur Zeit, wo der Komet in der Nihe seines Perihels
sich befindet und wo er auch uns Erdenbewohnern sichtbar wird,
die einzelnen mit @ behafteten Glieder wegen der kleinen Radien-
vectoren fast ganz verschwinden, infolge dessen die Bahnbestimmung
eines Kometen beinahe ausnahmslos auf eine Parabel fithrt. Es ent-
steht nun die Frage, ob die Beobachtungen eines Kometen zur Zeil,
als derselbe in der Nihe seines Aphels sich befindet, wie solche viel-
leicht auf sehr entfernten Planeten unseres Sonnensystems moglich
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sind, ebenfalls eine Parabel liefern werden und ob die eben vor-
getragene Methode der Bahnbestimmung auch dann noch anwendbar
wire; oder in Hinblick auf unsere massgebende Reihe: kann a ins
Unendliche wachsen und kiénnen dann bei diesem Wachsthum ins
Unendliche die mit @ behafteten Gilieder schwinden, so dass wirklich
eine Parabel zum Vorschein kime? Diese Frage muss entschieden
verneint werden. Eine nur oberflichliche Betrachtung unserer Reihe
zeigt, dass, wenn @ wichst, auch die der Niahe des Aphels ange-
horenden Radienvectoren wachsen miissen; dabei kann nahe der Fall
r - »' - s" = 4a eintreten wegen der oft ausserordentlich kleinen
Periheldistanz des Kometen und die Zulissigkeit dieser Reihen-
entwickelung wird dadurch in Frage gestellt, wie aus 5) Art. 10
ersichtlich ist. Mit einem Worte, das Verschwinden der mit ¢ behafte-
ten Glieder ldsst sich nur in der Nidhe des Perihels denken, nicht
aber fiir das Aphel, wo die Reihe 7) divergiert, oder die Bahn des
Kometen wird wohl zur Zeit des Perihels zu einem Parabelstiicke,
ist aber sonst eine geschlossene Curve, eine Ellipse. Da aber die
Bahn eines Kometen bis zum Grenzfall, der Parabel, nicht vorgehen
kann, umsoweniger ist sie imstande, diese Grenze zu iiberschreilen,
um zu einer Hyperbel zu werden. Die Kometen bewegen sich
daher alle in Ellipsen von mehr oder weniger bedeu-
tender Excentricitiit. Wiiren demnach Beobachtungen aus der
Zeit des Aphels gegeben, so diirften wir nicht den obigen Kunstgriff
anwenden und behufs Bestimmung der Dreieckverhiltnisse zur Parabel-
hypothese unsere Zuflucht nehmen, weil die Reihe 7) in diesem Falle
divergiert und die erwiithnte Bahnbestimmung nicht zulisst, sondern
wir miissten zuriickgehen auf die bei den Planeten anwendbare Kreis-
hypothese, denn zur Zeit des Aphels wird der Differentialquotient :j;
fir eine lange Dauer sehr klein bleiben, daher die Kreishypothese

erlaubt ist.

Es sei uns zum Schlusse unserer Erorterung gestattet, noch
eine Ansicht itber die Schweifbildung der Kometen vorzutragen. Die
Beobachtungen sowohl fritherer namentlich aber der neuesten Zeit
haben dargethan, dass die Kometen selbstleuchtende Himmelskorper
sind; auch hat man an einigen derselben Dunstatmosphiiren ent-,
deckt. Der Verfasser nun ist sehr geneigt zu glauben, dass alle
Kometen derartige Atmosphiiren besitzen, welche den Kern in mehr
oder weniger kugelférmiger Gestalt umgeben. Eine solche Atmosphiire,
deren Dichte mit der Entfernung nach allen Seiten hin abnimmtf,
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wie bei der Erde, wird vom selbstleuchtenden Korper offenbar he-
strahlt, und wiire die Sonne nicht da, so wiirden wir eine ungemein
grosse Feuerkugel vor uns haben; da aber das um vieles stirkere
Licht der Sonne diesen Feuerglanz schlagt, so sehen wir nur den
im Schatten des Kometen befindlichen Theil der Atmosphire, der
sich uns als ein langer glinzender Schweif darstellt und welcher
also immer von der Sonne abgekehrt sein muss, wie es in der That
der Fall ist.




I'ViliAdbr s himfistoty

Bahnbestimmung aus vier Beobachtungen.

Wir wenden uns jetzt wieder den Planeten zu und behandeln
den in Art. 4 des IIL Abschnittes erwihnten schwierigen Fall, wo
der- Planet bei entgegengesetzter geocentrischer Bewegung in die
frither schon einmal innegehabten Positionen zuriickkehrt, wodurch
die drei beobachteten Orte nahezu in einen grossten Kreis zu liegen
kommen und die Bahnbestimmung nach der dort vorgetragenen Me-
thode unsicher, ja sogar unmoglich werden kann. In einem solchen
Falle wird nach der obigen Discussion nahezu sin(M — K) =
= sin(M — K') = sin(M — K") = 0, also M von K, K', K"
nicht viel verschieden, weshalb die erste Gleichung 7) in III. 3

no sin(A — M) — n'o'sin(M' — M) + n""¢"sin(2" — M) = 0
~ beinahe identisch wird mit 10«) daselbst, nidmlich mit
sin(A— K")sin(A"' — K) 3 L e
- St ) i ' i =y
no A=K n'o" sin(A' — K)—n'"o" sin( Ry=0
oder itberhaupt identisch mit einer der sechs Umformungen von
ng tgﬁ S nlg!tgﬁl + nlfglftgﬁ”' f— 0

daher mit dieser Gleichung selbst identisch. Da aber die erste hier
angesetzte Gleichung nur eine Umformung der ersten Grundgleichung
3) in IIL 3 ist, so liefern drei derartige Beobachtungen, wo der Planet

sich fast in einem grossten Kreise bewegt, eigentlich nur zwei ver-
schiedene Bedingungsgleichungen, namlich die folgenden:

ng cos(h — M) — n'g'cos(M' — M) - n"¢"cos(i"" — M) = m )
netg — n''tgf'+ n'g"tgf" = 0 L

was aber fiir drei Unbekannte zu wenig ist. Dieser Umstand nothigt
uns, eine vierte Beobachtung heranzuziehen und eine Methode zu

1)
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entwickeln, vermittelst welcher man aus vier Beobachtungen die Ent-
fernungen des Planeten von der Erde bestimmen kann; es handelt
sich also darum, statt der Ausdriicke in 13) Art. 3 des IIL. Abschnittes
andere aufzustellen, aus denen man mit grisserer Sicherheit die Di-
stanzen g, o', ¢”, wozu dann noch ¢’ kommt, zu berechnen imstande
ist; alles iibrige, die Bestimmung der Dreieckverhilinisse, die Ab-
leitung der Bahnelemente bleibt hier unberiihrt und erfihrt natirlich
keine Abinderung. Weil vier Elemente vier Ternen geben, so werden
auch vier Beobachtungen vier solche Gruppen von Gleichungen lie-
fern, wie wir sie in 2) und 3) Art. 3 des vorigen Abschnittes finden.
Wenn wir von den Gleichungen 3) daselbst ausgehen und die cur-
tierte Distanz des Planeten von der Erde in der vierten Beobachtung
mit ¢’ bezeichnen, mit welchem Accente wir itberhaupt alle dieser
Beobachtung angehdrenden Buchstaben versehen wollen, so hat’die
dortige Gruppe die Terne go’y”, die zweite Gruppe wird die Terne oo™
haben, die dritte go”o"”, die vierte ¢’0”’p"”. Was die neuen noch hinzu-
kommenden Ba.umdrelecke anlangt, so se’r7en wirn''=rr""sin(v"""—v),
V= Ui (o L) IR r”r”’sz'n(f)'”— v"); zu den bereits
vorhandenen Doppeldreiecken #, #’, " kommen also noch drei neue
", n¥, n¥ hinzu. Wenn wir nun auf den Umstand achthaben, dass
in allen diesen dreigliederigen Gleichungen ein einzelnes Glied das-
jenige Dreieck zum Coéfficienten hat, welches die Accente der beiden
tibrigen Glieder anzeigen, so konnen wir uns leicht analog der obigen
Gleichung 1), die wir der Uebersichtlichkeit wegen hier mitnehmen,
folgende vier Gruppen bilden:

’ II‘ 1y

ngcos(h— M) — n'o"cos(A' — M) + n''¢" cos(A" — M) = m
no ﬁgﬁ L nr{)'tgﬂ' + ?3” thﬁn RA U
nVocos(A— M"Y —n'"¢' cos(A'— M") +n'"0"" cos(A""'— M") = '
nlvqtgﬁ_ r”\'tgﬁ'-l_n” Pfﬁtgl{ll’!_

??’V() COS(A.*‘ZI/[”) n!'f”lfcos( Ff_Ml'V)+nl(ijcos(ﬁva_ M'l) 118 ',l):n‘,”
nvg tgﬁ wn’”() tg{)’”_"ﬂ"{)r”tyﬁ'” e 0
nVo'cos(A'—M"") —nVo" cos (A" —M"")+no'"cos(A'"'—M"") = m""’
ﬂVO 759' fm ?’bwpr'tgﬂ"—é— %thgﬂm =0

.2)

Um das frither erwihnte Gesetz beispielsweise zu erliutern,
so hat das erste Glied der zweiten Gruppe das Dreieck #!V zum
Coéfficienten, weil die Accente von ¢'¢”" in den beiden iibrigen
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Gliedern es so anzeigen; das zweite Glied derselben Gruppe hat
»"" zum Coéfficienten, weil in den beiden tibrigen Gliedern go" vor-
kommt u. s.w. Die verschiedenen s und M sind gegeben aus den
(leichungen:

nksin L, — w'R'sinl' | n"R" sinL" = msin M
nReos, — w'R'cosL’ — n"R" cosL" = mcos M
nVRsin L, — n'"'R'sin L' 4 n''R"'sin L"' = m'sin M’
WVReos L — n"'R'cos L' 4+ n""R"'cos L'"' = m'cos M'
RS e T 3
nYRsin L — n'"R"sin L'+ n' R"'sin L' = m/'' sin M"' )

nVReos L — n""R"cos L'+ n' R"'cos L"" = m'"cos M"'
nY R'sin L' — wVR"sin L" -+ n R"'sin L'"' = m'" sin M""
nYR'cos L' — n'VR"cos L'+ n R'"'cos L' = m'" cos M'""

Gleichungen fiir die Probe bilde man sich nach dem Muster 5)
in [IL 3.

Zur Bequemlichkeit der ferneren Entwickelung, die sehr aus-
gedehnt zu werden droht, fithren wir jetzt ausser den Knotenlingen
K, K', K", deren Berechnung aus 9) Art. 3 des vorigen Abschnittes
keiner weiteren Schwierigkeit unterliegt, noch drei Knoten K", K%,
KV ein. Zu diesem Ende verbinden wir den neu hinzugekommenen
vierten Ort P" mit jedem der drei anderen Orte durch grosste Kreise;
der durch PP"" gezogene grosste Kreis treffe die Ekliptik im Punkte K"
und der Winkel, den derselbe mit der Ekliptik im Sinne der obigen
Zihlung einschliesst, heisse J'”; der durch P'P"" gezogene grosste
Kreis schneide die Ekliptik im Punkte K und besitze die Neigung
JW zur Ekliptik; ebenso schneide der durch P”P"" gezogene grosste
Kreis die Ekliptik im Punkte KV und habe die Neigung JV zur
Ekliptik; die Formeln 8) in IIL 3 erweitern sich somit zu dem fol-

genden Complexe:

tgp = sin(A — K')tgJ' = sin(h— K" )tgJ" = sin(A\ — K")tg J"
tgf = sin(N— K)tgJ = sin(N— K")tgJ" = sin(\' — K'V)tg J¥ l

gl = sin(\'— K)tgJ = sin(\'— K')tgJ' = sin(\"— KV)tgJV J T
tg "= sin(\"— K"")tgJ"= sin(\"'— KW)tg J'V= sin(\""— KV)tg J¥

Fiir die Berechnung der neuen Knotenlingen K'”, KW, KV
gelangen wir auf demselben Wege wie oben fir K, K’, K zu fol-
genden Ausdriicken:

M
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prad "r L tgﬁsz'n(?u”'-— l)
tg(ﬂ K ) TEE tgﬁ'”—ty{geas(l”’w l)
e e tg ﬁmm.n(}'_lm)
/el =
tg( K ) tgﬁ—tgﬂ"'cos(}.—-l’”)
L o tg ﬁf sin (H‘HP lf)
tg(l S KW) "X tg rn tgﬁ COS(Z‘”' ) 5)
3 tg ﬁ'”sm(l’ lm) '''''''
LI V) —
tg ()' K ) tg |3 SR tg ﬁlﬂcos (lr rri)
o tg B”sin(l”’~—~ J.”)
Vv s
(J' K ) | D tg ﬁ”l__ tg ﬁ”COS (}_rn_ l”)
o i ”’sz'n 1 l'”
tg (2 KY) = g 8 ( )

tg B'"— tg B'" cos (M''— A"")

Man wird auch hier wie oben diejenigen Ausdriicke wiihlen,
die einer convergenten Reihe entsprechen, d. i. digjenigen, wo der
Tangentenquotient ein echter Bruch wird; zur Probe rechne man
dann J"', JW, JV doppelt aus 4).

Die weitere analylische Behandlung des Problems gestaltet sich
mit Beniitzung des angegebenen Hilfsmittels moglichst einfach und
elegant. Nehmen wir beispielsweise die beiden Gleichungen in 1) selbst
vor und ersetzen die zweite, die Tangentengleichung, durch ihre
Umformung 10«) in III. 3, so dass wir haben

ng cos (b — M) — n'o'cos (M — M) - n'""¢"" cos (A" — M) = m

sm(l K)sm (' —K)
i sin (A" —K')

—n'o'sin (M —K)+4n""9"sin(A"—K) =0

Hieraus eliminieren wir #'’¢", indem wir die erste (leichung
mit sin (A" — K), die zweite mit cos (2" — M) multiplicieren; dann
~kommt vermittelst Subtraction

sin (1'! K) ot , i ; Sy lees al
ne = T g K [S'm{? — K"yeos(h— M) — sin (L —K")cos (A M)]+
+ w'! [sin (A" — K) cos (" — M) — sin (M — K) cos (A'— M)] =
= msin (' — K)

oder mit Beniitzung einer bekannten goniometrischen Formel fiir das
Product aus einem Sinus und Cosinus
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(1 sin (1" — K) sin (A" — 1) cos (M — K")
2 sin (A" —K")
= msin(d' — K)
Wir dividieren mit sin (2" — K), so wird schliesslich

i sin (A" — %) cos (M— K") o ,sin (' — A") cos (M — K)

sin (M'— K") 8 sin (A" — K)

—n'o'sin(A"—2") cos(M— K)=

~

Um #'o" eliminieren zu konnen, verbinden wir mit der Cosinus-
gleichung die Umformung 108) in Il 3, so dass wir haben

nocos (A — M) — n'o'cos (' — M) -+ n'"o"" cos (A" — M) = m

o 5 A—K")sin (' —K)
: sim@d —K")

— '’ sin (M —K)—-n"p"sin(M'—K)=0
Multiplicieren wir hier die erste Gleichung mit sin (V' — K), die
zweite mit cos (l' — M), so kommt vermittelst Subtraction

)s;‘?;"(g K”) [%n(: '—K'")cos (h— M) — sin (1 _K”)cos(}.'-—M)] %

—+n'g ”[sm (A'—K)cos(1"'—M) — sin(A"—K)cos (1’—M)] =msin(}'—K)
Daraus erhalten wir in analoger Weise wie frither

2 sin (' — A)cos(M—K") o sin (V" —2") cos (M — K)

= —

> sin (' — K'") ¢ sin (M — K)

Um ng eliminieren zu konnen, verbinden wir die Cosinus-
gleichung mit einer anderen passenden Umformung der Tangenten-
gleichung, ‘und zwar

ng cos (. — M) — n'o' cos (\' — M) - n""¢" cos (i' — M) = m

. Rl e
9 i (= K gt m}fﬁf’}{(.,) ) g tsin(—K)=0

Multiplicieren wir hier die erste Gleichung mit (sini — K'), die
zweite mit cos(%-—M), so kommt nach gehoriger Vereinfachung
i sin (A" —*) cos (M— K"') S sin (' — 1) cos (M — K")

sn(h—K") ¢ sin(h—K)

Die Verbindung der Cosinusgleichung mit den drei noch iibrigen
Umformungen der Tangentengleichung liefert nichts mehr Neues, man
wird auf die bereits entwickelten drei Gleichungen gefithrt. Nach dem

—— S ]
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Muster dieser drei Gleichungen fiir m lassen sich jetzt auch je drei
fir m', m"', m'"" aus den obigen Gruppen ableiten, und zwar bloss
vermittelst Analogie. So bekommen wir im ganzen dreimal vier,
d. i. zwolf solcher Finalgleichungen; wir wollen dieselben simmtlich
hersetzen, um damit eine Uebersicht zu gewinnen.

sm(f.”——f)cos(M K W sin(M'— A)cos(M— K)

=i

it sin(l'—K) o sin(A'— K)

n sin(A'—2)cos(M — K") o sin (A"'— 1") cos (M — K) shois
4 sin(A'— K') : sin (A — K)

v o SiR(A'—2)cos(M—K") , , sin(d"—A)cos(M—K") _
& sin(h— K" e sin(h— K) 5y

. AT Py Al . e Y0 OB
i sin(2 ; l)'ﬁas(M 5 TR A o , sin (2. . l’)”cos(M Kt )=m’
3 sin(M"'— K''") sin(M'"'— KIV)
Y N (B ey P e ’ v
AV sin (A : l)c:os(M” K )_ﬂ,,g,,,sm(/. ; l)}cos(llf{v 4 Y) i e
sin(A'— K'") sin(M'— KV)
ey Sin(A'— A)cos(M'— K") g ,,,sin(}.”'—}.)cos(M’—K”’)_m,
& sin(h— K" " T L i

sin(d"—2)eos(M"—K") _,, ,sin(0"—")cos M"—KY) _ .,

v
n 9 S?:n(l”f__ K!FP) N sin (l”f Kv)
> rn AN SY r . e qrr rrﬁ VvV
¥, S (* —.l)ios (M ' 0 n,g,,,sm(l : A ')'cos(Mr )=m,,
sin(A''— K') sin(A"'— KV)
e Sﬁ.n(l”_ l)cos (Mf!_ Kl’) & n' ”" 3’/7}( e l)cos(MH_KrH’)_ mr'
? sin(i—K) ¢ sin(h— K'") =

sin(K""—\")cos(M'""—K™) AV sin(X""—2")eos(M'""— K V)

V!
n \0 Sz'n(l.”l'_ KIV) ~ an(}l’ff KV)

v, Sin('—V)cos(M""'— K) e sin(2" l")cos(M’"—K_v)z
s sin(A"— K) > sin(d'— KV)

sin (' —V)cos(M""—K) ., sin(M"'—¥)cos(M""— KT) _

v, 1 :
ik sin(h— K) g sin(h— KIV)
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Alles dies erhalten wir aus vier beobachteten Orten, anscheinend
ist es zu viel, aber es wird sich zeigen, dass in einzelnen Fillen
dieser Apparat eben ausreicht. Man sieht zuniichst leicht ein, dass
eine von den vorgefithrten vier Gruppen von Finalgleichungen fiir
sich allein genommen eine Bahnbestimmung nicht ermoglicht, da die
drei Gileichungen einer einzelnen Giruppe wohl die Verhiltnisse der
Distanzen, aber eine Distanz selbst nicht liefern konnen; um eine
Distanz zu erhalten, miissen also mindestens zwei Gruppen zusammen-
wirken, die zwei iibrigen konnen ganz wegfallen. Es ist nun die
Frage, welche zwei von den vier Gruppen zu erwiihlen, welche zwei
auszuscheiden sind. Damit eine Continuitit in die Rechnung komme,
miissen die zwei auszuwithlenden Gruppen die Eigenschaft haben,
dass alle darin vorkommenden Lingendifferenzen A'—2, A"'— 1 u.s.w.
gleiche Vorzeichen besitzen, also alle entweder positiv oder negativ
sind. Im ganzen geben vier Beobachtungen sechs solche Lingendif-
ferenzen, in je zwei Gruppen kommen aber zusammen genommen
deren fiinf vor; demnach wird man diejenigen zwei Gruppen aus--
suchen, wo diese fiinf Lingendifferenzen einerlei Vorzeichen haben,
denn wiirde man zwei Gruppen withlen, in denen die Lingendifferen-
zen untermischt einige positiv, andere negativ sind, so wiirden die
zum Vorschein kommenden Distanzen beispielsweise der Gleichung

notg — n'o'tg B - n"e""tg f"' =0

nur schwach oder gar nicht geniigen. Um also richtige und genaue
Resultate zu gewinnen, muss man auf diesen Umstand wohl sehr
achthaben. Weil demnach fiinf Liingendifferenzen gleichbezeichnet
sein sollen; so ist die Auswahl des Beobachtungsmateriales auch nicht
ganz gleichgiltig, sondern es muss darauf gesehen werden, dass dabei
nur eine einzige der sechs Differenzen entgegengesetztes Vorzeichen
erhiillt, was zu erreichen ibrigens nie schwer sein wird; zugleich
sollen die Beobachtungen miglichst weit auseinanderliegen.

Hat beispielsweise A’ — i ein den tbrigen Lingendifferenzen
entgegengesetztes Zeichen (Gauss’ Beispiel in der theoria motus), so
sind die ersten zwei Gruppen zu verwerfen, weil sie sin(2'— 1) ent-
halten, und die zwei letzten Gruppen m'' und m'" zu erwiihlen; der
Kiirze halber geben wir denselben die Form:

ClinYp — Dol — ! C'"'nVg' - D"'nVo" = m'"
E”nv:; — Fln'a" =m E'"'nV' —F"'ng'"" = m

HF e

G”’J‘Z'”Q”—-]J”W’ﬂ"' — ?’l” G”f??,[\" rn I rll — m
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wo die Bedeutung von ¢, D" ..., C'"'", D" . .. klar isl. Die beiden
in der dritten Linie stehenden Gleichungen geben nun, wenn man
sie verbindet,

(4 Gr!eran s G'”'n@”ﬂt!v

Q — GH'HI!HP?Z’]V_G”}Il”’nnﬂf

welcher Ausdruck sich firr die logarithmische Rechnung etwas bequemer
machen lisst, in der Weise, wie man iiberhaupt die Summe oder die
Differenz zweier Zahlen, deren Logarithmen man kennt, umzuformen
pflegt; es ist némlich allgemein

cr,_-l-b—_:a(1+é)
= =

wo b < @ angenommen wird. Ferner ist den obigen (ileichungen
geméss :

o H”n"?n'”fI{’”’niH” rfl+] I‘H‘?a n
= GTH A — G H " @AY
f’f_l__F-”fnof 3.4 1n”’+F!F f rrr
R o Tk TR T I
Wire, um den zweiten néchstliegenden Fall zu beriihren
3 )
1" — A" anders bezeichnet als die ibrigen Differenzen, so miisste

man die ersten zwei Gruppen auswihlen, wo dann ¢ zunichst zur
Bestimmung kommt; die Auflosung der betreffenden Gleichungen
ist leicht.

Auch dann. noch, wenn zwei Lingendifferenzen gegen die
iibrigen eine andere Bezeichnung erhalten sollten, wird eine Bahn-
bestimmung moglich sein. Nehmen wir beispielsweise .'— 4, 1" — 14
anders bezeichnet an, so werden in der zweiten Gruppe die erste,
in der dritten ebenfalls die erste und in der vierten alle Gleichungen
brauchbar, mithin eine genaue Berechnung simmtlicher vier Distanzen
miglich ist. Weitere Concessionen als die eben gemachten wird aber
die astronomische Praxis von der Theorie nicht fordern.

Die Dreieckflichen, zwischen denen die merkwiirdige Relation

nﬂ”’ s ??,’?ZIV—!— ’H,”?I,V — 0

besteht, wie man sich leicht iiberzeugt, wenn man z B. in den
Gleichungen

ne —n'z +an'"z' =0
Ve " + et — 0
WV nrnxrr_|_ wx — 0
nVe' — Vo' -+ nx'' = 0
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nach der Methode der gleichen Coéfficienten vorgeht und die ver-
schiedenen z eliminieren will, diese Dreieckflichen oder vielmehr
ihre Verhiiltnisse werden ganz so bestimmt, wie bei drei Beobach-
tungen; denn es existiert gewiss auch bei vier Orten ein Kreis, dessen
Radius beiliiufig die Mitte hilt zwischen den vier Radienvectoren
und wo die Dreieckverhiiltnisse denen in der Ellipse gleichkommen;
man hat also hier
et e Y ——

= sin (1yr) : sin(ye') = sin (1z'"") @ sin (') @ sin (uee'™V) : sin (uyz")

Da es sich im ganzen Problem nur um die Verhiltnisse dieser
Dreieckflichen handelt, so kann man mit den Sinussen von wu,v,
uer' u. s. w. ganz so verfahren, als ob man die Dreieckfliichen selbst
vor sich hitte; man braucht demnach z B. bei der Bestimmung von
m, m' ..., M, M' ... aus den obigen Ausdriicken kein Bedenken
zu tragen, statt », »' w. s. w. diese Sinusse einzufiihren.

Die Bahnelemente werden in derselben Weise bestimmt, wie
bei drei Beobachtungen, nur dass das verfiighare Material hier un-
gemein anwiichst und man eine grosse Auswahl an Formeln hat,
welche letzteren sich der Leser nach dem gegebenen Muster selbst
bilden mag; natiirlich wird man die geeignetsten davon aussuchen
und fiir die ganze Berechnung beibehalten.

Die hier vorgetragene Methode, aus vier Beobachtungen die
Elemente einer Planetenbahn zu bestimmen, hat, wie gesagt, nur dann
ihre volle Berechtigung, wenn die geocentrische Bewegung des Pla-
neten nahezu in einem grossten Kreise vor sich geht, wo also nicht
allein die Lingen, sondern auch die Breiten auf Werte zuriickkommen,
die sie schon einmal besessen; man kann aber die Methode auch
sonst anwenden, wo dieser zwingende Grund nicht vorhanden ist.
Wenn die Sinusse von M — K niedrig bleiben, wird sie sogar vor-
zuziehen sein, gehen aber diese Sinusse hoch hinauf, so wird sich
die Methode aus drei Beobachtungen mehr empfehlen.

Beispiel. Gauss gibt .in seiner theoria motus folgende vier
Beobachtungen des Planeten Vesta, um daran seine dort entwickelte
Methode zu erproben:

Mitl. Par. Zeit 1807 x B I IgR
89-505162  178°43'38-87” 12027 6:16”  9°21'33:71" 9:9997990
137-344502 174 1 30°08 10 8 7:80 55 56 063 0-0051376
192-419502 187 45 42-23 6 47 25°51 108 35 20-32  0-0071739

251 -288202 213 34 15°63 4 20 21:63 165 9 18:69 00030625
g%

/
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Man sieht allsogleich, dass hier kein geniigender Grund vorliegt,
die Methode aus vier Beobachtungen anzuwenden, denn wenn auch
die Léingen zuerst ab- und dann zunehmen, so schreiten doch die
Breiten in continuierlicher Folge zuriick, so dass von einer geo-
centrischen Bewegung des Planeten in einem grissten Kreise keine
Rede ist. Das vorliegende Beobachtungsmaterial ist im (Gegentheile
sehr geeignet fiir die Methode aus drei Beobachtungen, namentlich
weil die letzteren sehr weit auseinanderliegen, und zwar kann die
Berechnung doppelt gefithrt werden, indem man einerseits die erste,
dritte und vierte, anderseits die zweite, dritte und vierte Beobachtung
verbindet; wir wollen aber nur unsere Methode aus vier Beob-
achtungen an diesem Beispiele zeigen. Von den sechs Liingendiffe-
renzen wird hier A'—21 negativ, daher wir dieselbe ganz fallen
lassen; wir haben

A"—1 = 992 836"
A2 =13 44 12-15
A= 25 48 3340
A1 =34 50 36°76  lgsin = 9-7568927
A1 =39 32 45°55 Iy sin = 98039331
lgty § = 9-3440199, gty ' = 92522860,
lytg " = 8-8801327

lg sin = 91959692
lg sin = 93755915
lg sin = 96388654

lg cos = 9-9945787
lg cos = 99873968
ly cos = 9-9543623
lg cos = 99141925
lgcos = 9-8871184

lgtg 8'"' = 9-0758140

Damit wurden die Knotenliingen K, K', K", KV, KV gerechnet;
der Knoten K" fillt mit A'— 4 weg. Es kam

K =211°53'57-30"
K' =198 1 4658
K" =228 bl 55-84
K'V=235 27 3363
KV =246 37 41-00

lysin(M —K) = 97881190
lgsin(. —K') = 95192367
lysin(h —K")= 9-8851299,
lgsin(\' — K'V)= 99436278,
lysin(\'— KV) = 9-9324551,

Da in unserem Falle die dritte und

gleichungen zur Beriicksichtignng kommen, so sind "', M" und m'",

M zu berechnen; die Formeln 3) geben

n¥[9°2109895] — 7' [9-9839043] - n'[9°4116446] = m"' sin M"'
n¥[9-9939788] -} »'"'[9°5106608] — »'[9°-9883198] = m'" cos M"'

n¥[9-9233714] — n'V[9-9839043] - 2 [9
nV[9:7534455] -+ nlV[9-5106608] —  [9

lgsin(\" —K) = 061164705
lgsin(\'' —K') = 9:2510308x
g sin(N'"'— K'"")= 9-4212427,
lgsin(N"'—KV)= 95714745,
lgsin(A'"'— KV) = 9'7367739,

vierte Gruppe der Final-

e

4116446] = m!"sin M'"
*9883198] = m'""cos M'"’
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wo die eingeklammerten Zahlen Logarithmen sind. Hiemit sind fir
diesen Theil der Rechnung die Vorbereitungen erledigt und wir
gehen an die Bildung einer Kreishypothese; der Radius des suppo-
nierten Kreises sei 2:6; dann wird

ut = 12°56'52-36"  lgsin

9-3503732 = lgn
9:6126127 = lgn'

wer' = 24 11 40-88 lg sin =
Wt et ot e a9l lg sin = 97896757 = lgn'"
po?V = 26 47 15°40 lg sin = 9+6538726 = lgn'V

urii= 134560 2305 lgsin'='9-3787137 ='lgnY

Nach Einfithrung dieser Dreiecke in die vorangehenden Aus-
driicke ergibt sich: .
M" = 274°39'47°42" lgm" = 9-65637742 m'" = 0-4505824
M!"'=289 51 629 lgm'" = 9-2720230 m'" = 0-1870781

Folglich ist

M"— K' = 76°38' 0-84" lg cos = 93639465
M"— K"'= 45 47 51°58 lg cos = 98433539
M'— KV -— 928 2 6-42 lg cos = 9°:9457933
M"— K = 7757 899 lg cos = 93195695
M" - KWV — 54 23 32-66 ly cos = 97650952
M" — KV .— 43 13 25:29 lg cos = 9°8625401

Auf Grund dessen wird
lg ' = 9:0406790,, lgH" = 9-7151167,, lg B = 93088849,
lg F" = 9°6522036,

lg G = 8-9070420,, Iy H'" = 96254005, ly E'"" = 9-0835140,
lg " = 95689504,

Die Formeln fiir ¢, o”, ¢, ¢ geben jetzt
lgo" = 04455902, lgo" = 03243109, ly¢' = 0-1871971
lge = 0-1100191

Geht man mit den Distanzen ¢’, ¢'', o' behufs einer Probe

in die Gleichung
n¥ety B — nVetg 8" ng"tg B = 0
ein, so kommt
006580468 — 0°11323937 + 0°0474347 = 0
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Wir konnten jetzt an die Bestimmung von §, ¢ u. s. w. gehen,
das Verfahren jedoch ist ganz so, wie oben hei Celes, weshalb wir
von der weiteren Rechnung abstehen.

Die oben entwickelten Finalgleichungen geben jede fiir sich das
Verhiltnis an, in welchem zwei Distanzen zu einander stehen, und
zwar hat man fiir jedes einzelne Verhiiltnis je zwei solche Gleichun-
gen, aus deren Verbindung dann die betreffenden zwei Distanzen
hervorgehen. Diesem Verhilinisse zwischen je zwei Distanzen kann
man aber auch noch eine andere, von der obigen um weniges verschie-
dene Form geben, die wir der Vollstindigkeit halber ebenfalls ent-
wickeln wollen. Es ist namlich zufolge 12) Art. 3

%ﬁ — ’ri? = [sz'n (M— K) — sin(M — K'}]

Setzt man hier fiir ¢, ¢' die in 11) daselbst an erster Stelle
stehenden Ausdriicke, welche némlich beide sin(K'— K) enthalten,
ein und lost auf der rechten Seite die Differenz der Sinusse in
das entsprechende Product auf, so kommt, weil

sin(K'— K) = 2sin L (K'— K)cos L(K'— K) ist,
sin(1''— 1) W sin(A'—A4") _ meos[M — 3 (K' K)]

" an('—K) VoW —K) . coei(K'— K),

Auf diesem wenig beschwerlichen Wege findet man aus 12)
Art. 3 noch die folgenden zwei Gleichungen:

@ qm(?u’:l_)__ W sin (1" —4") @t m cos[M — (K" K)|
sin(A'— K') sin (M — K) cos L(K"— K)

y it st (A o Sin (A" —. 2) __ meos [111_1(1("?}—{{)]
P R iy R T L i

Diese Form hat, wie man sieht, vor der obigen einiges voraus;
wollte man hier m und M nicht rechnen, so setze man beispiels-
weise L (K" K') = (, und man hat

m eos(M — C) =nk cos(L — C)—n'R'cos(L'— C)4-n"R' cos(L"'—C)

Vier Beobachtungen liefern noch drei weitere solche Gruppen,
die sich der geneigte Leser aus dem Vergleiche mit den obigen sehr
leicht selbst aufstellen kann,
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Weil man dennoch oft in die Lage kommen wird, m und M
berechnen zu miissen, so mige hier ein Fingerzeig gegeben werden,
wie diese Berechnung am kiirzesten und ohne grosse Mithe gefiithrt
werden kann; aus 4) in IIL 3 folgt nidmlich:

nk sin (L'— L) — n"R" sin (L''— L") = m sin (L'— M)
nkcos(L'— L) — n'R' 4 #""R"sin (L"— L") = m cos (L'— M)

woraus sich m und M nun mit weniger Mithe rechnen lassen; zur
weiteren Vereinfachung dividiere man beide Gleichungen mit »', so
dass B' fiir sich allein zu stehen kommt und man also linker Hand

nur vier veriinderliche Coéfficienten hat; statt m erhdlt man jetat

m % 5
rechts - woraus sich i leicht findet.

Wie wir frither gesehen haben, leidet die Bahnbestimmung
eines Kometen aus drei Beobachtungen an einer gewissen Unsicher-
heit, da wegen der kurzen Zwischenzeiten auch die Knoten K, K', K"
sehr nahe aneinander zu liegen kommen und man infolge davon
hichstens auf fiinf sichere Decimalen in g, o', ¢" zihlen kann, so
dass schon deswegen vom Zustandekommen einer Ellipse keine Rede
sein kann. Es muss daher gerade bei Kometen die Bahnbestimmung
aus vier Beobachtungen als sehr rathsam erscheinen, namentlich
wenn es sich um eine definitive Festsetzung der Elemente handelt,
die aus einer einzelnen Erscheinung abgeleitet werden konnen. Es
ist auch @ priori einleuchtend, dass vier beobachtete Orte einen ge-
naueren Curvenzug liefern werden als drei, und es darf der Gedanke,
dass man auf diese Weise eine wenigstens annihernd richtige Ellipse
erhalten kann, nicht ausgeschlossen werden, zumal wenn die Beob-
achtungen recht weit auseinanderliegen. Die Berechnung selbst wird
freilich etwas umstindlicher, da man in der ersten Parabelhypothese
noch eine zweite Gleichung der Ebene benithiget und von den
Winkeln y jedesmal noch mindestens zwei weitere bestimmt werden
miissen, um die Dreieckverhiiltnisse bilden zu konnen; die betreffenden
Formeln sind nach dem Muster der obigen leicht herzustellen.



V. Abschnitt.

Die Ellipse der Erdbahn.

Wie wir gesehen haben, bedarf man bei der Bahnbestimmung
der Planeten und Kometen genauer Sonnenorte und es ist somit die
Kenntnis der Erdbahnelemente die erste und wichtigste Bedingung
jeder Bahnbestimmung; wir geben deshalb im Nachfolgenden in aller
Kiirze eine Methode fiir die Berechnung der Erdbahnelemente aus drei
beobachleten Sonnenléingen, eine Methode, die sich an die vorangehende
Theorie der Bahnbestimmung enge anschliesst und eigentlich nur
eine Specialisierung derselben ist. Bei der Erdbahn ist ¢ = 0, daher
fallen hier Neigung und Linge des aufsteigenden Knotens weg, und
da ausserdem ¢ = 1 angenommen wird, so kéimen im Grunde nur
drei Elemente, die Excentricitit, Linge des Perihels und die
Perihelzeit zur Berechnung, aber dafiir, dass wir willkiirlich ¢ = 1
setzen, muss ein genauer Wert fiir die siderische Umlanfszeit
der Erde eintreten. Als solcher wird uns in IL. 7 angegeben U =
= 365256374 mittlere Sonnentage;* daraus erhilt man als tigliche

* Man findet die siderische Umlaufszeit aus der tropischen, die wir mit
U’ bezeichnen wollen. Der Friihlingspunkt F hewegt sich in einer der Frd-
bewegung entgegengesetzten Richtung, daher das tropische Jahr, d.i. der Unter-
schied zweier aufeinanderfolgender Friihlingsdurchgiinge der Sonne durch den
Aequator, etwas kiirzer ist als das siderische; dieses jihrliche Zuriickgehen des
Friihlingspunktes, Précession genannt, betriigt nach I 4

L
i — % = 50-23465""4 0°00022576" ¢

wobei, wie oben, das Jahr 1850 als Ausgangst;poche angenommen ist. Um nun
die tropische Umlaufszeit U’ durch die siderische U auszudriicken, bringe man
von U die Zeit in Abzug, welche die Erde braucht, um den Bogen p zu durch-
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mittlere Bewegung (siderisch)

360°
b 3b48-1926", Ilgp = 3:5500072

Diese mittlere Bewegung als bekannt vorausgesetzt stellen wir
uns jetzt die Aufgabe, aus drei beobachteten, auf ein bestimmtes
Aequinoctium reducierten Sonnenlingen L, L', L' sammt deren
Zwischenzeiten ¢''— ¢t = ¢, ''—t = 7', #'— ¢t = <'' die Ellipse
der Erdbahn niher festzusetzen.

Es seien R, R', R" die drei entsprechenden Entfernungen der
Erde von der Sonne, so sind die drei Doppeldreiecke unserer fritheren
Bezeichnung gemiiss :

N = R'R"sin(L"— L"), N' = RR"sin(L"— L),
N'" = RR'sin(L'— L)
Daraus ergibt sich allsogleich
N' sin(L"— L") N'  sin(L'— L)

B Binpagiane v ol o Soapi iy el

Setzt man der Kiirze halber
N : sin(L"— L") Boee iy ; sin(L'— L)
sin(L"— L)’ N sim(L"—L) °
so ist einfach
Bi— R PR T A SR 21 3)

Bezeichnet man mit 7z die Liinge des Perihels und mit » irgend
~eine wahre Anomalie der Erde, so ist, wenn L die Bedeutung der
von der Erde aus gemessenen Liinge beibehiilt,

T e R G e 4)

- 2)

=

laufen; fiir einen vollen Grad benothigt sie U : 360° Tage, fiir eine Bogensecunde
hingegen, da 360°= 1296000" ist, U : 1296000 Tage, mithin fiir p Bogensecunden

Up'"

1296000 Tage.
Zieht man diesen Zeithetrag von U ab, so wird
l’}:pﬂ' ( I)ﬂ )
! = _————— = —_— = -
M=l 1296000 Bk 1296000

aus welcher Gleichung sich U hestimmen ldsst. Weil sich die Durchginge der
Sonne durch den Aequator mit ziemlicher Schiirfe ermitteln lassen, so unterliegt
die Bestimmung der Linge des tropischen Jahres keiner hesonderen Schwierigkeit,
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r

Sind nun o, ¥', »" die den drei Sonnenorten entsprechenden
wahren Anomalien der Erde und setzt man
' — ' =L"—L'=2fv"—v=L"—L=2f", v'—o=L'—L=2f"
so wird der halbe Parameter p der Erdbahnellipse gemiss 5) in IIL 8

Sl AT dop sinfsinf'sinf" .
&3 B sin 2f — of sin 2"+ a sin g ivonin;

Fithrt man diesen Wert von p in 6) daselbst ein, so komumt
; 5 2(f—a) sinfsinf"
T Ay b L L - el : : L
aha i) B sin 2f — off sin 2f" |- a sin 21" ]

1 [ 28 + «) sin fsin f" sin [ J 24

Sl Areeda s G came vy st ek QLG S U i

ekl L0 S Bsin2f— afsin2f' - wsinIf" 1]
woraus sich », "' und e findet, wenn einmal ¢ und g bekannt sind.
Weiters hat man dann, wenn e = sin ¢ gesetzt wird, wie oben

. 6)

3 v
tgE = tg(4o—§)tg§ .......... 7
M= Rl S S S e 8)
= %—:i—” e SHYRIT926M, S0y e i 9)

Wie man demnach sieht, besteht die Hauplsache der ganzen
Bahnbestimmung in der Ermittelung der Grissen ¢ und 8 oder in
der Festsetzung der Dreieckverhiilinisse N : N': N''; wir konnen aber
auch hier setzen

Ni: N N = sin(u,®) : sin (lge’): sin(pye!!

oo £V
FO Rﬂs/_z
oder wenn man fiir % seinen Wert aus 8) in IL. 8 substituiert,
__3b48-1926"

s @
1]
Wir nehmen, wie frither, « = 1 an und driicken demzufolge
R,, den Radius des supponierten Kreises, in Einheiten der grossen
Halbachse @ aus. Weil die Elemente der Erdbahn schon mil ziem-

licher Genauigkeit bekannt sind, so nehme man fiir den ersten
Versuch R, gleich dem Radiusvector R' der mittleren Beobachtung
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an, den man aus den bekannten Elementen berechnet, und hestimme
darnach ¢ und #; solllen diese beiden Grissen noch stark abweichen
von dem Verhiltnisse, welches die bekannten Elemente liefern, so
wird man £, so lange dndern, his ¢ und p mit dem erwihnten
Verhiilinisse in drei oder vier Decimalen stimmen. Dann erst fithre
man « und # mit Uebergehung von 5) in die Formel 6) ein und
rechne », »" und e; weiters bestimme man &, E'" aus 7), M, M"
aus 8) und schliesslich pu aus 9); kommt der dort angesetzte numerische
Wert von p zum Vorschein, so ist die Bahnbestimmung auch schon
zu Ende gefiihrt, denn aus 4) erhilt man dann die Liéinge des Perihels
und aus 8) die Perihelzeit. Hat aber 9) einen anderen Wert geliefert,
so beginne man mit einem etwas geiinderten I, die ganze Rechnung
von vorne und setze die Versuche so lange fort, bis schliesslich 9)
vollkommen befriediget wird.
Nimmt man dann auch in der Gleichung

p = a(l — ¢
@ =1 an, so wird p = 1 — e*= cos"¢; diesen Werl selze man in
5) statt p hin und bestimme darnach B' und aus 3) B, R", womit
die ganze Aufgabe als gelost erscheint.

Selzt man in 4) statt = die Grosse 180 —- v, welche Grosse
man das Perigium nennt, so bedeutet » die wahre Anomalie der
Sonne von der Erde als Standpunkt aus gezihlt, wie dies in den
Ephemeriden fiblich ist.

Die Ellipse der Mondbahn.

Durch ein ganz #hnliches Verfahren lisst sich auch die Ellipse
der Mondbahn bestimmen, Die wahre oder siderische Umlaufszeit
des Mondes um die Erde betriigt nach Hansen U = 27321661 Tage,
daher die mittlere tégliche Bewegung

W — g 34 <01 lgn = 4-6760979

oder 13°10' 34:891". Bekanntlich wird U/ beim Monde aus der tro-
pischen und diese aus der synodischen Umlaufszeit abgeleitet, welche
letztere sich aus unmittelbarer Beobachtung ergibt. Beziehen wir
alles in L 1 Gesagte auf das Verhiltnis zwischen Erde und Mond
und setzen dort statt der- Sonne die Erde, die wir uns in unserem
Falle als ruhend, die Sonne hingegen als in der Ekliptik kreisend
denken, und statt des Planeten den Mond, so haben wir ein Welt-
system, dessen Mittelpunkt die Erde bildet. Die in I 1 gewihlten
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Bezeichnungen tragen wir alle auf den Mond iiber und es sei ¢ die
Neigung, & die Linge des aufsteigenden Knotens der Mondbahn,
w die Lange des Perigiums, /, b die geocentrische Linge und Breite
des Mondes u. s. w.; es gelten dann ebenso auch die Formeln 1) und 2)
daselbst. Vermittelst 4), 5), 6) in IIL 11 findet man vor allen
8, 4, u, u', w', wenn wir voraussetzen, dass aus der Beobachtung
drei geocentrische Liingen und Breiten des Mondes gegeben sind.
Die Unterschiede der Breitenargumente liefern dann o" — o' = 2f,
o' — v =2f" o —v=2/"; wenn ferner », +', »'' die drei Ent-
fernungen des Mondes von der Erde bedeuten, so sind die drei
Doppeldreiecke im Raume ausgedriickt durch

n ="rr'"sm2r w= rrsn2i; N = rremar

Daraus folgt unmittelbar

, ' sindf 2515, T i @
r=pr - —— = -
n  sin2f w'  sin2f
so dass auch hier gesetzt werden kann » = #'a, +"' = »'#; das weitere

Verfahren ist ganz so wie oben bei der Erdbahn. Als tégliche Be-
wegung im supponierten Kreise hat man

47434891

MRl
a

wo « die mittlere Entfernung des Mondes von der Erde bedeutet:
setzt man @ = 1, so ist dann », der in Einheiten von ¢ ausgedriickte
Radius dés Kreises; in diesem Masse sind auch », #/, #'" auszudriicken.
Es versteht sich von selbst, dass die der Beobachtung entlehnten
Lingen und Breiten des Mondes wegen der von der Sonne bewirkten
Storungen zu corrigieren sind, bevor man zur Bahnbestimmung sich
anschickt.



YVE Absehnitt:

Stirungen (Problem der drei Korper).

Unserer Auseinandersetzung in II. 3 zufolge betriigt die Be-
schleunigung, mit der ein Planet oder Komet zur Sonne gezogen wird

i SRR ) ;

. &
Die Sonne zieht den Korper mit der Beschleunigung g—i,z— an

sich, der Korper-hingegen, dessen Masse, in Einheiten der Sonnen-
2

. s 1 1 ‘-ﬁk
masse ausgedriickt, m ist, theilt der Sonne die Beschleunigung ”:_2

mit; die Bewegung der Sonne, infolge welcher dieselbe dem Planeten
wirklich gendhert wird, kann aber nach dem Principe der relativen
Bewegung auf den letzteren iibertragen und die Sonne dabei als
ruhend gedacht werden, denn fir den Effect der Bewegung und die
daraus resultierende gegenseitige Entfernung zweier Korper ist es
gewiss dasselbe, ob ich mir denke, dass ein jeder von beiden ein
gewisses Stiick Weges hehufs gegenseitiger Nitherung zuriickgelegt
hat, oder dass nur einer von beiden sich bewegt, dafiir aber die
Summe beider Wege macht. Weil bei der Bewegung zum Central-
kirper die Radienvectoren des Planeten oder Kometen verringert
werden, so bekommt der Ausdruck fir diese Giesammtanziehung
negatives Vorzeichen, wie dies oben bereits gesagt worden ist.

Die Anziehung, welche ein Planet von der Masse m auf einen
anderen in der Entfernung » = 4 : @ (wo 4 die wirkliche Entfernung
der beiden Korper und « die miftlere Entfernung der Erde von der
Sonne bezeichnet) stehenden Korper ausiibt, ist ganz allgemein aus-

gedriickt durch
mk?
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mag nun der angezogene Korper die Sonne oder ein anderer Himmels-
korper sein, und weil sich diese Anziehung nach allen Seiten hin im
Weltraume #ussert, so kann sie nicht ohne Wirkung bleiben auf die
itbrigen Korper des Sonnensystems, Ein einzelner Himmelskorper wird
daher nicht allein vom Centralkorper, der Sonne, sondern auch von
allen {ibrigen Himmelskorpern angezogen. Die Stiirke dieser Anziehung
héingt sowohl von der Masse als auch von der Entfernung des an-
zichenden Korpers ab. Der oben an die Spitze gestellte Ausdruck
bezeichnet demnach nicht die gesammte Anziehung, die ein Planet
oder Komet erfihrt, sondern es zerren an ihm nebst der Sonne auch
alle iibrigen Himmelskorper des Sonnensystems und suchen ein jeder
nach seinen Kriiften ihn an sich zu ziehen; dadurch wird die Bahn
des Planeten oder Kometen gestort und nicht dieselbe urspriingliche
Ellipse mehr, wie sie es ohne diese Stérungen wiire.

Betrachten wir der Einfachheit wegen, wie ein einzelner Planet
mit mehr oder weniger betrichtlicher Masse, z B. Jupiter, auf einen
anderen Himmelskorper einwirkt. Seine, des stirenden Planeten, Masse
sei m', die rechtwinkligen heliocentrischen Coordinaten eines seiner
Orte seien z,, ¥,, 2, wihrend m die Masse des gestorten Korpers
und z, ¥, # die Coordinaten eines beliebigen Ortes in seiner Bahn
bezeichnen mogen. Bezeichnen wir die Entfernung beider Himmels-
korper mit g, so ist bekanntlich

2

et = @ — ) 1 ¥ & —2)

und die Beschleunigung, mit welcher der storende (Jupiter) auf den
gestorten Planeten oder Kometen einwirkt

m'le?
Q‘Z
Wir geben dieser Beschleunigung ein positives Vorzeichen, weil
sie der Bewegung zur Sonne hin entgegenwirkt und den Radius-
vector des gestorten Korpers zu verlingern trachtet. — Dazu kommt
noch die Anziehung, die. der storende Planet auf die Sonne ausiibt;
ist 7, der Radiusvector oder seine Entfernung von der Sonne, so ist

die Beschleunigung, mit der er die Sonne an sich zieht, ausgedriickt
durch ite
m'k

(s

+

um dabei die Sonne als ruhig denken zu konnen, {ibertragen wir
diese Beschleunigung auf den storenden Planeten selbst und nehmen
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deshalb wie beim gestorten Korper diesen Ausdruck negativ. Es wird
demnach mit Hinzuziehung eines einzelnen storenden Korpers die
Gesammtwirkung auf den gestorten

(,E"’i; SR k*(1 -+ m) m'l m'k®
i = e Q‘z T ,‘,.‘Q
oder
d®s k(1 - m) ; 1 il
CE:__i?_(m—l—mk“(o—.j—F) ..... 2)

Wie man sieht, enthilt das zweite Glied rechts vom Gleich-
heitszeichen den Ausdruck fir die Storung; wollte man noch die
von anderen Planeten ausgehenden Storungen zum Ausdruck bringen,
so milsste man ebensoviele dhnlich gebaute Glieder hinzufiigen. Wir
nehmen aber der Einfachheit wegen nur einen einzigen storenden
Planeten an, weil ja ohnehin die Stérungen der einzelnen Planeten
abgesondert berechnet werden miissen; die algebraische Summe der
Einzelstorungen gibt dann die Gesammtstorung.

Wir ersehen vor allen, dass fiir ¢ = », das Storungsglied der
Null gleich wird oder der gestorte Korper wird sich in der Nihe
der Quadratur mit dem storenden mit ungestorter Geschwindigkeit
bewegen; aus diesem Grunde wird die von der Sonne auf den Mond
wirkende Storung zur Zeit des ersten oder letzten Viertels vernichtet.
Auch sieht man, dass das Storungsglied bald positiv, bald negativ
wird, je nachdem , grisser oder kleiner als ¢ ist. Nihert sich der
gestorte dem storenden Korper, so wird ¢ sehr klein und die Storung
eine bedeutende, was bei Kometen ofters sich ereignen wird.

In der ungestorten Bewegung dlso war

diniiy k*(1-+4m)
dare T P

in der gestorten hingegen, um den Unterschied auch éusserlich zu
kennzeichnen,

%' k(1 - m) : Q(1 1)

T 1R hate TN RAES B

‘Subtrahieren wir diese Gleichung von der vorangehenden, so

wird, wenn wir den Grundsitzen der Differentialrechnung gemiiss
disi— sl —=id s isetzen;

d?s i 1 1
%ﬁ —— k'l (&fz — TA) ......... 3)
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Dies ist die eigentliche und wahre Storungsgleichung, die uns
im Folgenden als Grundlage dienen wird; denn es ist klar, das d®s
den Storungsbetrag enthiilt und dass die Integration der vorstehenden
Differentialgleichung zum gewiinschten Ziele fithren muss. Um einen
vollstéindigen Differential - Quotienten dritter Ordnung zu erhalten,
konnten wir auch schreiben:
dis = m'k* ( I 1 )

2 ’
0 7,

A CT R
allein wir bleiben der Einfachheit wegen bei der fritheren Form 3).
Wir zerlegen nun die beiden Beschleunigungen auf der rechten Seile
des Gleichheitszeichens in Componenten, parallel zu den rechtwinkligen

Achsen unseres durch die Sonne gelegten Coordinatensystems; die
et vk : 3 .
Beschleunigung mgg zerlegen wir in Ricksicht auf die Gileichung:

'=@—a)'+ @—9)*+ @&—2)°

in die drei Componenten

m' k2 (z,— x) m' k2 (y,— ) m'k®(z,— z)
Ferr e £ e, X TR TN T

3
9 ¢ ¢

Ll hingegen in Betrachtung des Um-

. 2
r, ;

1."2 = mr'z _|_ y’u + Z,Q

ist, in die drei Componenten

Die Beschleunigung

standes, dass

m'k*z, m'k*y, m'k2z,

T Bl ]
TV ?F

7

dann zerfillt die Gleichung 3) in folgende drei:

gl ; 2(1‘,—:@: x,)
@ TR e
d39 1 & ' g(yl'_y yl’)
W =T m:’c 93 — :J‘-’F ........ 4)
ds ; g(z,—z 2’,)
Eﬁa — ?nk 93 TS ?.?

Von hier aus stehen uns jetzt zwei Wege offen, und zwar fithrt
der eine zu den Stiorungen in den Elementen der Bahn selbst, der
zweite zu denen in den Coordinaten. Dieser doppelten Behandlung
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des Problems entsprechend, hiitten wir auch den einen Differential-
quotienten dritter Ordnung in zwei partielle Differentialquotienten
zweiter Ordnung zerfillen konnen, wie wir dies weiter unten zeigen
werden, allein das hier eingeschlagene Verfahren scheint uns instrue-
tiver und dem Anfinger zuginglicher zu sein.

2.

Wir multiplicieren in 4) des vorangehenden Artikels die erste
Gleichung mit g, die zweite mit  und subtrahieren, dann kommt,
wenn wir auch im iibrigen analog verfahren,

2ddy — yd’z = — m'k*(xy, — xy) (“I.{ - -?.1_.;) di®
: ’ 1 1

ad3z — ed’x — — m'k(xz, — 72) i g di®

. 5 r7.e 1 1 2

yd®e —2d% = — m'k*(yz, — y2) (5-3 P A

Ly '

Hierin sind, wie wir schnell erkennen, 2y, — a2y, 2, — zz2,
yz, — y, die drei Projectionsdreiecke des von der Sonne, dem
gestorten und stirenden Korper gebildeten Raumdreieckes: bezeichnen
wir die doppelte Fliche des letzteren mit /, die Linge des aufsteigen-
den Knotens der durch dieses Raumdreieck repriisentierten Ebene
mit w, die Neigung derselben zur Ekliptik mit %, so ist einer fritheren
Bezeichnung gemiiss [sieh 6) in II. 4]:

v = ay,— xy = fcosh

v, = xz, — x2 = feoswsinh
v, = Yz, — Y2 = fsinwsinh
; i 1 1 :
Setzen wir noch der Kiirze halber ey M D, so wird
ad®y — ydPx = — m'k*Df cos hdt* ]
xd3z — 2d’z = — m'k*Dfcosw sin hdt* l ...... a)
yd3% — zd?y = — m'k*Df sinw sin hdt*

Die Berechnung von f, w, h unterliegt keiner Schwierigkeit,
denn wie in III. 8 haben wir auch hier

y’ 71” v

tgw = %’l toh = = JS=

¥ COS W vsinw'
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v, »,, 7, kann man statt aus den rechtwinkligen auch aus den
Polarcoordinaten rechnen; es ist niamlich nach I. 2

& = rcosbcosi = R S T
y = rcosbsinl Y= & co8b, sm
2= renbd L

Darnach ist

xy, — xy = feosh = rr,cosbeosh,sin(l, — 1)

Y =
v, = xz, — xz = feoswsinh = rr,(cosbsinb,cosl — sinbcosb,cosl,)
v, = Yz, — Y& = fsinwsinh = rr,(cosbsinb,siil — sinbcosb,sinl,)

Wir kinnen uns die Sache aber noch bequemer machen und
zugleich der (ienauigkeit Rechnung tragen. Denken wir uns in Fig. 1
einen grossten Kreis gezogen, der den storenden Planeten mit dem
Orte P des gestorten Himmelskorpers verbindet; die Ebene, in der
dieser grosste Kreis liegt, ist offenbar die Ebene des erwihnten Raum-
dreieckes f, deren aufsteigenden Knoten wir mit % und die Neigung
zur Ekliptikebene mit £ bezeichnet haben; fillen wir dann von den
beiden Orten Senkrechte auf die Ekliptik, so sind diese Senkrechten
die entsprechenden Breiten und wir haben

tgb = tghsin (I — w), tgb, = tghsin(l, —w)....A)
Daraus ergibt sich aber bekanntermassen

_ tgbsin(l—1)
il e o et L

. tgbsin(l,—1)
) tgb, — tgb cos (I,— ()’

Man rechnet also zuerst w aus B) und dann %2 aus 4). Be-
zeichnen wir ferner den im erwihnten Raumdreiecke von den Radien-
vectoren » und », eingeschlossenen, mithin den an der Sonne befind-
lichen, Winkel mit ¥, so ist

= vy G T RO S Sl e )
Wir haben daher
v == feosh = rr,sinVeosh = rv,cosbcosh,sin(l, — [)
daraus folgt

sin Veosh = cosbeosb, sin(l, — [)
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Weiters ist der Entwickelung des Ausdruckes fir o auf Seite 77
geMiiss

rr,cosV = ax, -+ yy, + 22,

Ersetzt man hierin die rechtwinkligen durch die entsprechenden
Polarcoordinaten, so wird

cosV = sinbsinb, - cosbcosb, cos (I, — 1)

Fiir die Bestimmung des Winkels V' haben wir sonach die

Gleichung
sin (1, —1)

TR T AT SR e

tgVeosh =

Ist ¥ bestimmt, so rechne man dann / aus C); um auch der
Berechnung von ¢ durch die rechtwinkligen Coordinaten itberhoben

Z0 sein, so ist
oY== it — Qmcos W@ h bl s E)

Nachdem wir so in diesen Theil der Rechnung eine gewisse
Bequemlichkeit und zugleich Sicherheit gebracht haben, fahren wir
in unserer Entwickelung weiter. 3

Zufolge 4) in 1. 5 und 1) in IL 7 ist ferner

dy dx el :
ArTeR T EVp(1 -+ m)cosi
i i e o kVp(1 -+ m)cos & sini
! o =k V}T(T;F—W) sin 8§ sini

o

In der ungestorten Bewegung sind p, &, ¢ constant und die
Differentiation dieser drei Gleichungen fithrt auf 2) in IL 4, nidmlich:

dy A%
e omm o o 0 9

d%z d*z
et G s

dz  d% s

) ar @ dte

10*
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In der gestirten Bewegung hingegen sind p, &, 7 als veriin-
derliche Grossen anzusehen und man erhilt vermittelst Differentiation

2 2t o(1 - m) {d
(fit‘z s y%;: — 'M#@ (gf; 0S5 — sinidi)
a2z d”xj s
Tohno 2 one T
gf&;t_—{'ﬂ (gﬁj cos R sini - cos Qcosidi — sin § sin ir]él)
dig T aY
“agpiimef g T

= ljﬂj—_ﬂﬂ (dps in 8 sini —- sin & cos i di - cos § sm?dé?,)

Subtrahiert man von den ungestorten Bewegungsgrossen die
gestorten und bedenkt, dass der obigen Auseinandersetzung gemiiss
d% — d%' = d*», d% — d% = d%, dz® — d% = d’% die Storun-
gen in den rechtwinkligen Coordinaten bedeuten, so ergibt sich

xd®y — yd®r —= — !ﬂ/p( —[—m) (— €08t — Sint d?) dt
Al i e —
e Aﬂ/p —r— m) (7—— cos § sini —| cos S cosidi — sin S sini dSZ,)(Tt
yd’z — zd’y =

= — kVp(l+m) (‘% sin § sin i -+ sin & cosidi - cossini dsa)dt

Die linken Seiten dieser drei Gleichungen und der in «) sind
nun einander gleich, folglich sind es auch die rechten und man hat

Vp(d-Fm) (g% cOsi — Sini dz’) = m'kDfcoshdt
Vp(l +m) (gg cos 8 sini - cos § cosidi — sin § sin id&‘;) =
= m'kDfcos w sin h dt

V(1 m) —|—m)( = sin 8} sini - sin 8 cos i di - cos § sini dél)
= m'kDf sinw sin hdt
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welche drei Gleichungen ihrer Ableitung zufolge ganz strenge sind.
Multiplicieren wir hier die zweite Zeile mit sin &, die dritte mit cos R,
so erscheint vermittelst Subtraction

Vp(A L m)sinid = m'kDfsin(w — Q)sinhdt . ... f)

Multiplicieren wir hingegen die zweite Zeile mit cos §, die dritte
mit sin 8, so kommt vermittelst Addition

Vp( +m) (gﬁg sini — cosi di) = m'kDf cos (w —- S2) sin h dt

Damit verbinden wir jetzt die erste Zeile oben und multipli-
cieren dieselbe mit sin¢, die vorstehende aber mit cosé; vermittelst
Subtraction wird dann

Vp(1 -+ m)di = m'kDf [—— cos hsini - sin h cosi cos(w— )| dt ... y)

Multiplicieren wir hingegen die erste Zeile oben mit cosi und
die frithere mit séné, so erscheint vermittelst Addition

Vif-mdp = 2Vpm'kDf[coshcosi+ sinh sini cos(w — Q)| dt . ...d)

Denken wir uns wieder in Fig. 1 den frither erwiihnten grissten
Kreis gezogen, welcher den storenden Planeten mit dem Orte P des
gestorten Himmelskorpers verbindet und der vorangehenden Erdrterung
zufolge die Ekliptik im Punkte w schneidet, so haben wir ein sphé-
risches Dreieck §Pw, worin zwei Seiten w — & und u=m—-»— &
und ebenso die beiden Neigungswinkel ¢ und 180 — % bekannt sind;
bezeichnen wir den der Grundlinie w — § gegeniiberliegenden Winkel
mit 2, so finden den Formeln der sphiirischen Trigonometrie gemiiss
folgende Beziehungen statt:

cos 3 = cosheosi — sinhsini cos (w — §)
sind sinu = sinhsin(w— §)
sin$cosu = — coshsini | sinhcosicos(w— &)
Man rechnet < am bequemsten aus der mittleren dieser drei

Gileichungen und bestimmt das Vorzeichen von cosJ aus der ersten

derselben.
In Beriicksichtigung dessen erhalten wir aus ), 7), 0):
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A w'kDfsind sin u
di Vp(l+m) sin i
di m kDf sin-dcosu

d —  VpIfm)
ap Q_VM cos &
@ W

Gehen wir sofort von den Differentialen auf die Differenzen
AR = & — &, Adi=i— iy, Adp =p — p,, 4t = t'— ¢ liber, wo
8y, 1., P, die ungestorten der Zeit ¢ entsprechenden, hingegen &, ¢, p
die gestorten zur Zeit ¢' stattfindenden drei Bahnelemente bezeichnen
mogen, so ist nach gehoriger Sonderung der veriinderlichen von den
constanten Grossen (wobei fiir die Rechnung selbst &, 4, p constant

gedacht werden)
i

k(' —t)
f = z " | Dfsindsinu ... .... 1
Tk Vp (l—l—m)smzf g )
: mhk(t'—1t
§-a=nogy o 1/15((T-F}r3)f])j SIAR o8 I, T 143

2Vpm'k (¢ ol

e D “cos Felneraifdatadis 3
Y1 -+m g )

Pn=ls +

¢

Die hier auftretenden bestimmten Integrale werden auf dem
Wege der numerischen Integration, auch mechanische Quadratur
genannt, zustande gebracht; fiir diese Art der Integration gibt es
mehrere Methoden, von denen einige mehr, andere minder genau sind ;
fir unsere Bediirfnisse dirfte Simpsons Regel hinreichen, woriiber
man in den Biichern das Betreffende nachschlage, iibrigens wird auch
hier wie iiberall die Praxis die geeignetsten Mittel und Abkiirzungen
des Verfahrens erfinden. Grosse Schwierigkeiten konnen diese Inte-
grationen nicht machen, da die hinter dem Integralzeichen stehenden
Grossen mit Hilfe klug angelegter Ephemeriden fiir jeden Tag leicht
zu berechnen sind. Es versteht sich von selbst, dass von f (¢) bis /' (¢')
kein Zeichenwechsel vorkommen darf. Weil m'k und auch. D im
allgemeinen sehr kleine Factoren sind, so werden die Stérungen
ganz unbedeutend sein.



151

Auf diese leichte und ungezwungene Weise haben wir die
Storungen schon dreier Elemente ermittelt; es eriibriget noch die
Storungen in der Linge des Perihels und der Excentricitit zu be-
stimmen. Aus 2) in II. 8 haben wir
dv  kVp(d Fm)

drv 72

Dieser Differentialquotient driickt bekanntlich die tigliche Be-
wegung in der wahren Anomalie fiir die ungestorte Ellipse aus, da-
durch aber, dass der Parameter sich andert, wird auch diese tagliche
Bewegung in etwas beeinflusst oder gestort; sehen wir dabei von
den gleichzeitigen Storungen im Radiusvector ab, welche als sehr
geringfiigig hier ganz ausseracht kommen koénnen, so erhalten wir
vermittelst Differentiation nach dv und p

d  k Vi4-m dp _ w'k*Dfeosd

B oy g6 e e
Die Integration der vorliegenden Differentialgleichung scheint
wohl etwas schwierig zu sein; um sicher zu gehen, nehmen wir
zum Infinitesimalealcul unsere Zuflucht. In der ungestorten Bewegung
war dv = v— ', in der gestorten dagegen ist do' = v —b,, wo wir
uns ¥ — v’ und v — v, beliebig klein denken konnen; demnach be-
deutet v’ die aus den ungestorten, hingegen b, die aus den gestorten
Elementen hervorgehende wahre Anomalie; es gehdrt b der gemein-

schaftlichen Ausgangsepoche ¢, v’ und b, der Zeit #' an, so jedoch,
dass f— #' == df ein sehr kleines Zeittheilchen bedeutet; somit ist

v —d' =d%w = (©O—V)—-(0W—Y)=p—0

die in der Zeit d¢ angewachsene Storung in der wahren Anomalie
oder, wenn v, — v" = dv geselzt wird,
e m'k"]){co-_s‘l')"‘ gz
r
Aus dem Umstande aber, dass d% zu einem Differential erster
Ordnung dy heruntersinkt, folgt, dass d¢* aufzulosen ist in di . At
wo At nun beliehig ausgedehnt werden kann und vorliufig ganz
willkiirlich ist nicht nur in Hinsicht seiner Ausdehnung, sondern auch
seines Vorzeichens: erst bei der nachfolgenden Integration erhilt es
beides von d¢. Bedeutet nun, um zu der gewdhnlichen Bezeichnung
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zuriickzukehren, v, die aus den ungestorten Elementen berechnete,
hingegen » die aus der Storung hervorgegangene wahre Anomalie,

s0 ist zwischen den Grenzen ¢ — ¢
o

v = v, — mk2({t — t)“fgf:zsg ......... 4)

Der Storungsbetrag muss zulelzt noch mit 206264 '8 multipli-
eiert werden, um » — 9, in Secunden zu erhalten; dasselbe gilt auch
oben bei & und i. Um aber im Leser Vertrauen zu dieser eigen-
thiimlichen Integrationsmethode, die ganz neu sein diirfte, zu erwecken,
fiahren wir ihm eine sehr éhnliche, lehrreiche Entwickelung vor. Wenn
M und M' zwei mittlere Anomalien ebendesselben Planeten bedeuten,
so ist bekanntlich
_ kVigm

aaf'z

M — M

)

Statt @ nehmen wir nun eine um sehr weniges verschiedene
(gestorte) grosse Halbachse @' an; fur ebendieselbe Zwischenzeit £ — ¢
wird sein
EVIFm@E — )

ah

M— M=

Mithin ist der durch diese Aenderung in ¢ bewirkte Unterschied
in der mittleren Anomalie ausgedriickt durch
aa T LS
vk prehne R/ St
M__M =) k(t t)-‘ 1 _E_m aha' h

Multipliciert man Zahler und Nenner des Bruches rechts mit
a'> + ', so kommt
' ' -]/‘#7' s a®—a'®
M, — M = k(t — t) il + m aa,rEarajz(a3/2 _l_ar%)

oder

AT ' TR (a’ = a’)_(gm__i_aa'_i_a"l)
M — M = k(t Ty t) -,/1 + m aafza'%(a“fﬂ—f—(;'”3/2)77
Geht man von Differenzen iiber zu Differentialen, so wird
M-—M= — dM, « — @& = da, « = o', demnach

oy 3kt — O V1itm. da

2%

dM —
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Differenziert man ferner die Keplerische Gleichung
M = E— sin ¢ sin £y
and betrachtet ¢ = sin ¢ als constant, so kommt
dM = dE(1— singcos E)
Fior .7) in 1. 8 hatten wir gefunden

cos g d dl

.dv T g %n(p(mE

daher wird nach dieser Seite und in Hinsicht auf da

e Y 2 (s _—
dalon (1 — sin @ cos ) A _ 3k( t)sVIer
cos (p a2
Aus p = a(l—e?) = acos®q folgt ferner, wenn man e als
constant ansieht
i dp
T cos

Substituiert man dies in die frithere Gleichung, so wird

3kt —;t_)_'_l_/_l_:l__v_n dp

v = —

2a* (I—szﬁcpr’an t Vacosg

Da nun » = a(l—singcosE) und Vp = Vacosg ist, so
erscheint

Bk Vidm o

oy —
22V p
Dividiert man beiderseits mit d¢ und substituiert fir 75 50
Eobll; aode A 3wk (¢ — t) Dfecos?
L 72

Integriert man jetzt zwischen den Grenzen ¢ — ¢, so ist
o
Dfecosd
Ao = — 3Im'kE(t — t)”f-i%-—w
i

¢
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Dieses Integral stimmt mit dem obigen der Form nach ganz
iiberein, nur dass es hier dreimal so gross ist als dort; dieser Unter-
schied rithrt daher, weil wir bei der vorstehenden Entwickelung
schon fiir die Ausgangsepoche ¢ den gestorten Wert «’ angenommen
haben, withrend thatsiichlich dieser Wert erst am Schlusse des Inter-
valles, also zur Zeit # erreicht wird; die wirkliche Storung in der
wahren Anomalie betriigt nur den dritten Theil des eben entwickelten
Storungswertes Av», gerade so wie die Pyramide nur der dritte Theil
eines Prisma von gleicher Hohe und Basis ist. Man sieht jetzt deutlich,
mit welchem Rechte wir oben d% in db und di* in At.dt iber-
gehen lassen konnten, und dass {iberhaupt die obige Integrations-
methode, obwohl gewiss merkwiirdig, doch in aller Strenge richtig
ist; wir werden noch einigemale davon Gebranch machen, obwohl
wir in den kommenden Fillen nicht mehr imstande sein werden,
eine #hnliche parallele Entwickelung wie hier beizubringen.

Fiir die Berechnung des Argumentes der Breite nach der be-
kannten Formel

u=amw—-+v— 8 =mx -+ v, dv — §&, — 48

ist es aber gleichgiltig, ob ich die Stérung v an die wahre Ano-
malie v, anbringe oder dieselbe zur Linge des Perihels hinzuschlage;
thue ich das letztere, so kann 4v auch als die Aenderung des
Perihels angesehen werden. Nehme ich aber das Perihel als be-
weglich an, wie dies in den Planetentabellen und sonstigen astro-
nomischen Werken geschieht, so fallen dann natiirlich die Stérungen
in » ganz weg, da man sfatt 4v nun 4w setzen kann.

Jetzt sind wir schon imstande, mit Beniitzung der Formeln 4)
und 5) in Il 9 die heliocentrische Lénge und Breite des gestorien
Planeten oder Kometen zu rechnen: um nun auch die geocentrische
Position aus 6), 7), 8) daselbst bestimmen zu konnen, so miissen
wir noch die Stéorung im Radiusvector » ermitteln. Zu diesem Ende -
betrachten wir den in IIl. 7 (Seite 72) entwickelten Differential-
quotienten

dr kY1 msingsinv

dt Vp
etwas genauer; derselbe driickt, wie wir wissen, die tégliche Aen-
derung des Radiusvector in der ungestorten Bewegung, und zwar
fir den Ort, wo die wahre Anomalie des Planeten oder Kometen v
betriigt, aus. Infolge der Storung im Parameter gestaltet sich aber diese
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tagliche Bewegung an der betreffenden Stelle etwas anders. Betrachten
wir daher » einen Augenblick als constant und differenzieren hier
nach dr und p, so ergibt sich, wenn wir dann mit d¢ dividieren

und fiir ff}; substituieren,
g T ksl msingsino dp 'k Df sin g sin v cos I
g 2 Vp dt~ga P A

Vermittelst ganz dhnlicher Erwiigungen wie frither bei der Er-
mittelung der Storung in der wahren Anomalie gelangen wir hier

zum Integral
3

WL — 0)2sing [ o, . -
e 7(1)—) ~—q}ff)jsmﬂcos e S T
4
wo r, den ungestirten, » den gestorten Radiusvector bezeichnet. Die
gestorten rechtwinkligen Coordinaten x, y, = ergeben sich jetzt aus

den Ausdriicken in I. 3; aus der Gleichung

P

ecosy — = — 1
r

erhiilt man sofort die Excentricitit der neuen Ellipse; die grosse
Halbachse aus p = @ cos®*¢ und die mittlere tigliche Bewegung aus

womit die Storungsrechnung als abgeschlossen betrachtet werden
kann, Wie aus den betreffenden Ausdriicken zu ersehen ist, bleiben
die Storungswerte iiberall ausserordentlich klein, dieselben werden
wohl eine Zeitlang zunehmen, aber dann wieder zu den alten Zu-
stiinden zuriickkehren, und wo eine stetige Zu- oder Abnahme sich
herausstellen sollte, kann dieselbe hichstens nur eine Verschiebung
der Knoten und Apsidenpunkte bedingen, was aber fiir den Bestand
des ganzen Sonnensystems belanglos ist.

3.
Wir kehren jetzt zu den Differentialgleichungen 3) und 4) in
Art. 1 zuriick und versuchen dieselben nach der eben vorgetragenen

Methode direct zu integrieren. Ehe wir aber dies thun kinnen, missen
wir den in d’, d’zr, d*, d*: enthaltenen Storungen eine andere
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unseren Zwecken geeignetere Form geben. Wie frither, so nehmen
wir auch hier den Infinitesimalcaleul in Anspruch; demzufolge setzen
wir fir zwel unmittelbar aufeinanderfolgende gleiche, und zwar sehr
kleine Zeitintervalle d¢ in der ungestorten Bewegung ds = o — o,
ds'= ¢’ — ¢", wobei wir uns der gemachten Voraussetzung zufolge
diese beiden Strecken ausserordentlich klein denken miissen; in der
gestorten Bewegung hingegen sei, wenn wir von ebendemselben
Curvenpunkt ¢ ausgehen, d,s = ¢ — 0,, d,s'= 0, — 0,; die beiden
Curven, von deren gemeinschaftlichem Durchschnittspunkt ¢ aus wir
nach beiden Richtungen je zwei kleine Sirecken abgeschnitien haben,
miissen wir uns wegen der geringen Storungen nahe nebeneinander-
laufend denken. Folglich wird in der ungestorten Bewegung

ds —ds' = d% = (6 — ¢') — (' — ¢"
in der gestorten hingegen
ds —ds = d% = (¢ — ag,) — (6,— 0,,)
Daher vermittelst Subtraction
d*s — d% = d’% = [(c — o) — (6—0)] — [('— ") — (6,—0,,)]
oder
d% ='(0,—0") + (6,—~ ¢Y) — (6,—7")

Dem Gesagten zufolge ist (o,—¢") der Storungsbetrag am Ende
des ersten und o, — ¢'' derselbe am Ende des zweiten gleichen Zeit-
theilchens d¢. Wir setzen nun ¢, — ¢' = dg, so ist nach den Grund-
sitzen der Differentialrechnung (¢,— ¢") — (0, —¢"") = d% und wir
erhalten

d?s = dg -+ d%
Die Gleichung 3) im Art. 1 iibergeht daher in die folgende

2n 1 1
Gete @B Louiiil mfku(_g fie _Z)
dt® 0 z,
Nach ebenfalls bekannten Gesetzen der Differentialrechnung
verschwindet aber ein Differential zweiter Ordnung gegen dasjenige
der ersten, welches letztere, weil selbst unendlich klein, einer noch

kleineren Grisse neben sich keinen Raum gibt; demnach ist

ds, = — mk® (elu — ig-) e il By SR o)

7
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Gehen wir jetzt von Differentialen auf Differenzen itber und
integrieren nach der oben dargelegten Methode, so wird

e

e i 1
de = m'k(t' — t)"J (? — 7?)

&

Bezeichnet man dann mit s, die Sehne, welche den Anfangs-
ort mit dem ungestorten Endort verbindet, und mit s die Schne,
welche den Anfangsort mit dem gestorten, also scheinbaren Endort

verbindet, so ist
8 = 3, | dg

Die Sehnen werden demnach verkiirzt, so lange », <Z o isl, im
entgegengesetzten Falle verlingert.

Vermittelst #hnlicher Betrachtungen und Deductionen, wie wir
sie bei der Umformung von d% gemacht haben, lassen sich jetzt
auch d3z, d*, d’ in 4) Art. 1 tberfuhren in d&, dy, d, wenn wir
mit den letzteren Grissen die Storungen in den rechtwinkligen Coor-
dinaten bezeichnen wollen; wir bekommen demzufolge

dElie o m’fﬁ(“";“’" T ;‘fi;,) dt
dy = — m'k? (%TTQ e %;) R e 3)
0o s TN (ze—f ;’2) e

Sind dann @, y, 2 die gestorten, z,, ¥,, 2, die ungestorten
rechtwinkligen Coordinaten des Endortes, so gibt die Integration der

vorstehenden drei Gleichungen
0

; ; r.— 1 x
e SR T r.)zf(-'?f. — ,)
~ ’

¢
g

17,0 (41 [ Y7y Y
Y = Yot = gy 1 WEL t)‘[(T = ,"z)
L3
¢

r /
¢’

L]
- 2,

¢




Der gestorte Radiusvector ergibt sich dann aus

rt = x|}y | 2°

Die Stirung im Radiusvector kann aber auch direct bestimmt
werden; differenziert man nimlich die vorstehende Gleichung und
gibt dem Differentiale dr die Bedeutung der Storung und setzt dem-
zufolge dx = d&, dy = dn, dz = di, so ist

rdr = xd& -} ydn |+ 2dL

Multipliciert man dann in f) die erste Gleichung mit «, die
zweite mit ¢, die dritte mit 2, so ergibt sich vermittelst Addition und
einer kleinen Reduction auf der rechten Seite vom Gleichheitszeichen
und wenn zugleich d¢* in dt. At aufgelost wird

ST gy e : ,[ ; 1""'
Biggok Yegpnil Sgpd=ilos m'k* | (xx, -+ yy, -+ 22)D — i At

Nun ist
rr,cosV = wx, -+ yy, | 22,

Mit Zuziehung dieser Hilfe wird dann

Ly N ,'E( _f)
3 w2\ Drr, cosV o At

Dividiert man beiderseits mit # und integriert, so ist

%
ri—= gl dr = 1y W B — t)ﬁf(l)r, cosV — &) )

Aus E) im vorangehenden Artikel folgt

""2‘1""'er 0o?

cosV —
2rr,

Substituiert man diesen letzteren Ausdruck fiir cos V hinter dem
Integralzeichen, so kommt nach einer kurzen Operation identisch

» 1 (r2—%—¢® P gl
DreosV— = = — |~ e et
Q. 2?. g a

%,

Nun ist nach dem fritheren ¢* — #%— 2 = — 2, cosV.
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Es sei ferner in dem erwithnten Raumdreiecke der Winkel am
gestorten Korper @, so ist analog 7,* — 0% — r* = — 2¢r cos G, dem-
zufolge wird identisch

cos G cos V.
D? cosV — :O_ == — **Q’;z"" + 7;'2—'
daher auch

r =17, —I_ Al’r = 1 — mrkg f(mqa- COSV

Berechnet man jetzt in dem Dreiecke: Sonne, Anfangsort ¢ und
Endort #' des gestorten Planeten oder Kometen den an der Sonne
liegenden Winkel, und zwar das einemal mit den ungestérten Seiten
R, »,, s,, das anderemal mit & und den gestorten Seiten », s, so
gibt der Unterschied beider Winkel offenbar .#», die Storung in der
wahren Anomalie; ein kiirzeres Verfahren liegt in der Differential-
rechnung, demgemiss sei

2= R2- '»?* — 2Rrcos(v'—v)
wo wir mit £ den Radiusvector des Anfangsortes ¢ bezeichnen, der-
selbe bleibt natiirlich ungestort; »' — » ist der Winkel an der Sonne,
¢ gehort der Zeit ¢, o' der Zeit # an. Die Differentiation gibt
sds = rdr — Reos(0'—v)dr -+ Brsin(v'— v)dv'
oder
sds— [r — Rcos (v' —v)] dr

e Ry sin (v' — )

Bezeichnet man mit ¢ den der Seite R gegeniiberliegenden
Winkel, so ist
Rsin(®' —v) = ssina, r — Reos (v —v) = scosa
somit ist

ds — cos a dr

dol — ;
» sin o

Substituiert man hierin ds und dr durch die oben gefundenen
Werte, so erhiilt man dv’, die Storung in der wahren Anomalie.

Von da weiter vorzudringen scheint nicht riithlich, ist aber
auch nicht nothwendig, da unsere Storungstheorie ohnehin geleistet
hat, was man von ihr nur verlangen kann; sie bietet auch hin-
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liingliche Controle, daher ihr an Vollstindigkeit nichts gebricht. Die
Entwickelungen in diesem und dem vorangehenden Artikel erginzen
sich gegenseitig; denn obwohl der Art. 2 als ein abgeschlossenes
Ganzes betrachtet werden darf, so fehlt ihm dennoch die directe
Ableitung der Storungen in den rechtwinkligen Coordinaten, welche
erst hier gegeben wird, und zwar als eine sehr erwiinschte Zugabe.
Es ist nicht zu erwarten, dass die Storungen im Radiusvector und
in der wahren Anomalie nach beiden Seiten hin die genaueste
Uebereinstimmung liefern werden, aber die Forderungen, welche die
Praxis stellt, miissen beide in gleicher Weise erfiillen.

Die directe Herleitung der Storungen in den rechtwinkligen
Coordinaten, wie sie in diesem Artikel durchgefiihrt wurde, hat aber
noch eine andere Seite von nicht zu unterschitzendem Nutzen. Will
man nimlich bei einer Bahnbestimmung genau vorgehen, so muss
man gewiss auch auf die Storungen, die der Himmelskorper von den
bedeutenderen und nahen Planeten in der Zwischenzeit der Beob-
achtungen erfihrt, Riicksicht nehmen; um dies thun zu konnen, ist
natiirlich eine Kenntnis geniiherter Bahnelemente nothwendig, denn
die Storungen sind, wie gesagt, simmtlich so klein, dass sie mit
nur nitherungsweise richtigen Daten hinlinglich scharf berechnet
werden kinnen. Es wiire aber sehr umstindlich, wollte man diese
Storungen nach der in Art. 2 entwickelten Methode ermitteln, dazu
ist die in diesem Artikel gegebene Methode wie geschaffen; hat man
aber einmal die Storungen in den rechtwinkligen Coordinaten, welche
Stérungen wir hier mit dx, dy, dz bezeichnen wollen, berechnet, so
ergeben sich die Correctionen, die man an die Beobachtungen an-
zubringen hat, auf eine leichte Weise. Es sei allgemein

x = rcosbeosl
y = rcosbsinl
2 = rsinb

Differenzieren wir auf beiden Seiten vom Gleichheitszeichen
und nehmen simmtliche Grossen als veriéinderlich an, so kommt
dx = cosbcosldr — rsinbcosldb — v cosbh sinldl
dy = cosbsinldr — rsinbsinldb - v cosbcosldl
de = sinbdr - rcosbdb
Multiplicieren wir die erste Zeile mit sin/, die zweite mit cos/,
so ergibt sich vermitlelst Subtraction

cos t dy 'L spp bl 2= oo bl 11OV B, DR A4)
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Multiplicieren wir hingegen die erste Zeile mit cos/, die zweite
mit sinl, so kommt vermittelst Addition

sinldy - coslde = cosbdr — vsinbdb

Multiplicieren wir jetzt die dritte Zeile mit cosb und die vor-
stehende Gleichung mit sinb, so kommt vermittelst Subtraction

cosbdz — sinbsinldy — sinbeoslde = rdb . ... B)

Multiplicieren wir hingegen die dritte Zeile mit sin b und die
erwithnte Gleichung mit cosd, so kommt vermittelst Addition

sinbdz - cosbsinldy - cosbeoslde = dr .. ... C)

Die Gleichungen 4), B), C) geben die Storungswerte df, db, dr;
diese Formeln gentigen fir die Berechnung der Storungen, welche
die Erde durch die Planeten erfiihrt und ebenso auch fiir die Std-
rungen des Mondes durch die Sonne und die Planeten; um aber bei
den Planeten die geocentrischen Beobachtungen in dieser Hinsicht
corrigieren und auf ein bestimmtes Datum reducieren zu konnen,
dazu dienen dann noch die Differentialformeln fir di und d3 am
Schlusse von II. 9.

Bei der Berechnung der Stirungen, die der Mond durch die
Sonne erfihrt, setze man in den Formeln durchgehends die Sonnen-

et w= 1 lgk = 2:1195135 in Bogenmass,
lgk = 7-4339386 in Secunden.
Damit hiebei die Massenverhiiltnisse gewahrt bleiben, ersefze
5 AR

man 1 -} m iberall durch m - m = 357910 versteht sich von
selbst, dass alle vorkommenden Distanzen, also auch ¢ und #», in
Einheiten von ', d.i. der mittleren Entfernung des Mondes von der
Erde, auszudriicken sind. (Sieh die Anmerkungen zu II. 7.)

Setzt man aber die Erdmasse = 1, so wird m'= 332000, die
Masse der Sonne als des storenden Korpers; an die Stelle von &
tritt dann %, die Anziehungskraft der Erde:

lgk, = 9-3589641 — 10 in Bogenmass,
lg k. = 46733892 in Secunden.

i ist die Mondmasse im Verhiiltnisse zur Erde: die Di-

il
T80
stanzen sind wie frither alle in Einheiten von ' auszudriicken. Nach
diesen Vorschriften wird man auch die Storungen des Mondes durch

einen Planeten berechnen konnen.
11
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Die bedeunlenden numerischen Coéfficienten, die hier vor dem
Integralzeichen auftreten, geben zu erkennen, dass die Storungen des
Mondes durch die Sonne nicht unerheblich sind; dieselben wiirden
auch zu einer bedenklichen Hohe anwachsen, wenn nicht die hinter
dem Integralzeichen stehenden Factoren stets dusserst klein blieben.
Weil niimlich ¢ und #, nicht nur immer wenig verschieden sind,
sondern auch stets einen sehr kleinen Winkel einschliessen, so wird
J sowohl als auch D immer klein bleiben; dadurch werden jene
Coéfficienten ziemlich herabgedriickt erscheinen. Wegen der schnellen
Bewegung und kurzen Umlaunfszeit des Mondes muss das Zeitintervall
t' — ¢ in enge Grenzen eingeschlossen werden. Andererseits lisst sich
aber auch mil Recht erwarten, dass man umgekehrt ans den beob-
achteten Storungen des Mondes durch die Sonne die erwiihnten
Coéfficienten etwas genauer wird bestimmen konnen, als sie bisher
angenommen wurden.
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