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Uvod.

Pri telesih, ki nam robijo za nevtronske reflektorje,
so nnjva¥nejSe njihove refleksijske lastncsti. 2 njimi je do-
lodenn (dviencet med vslopajoliml irn izstopajolimi nevironi.
Pri cestavljenih reflektorjih se ojavi vprafanje, kakc so
odvisne njihove refleksi jske lastnostl od lastnosti sestav-
nih delov. Za refitev tegn vprofianja moramo polsknti adicij-
ske formule, ki nnm bodo rokazale, kakina je ta odviencst.

Problem obdelamc matemati¥ne t ko, da poilfemo najprej
- v okviru linearne trnnsportne teorije - matematifen opis
roeflekei jskih lastnostl, nato pa izpeljemo iskane adicl jske
formule za telesa, ki so sest vljenn iz dveh delov. S 'em Je
problem adicijskih formul relfem tudi za telesa, ki so sestinv-
ljena iz vel delov. 2 lastncstmi sestavnih delov izrazimo
tudi pogoj za kritifnost sestiovlijenegn telesa - reaktorja.

Podrobneje pa smo si ogledalli lnstnosti sestavl jenega
telesa v primeru, ko je sipanje v nekem smislu enakomerno.

V tem primeru laihkeo motematilno dokaZemo nekatere lnsincsti
reaktorje.

¥ dodatku sn¢ izdelnli mntematifna sredstve iz funk-
cionalre analize, ki Jih potrcbujemo pri obrmvnavi navedenega
problema.



l. Refleksijske lansinosti telesa.
a) HNestacloperni pojavis ;

Zaradi enostavnosti privzemimo, da ime obravnaveno telo T
atalno obliko in kondno razse’no, odsekonn gladke mejno lockev
We Skozi njo naj srechinjaje razli¥no hisri nevironi, ve /0._0/.,
Smer prehods oznalimo 2 g. V veakl tofki r € M razdelino pro-
otorsid kot 2 = 477 no del Q_ » k1 gn tvorijo vse smerl 8
vetor=jodih ter un a¢1gg*. tvorjen iz swerd g izstopajofih

rnevironov,
Q_+Q _=aT. (1.1)

A 8

Zagnomajno z dJ povpretno Stevilo revironov, ki ;redo s
hitrostjo ned v in v+dv v Casownen ingtervalu “ed ¥ in t+dt v
ckolieli 43 tofke r ckoui mejno ploskev !T v smereh, ki leve v
olementu prestorereg. kota dQ okoli smeri p. Dognjanje na ~ejni
ploskvi ! v Zasovnen interwvealu /G,to/' ovlino z gestoto neviron=
skegn toka 1 = i(v,r,s,t); v€ /7,c/, z€ ¥, s€ 82, t€ /oyt /

tor dJ = 1(v,r,8,1) dv ac aSe ate (1.2)

Pforazdelitvens funkeija 1 Je pri razliénih okoli#tin~h razlilna,
nikoli negetivna ter vedno taka, do je ccloino #tevilo nevironov

¢ Lo
F ”’ij 1 av as a2 at, (1.3)
¢ W& 0
ki .redo skozi ! v ranzdobju /C,t/, koninc. FPrivzemi-o, a2 imajo
figikalen pomen vse porazdelitve i2C, [ri katerih je J <aw.
Voe te funkelje tvorijo zaprto mnoiico K(D.1, De2, '?.3,)(:‘JI v
Banachovem nrostoru I. Ta prostor tvorimo iz veeh realnih merw
1iivinh funcei] £(v,z,8,t); vE€ /0,0/, r€n, €4, t€/C,t /s
za katere eksistira inte;ral
¢
P
ek = | ; | lelav ar R as, (1.4)
o M Y
8 oterim je definirana :orma. Definirajmo %e gostoto toka

x) V tekstu vomo 2 ( Be ee) zZoznemovali tiste odatavke v
dedatku, ki vsebujejo tekstu ustrezna matematiine sredstva.



vstopajoéih nevtroncwv
WA g£=2
= O = E '] [1‘5}
ter ustreani podprostor I_g I,
I_={ f: £< I; £=0, gap_*! )
2 mnoZico
_=litd cI;i = n} .
L

Podprostoru I_ ustrezni projektor zaznanujemo s P_. V nadaljnjem
bomo vedno © :{E;:; suzananovell mnofiico vaeh nenegativmih furkel]
iz ustreznega Bancchoveg: prostore Is::;. 'a an=logen nnZin kot
1 definiremo tudi sostobo tok~ izstopajolih nevironov

o =2, (1.6)
ter ustrezn: podpr.ctor I+ g mnoZico i{+.
Del igstopnjofih nevironov je posledica vatorajotih, tako
da 4, ni neodvisen o' i1_. Pal pa privzenimo, Iu Je viodrnd tok

i_ ne.dvisen od iziodnega 'tphﬂ. i+. To doee’enc 8 tem, dn  zsto=

i+ui 2=k

panjolim nevtronom no prireren nolin preprelimo povratek v telo.
(e vicdregn tokn ni, more imeti “elo k1 jub temu necki izhodni tok.

Zaznnujmo £ 8 Q
i, = aq, 1. =0, (1.7)

Tn tok Je poslediea opont nih cepitev jeder v telesu ter neviro-
nov, ki so priili v telo v rnzdobju t < Ce.

Igatopajofi nevironi 1+- q 80 poeledien vhodnegn toka 1_.
Privzell smo, 4~ eo fiziknlno smlselne vse poraszdelltve i € K .
Veako porzzdelitev i_ spremeni telo nn enclifen nalin v neko
rorzzdelitev i+-- ge © to odvisnostjo ned 1_ in 1-‘_— q Je definiren

relk onerator A,
1+""' q= Ai_, (1.8)

nad muollco I_. Zo matemntilnce chravnave Je ugodne raziiriti
njegovo definicijako obmolje na ven K. To storimo z relacijo
AL = & F 4, s E X, (1.9)



-d =

kjer smo oznz&ill raziirjeni oncrator z iste &rko. Uperntor A
Je posplofienje pojmov albeda in transparence iz iransportme
teorije(})§ zato mu reeimo albedo. Albedo in q karkkterizirata
rofleksi jeke lastnosti tclesa.

V okviru natanénosti, ki ustreza linenrni tran portni
teorijl sz nexnnrimo medsebojni vpliv nevtronov ter njihov vpliv
na lactnostl telesn, Zato privzemimo: 1) Onerator A preslika
venko porezielitev 1€ ¥ v porszdelitev iz K,

AKC K, (1.10)
i1) “a poljubmi porazdelitvi {, 1€ K veljas
A(L%+ 1°°) = AL” + ALY, (1.11)

Za operator, ki zadolfa reiscijem (1l.lo) in (1.11), bomo rekli,
da je aditiven (D.4).

Zaradi vhodnegz toka i_ pride v rasdobju /o,to/ v telo
Hi_ )y zapusti pa ga i Ai_" Levirorovs Rmerje"!si_u/'i_l
je cdvisno od nornsdelitve tcka i_, vendar je pri realnem lele-
su nnvezgor ocmejeno. I jegova notandinn zgornje meja je albedown
norma

BAN = oup Has Wl /Wil =eup Haa_Wl /Na_N .  (1.12)

Albedeo realnega telesao je zato omejen operator. To pa sled
tudl Ze iz njegove aditivnosti (0.5). (e Je Wol 21, moremo
dobiti pri primerni rorszdelitvi i_ v razdobju /O,t o/ iz
telesa vef nevironov itot emo jih orabili za n ihov nastanek,
te je Hall <1, pn to ni mogode,

Tok izstonajodih nevironov je v razdobju /b,tI/,
0 £ tl 4 tu' neodvisen ol pozneliega toka valopajofih nevtronove.
Albedo imn mato leastnost kavzalnosti,
M_=0 za te/cat/.
1 =0 za % “-'/o,tl/. (1.13)
Del vatopaj &ih . evtronov gre norovnost in nemoteno skosi

te je

telo, del pa se jih v telesu sipa, nbscerbira in multiplieira.
S pomoljo aditiwvnih operatorjev D in S opifimeo izhodni tok, ki




g2 povzrole vstopnjoll novironl direktno oziroma indirektno,
A=De+S, (1.14)

S 4in D imata tudl lestnost kavzalnosti. Ker morejo kved jemua
vel vstopajofl revironi priti nemoicno skoszl telo, je vedno

Iz pomena operatorja D sledl, da je odvisen le od ;eometrij-
skih lastnosti telesn. (e tclo ne vscbuje moterije, je S =0
in IDll = 1.

Sipanje nevironov na atomih Je skorn) izotrepno. Pri
dovol] velikem telesu imnjo sipen: izetop jo&l nevironl vse
mo¥ne hitrosti, ne gledc na por-zdelitev le=tch pri vetopajolil.
Cetudi pridejo voil nevtroni 1_ istolesno v tclo, gn sipani ne
zapuste lstolasno. V eplofnem so znto sipani nevironl Si_ poraz-
deljeni bolJ enakomerno kot vatopajofi 1_. Podrobreje si bomo
oglednld telesa, pri katerih je vpliv p razdelitve vhodnega
tokka na porazdelitev sipanih nevironov tolike zabris mn, da ne
glede na poramzdelitev dololenegn “tevila vetopajofih nevironov
gostota izstopejolfih nevtronov ©O4i_ v nobenem prineru ne pre—
ge”e neke, za t:lo karakleristifne, porazdelitve sg& K‘_,

Si_< Hi_ll- & « (1.15)

V taken primeru lahko relfemo, do jo sipanje enakomerno.

b) Stgeionapni pojeyi.

Ce ima podkritiZno telo stalne lastrosti, ustreza stacio=-
narnemu vhodnemu toku stocionesren izhodni toke. V tokem primeru
opifiemo lastnostl telesa toko kot prl nestceionarnih poavihe.
Toedn poragzdelitve i =0 od fasa neodvisne. ChdrZimo prejinjim
annlogne ozncrke in dobimo vse reszsultnte iz prejsnih s ten, da
pogstavimo to = 1. Operatorji A, S, D, inajo analogne lastnosti
kot prej, rozen (1l.13) in (1.15)e Ce je sipanje elastilno,



Je JAM_J =[]i_ =~ veak 1 _€K_.

2, Adicijske formule za gl flekoijske lastnosti.
Obravnavali bomo iz dveh kondno ragse’nih teles T’inT"

sestovljeno tele T. Ejihovl mejni ploskvi M’in '™ naj bosta

taki, da sekn poljubna premien etino ploskev M’NN" najved

d-krat. Za mejno ploskev I sestavljenega tclepa vzomeno plo-
skvi ¥° in M", 3 izjemo stine ploeckve,

; M= N'UN* - ¥NN", (2.1)
Dogr janje nn ploskvah 1 in ¥" opifemo 2z ustreznima gosto-
tame nevtronskih tokov 1°€X’ in 1" € E", Privzenimo 2o znane
lastn sti ql.in A dela T’ ter q, in A, deln T, Pre-
den sestavimo T’ in TN, ju enakonerno premn”imo 2 zanenarl ji-
vo tanko plastjo absorbirsajofe snovi. Ta plast zmanjSa pri
prehodu nevironskega toke njegovo intenziteto za neki faktor
\/XE/D.J./- Zato se 8 premnganjem svrevene lastnosti T in T,
Zagnamujmo jih 2 A7 AY, q° 11 q" in imamo
. A =AM, A" = Ahy, g =VRqy, q" =VAg,
T B ey G (2.2)
in » -
il=q" + A",
Ce vsebuje snov, s katero smo premazali sestavna dela, neodvi-
sne izvore, pride h q’ in -q" e dodten sumand.
Fa stifni ploskvi M7y rrehajajo nevitroni iz enega
dela telesn v drugl 'el. To dejstvo izrnzimo 2

’ " . : -n,',- “ .
i, = 1" ter il=17 za pENTInv, (2.3)
Na ploskvi ¥ pa naj bo izstopajolim nevtronom :I.: in 1:

onemogolena vrunitev v telo T. Zato sta vhodna tokova 1° in
1" no meji M med seboj neodvisna. Tam 2 njima definireomo
gostoto vhodrege toka 1_ sestavljenega telesa,



i_ =1’ e M- u",
=41", rgiin= 1", (2.4)

Podobno definiramo tudi jostoto izhodnega toka 1+ sestavl je-

nega 1‘.!1&8!. 1.'. - 1; " IE M'- T.‘:"

=17, re - u’, (2.5)

Vhodnl tok i_ je neodvisen od izhodnega toka :I.+. ker smo
privzell, da Jo izstopajofim nevironom na meji N onemogolena
vinitev v telo. Reflekel jske lastnosti teles: T eo0 podnne
s zvezo med ‘1 1. 1_, ki jo bomo dolo¥ili iz lastnosti gqp
q"s A° in A" sestavnih delov T in T".

Doganjnnje na mejnih ploskvnh epifimo v nestacionarnem
priveru s funkeijo 1 = i(v,2,8,%), ki jo podnna g

re WMo~ M- K Mo un

ge Q% S Qr Qo =l Goz-Gk

i= 1" 1’ S 1°= 1" 17 = 1". (2.6)
+ - + - » - +

Vee fizikalno smipelne pornzdelitve i1 tvorijo zaprtc mnoc”ico
K v Banrchovem prostoru I, ki gu tvorimo iz wvsei merljivih
funkei] f£(VoEs8,t); v& /0,0/, XE WUR", 8¢ Q0
t € /0,%/, katerih norma
¢ —
e li .f j ] f!fu dv as aSe at (2.7)

o MUMTR©
je kon¥na., V staclorarnem primeru so furkeije 1 4in f od

Eaen neodvisne texr t° = 1,

Tvorimo iz I” imn I"™ podprostor: prostorm I 8 tem,
da razfirime Z relacijana

ter
i"=0, r€En° -u", (2.8)

definicijske polja funkeij 1°€ I’ in 1" € I", Zagnamujme
s P’ 4in P" podprostoroms 1’ oziroma I" ustrezna projel=
torja. Potem ko raziirimo fe definicijsko polje funkel}j 1+

in 1_ 2 relacljama



i_=0 in i, = 0 2a rc'Nu”, (2.9)
tvorijn' le~te mnoZico Kl iz podprostora
11-{13 ig Iy 1=, ¢ H’n'-f;"] .

Zaznomujmo 8 P podprostoru 11 ustrezni pro;]a}:to;. da dobimo
1z (2.4),(2.5) in (2.9) i .
. i, = P(1+ +13)

1_ = P17 + 1") . (2.10)
Tebela I. kaZe, koko se tako rasiiirjene funkeije 10425 4% 1,
1°, 1"€ K 1izro¥sjo s funkeijo 4.

EE e LA wneO) e
se  Q: Q- Qr Q=2 D0
1’ 1 © 0 0 i o0
+

1’ o 1 o o | o 1
in o o 1 o c 1
+

L. 0 © 0 i i ©
i 1 0 i 0 0 0
+

£ o 1 o i ¢C 0

TIbCl!It

8 ena¥bo (2.8) emo roziirili zalogo vrednosti oneratorjev
A’ in A" v podnnoZico mno%ice K. Z relacijama
A’L = A°P’1
in
A" = A"P™Y , 16X (2.11)
ragiirimo ¥e njihova definici jska obmolja na vso mnoZico K.
Enndbi (2.2) ohranita pe veeh teh razfiiritvah svojo obliko.
Refleksi jeke lastncati sestnvl jenegn telesa spozmamo iz
zvege med vhodnim 1_ in izhodnim tokom '1+. Da bi ugotovili to
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zvezo, dolodimo izhodna tokova 1: in 17 v odvisnostl od vhoinega
toka 1_e V ta nomen moramo nojpre§ izrafunati vhodna tokova

1’ 4in 4", Vhodni tok ;i pectavljntn dva tokovas 1) na meji
M’« M" vhodni tok 1i_ 11i) na meji WT)Iu" 4zhodni tok iy
(cle] Tabe.I. ali 2.3 in 2.4). To zapiifemo s pomoije »rojektorja

P’ tako

1. = P°(4_ + 1: ) (2.12)
ter annlogno vhodni tok
1n=P(1_+147). (2.12a)

Iz (2.12),(2.178)(2.2),(2.11) aodSmo ensdbi

17 ="+ AT(1_ +17)

in 1: = q"e A'(i_ + 1;)- ‘ (2013)

Iz njih eledi ennidda .
(1 - 1'.&")1: = q' * A'qn + A'(l + A.]i- . (2.1“)

Za 1: morems dobitl anelogno enafbo. Zadostuje pa, fe relimo le
eno, ker sledi re’itev druge i: enadb (2.13).

"revedimo enaldo {2.,14) v nekoliko e:ostawvmej o oblikos
Zaznanu ja0 2 :E.z; desno stran enafbe (2.14) in jo = upoite-
vanjem (2.11) zapifiimo na sleded noZin:

1; = A *.P.i‘. + Y o (2.15)

S pomoZjo en.(2.15) moreme izrafunati tok 1: iz njegovih vree
dnosti Pﬂ.;. ki jih zaveame nn etiini pleskvi 2 ue, Tok Pu;
zadolifa enalfbl

(1 = PACAR)P"L7 = 1%y (2.16)
ki jo dobimo 1z cn.(2.15) s tem, dn jJo pomno¥imo & P” in upolte=
vano en.(211)e Matematilno interpretiramo en.(2.16) kot rehono=
geno enalbo (D.12), ki ustresze aditivnemu operatorju PU"A°A"P’
definirenemu nad mno¥ico F'K;. BEnatba (2.16) je kljudna enalbde
gn obravnave loctn oti seotavljenege telesa. Ce jo nanred relimo,
dobimo 1z enald (2.15) in (2.13) eksplieitna izrasa za izhodna
tokovn 1; in 1: .



Pri sestovnih delih omo privezcliy, 4 ustreazn ve koenu vhodno=
mu toku enolilno reki ishodnl tok ter d» ima albedo dololire
Iﬂntnﬂntio_SQBtevl enc telo pn more imeti doknjd drusBne lostno-
oti. Primer 3a t0 jJe nodkritilnc tele sestsavljenc 1z podicritilrih
ses avnih dclove Knjti pri nndkritiZnen teleou ni mog @ pol judben
stnelonaren vhodni tok. Znto se nojovl - pri cestavlijenem ‘clesu
.:r'v‘aée voralan s +

1) 211 so 1l otnostl cesntnvljenegn telco~ “e dololene o
d nini lnotmoetnd q°, @y A’ in A" sest-wnih delov, to je, ald
ima on~iba (2.,1G) kve jemu eno o-mo reiiitev,

41) A1l Jo telo T gz vhoduim tokem i fisikalnc moZno.

Le Zo je, im0 enndd" (2.16) reiitev.

Z2a telusn, 'rl katerih § sipnje v nckem nmislu ernnkomerno, sl
bonoc v nnalednjen pogloviu podrobncje o lednli ocdgovor n~ oba
vpralanje. Sednj p- prevedimo cobe vpraZ-njn v nekolike drugnino
oblikes

1) Enalde (2.16) imn kveljemu eno onmo reliitev le tnirng,

le ‘rivialno refitev {Uesld)e U@ imn enaliba (2417) netrivinlno
refitovy, —orc imeti sestavl jeno tclo iz odnl tock, ¢ ‘udi so
3= 0y q" = 0 in 4 = O To p» Je mo¥no le v staclonarnen prire-
ru, &« je seatnvl jenc telo kriti’ne, To figiknlroe dejstve homeo
watematiino dosasall v neelednjem pogloviu in sicer za teleca
»ri <aterih j- siranje ennkormernc. Zatc beme rekli ennZbl -
(2:.17) kritiZne enelbdn,

1..) le je enatda (2:15) refiljiva, poten je vrsta

O 3 Be(aramydery (2.18)

ena njena reiitev (D.l3)s Zato je eralb (2.16) refljiva le za
tiste ¥, pri ka'erih vrsta (2.18) korvergira.
Vroto (2.12) nmoremoc Aobiti nepcsredno iz Tlzikelne alike.
V t» nanmen ei oglejno stocioparen primer s q" = Cy P"g°m q°
in i_ = 0. I'nj bo problem realen, do I"‘i' eknistira. Ce dela
T* ni, poten Je °"i’m qi Tako pu gredo nevtroni q’skozi U " v T



- 11 =

0d tam se jih del P’A"q” vrme skozi MMNKE" v T° in prispeva
deiez +"A'a"q" k ishodneuwu toku s"i . Toda tudi ta delei gre
skozdi MNU" v " in ko se vrne, prispeva k ishodneasu toku
r“i; deled f"(n'n”}zq "y fateds Lut%0 vuebuje inhodui ok x’i;
neutrone, ki niso bili v " = q", ki s0 bili enkrat v I" =
PUA’A"q*, dvakrat - P"(A’A%)%Q", n-krat - ¥*(a%A")%q’, 1.t.4,
Zato Jje
i"“i; =mq  + r"a A" ¢ .';"“Us'et")zq' & snee ®

To pa je rawno vrsia (2.15) za nad primer "y = q°, Fodoben
premislek nas pripel je tako v sploinem stacionarnem, kakor tudi
v nestacionarnem primeru do vrste (2.18). Iz povedanega Je raz-
vidno, kako prispeva del T" k zvefanju izhodnega toka P"il.

V vrsti (2.18) pove P"(A°2")%y tisti del toka F"1’y ki Je
nastal iz neutronov "y po n=kratni vrnitvi iz 7T", Norma
Il 2*(A°A")®2’ll je natanina zgornia meja rmrjnﬂ?"{&'a*)nyﬂ/
Al P*yil in ima naslednjo zanimivo lastnost: Ali je || Pr(A’A")Pr7
21 zan=1, 2 3. 5 ali pa je L1ial| p*(A°A")2p’|= 0 (D.6).
I‘_a drugi primer, ki bo zZa nas posebno vaien, nastopi sa 'rso,\ ('\o'

Ao = gl _7,,{‘..1!‘2)%_."-1/2::; = gm|] Capn, )" v (2.19)

V naslednjem poglavju bomo videli v kakini zvezi je z\o ¢
kriti¥nostjo sestavljenega telesa. "e sestavna dels nimata
mul tiplikaed jekih lastnosti Je JANUC 1 in 12 <1 in je
zato 1&-#1*(1%*)“3:"!! = 0.

le je A< )\o, je enalba (2.16) enolino redljiva za voe
pry€ P"K:_ (De15). V tem primeru dobimo z aditivmnim operator-
Jem (1 - Pra’in)™l (D,16) 12 ena¥b (2.10),(2.13),(2.15) in
(2.16) po primermi ureditvi zveso

med viiodnim 1i_ in izhodnim tokom 1*. Ta zveza je podana =
neodvianim izhednim -okom



-l1l2 -

qa=(P+A)(q" +q") (2.21)
sestavl jenegn telcsn in njegovim albedonm

A=PA" +P(1 + 4°)(1 - A"A')-l A"(1 ¢+ A°) =
=PA" &+ P(1 + A")(1 - A'A“)-l A°(X « A™) ,
kjer Je _

1 - A'A")-l =1 ¢ A°A"(1 - P"Au")"‘“ = T (A'h"}i . (2.22)
Por-ule (2.21) in (2.22) so iskane nadicijoke foramule =a
reflekoije e lacitnosti. Tako smo pri3li do rezultata, d= za A(Ao

elbedo sestevljenegn telesn eksistira in je aditiven
operator, Slednje dobimo iz -~ditivrosti operatorja (1 - A'A")-]'
in enafbe (2.22). Iz (2.21) vidimo kako prispevata = ncodvie
snemu izhodnemu toku q tokova q° in q" no meji M nepo-
sredno, ter na meji M MNM" posredno.kot neodvisni del vhednih
tokov i’ in 4" , Izrzn (2.21) in (2.22) imat: strnjeno obliko
zato, ker smo priernc razEirili definicijsks obmolja poranszde-
litvenih funkeij in albedov.

-e nckenu viodnemu toku 1i_ ustrez: enolilne izhodni tok
1, » potem dobimo zveszo med njima iz enald (2410),(2.13),
(2.15) in (2.16). To zveszo morcme napis-ti tudi v obliki enafd
(2.20),(2.21) in (2.22). (e p= je 1, enoliino doloten za
veek 1 & Kl s potem ima sestavljeno t-lo nlbedo A, ki jJe podan
z enatbo (2.22).

Ce ste T’ in T" praszni telesi, je A’= D’ in A" = D"

ter

(0’0" =0, 2n-1Da, (2.23)
Zato je v tem primeru enalba (2,14) vedneo resljiwva (D.12).
Relocija (2.23) sledi 4z porenn o eratorje (D°D")®, ki priredi
nn meji M"™ wvstopajo¥im nevtronom 4i" na meji u° imstopajole
nevitrons (D'D")nt_: o Ti nastoncjo iz 4" 4t:ko 42 gredo nevtroni
1" nekrat skozsi T° in T" 4in pri tem njihove preme poti
seknjo (2n=1)=krat stiine ploskev M°Nu* , Iz privz-tjo, da je
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to mogole najved d-krat, siedi (2.23). Iz (2.23) in (D.16)
dobimo: albodo

D= PD" + P(1 + D)1 = D"D*)"Lp(1 40°) (2.24)

praznegs seetavl jenega telesa se izreZ®: s konéno vsoto razlilndh
produktov overatorjev D’ in D", Na analogen nafin kot pri re-
1neciji (2.23) se preprifomos

E*(D°0")%P* =0, =2 n, (2.25)

kjer smo = n° gaznomovnli nn jmnan)fe celo Etevilo velje od
(a - 1)/2,

Ce imn sestavljeno telo q irn A, jih moremc doloZiti
iz tovretnin 1 stnosti poljubnegn “tevila sestavnih delov =
enaibami (2.20),(2.21) in (2.22)s V ta nomen zdru’ujemo pc dva
sestavna dela v nov sestavni dcl, dokler ne sestaovimo cele telo.

Albedo A° in samostojni izvori q° posredujejo zveszo
med 1’ imn 1’ v primeru, ko izstopajoli revtroni 17 niesar
ne prispevajo vhodnenu toku 1°. WEnsih pa nas ganima gveza
med 1; in £’ pri telesu T’ z odsekoma vdrto mejno pleskvijo,
te ni izstopajolim nevtronom preprefena vinitev v telo. V tem
primeru 1’ ni povsem ncodvisen od 1; o Ta primer moremo
obrownavati kot sestavl jeno telo, kotereg sestavna dela sta
T’ 4in primerno izbrano prazne telo T ; Telo T" izberemo tnko,
da pocreduje njegov albedo A" = D" ustrezno zvezo med 1; in
1’ . Isti problem nestopi ori cbravnavl dveh loenih teles, pri
katerih prehnjajo nevironl iz enega telesa v drugo skozi prostor
med njima,

Del wstopajolih nevironov 1i_ gre nemoteno skozi T,
ostali pa se v njem sipajo. Zato analogno (1l.14) razstavimeo
albedo A na dva dela D in S. Sipalne lastnosti sestavmnih
delov ne vplivajo nma nevirone Di_, ki gredo nemoteno skozi
t-lo. Z2ato je D kar enak albcdu ustreznega nraznegan teclesa,
(2.24). Sipalni operator 5 pa dobimo iz

; S = A =D - (2.26)
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3. Lastnosti seetavljecnesn telesa prd enakomernem sipenju.

a) legtacloparen orimery

Ker v nestncionarnem primeru fiziknlni sliki ne bi ustre-
znlo, 4 bi imela kriti‘na enadba (2.17) netrivialno relitev
prifakujemo, do bo imela enalbs (2,16) kve® jemu encliZno re—
Sitev. Prav tako ni mogole, dn Bl znrzdi volive T" izhodni tok
i: v kontnem razdobju /b,to/ narnsel ez vse mejej to pa pomeni
konvergenco vrste (2.18) ma vesak y. Iz zgornjih navedb 1-hko
sklepamo, dn je enalba (2.16) vedno enolidno re’ljiva. le pri-
vzaieno, da imata C°°in S" lastnoat enckomerregn sipan m
(1.12), moremo te do neve tudi doknznti.

V ta namen sl cglejmo lastnosti operatorja

PYA’A*P’= P"D’D"P’ + E"(D’S" + S'A")P’. (3.1)
Sunand P"D’D"P’ jJe nilpotenten (2.25); ker je rrodukt opera=-
torjev, k. imajo lastnost kavsalnouetli, ima to lastnost tudi
som. Drugi sumand #"(D’S"™ 4+ S°A")P’ ima prav toke lastnoet
kavznlnoatl, poleg tega pn fe laetnost enakomernesa sipenja,

P"(D°S® + 3°A")y & [Py (8, ¥ €K

“ g8 = P"D%" + [A"] P"e’, e P”K; (3.2.)

Relacijn (3+2) eledi iz ;rivzetjn, dn imata 5’ in " lastnoet
enakcmernega sipanja. Iz noiitetih lastnosti operatcrja PYA’A%r’
sledi lﬁm#P"(A'A'}n?’ﬂ- 0 (D.ll). 2a primer enakomernega
sipanja so gornje domneve s tem dokozmne (De15).

(e imata S° imn 5" 1lnstnoot enakomernega sinanja je
lémﬂP"{A'a")nP'#- U za vsako vredrost / in je zato /= co (D.l1),
(De6)e Pri poljubnem A albedo A tore] ekeistirn, je aditiven
ter ima lustnoet knvstlnostd in enakomernega sipanja. Slednji
dve lastnoetd sledita i3 (2.22),(2.24),(2:.26),(De16),1iz kavazole
nosti o eratorja A°A" in dejstva, dn ima (A'R"]n"&_l'yd' zaradi
(2.23) lastnost enakomernege sipanja ’

(aa")® y & [Py sy 4 EK. . (3.3)

Punkei ja g, ®e podobno izra¥a z 8° in 8" kot funkeija s v (3.2).
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b) Stacionaren primer.

pel P*(A°A")%y izstopajofih nevtronov Y. (2.18) vee-
buje nevtrone, ki sc bili eipani v T” in T" wvsega skupa]
na jmanj [n/no J=krat. Oftem se moremo prepridati, ¥e zapifemo
P*(A°A")® v obliki produkts [n/noj fektorjev P"(A"A"Jnﬁ od
katerih prispeva vsak zoradi (2.25) vsa] po eno sipanje., Po
voakem sijonju je porszdelitev nevironskega tok: BolJ razmnzena
in v nekem smislu enakomernejfa. Zato prifakujemo, d: bodo pri
rezlitinih porazdelitvoh toka FP"y oblike ustreznil porazdelitev
P"‘(f-.'ﬁ"}ny med sebo] tem bolj pocdobne, &im velje bo Etevilo
[n/na /+ Podrodbneje si bomo ogledali lastnosti sestavl jenega tes
lesn, pri katerem se z2radi sipanja toliko zabrife vpliv poraz-
delitve toka P"y, do moremo izbrati tako porazdelitev s EP"K;
in noravno Htevilo Doy de velja za vsak P"yeP*I; naslednja

ocenn es £ P (a’A")2y £ JPry| 8 , (3.4)

kjer je £ od P"y codvieno ftevile, ki je pozitivno za vesak

P"y # O. Pri takem telesu T bomo rekli, d= je sipanje enakomerno.
fe ponno¥imo relicijo (3.4) s P"(A°A")™® vidimo, d2 veljajo ane-
logne relacije z= vee n)nz. Eksponent n, Je veiji od n e v
nagprotnem primeru bi wvseboval tok P"(A'A'}ny nesipane neviro-
ne P*(0°D")%y, pri kate ih p= ne more biti izpolnjerna desna
stren relacije (3.4). Zahteva €30 3za vsak P"y £ O pove, da
gre pri poljubnl poraszdelitvi P"y vedno del nevironov zaradi
eipanja Enz-krat skozi stilno ploskev. Frivzemimo He, dn sta
S dn S" integralska o;eratorja z zveznim jedrome. S’ in S™ sta
zato totalno zvesna, zoradi (2.25) je totalno zvezen tudi ope-
rator P"(A°A")P0P’, S privzetji, da je sipanje enakomermo in

dn sta S’ 4n S" 4totalno zvezna, lahko matematiino doka¥emo
nekaj lastnosti sestavl jenegn telesa, ki jih na podlsgl fizi-
kalne slike prifaiujemo pri realnem telcsu. V t2 namen potrebna
matemnatiina sredstva so szbrana v dodatku od li-tega odstovka noa-
prej. Tam je = noZien P"'K: za -nomovana kar s K.



V nestaclonarrem primeru dobimo iz (3.3) za vse p tence
P(A°A")"P’, B % n, relacijo, ki je annlogna desni strani re=
lacije (3.4). Zaradi kovznlnoeti pa ni mogofie dolofiti pornz-
delitve 8 v relaciji (3.4) tak , dan bi bile le-ta izpolnjena
za venk Py £ 0 8 pomoljo pozitivnegn £

Poglejmo si primer, v katerem ne povarode tokovi 4 _, q°
in q" nobenega toka nevironov iz T v T", V tem primeru je
Py # Oe Iz (2.13), (2.15), (2156) in (2,17) pa dobimo

' am -
17 =y + A'A (P":I.Jg

in
1" = q"s A"( 1_ + (P"17) ), (3.5)

Kjer je (I—'"i:Ja refitev kritifne enalbe
(1 - /\zpulaz)(p"i.;]u = 0 (3.6)

Vprafamo se, ali moremo izbrati O()\ & 1 tako, da bo imela
kritiina enalba netrivielno reiiitev. Potreben in zadosten
rogo] za to Je
)\041 in )\-Aoo (3.7)
Za A=A o ima kritina enadba enc samo netrivialno refitev,
ki je dolodcna do konstaontnega faktorjas. To sledi iz (3.4) in
totalne zveznosti operatorja 1-'“(Ala2)”°P' (De23,0.24). Zato
jo pri A =A, sestavljeno telo krititno.
Privzemimo )\07 1, potem razlikujemo tri primeres
1) telo T je madkritilno, Se je A D N,

11) tcle T je  lkritino, Ze je A ./\n
1i1) telo T je podkritifno, Ze je A< )\o

i) Pri nadkritiBnem tclesu so realno mo’ni le taki q°,
q" in 1i_, pri katerih je P"y = 0¢ Le v tem primeru je enndba
(2.16) eroliino reXljiva (D.19,D.23). Iz (2.15) in (2.13) dobimo
. 1; =y
1" = q" + A" . (3.8)
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11) Pri kritiZnem telesu oo mo’ni le taki q"', q" in
i_, pri kateril: je P"y = O, Problem ni enclilno dololen z A’,
A"y q°y q" in 1i_, Nevtronska tokova 1: in 1" sta podana
z ena¥bo (3.5) in moreta biti od ni¥ razlidna tudl pri q° = O,
q" =0 In 1_= 0,

1i4) Podkriti¥no telo ima clbedo, ki je podan z (2.22).
Realno so moini poljubni tokovi q°, q" in &i_. Ta primer smo
podrobneje cbravnavali v prejinjem poglavju,.

Olejmo mi, kekoc ge spreminjajo lastnosti podkritifnega
telesa T, 8e gre A proti kriti¥ni vrednosti '&o o IzknZe se
(De21), d2 je izhodni tok P"i’ pri poljubnem Py # 0 tako
velik kot Zelimo, Ze je le A dovold blizu A

lzma:]l> @ o A )+ Pwho (3.9)

Ijegova oblika P"i’ Vdl P":l']l je tem bolj podobna lastni
funkeiji kritidne ena-’.i'be (3.6}. im bli%e je A kritiEni vrednosti
A o (D.24),
Un Pri7 /|P"a7 | = (P*1]) /[ (") [« Py # O. (3.10)
A=A,
Analogno velja tudi za 1: in 17 .
Zaradi spentanih cepitev atomskih jeder ima realno telo
vedno nekaj samostejnih izverov q° in q" « T4 izvori, ki
imajo zanemarljivo jakost, povzrofijc pri pedirititnem telesu
T poljubmo velik izhodni tok 1, tudl pri I_ =0, Ze je le A
dovolj blizu kritisni vrednosti ) o+ iegova ovlika 1 /|4 |
je pribli’no podana z lastno funkeijo lcritiéne enatbe,

1141~ PQ +A%)An(Pm7) /] P(1 4 ATJA(R) [+ (3.11)
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Povzetek.

V linearnem pribli*ku smo poiskall opls refleksijskih
lastnostl telesa 2 nlbedom A 4ir z neodvisnimi izvori q.
Lastnosti A in g sestavl jenega telesa so lzrazill s po-
mot jo adieijekih formul z lastnost i sestavnih delov. ‘e je
sipanje v nekem snislu ennkomerno, omo lahko matematino do=-
kaﬁéli nek=jJ 'nkih lastnosti sestavljenegsa telesa, ki Jih o=
bicajno nripisujemo reaktorjus

i) V konénem razdobju je pri reaktorju, ki je sestav-
ljen iz poljubnih sestavnih delov, realno moZen pol jubon tok
vatopajodih nevtronove

11) Pri podkritifnem reaktorju je dopusten pol juben
tok vstopajolih revironove Pri kritidnem in nadkritinem
reaktorju 8o mo*ni le taki tokcvi vstopa o&ih nevtronov, pri
katerih ni sodelovanja med chbema podkritilnema sestavnima
delomae.

iii) Cle postaja reaktor iritifen, gre pri poljubnenm
vhodnem toku tok izstopajolih revirocnov ez vse meje. I'ri
tem se njegova ¢blika vedno bolj rriblifuje obliki kritidne
porazdelitve, ki je s krititno ernnlbo dolofena do konstantne-
g2 faktorja.

Pri enakomernen si anju nam je tudi uspelo izrazitl kritilen
rogoJ neodvisno od re”itve kritifne enalbe.
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Dodatek,

l Definicija, V Banachovem prostoru B imamo zaprto mnoZico K,
katere elementi imajo naslednje lastnosti:

~xxcK, 8¢ Je x =K in <=0, (1)
X +yC K, % Jo x,5 = K, (2)
X+ ¥ 2 x|y Be Je x5 K, (3)
., 90 n
de m;aiiol{:ﬂo ¢ K in Ze Je 1%: I ’éér X, | < o0, potem je
00 00 (4)
\ -
vrata _*%_' xi konvergentna, to je _%_ xi(‘_“ K.
2 Lema, Za elemente mnoiZice K wvel ja:
x =0, 8¢ jJe x,~x <K, (1)
in
(X | =¥y e je X,¥,x-y & K. (2)

Dokaz: 1) le je x,-x <K, potem iz (1.3) sledi
O=)x~x/=|x) in Je zato x = 0,

2) Ce 80 x,y,x-y = K, potem je x = y + 8, < K. Zato iz
(1.3) dobimo |1x| =y + SRy /. QeE.D.

Zgled V prostoru LPCD,I) je primer za K veaka mnoZica
K, - {r{t)oxp(it{(t))l r(t)e LPIO.J.);W (t) = x () & t(t)‘:‘ » (1)

ki je dolo¥ena z dvema realnima funkeijama O £o((t) € 27- in
0 & al(t) €7/4, t € /0,1/. Vrednosti funkei] iz mnoZice Kp,

ki ustrezajo dolofeni vrednosti argumenta t, leie na komplexni
ravnini na kotu 2z odprtino 2a(t) in vrhom v koordinatinem izho-
diffu,. Njegova simetrala oklepa 2z realno osjo kot ~ (t). Iz te
geome tri jske slike sledi, da je Kp zaprta mnoZica in da sado&ta
gahtevam (1.1),(1.2) in (1.3). Helacijo (l.4) dokaZemo 8 po-
mod jo Caushy jevega pogo ja. Fri tem si pomagamo s pomoZnim koor-
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dinatnim sistemom v kompleksni ravnini, ki ima osi
1 ™ expi(x(t) - ~/4) in ., = expi(x(t) + 7/4), ter z ne-
enalbo

(I*Y)pgxp‘*ypt X,y = 0, Pélo

¥V prostoru ]'p 80 zgledi za mnoiico K analogni.

4 Definicija. Kekli bomo, da Je A aditiven operator, e je
definiran za vse y € K in &e velja
AKCK (1)

in
A(I +y} -M'.'ay' x'y“f K. {2)

2 Lema, Aditiven operator A je homogen,

A( Ax) = M\ax, A2 0, x €K, (1)
in omejen,
Wa(x/mxm) } £ const., x €K, (2)
Zato eksistira norma /A ll, ki je definirana z
JIAll = sup lax Il /ix i, | (3)
x €K

Dokazs 1) Iz (4.2) in (1.l) neposredno sledi vel javnost
relacije (5.1) za vse pozitivne racionalne .

2) Ce A ni omejen, potem eksistira neskon®no zaporedje
{xn: an K; llxn W= 13 I|Jlxn|| )n3; n= 1.2.3,....} . (4)

Ce upoStevamo (4.2),(1.3),(5.1) in (5.4), pridemo s pomo®jo
vrste

n !:n/zl.2 €K do protislovja:
. |

oo >lia ﬁ ::“/112 s lnuh(xn/nz)” 2 lim n = oo,
1 n n

Zato je aditiven operator A vedno omejen.

3) Ker je A omejen, je tudi zvezen. Zuto je (5.1) veljawna

za vse A= O QeE.ls
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6 Alternativa. Za vsak aditiven operator A vel jaj ali Je

|A“|| 2 %y RS Nears (1)
ali pa Je
Lin § &) = o. (2)

Za aditiven operator A\A, A2 0, velja (6.1), &e je
)A Aﬂ’ oziroma (6.2)' Je Je A‘ %’

ny -1/n
A, = a4 - (3)
Ha) bosta A in B aditivna operatorjaj; potem je
111‘.‘! "(A.B)n" -1/n - 1!11“ " (m)n"-l/n . (4)

Dokaz: 1) Naj bo za n = n, norma A" p = q €1,
Igberimo tako naravno Stevilo N, da je qH Ha "1 < 1,
od1é nl-l. Tako dobimo za potenco n A nlli. ns= nl(ﬂ-m) + 1,
m=0,1,2yee0 o O €1 ‘ni-l. oceno!
(Il £ [|s™2 ”@h-n) n.hﬂ" (_qn. Iz nje neposredno sledi (6.2).

2) Operator AA ustreza relacijem (6.1) le, Be je

A2 sup IAn "--l/n « Velja pa sup|| A -/ lim "kn”-l/n'm)
n-l,E.-n

3) Dokaz en.(6.4) sledi iz ocene
Nas® =22 5 (agpeip™® Jj(za)2=2 )~ 1-1/n)/n-1

in ocene, ki jo dobimo iz nje, e zZamenjamo A in B med seboj.
-\'JI.I-EID‘

1 __Definicija. Dirextno vesoto N Banachovih prostorov Ei = {xi}
gaznamu jmo z B!; - {x} ’ -
X = (11,12..-.- 9 zn)o (1)

V nje] definirajmo normo |x | =z

B ci‘uxin"ﬁ/" . »pa1L (2)
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Zaznemujmo z P, ustrezne projektorje,

i N
P11 = (O. Qyeasne ’ Iil-- ] 0) in 1 -g P1 . (3)
Prostor BN preslikajmo v prostor 1“ -{x'},
P by
o Py\1/p
"= (xfy xjpeee0oxp) dn Y= CHOXDT, (4)
tako, da vsekemu x@& BI; priredimo x, ki ima komponente
x; -ﬂl’ix], 1£14n, (5)
Ta preslikava ohrani normo
0= =. (6)

Naj bo Kf} Banachovemu prostoru 52 ustrezna zaprta
mnoZica, ki ime lastnosti (1.1),(1.2),(1.3),(1.4) in

yixgct:: , 1641 &N, (7

Faj bo A pmoiZiei Ki ustrezni aditivni operator. Operatorju
A priredimo =
ALy =fe Bl 1 €1, &7, (8)

matri¥ni operator A° v prostoru 11;.

8 Teorem. Norma produkta pol jubnega Stevila m aditiwnih ope-
ratorjev Ak' ki ustrezajo mnoZiel Kl;. Jje manjSa ali kvet jemu
enaka normi produkta njim ustreznih matri®nih operatorjev Al;'

A AT ey )

Dokaz: IZ (7.5)s(7.3) in (7.8) sledi ocena

(ax){ -. i Piﬂd(fjx)” 4 ﬁ:“idxi =(A"x"), , 1 £ lr,

Ce jo uporabimo, dobimo iz (7.6) in (7.4) oceno




w P8 w
m m-1 n-2
u;r_rl &Ill‘ﬂﬂﬁﬂl ax) )4 fla; haa (T Ax) 6 oons

Lj;fl’l ﬁj;x'u-’ﬂk‘rl'l T

iz katere sledi (8.l1).

9 Lema. Fri trikotnifki matriei T,
-ruul, jei, l1ei,jen
= 0, I1>1,

Jje n-ta potenca Tn podana =

.1 i=j+n=1
(T, = O ) 361,
= B I D %

Za normo j T )l operatorja T v prostoru 1§ velja ocena

N0 € X max (1%), ;< Bla + )
1,J

(1)

(2)

(3)

Dokaz: 1) Za n=2 preverimo (Y9.2) neposredno. Za poljuben

n pa si pomagamo s sklepom od n-l ma nj; Iz (9.1) sledi

(), = (o™, -z% 2 (PN 2 5 (),

b §
Ce v ta izraz vestavimo enalbo (9.2) za n~l, neposrednoc sledi
njena veljavnost z& n pri 1<J. Za i1 2 ] pa dobimo

S;‘ (k-;1+n-2 . (i-im-ly

n=1

5 tem Je enalba (9.2} dokazana tudi za n pri £€i.
2) Oceno (9.3) dobimo s pomo& jo Hoelderjeve neenalbe iz
(9.2).
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10 Teorem. Kaj bo A mnoiieci K: usirezni aditivni operator,

ki mu ustreza operator A’}

A;; =0, J> 1, ) (1)
in
max Aij = ‘ln
i,
Operator A ima lastnost liuf-ﬁn = Q,
n

Dokaz: Iz (8.1),(10.1) in (9.3) sledi

n - §
1im A% 4 1im ((A°)") 5 1im "7 < 1im o"W(nel)" = 0, Gui.%,

11 Zgled. Banachov prostor L (0,1) = ¢ x(t)’ moremo inter-
pretirati kot prostor BN ki Je direktna vsota pol jubnega Ste-
vila N prostorov | ui,
'1 = I: (Lnll NJ ’
Za mnoZico Ig vzemimo kar mnoZico KP. ki je podana z (3.1).
Kot primer za teorem lo &i oglejmo mnozici KP uctrezni swditivni

operator S, ki ima lastnest kuvzulnosti,

1414&«N, (1)

Sx =0, ¢ E/u,tl/.
3o Je (2)
x=0, ¢ Gz/u,tl/.
in ki ustreza za vee x & Kp relaci ji
-— s -
ixl 8 IEKP, IG.KP (3)

Njemu wetrezni operator S’ ima n:mre¥ pri zadosti velikem N lust-
nosti (lo.l). Dokaz: 1) Neposredno iz (T7.8),(7.3),(11.1) in (11l.2)
sledi

uiJ = ];risfd j= 0y, 1 < J.
2) Iz (7-3)1(703Jr(7-2)1(202) in {11-3) dobimo oceno

S{y = sup Hl*iti(i“jx)r: /i x,i LHEysils



e

i1/N 1/
lin g £ lim max |P,e ||= 1im max ( 1/ (s(8)¥ at )Y ¥ =0, (4)
N N4 R 1 i-7

N
ker jﬂ NIELp[O,l). UeEeDs

Naj bo D aditiven nilpotenten operator,
" =0, na n o (5)

ki ima lastnost kavzalnosti (11.2). Operator A = S + D je quasi-
nilpotenten . to je: za veako vrednost konstante A je

1im [| "™ i = o,

n
Dokaz: Ker imata S in D lastnost kavzalnosti (11.2), ima tudi
(AA)no to lustnost. Iz (11.5) in (11.3) pa sledi, da zadosla
(AA)™® tudi relaciji, ki je snalogna relaciji (11.3). Zato ima
((AA)nO)' pri zadosti velikem N lastnosti (10.1l). Torej je
] Aa) ™ol <1 pri zadosti velikem naravnem Stevilu m. Zato do-
bimo iz alternative 6: 1:.' Q:;)n. = Qs JeleDs

le lLema. Kaj bo

(L=-A)x=y, yE€K, (1)
aditivnemu operatorju A ustrezna nehomogena enalfba., Neumanova
vrsta

X = iip Aiy i (2)

je resitev enafbe (12.1), Ze je xaﬁ ks
Dokaz: Naj bo xaPE K, potem Je

lli? aly - ﬂf_sn sy -l «apa) 1HE£° aiy" = Ou QuB.Ds

13 Teorem. Ce ima ¢nafba (12.1) reSitev x€& K, potem Je tudl
x €K njena resitev. Razlika - X = lim A.nIEK ustreza
ap xl ap n 1
homogeni enalbi

Dokaz: 1) Ce zapiSemo reSitev x) v obliki
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1_1 =y + Ay +Azy +A'3y + sesss +Ln3'+ﬁn+111 (2)
in upositevamo (2.2), dobimo
n
| i
-l 5 |4 ux<
Iz (13.3) in (l1.4) sledi, da Je vrsta IEPEK in je zato po lemi
12 :ap tudi reditev ustrezne enafbe (l2.1)

2) Causly jeva pogoja 2za zaporedje Anxl in za vrsto xap
ste ekvivalentna, kajti iz (13.2) dobimo

“ An*‘xl - ﬂnxln -’l)Ef?:l Liyll.

Ker Je vrstg xap konvergentna in K zaprta mnozica, Je

lim a“xlgx. Iz (13.2) dobimo tudi
n

00
i n i 3
B =g i S b i i o b o ff TR Sy s
Da ustreza razlika xl'- xap enalbi (13.1), sledi iz
x, - x‘mfiklin
y=(1-i)x =1 - “’ap + (1= a)x, - xap) =

=y + (,l - A}(xl - I.'p)- JeLaDe

14 Teorem. Ce Je enaiba (12Z.1l) refljiva, potem ima eno semo redi-
tev le tedaj, ko ima ustrezna homogene enafba (13.1) le trivial-
no reditev.

Dokaz: 1) Potrebnost navedenega pogoja je ofitna.

2) Naj ima en.(l3.1l) le trivialno re’itev in en.(12.1l)
reéitev Xy rotem Je po teoremu 13 tudi xnp resitev, medtem ko

je razlika x, - xap reiitev enatbe (1l3.l1l). Ker smo privszeli, da

ima en.(13.1) le trivialno resitev, jJe T =X e S tem SmO pPo=

kazali, da je navedenl pogoJ tudi zadosten. Q.L.D,
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15 Teorem, =Hekli bomo, da Jje vrata xﬂp enakomerno konver=

gentne, &e nad mnozico [y: ye £ Hn = 1} enakomerno zadoifa
Caushy jevem pogoju. rotreben in zadosten pogoj] za enakomerno

konvergenco vrste xap je 1lim ﬂﬁ.n" = 0, ce jJe ta pogoJ izpol-
n

njen, je Xap edina reSitev enafbe (1z.l1), ki pripada K.
Dokazs 1) rotrebnoet pogoja je razvidna neposr dno iz
alternative 6 in definicije za enakomerno konvergenco.

2) Zzdostnost pozoja sledi 1z ocene

Ay e g E I =g S ST ARt ¢
(= RO LNy

i ST n/ny) oty 4
P2 Adpdua = qL (%4 A ™)/(1 = q)ymy 0, Wy n, .
mcgﬂgl et =ua Z:I a)ymy n,

z
q =] Rnlﬂ <1,

ki pove, da zado¥éam xap enakomerno Coushajevem pogoju. Zato je

po lemi 12 Iap reditev enadbe (12.1).

3) Da je - edina reiitev en.(lz.l), €ledi iz teorema 14
in dejstva, da ima pri limfjA’|) = O en.(13.1) le trivialno re-
sitev, Veaka resitev x en?(l}.l) ustreza namref tudi enalbam

(1L -A")x =0, n=1,20000

iz katerih dobimo oceno |j x|j 4 Nxi) Limjf An" = Us Welels
n

16, Teorem. Iz aditivnega operatorja A tvorimo operator
(1 = AA) & definicijskim poljem {x: x€K; (1L -AA)x€K}. Za
A< ’\o eksistira njemu inverzni operator (1 -AL}“J‘, ki Jje
aditiven in podan z enakomerno konvergentno vrsto

@ -aa)t = }f(mi.' (1)

Dokaz sledil neposredno iz cefin.cije 4, teorema 15 in
alternative 6+
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17 Zgled. Vzemimo za mnoilco Kp vse nenegativne funkcije iz
LP(D,J.), a(t)=0,0¢ (t)=C. Aditiven operator A,
wx(t) = x(at), Oga €1,
n/p,
Poskusimo rekonstruirati pozitivno narasfajofo funkel jo
x(t)er iz enalbe x(t) - x(at) = y(t). Ker Je y(t)e Kp, do=
bimo iz teorema 13

preslika Kp vase in Je || An" =a

n
x(t) Iapﬁt) 11-’:1! x(a™s) ,
Iz teorema 15 in (6.3) sledi: inalba
x(t) -Ax(at) = :r(tJ.A(al/p. .v(t)exp,

ima eno samo reiitev v Kp. Ta Je podana z enakomerno konver—

sentno vrato xa.p'

18 Definicija. [Rekli bomo, ca Je aditiven operator . enako-
in tak element

meren, Ce eksistira tako naravno Stevilo n
s€ K, da velja za vse xE K

lIxfl & - A 2x€XK (1)
in %e moremo izbrati za veak xg€K, x # 0, tak £>0, da je

2

Al2y -S8 €K, (2)

19 Teorem, Aditivnemu in enakomernemu operatorju A ustrezna
enadiba (l2.1) je resljiva za nek ne Ky ¥, £ 0 le, Be je
lim f4%] = 0.
= Dokaz: 1) Zadostnost pogoja sledi iz teorema 15.

2) Pokaiimo Se njegovo potrebmost. Naj bo en.(lz.l)
reiljiva za y;. Iz teorema 13 in (12.2) sledi: 111111";1“31“ = 0.
Iz (18.1),(18.2) in (2.2) dobimo za veak y K oceno

A%y = | 4772 aR2y [ £ g oplla™2s | £ nyn £, | 2%, (1)
in Jje zato
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n a !

20 Lema. .e je aditivnemu in enakomernemu operatorju A ustrez—

ni & oo in y ‘ Uy JYEK, potem jJe ﬁ-ny ﬁ Oy A = 1,2035000 .
n’
A

Dokaz: LCe bi bil za nek ¥y A0 in n=n’ = O,

3
potem bi iz ocene (1Y.l) s=ledilo ]]An =0 2a n=2n° ter iz
(6.3) )\o = e 10 pa Je v protislovju s predpostuviko :\)( Qe

;.;'.;"J-DO

21 Teorem, Ce Je enakomermemu in aditivnemu operatorju ustrez-—
ni a\o(an in y £ 0, y €K, potem Je
lim ll Lntl - Aj‘LJ-lr ﬂ. Qw, n= 0'1.2'100 .

Dokaz: NarasStajolle zaporedje "% ().ok] y" sy I = Ny N+lyens
gre za vsak y € K, y # 0, 2 rastofim m proti oo.V nasprotnem
primeru sledi numrel iz (l.4), leme 12 in teorema 151
111“{}.&)“" = U, kar je v protislovju 2 alternativo 6. Zato sle-

n

di dokaz neposredno iz teorema 16 in ocene
IS Aoty IR WA AT S A s bl _
n n n

v kateri postane desna stran pol jubno velika, &e izberemo za m

dovol] veliko maravno Stevilo in )\( Ao' dovolj blizu ’\o .

22 Lema. Ce Je A aditiven in cnakomeren ter Ao (oo, potem

ima mnoZica
{xnM)e x@A) =ll2@ A0 e A0, sEx,
yA0 n=0,1,2,.. .AQ(O,AG)}CK (1)

lastnost
Agﬂ'ﬂ 1 - AR xmM)ll = 0 10 x@ M) = 1. (2)

Dokazs LUa elementi x(n,A) eksistirajo, sledi iz teorema
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16 in leme 20, Limita (22.2) pa sledi iz teorema 21 in ocene

-1 =1
lim || (1 = A2)x@] S HA% papiin ||A%Q =) 2)700 +
A3, AN,
+"AH 11! (Ao -A) -U. 1.&-.1)0
AN,

2) Teorem. iri aditivnem in enakomernem operatorju A Je
ustrezna homogena enalba

| (L -As)x =0, Ixl=1, xEK, (1)
resl jiva pri realnih I\ kvel jemu za A= Xn. Ce refitev eksisti-~

ra, Je enoli¥na in ustreza reluei jam

/\:2 s -xEX (2)

X-EEEKQE)D- {3)
Dokaz: 1) Iz (23.1) in (2.1) sledi, da more biti lastna
vrednost A kvel jemu pozitivna. Ce Je Al lastna vrednost in X,

ustrezna lastna funkcija, potem dobimo iz (23.1) lénﬂ(‘\lh)nllfh

= 1. Zato sledi iz alternative 6 A, ))\o. le bi bil A, ve¥ji
od A, i iz (19.1),(19,2) in limite |
ia | A2 5yl = 11m(A /AN A2 ) = 0
dobili 1%1 “ (hor.)n" = 0, To pa je v protislovju z altermativo 6,
in Jje zato ;\1 = "o' Relacije (23.2) in (23.3) slede neposredno
1z (18.1) in (18.2) ter /L) 0.
2) Pokaiimo He, da sta lastni funkeiji X, in x,, ki

ustrezata laostni vrednosti Ao. med sebo] enaki. Tverimo razlike

x, - ax, in poi&timo supremum vseh Stevil a, pri katerih J

n
x, - ax€K. Iz (23.2),(23.3) in (2.1) cledi a 4 A /E 4o koleg
tega pa vei a €0 ustrezajo tej relaciji. Zato sup a eksisti-
ra in zaradi zaprtoeti mnoZice K velja:
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Xy = (sup a}x2 e %.

Uporabimo za X, - (sup 3)12 relacijo (18.2); dobimo
x, = (sup a)x, - £8 gk
Iz te relacije in (23.2) sledi
- g
% {uupa-rEAo )xEEK.

Frimerjajmo to relacijo z definicijo sup a ;3 dobimo &= 0. Zato

je po definiciji 18 : X, - (sup a.]lx2 = 0, to Je x, = xz.-.;.a;:.]l.
#

24 Teorem., _e Je neka potenca n, aditivnega in enakomernega

3
operatorja A totalno zvezna ter ustrezni Ao< @ 4 potem Je )\0

lastna vrednost in

= lim x(n,A), n 20 (1)
xo A%); IA [ s
ustrezna lastna funkelija z no ena.

Dokaz: Dokaizimo najpre] teorem za n=n_. Zato si oglejmo

3
zaporedja oblike

i u{x(na.)lk); QY lows | li!_nAik-Ao}'

Is (22.2), omejenosti A in zaprtosti K sledi: limita x, =

= ltn x(ns. Au). Hxiﬂ = 1, vsakega konvergentnega zaporedja 11
Je lastni vrednosti Ao usirezni lustnl vektor operatorja A. 0

teoremu Z3 imajo zato vea konvergenina zaporedja 11 isto limito.

n
ZagnamuJmo Jjo = X Eer je A 3 totalno zvezen, sledi neposredno
iz (22.1) eksistenca vsa] enega konvergentnega szaporedja 11. Po-

kaiimo, da konvergira vsako zaporecdle Jti k xo in 8 tem za-

klju¥imo prvi del dokeza. Ue neko zaporedje X

J
) - xa’:‘& > 0. Toda zaradi total-

i ne konvergira k

Xx_y potem vsebuje tako neskon®no zaporedje X,, katerega elementi

o

zadoiZajo relaciji "x(ns, A}k

ne zveznostl oper=torja AR3 vesebuje tudi zaporedje A, k X, kon=-

J
vergentno podzaporedje. 10 pa Je v protislovju z definicijo za=-
N konvergira k X, 8 Zimer

poredja Ij. Tore] vasako zaporedje X
. Da velja en.(24.1) za vse n = O,

je en.(24.1) dokazana zan = n

3
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sledi 1z relacije

lim x(n,)\) = lim x(n3.}.) , n=20,
A, AN,
ki jo dobimo neposredno iz teorema 16,(2z.1) in teorema 2l. Q.L.D
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