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V ¢lanku definiramo Eulerjeva Stevila. Pokazemo primere integralov, vsot in Stevil-
skih vrst, kjer nastopajo Eulerjeva in Bernoullijeva Stevila. Obravnavan je tudi zakon
recipro¢nega hiperboli¢nega kosinusa v teoriji verjetnosti.

EULER NUMBERS IN ANALYSIS

In this article, the Euler numbers are defined. We show examples of integrals, sums
and series where the Euler and Bernoulli numbers occur. The hyperbolic secant distribu-
tion in probability theory is also discussed.

Uvod

éeprav je v prispevku najve¢ govora o Eulerjevih Stevilih v analizi, ga
pri¢enjamo v verjetnostnem racunu s preprostim geometrijskim primerom,
ki nas bo postopoma pripeljal do Eulerjevih $tevil in spremljajo¢ih poli-
nomov. Spoznali bomo nekaj zgledov v analizi, kjer nastopajo Eulerjeva
Stevila, seznanili pa se bomo tudi s postopkom, kako lahko na hitro seste-
jemo nekatere alternirajoce vsote. Izogniti se ne bomo mogli Bernoullijevim
Stevilom, o katerih pa bomo zapisali le najnujnejSe. Tudi sicer Eulerjeva in
Bernoullijeva Stevila pogosto obravnavamo skupaj.

V pravokotnem kartezi¢nem koordinatnem sistemu (Ozy) iz tocke
N(0,1) na ordinatni osi potegnemo poltrak, ki oklepa z osjo y sluc¢ajno
izbrani kot ® (slika 1). Poltrak preseka os = v tocki z absciso X. Predpo-
stavili bomo, da je slucajna spremenljivka ® enakomerno porazdeljena na
intervalu (—m/2,7/2).

Geometrijskemu opisu lahko dodamo tudi fizikalno preobleko. V steni
y = 1 je v tocki N izvor delcev, ki potujejo v vseh smereh. Zanima nas,
kako je porazdeljena abscisa X, v kateri delec zadene os x, zadetek pa zazna
primeren detektor. Pri tem predpostavimo, da je smer delcev popolnoma
slu¢ajna in porazdeljena enakomerno glede na kot ®.

V nadaljevanju bomo v glavnem uporabljali definicije iz [4]. Porazdeli-
tveno funkcijo katerekoli zvezno porazdeljene slu¢ajne spremenljivke X bomo
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Slika 1. Slu¢ajni spremenljivki ® in X

oznalevali s Fx, gostoto s px, s P[A] pa verjetnost dogodka A. Spomnimo:
x
Fx(o) = PX <a] = [px(©d (e R).
—00
Zanima nas, kako je porazdeljena naSa slu¢ajna spremenljivka X, ki jo
ocitno povezuje s ® formula X = tg®. Gostoto verjetnosti slucajne spre-
menljivke @ opiSemo tako: pg(¢) = 1/7m za —7/2 < ¢ < 7/2 in pa(p) =0
sicer. Za slucajno spremenljivko X = tg ® potem velja:

arctg x
Fx(z)=PX<z]=PltgP <z] = /p¢.(d>) dp = % + %arctgm.
—7/2
Zato je .
px(z) = Fx(z) = A(+22) (1)

Pravimo, da je sluajna spremenljivka X porazdeljena po standardiziranem
Cauchyjevem zakonu oziroma da ima X standardizirano Cauchyjevo poraz-
delitev. Po standardiziranem Cauchyjevem zakonu (1) je na primer po-
razdeljen tudi kvocient neodvisnih, standardizirano normalno porazdeljenih
slu¢ajnih spremenljivk, ki imata gostoto p(z) = exp(—22/2)/v/27.

Slucajna spremenljivka X, ki je porazdeljena po sicer preprostem stan-
dardiziranem Cauchyjevem zakonu, pa ima Zal od vseh zaCetnih momen-

[e.e]

tov v, = [ 2"px(z)dz samo enega: vy = 1. Porazdelitev torej nima niti

— 0o
matematiCnega upanja niti disperzije, zato se v statistiki pri ocenjevanju

parametrov ne obnese. Zaradi tega vzamemo primerno funkcijo slucajne
spremenljivke X. Ena takih je logaritem njene absolutne vrednosti. Videli
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bomo, da ima nova slu¢ajna spremenljivka vse zafetne momente in da je
njena porazdelitev zelo podobna normalni.

Oglejmo si, kako je porazdeljena slucajna spremenljivka Y = %log 1X],
¢e je slucajna spremenljivka X porazdeljena po standardiziranem Cauchy-
jevem zakonu. Faktor 2/ pred logaritmom izberemo zato, da se nova po-
razdelitev ujema s standardizirano normalno v matemati¢nem upanju in
disperziji. Podobno kot v prejsnjem ra¢unu dobimo

exp(mz/2)
Fy(z)=P[Y <z] = P[i log |X| < x} =2 / px (&) d§.

Potem imamo seveda

T 1
py(z) = Fy(2) = 2px (exp(rz/2)) - 5 exp(rz/2) = Seh(nz/2) "
Porazdelitvena funkcija slucéajne spremenljivke Y je dana s predpisom
exp(mz/2)
2 d 2
Fy(z) = - I _552 = arctg(exp(mx/2)) .
0

Za slucajno spremenljivko Y, ki ima gostoto
1
- - 2
2ch(mz/2)’ @)

pravimo, da je porazdeljena po zakonu reciproc¢nega hiperbolicnega kosinusa

Py (z)

ali po zakonu hiperboli¢nega sekansa (angl. hyperbolic secant distribution).
Leonhard Euler (1707-1783) je leta 1755 v svojem delu [2] med drugim
obravnaval tudi razvoj funkcije z — 1/ cos z, ki jo imenujemo sekans, v po-
tencno vrsto. Analogno vpeljemo funkcijo z — 1/chz, ki jo imenujemo
hiperboli¢ni sekans (secans hyperbolicus) ali recipro¢ni hiperboli¢ni kosinus.
Pri tem je z lahko kompleksno stevilo. Ker ta funkcija nastopa v porazdeli-
tvi (2), si bomo po kratki razpravi o poten¢nih vrstah in rodovnih funkcijah
pobliZze ogledali njen razvoj v poten¢no vrsto. Hiperboli¢ne funkcije, kakrsne
poznamo danes, je vpeljal Johann Heinrich Lambert (1728-1777).

1. Potenéne vrste in rodovne funkcije

Potenc¢na vrsta s Stevilskimi koeficienti aj realne ali kompleksne spre-
o0

menljivke z ima obliko 3 azz®. Véasih nas zanimata njen konvergenéni
k=0
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krog in vsota, drugi¢ pa bolj njeni koeficienti ar. Glede na to obravnavamo

prave in formalne potencne vrste. Koeficienti ay (k =0, 1, 2, ...) so lahko

zapisani na razli¢ne nacine glede na konkretne potrebe. Pogosto imajo ko-

eficienti izbrane utezi wy, > 0 (k =0, 1, 2, ...), tako da imamo opravka z
o0

vrstami Y az2* /wy. Najveckrat uporabljamo wy, = 1 (k =0, 1,2, ...) in

k=0
takrat govorimo o obi¢ajnih poten¢nih vrstah. Pogosto pa je wy = k! (k = 0,

oo
1,2, ...) in tedaj vistam 3 a2*/k! pravimo eksponentne potenéne vrste

k=0
ali vrste eksponentne oblike, ker nas spominjajo na eksponentno funkcijo in

o0
vrsto: exp(az) = > a¥2¥/k!.
k=0
Obicajne potencne vrste seStevamo, odstevamo in mnozimo takole:
oo o0 o oo o o0
Z apz’ + Z by 2" :Z(ak + bk)zk, Z apz® Z b 2" :Z Rz
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

Koeficiente ¢ produkta dobimo s konvolucijo koeficientov obeh faktorjev:

k
cr=> ajbp; (k=0,1,2,...). (3)
7=0

Ko gre za prave potenc¢ne vrste, veljajo enakosti na skupnem konvergencénem
krogu potené¢nih vrst na obeh straneh enacajev.
Kadar pa imata poten¢ni vrsti eksponentno obliko, je

. a gy L aptb . a gy g
k_k k_k _ kT 0k g ak kN Y%k Ck _k
Dot EL A T K~ BT Lt
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
pri ¢emer velja
Yk
cp = Z(j)ajbkj (k=0,1,2,...). (4)
j=0

Koeficiente ¢ produkta dobimo z binomsko konvolucijo koeficientov aj in
by, obeh faktorjev. Izraz za ¢ v (4) izpeljemo iz navadne konvolucije (3):

Ck Ay br—;j 1< k! 1 <k
7:§:737—J:7§: : A 4:72: . .
k! A — 0 R i e T jzo(j)ajb’”'

J=0 J=0
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Iz tega ocitno sledi (4).
Na splosno je funkcija F' obi¢ajna oziroma eksponentna rodovna funkcija
Stevilskega zaporedja ag, a1, ag, ..., ¢e obstaja v neki okolici tocke z = 0
o0 o
razvoj v potencéno vrsto F(z) = 3. a2 oziroma F(z) = 3" a2 /k!.

k=0 =
Podobno je funkcija F obi¢ajna oziroma eksponentna rodovna funkcija

funkcijskega zaporedja g, ¢1, @2, ..., Ce obstaja v neki okolici tocke z =0

o
za vsak x z nekega intervala Z razvoj v potenéno vrsto F(z,z) = > pp(x)2*

oziroma F(x, z) = Z or(x)2¥ /k!. Izraz rodovna funkcija se uporablja zato,

ker taka funkcija porod1 (generira) stevilsko oziroma funkcijsko zaporedje.

Rodovne funkcije lo¢imo glede na obliko njihovega razvoja v potencne
vrste, torej glede na dano zaporedje utezi (wg). Z rodovnimi funkcijami
oziroma s poten¢nimi vrstami rac¢unamo in s tem odkrivamo razne enakosti
za Clene zaporedja, ki jih generirajo.

Definicija 1. Eulerjeva stevila Ej. so koeficienti v razvoju
— =) —" (|]z| <7/2). (5)

Funkcija z +— 1/chz je torej eksponentna rodovna funkcija Eulerjevih
stevil E. Najprej bomo pogledali nekatere njihove lastnosti.

Izrek 1. Vsa Eulerjeva Stevila lihega indeksa so enaka 0 in veljata razvoja

Z E2k:‘ 2 =3 (-1)* E% z2k (|| <m/2). (6)

Dokaz. Funkcija z — 1/chz ima pole v tockah zp = (2k — 1)mi/2, kjer
je k poljubno celo stevilo. Teorija analiti¢nih funkeij (ve¢ na primer v [5])
pove, da poten¢na vrsta te funkcije absolutno in enakomerno konvergira na
odprtem krogu, ki ima sredisce v tocki 0 in ki sega do najbliZje singularnosti
funkcije, to pa sta tocki zg = —mi/2 in z; = 7i/2. Zato ima potenc¢na vrsta
funkcije konvergenéni polmer enak 7/2. Ker je ocitno to soda funkcija, so
vsa Eulerjeva $tevila E}, z lihim indeksom enaka 0 in njen razvoj v potencno
vrsto je tak, kakrSen je naveden v (6). Z zamenjavo z — iz takoj najdemo
tudi drugi razvoj v (6). m
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Izrek 2. Za Fulerjeva stevila velja rekurzija

"L /2
Z<2Z)E2k:0 (n=1,2,3,...), Ey=1. (7)

k=0

Dokaz. Oznac¢imo s(z) = 1/chz. Najprej lahko izrazimo Eo, = 5(2)(0) in
Ep = s(0) = 1, nato pa z 2n-kratnim odvajanjem enakosti s(z)-chz =1 8e:

2n
Z(z}:) ch@ P ()s®)(z) =0 (n=1,2,...).

k=0

Ker ima funkcija ch za odvod lihega reda funkcijo sh, ki ima pri z = 0
vrednost 0, za odvod sodega reda pa funkcijo ch, ki ima za z = 0 vrednost 1,
res velja (7). m

Tako lahko Eulerjeva Stevila izra¢unamo postopoma. Iz (3) Ey+ (g) FEy =
0 dobimo Fy = —1. Iz (é)Eo + (3)E2 + (i)E4 =0 pa E4 = 5. Na tak nacin
izracunamo Se Fg = —61, Fg = 1385. Vec¢ stevil |E,| in njihovih razcepov
na prafaktorje je zbranih v razpredelnici 1. Opazimo, da z rastodim sodim
indeksom zelo hitro narasc¢ajo.

Opomba. Zgornja vpeljava Eulerjevih stevil E,, (angl. Euler numbers) je
povzeta po [3|. V nekaterih virih so |E,| Eulerjeva $tevila, v nekaterih pa
E} = |Ey,|. Prav tako je treba biti pazljiv pri Bernoullijevih stevilih B,,.

Euler pri zaporedjih Se ni uporabljal indeksov, ampak si je pomagal z
zaporednimi latinskimi, grskimi in gotskimi ¢rkami. Stevila E? je oznacil po
vrsti kar z o, 3, ..., k. Pri k = Ej§ se je zmotil, saj je v [2] objavil napacen
rezultat: k = 2404879661 671.

Simboli¢no lahko napiSemo rekurzijo (7) tudi takole:

(E4+1)™+(E-1)*"=0, E‘=FE,, Ey=1.

Formalna binoma potenciramo, nato pa eksponente zamenjamo z indeksi.
Stevila |Fy,| imajo svoj kombinatoriéni pomen. Za n = 1, 2, 3, ...
je |Ean| enako Stevilu Aj, alternirajo¢ih permutacij osnovne razporedbe
(12 ...2n), to je permutacij, v katerih se izmenjujejo dvigi in spusti. Prvi
dvig mora biti na zacetku, gledano z leve strani. Dvigov je n, spustov pa
n —1. Zan =1 je Ze kar osnovna razporedba (12) alternirajoca, ima pac 1
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n |En| Razcep na prafaktorje
0 1
2 1
4 ) 5
6 61 61
8 1385 5277
10 50521 19 - 2659
12 2702765 5-13-43-967
14 199 360 981 47 -4241723
16 19391512145 5-17-228135437
18 2404879675441 79 -349 - 87224971
20 | 370371188237525 | 5241737 -354957173

Razpredelnica 1. Nekaj zaetnih Eulerjevih Stevil

dvig in 0 spustov, zato je Ao = 1. Za n = 2 imamo A4 = 5 alternirajocih
permutacij, dobljenih iz osnovne razporedbe (1234), in sicer so to: (1324),
(2314), (1423), (2413), (3412). Vse imajo po dva dviga in en spust. Res je
Ag = |Es| =11in Ay = |E4| = 5.

V kombinatoriki se po Eulerju imenujejo tudi eulerjevska Stevila (angl.
Eulerian numbers) A,, 1, ki Stejejo permutacije s k dvigi osnovne razporedbe
(12...n). Tako je na primer Ay = 11, ker je toliko permutacij osnovne
razporedbe (1234) z dvema dvigoma, in sicer so to: (1324), (2134), (2314),
(3124), (1243), (1342), (2341), (1423), (2413), (3412), (4123).

2. Integrali, ki se izraZzajo z Eulerjevimi Stevili

Pokazali bomo, da se z Eulerjevimi Stevili da izraziti nekatere integrale.
Najprej bomo izra¢unali

7008(am (a €R) in /Oo(jh(am)dx (-l<a<1).

chzx chx

—0o0 —00

Pomembna sta za izracun zacetnih momentov in karakteristi¢ne funkcije
porazdelitve po zakonu recipro¢nega hiperboli¢nega kosinusa. Za izracun
obeh integralov bomo uporabili iz kompleksne analize dobro znano metodo
ostankov ali residuov (glej na primer [5]).
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Izrek 3. Za vsako realno stevilo a je

Oocos(a:n) dz T
/ chz ch(ra/2)’ ®)

—00

za vsako realno Stevilo a (=1 < a < 1) pa

7Ch(aaj) de o«

chz  cos(ma/2)’ ©)

— 00

Dokaz. Kompleksno funkcijo z — f(2) = exp(aiz)/chz integriramo v rav-
nini kompleksnih stevil (z) v pozitivni smeri vzdolz ograje Cr pravokotnika,
ki ima ogli¢a v tockah —R, R, R+ mi, —R + i, v katerem ima funkcija f
enostaven pol z; = mi/2. Pri tem je R poljubno pozitivno realno stevilo.
Dobimo:

ff(z) dz = /ReXp(“m) dx +/ﬁexp(ai(R+z‘.y))idy N

chz ch(R + iy)
Cr “R 0
—R 0
+/exp( ai(z + mi)) dx +/exp( i(—R+1y))i dy
h(x + i) h(—R + iy)
R T
T
= 2miRes(f(z),z1) = 2mi (m = 2mexp(—arn/2).
Naredimo limitni proces, ko R — oo. Prvi ¢len tedaj konvergira proti
/exp(az’x) dx
[= [ SR
chzx
tretji pa proti
—exp(—am) / (m = exp(—an) / W =exp(—am)I.

Drugi integral najprej ocenimo:

™

/exp(ai(R +iy))idy /exp (aiR) exp(—ay)idy <
h

ch(R + iy) chRcosy +ish Rsiny| —
0
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exp(—ay) dy
\/ch2 Rcos?y +sh? Rsin’y

1 /e
—_ X
h R p(—
0

Zadnji izraz pa konvergira proti 0, ko R — oo. Isto ugotovimo za Cetrti

integral. Pri tem uposStevamo, da je vedno ch R > sh R. Tako najdemo
najprej relacijo (1 4 exp(—an))I = 2w exp(—am/2), nato pa Se

I /Ooexp(aix) dr  2mexp(—ma/2)
B chx 1+ exp(—ma)

Nazadnje dobimo po preoblikovanju enakost (8).

Podobno, z integracijo vzdolZ Cg, izra¢unamo integral (9), le da vzamemo
funkcijo z — g(z) = exp(az)/chz, ki ima znotraj pravokotnika enostaven
pol z1 = 7mi/2 in Res(g(2),21) = —iexp(ani/2). Z limitnim procesom, ko
R — o0, dobimo z upostevanjem pogoja —1 < a < 1 najprej za

7 /Ooexp(a:r) dz

chzx
— 0

enacbo J + exp(ami)J = (1 + exp(anmi))J = 2mwexp(ami/2), nato s pri-
merjavo realnih delov obeh strani dobljene enacbe Se (1 + cos(wa))J =
2 cos?(ma/2)J = 2 cos(ma/2) in nazadnje:

J_ 7exp(aax) dr T
N chz  cos(ma/2)’

—0o0

Ce zamenjamo integracijsko spremenljivko = z —z, dobimo Se

[e.e]

/ exp(—ax) dx _ T
chz cos(ma/2)

— 00

in z upostevanjem enakosti 2 ch(ax) = exp(az) + exp(—az) konéno (9). m
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Izrek 4. Za vsako nenegativno celo stevilo k velja:

o0
22k do \2k+1
/ O (O . (10)

0

Dokaz. Najprej uporabimo (6) in izrazimo z Eulerjevimi stevili:

T EQk 7T2k+1a2k
—_— = — (-1< 1). 11
ch(ra/2) kzo o o Cl<as<d) (11)
Po drugi strani pa lahko z vrsto
COS i k 2k 2k
chx 2k lchz ~’

=0

ki absolutno in enakomerno konvergira glede na spremenljivko x na vsakem
omejenem intervalu, pri ¢emer je

— 2k'chx7 chz

| cos(ax) i a®k g2k ch(az)

chzx

o
in [ (ch(az)/chz)dr < oo zaradi (9), po medsebojni zamenjavi vrstnega
—0o0
reda integriranja in seStevanja zapiSemo:

(o) oo o
/cos ar)dx 2/ z i 1)kq2k 2k 2% 1)ka2k/ 225 do
chz chz (2k)! chz

0 0

e k=0 k=0
S primerjavo koeficientov pri potenci a?* v relaciji
o oo
T B / cos(ax) dx 2i 1)ka2k/x2k dz _i By, m2ktlg2k
ch(ra/2) chx (2k)! che 4~ (2k)! 22

dobimo

T2 dz m\2k+1 k

=(= —1)"Fo .
/Chw (2) (=1)" Eax
0

Ker je ocitno integral na levi strani pozitivno Stevilo, mora veljati enakost
(—1)*Ey), = |Eg| in s tem konéno (10). m
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Zaradi rekurzije (7) so vsa Eulerjeva stevila cela. Obenem pa smo prav-
kar v dokazu spoznali, da velja enakost (—1)FEq, = |Eay|.

Posledica 5. Fulerjevim Stevilom FEop,, ki so vsa cela Stevila, se predznak
12Zmenicno menja.

Posledica 6. Za vsako nenegativno celo stevilo k velja:

Ool 2k d k
0og :rx:(z>2+1E 12
[ =) Bl (12)
0
Dokaz. Ce vpeljemo novo integracijsko spremenljivko x = logu v inte-
gral (10), dobimo:
[e.e] oo
/x% de 2/log2kudu _ (7r>2k+1|E |
chz 14+u2  \2 21
0 1

Ker o¢itno dobimo (po zamenjavi integracijske spremenljivke u — 1/u)
o0 1 %)
/logw€ udu _/log2k udu 1 /log2k udu
1+uw? ) 1+w* 2 1+u?
1 0 0
imamo nazadnje integral (12). m

3. Polinomi, katerih koeficienti so produkti Eulerjevih stevil
in binomskih koeficientov

Vpeljimo zaporedje polinomov
" /n
Fp(z) zkz()(k)Ekx”—k (n=0,1,2,...), (13)

ki imajo preprosto rodovno funkcijo, s katero si bomo pomagali poiskati
nekatere njihove lastnosti.

Izrek 7. Zaporedje polinomov Fy,(x) (n=0,1,2,...) ima rodovno funkcijo

G(z,2) = ‘”‘gl(z’") = F’;(f) o (yz\ < g) . (14)

n=0
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Dokaz. Z uporabo binomske konvolucije (4) lahko zapiSemo:

G(x,z) = exp(xz) Z 7 ZE‘ZJ':

f

z(z())z

n=0 \k=0

Pri tem je x realna, z pa kompleksna spremenljivka, ki je lahko v krogu, ki
ima sredis¢e v tocki 0 in sega do najblizje singularnosti funkcije z — 1/ ch z,
to je mi/2 oziroma —mi/2. Zato dobljena vrsta konvergira absolutno in
enakomerno pri pogoju |z| < 7/2 za vsak realen x. m

Ocitno je Fy(z) =1 in F,(0) = E,, za vsak indeks n. Stopnja polinoma
F,(x) je ravno njegov indeks, zato je zaporedje F,(z) (n = 0, 1, 2, ...)
pravo polinomsko zaporedje in vsak polinom P(x) z realnimi koeficienti lahko

enoli¢no izrazimo v obliki P(x) = > ¢, Fj(x) z realnimi koeficienti cy.
k>0

Polinome F,(z) lahko zapisemo tudi simboli¢no:
n n -
F,(z)=(E+x)" :;OQC)Ekwn Kk EF=E,, Ey=1.

Radi pa bi imeli preprost postopek, po katerem jih izra¢unamo.

Izrek 8. Za polinome F,(z) velja enakost

n

Fu(z+y) =) (Z) Fr(x)y"™* (n=0,1,2,...). (15)

k=0

Dokaz. Pove¢ajmo v rodovni funkciji (14) spremenljivko z za y:

g($+y’ Z) — exp((x—l— y)z) :i Fn(.%' +y) Zn‘

h !
chz = n

Po drugi strani pa dobimo s pomodjo (4) tudi razvoj:

) =t 0 S8 0 ST
=0 =0 .

—Z(Z( )ri >)

n=0 \k=0

S primerjavo koeficientov pri potenci z™ v obeh zapisih najdemo (15). m
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Izrek 9. Potenca x™ se izraZa s polinomi Fy(z) v obliki

2},
= < >Fn_2k(x) (n=0,1,2,...). (16)

2k
k=0
Pri tem pomeni |n/2] najvecje celo Stevilo, ki ne presega n/2.
Dokaz. Naj bo ¢; = 1 za vse sode indekse j in 0 sicer. Iz enakosti

anz = exp(zz) = chz - G(x, 2) ZC] J Z n'

n=0 ’ j=0 =

dobimo po podobnem postopku kot v prejsnjem dokazu enakost

2" :i (Z) crFoi(z),

k=0
iz katere takoj sledi (16). m

Izrek 10. Za odvod polinoma F,(x) velja enakost
Fl(z)=nF,_1(z) (n=1,2,3,...). (17)
Dokaz. 7 odvajanjem rodovne funkcije (14) dobimo najprej enakost

oG
ox

—(x,2) = 2G(x, 2) =

pri ¢emer smo upostevali Fy(x) = 1, nato pa Se

S ) 1§ Faae)
n! n! '

n=1 n=1

S primerjavo koeficientov pri potenci 2"~! v obeh vrstah najdemo (17). =

Z enakostjo (17) in z upoStevanjem pogoja F,(0) = E,, lahko hitro zapi-
Semo nekaj zacetnih polinomov F,(x):

— 1023 + 252 = x(2* = 5
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Izrek 11. Za polinome F,(x) velja naslednja enakost:
F(zr—1)+F,(z+1)=22" (n=0,1,2,...). (18)
Dokaz. Oglejmo si izraz

exp((x — 1)z) + exp((z + 1)z)
chz

Glx—1,2)+G(x+1,2) = = 2exp(zz).

Po eni strani je

g($— 1,2) —{—g($+ 1’2) :i Fn(l’— 1) +Fn(l’+ 1) Zn7

n!

n=0

po drugi strani pa

g(x—l,z)+g(:c+1,z):2z%z".

n=0

S primerjavo koeficientov pri potenci 2" potrdimo veljavnost enakosti (18).

Izrek 12. Polinomi F,(x) so sode funkcije, ko je indeks n sodo Stevilo, in
lihe funkcije, ko je n liho Stevilo:

Fo(—2) = (—1)"Fu(z) (n=0,1,2,...). (19)

Dokaz. 1z enakosti

G-z, 2) = exp(—xz) :i F,.(—x) n

chz = n!
in iz enakosti
exp(z(—2)) Zoo nEn(®) 5
— = = —1

sledi po primerjavi koeficientov pri potenci z™ takoj enakost (19). m

Polinomi F,(z) so v tesni zvezi z Eulerjevimi polinomi E,(x), katerih
rodovna funkcija je

H(x,z) = m :Z Ep(z) 2" (2] < 7).

n=0
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Preprosta primerjava pokaze, da veljajo relacije:
2"En(x) =F,(2x—1), E,=F,(0)=2"E,(1/2) (n=0,1,2,...).

Polinome F,,(z), ki imajo celostevilske koeficiente, smo uvedli zato, ker je z
njimi nekoliko udobneje ra¢unati kot s polinomi F,(z).

4. Nekatere vsote z Eulerjevimi Stevili

Pokazali bomo, kdaj se vrednosti polinomov F,(x) da izraziti e kako
drugace. Hitro se vidi, da gre to lepo za lihe indekse n in naravne z, za
katere pa moramo posebej obravnavati sodi in lihi primer.

Izrek 13. Za poljubni naravni stevili n in k velja formula:
k .
Fy1(2k) = 2) (=17 (25 — 1>, (20)
j=1

Dokaz. Formulo (20) pri danem n dokaZemo z metodo popolne indukcije
glede na stevilo k. Za k = 1 stoji Fo,—1(2) na levi strani v (20), z relacijo (18)
pa imamo Fy,_1(2) =2 — Fy,-1(0) = 2 — FE3,—1 = 2, kar dobimo za k =1
tudi na desni strani v (20), ki zato velja za k = 1. Indukcijski korak spet
naredimo z relacijo (18): Fy,_1(2k +2) = 2(2k + 1)>"71 — Fy,, 1(2k). S
predpostavko, da (20) Ze velja za neko naravno $tevilo k, imamo:

k
Fop1(2k+2) = 22k +1)°" 1 42> (=1 (25 — 1>t =
j=1
k+1

— 22(_1)j+k+1(2j _ 1)27171.

j=1

Torej velja formula (20) tudi, ¢e v njej zamenjamo k s k + 1, in je zato
pravilna za vsako naravno Stevilo k. =

V posebnih primerih imamo:

Fon1(2) = 2,

Fo1(4) = 2(3%"71 - 1),

Foy1(6) = 2(52 1 =321 1),
(8) = 2(
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Da bi tako izrazili tudi (E + 1)" = F,(1), (E+3)" = F,(3), ..., si
oglejmo

expz  (expz+exp(—z))+ (expz — exp(—z))
chz exp z + exp(—z)

G(1,z2) = =1+thz.

Za lihe x in n v F,(z) nam bodo prisla prav Bernoullijeva Stevila B,.

Definicija 2. Bernoullijeva stevila By, so koeficienti v razvoju

—ZBk B (2] < 27). (21)

expz — 1

Funkcija z +— z/(expz — 1) je rodovna funkcija Bernoullijevih $tevil in
ima v to¢ki z = 0 odpravljivo singularnost, tej tocki najblizji pol pa v z = 271
oziroma z = —27i, zato ima konvergen¢ni krog potencéne vrste (21) polmer
27. Ve¢ o Bernoullijevih $tevilih najdemo na primer v |1, 3]. Ponovimo le
najnujnejSe. Vsa Bernoullijeva Stevila lihega indeksa od vklju¢no tretjega
naprej so enaka 0, Bernoullijevim Stevilom sodega indeksa od 2 naprej pa se
predznak izmeni¢no spreminja: Ba,i1 = 0, |Ba,| = (=1)" !By, zan = 1,
2, 3, ... Vsa Bernoullijeva Stevila so racionalna.

Izrek 14. Obstajata naslednja razvoja v potencni vrsti:

o
22”B2n "
zcthz :Z )l 22 (2] < ) (22)
n=0

mn

o
22”(2% — 1)32n 2n—1
thz = Z @n)! z

n=1

(lz] <m/2). (23)
Dokaz. 1z (21) lahko najprej izrazimo

exp z — 1 Z

nato pa po preureditvi leve strani zapiSemo

z z . B

n=0

Z zamenjavo spremenljivke z — 2z takoj dobimo (22). Razvoj (23) pa je
posledica elementarne enakosti 2 cth(2z) = cthz + thz in (22). =
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Iz enakosti

o0 o0
eXp 2z Fa(1) n 22"(22n_1)32n 2n—1
9(1.2) = 47 +; n 2T e ﬁ; @n—Dl2n) =

ki jo dobimo iz rodovne funkcije polinomov F,(x) in iz (23), sklepamo, da
je

Fo(1) =1,

(1) =0,

22n 22n — 1B
FQn—l(l) _ ( o ) 2n

(n=1,2,..). (24)

Izrek 15. Za poljubni naravni Stevili n in k velja formula:
Fp(2k+1) =2"*! Z YR L (—1D)FF,(1). (25)

Dokaz. Tudi formulo (25) pri danem n dokaZemo z metodo popolne indukcije
glede na stevilo k. Za k = 1 stoji F},(3) na levi strani v (25), z relacijo (18)
pa imamo F,(3) = 2" — F,(1), kar dobimo za k = 1 tudi na desni strani
v (25), ki zato res velja za k = 1. Indukcijski korak spet naredimo z relacijo
(18): F,(2k+3) = 2(2k+2)" — F,,(2k+1). S predpostavko, da (25) zZe velja
za neko naravno Stevilo k, imamo:

k
Fo(2k +3) = 2(2k +2)" + 2" ) (=17 4 ()P E, (1) =
j=1
k+1
2n+1 Z j+k+1 -n ( 1)k+1Fn(1) )

Torej velja formula (25) tudi, ¢e v njej zamenjamo k s k + 1, in je zato
pravilna za vsako naravno Stevilo k. =

V posebnih primerih dobimo:
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5. Alternirajoce vsote naravnih potenc

Znano je, da se vsote Y j" = 1" 42" 4+ 3" + ... + k™ za vsak naraven
j=1
eksponent n dajo v preprosti obliki izraziti z Bernoullijevimi polinomi (ve¢
v [1, 3]). Z na8imi polinomi F,(z) pa lahko izrazimo alternirajoce vsote

s(k,n) =) (—1)75" = —1" 42" = 3" + -+ + (= 1)"k".
7=1
Iz formule (25) namre¢ lahko brez tezav izrazimo:

k
Z(_l)jjn = 1" 42" 3" ...+ (_1)kkn _ (
j=1

~1)FF,(2k + 1) — F,(1)
on+1 :

Pri tem sta k in n poljubni naravni Stevili. Za posebne primere n =1, 2, 3
s pomocjo formul, ki sledijo izreku 8, dobimo:

s(k,1) = —1+2—3+...+(_1)kk: (*1>k(2k+1)*17

4
s(k,2) = —124 22— 324 .. p (—1)FR2 = (_l)kk(k:;rl) |
(—D)F(2k +1)(2k%+ 2k —1) +1

3<k73) = _13+23_33+"'+(_1)kk3: =

Izrek 11 pa nam omogoca sesSteti alternirajoce vsote potenc lihih Stevil:

k
1
1(k,2n —1) i — 1) = (DR Fy, 1 (2K).
n ;:1 5 (—1) F2n-1(2k)

Zan =1, 2, 3 dobimo na primer:
si(k,1) = =143 =5+ + (=1)*2k — 1) = (-1)*k,
si(k,3) = =13 433 =55 4. 4 (=D)*(2k — 1)3 = (=1)*k(4k* - 3),
si(k,5) = =17 +3° = 5% + .. 4 (=1)F(2k — 1)° = (=1)*k(4k* — 5)2.

7 alternirajo¢imi vsotami potenc sodih Stevil potem ni vecjih tezav:

k

ss(k,2n—1) = (=1)7(2j)> ! = 22"~ 12 G2t = 92 lg(k 2n—1) .

Jj=1
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6. Se primera iz verjetnostnega rac¢una:

A. Naj bo sluc¢ajna spremenljivka Y porazdeljena enakomerno na inter-
valu [0, 1], slu¢ajna spremenljivka X pa naj bo definirana z izrazom X =
%10gtg(7rY/2). Njeno porazdelitveno funkcijo najdemo po znanem po-
stopku:

Fx(z)=PX<z|=P %log tg(nY/2) < z| = %arctg(exp(ﬂaf/Q)) .

To pomeni, da je sluajna spremenljivka X = %log tg(mY /2) porazdeljena
po zakonu recipro¢nega hiperboli¢nega kosinusa, ¢e je slu¢ajna spremenljivka
Y porazdeljena enakomerno na intervalu [0, 1]. S tem lahko tako porazdeli-
tev simuliramo z racunalnigkim generatorjem sluc¢ajnih Stevil.

B. Slucajna spremenljivka X, ki je porazdeljena po zakonu recipro¢nega
o0

hiperboli¢nega kosinusa, ima zafetne momente v, = [ z"px(z)dx zan = 0,
—0o0

1, 2, ... Najdemo jih neposredno z uporabo rezultata (10): vo, = |Ea,| in
Vopt1 = 0zan=0,1, 2, ... Nastejmo jih nekaj: 1o =1, 11 =0, vy = 1,
vy = 0, vy = 5. Slucajna spremenljivka X ima matemati¢no upanje 0,

disperzijo 1, standardno deviacijo 1, asimetrijo 0 in eksces 2 (za definicije
glej na primer [1, 4]). Za primerjavo: standardizirana normalna porazdeli-
tev premore prav take Stevilske karakteristike razen ekscesa, ki je 0. Zato
vcasih v statistiki normalno porazdelitev nadomestijo z naso porazdelitvijo
recipro¢nega hiperboli¢nega kosinusa.
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