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Eulerjeva stevila so definirana preko alternirajo¢ih permutacij, Bernoullijeva stevila pa
se enostavno izrazajo z Eulerjevimi stevili z lihim indeksom. V ¢lanku si ogledamo nekatere
uporabe teh stevil. Pojavljajo se namrec¢ v razvoju tangensa in sekansa v poten¢no vrsto,
v formuli za vsoto potenc prvih nekaj naravnih §tevil in v vrednostih funkcije zeta.

ON TANGENT FUNCTION, SUMS OF POWERS, EULER AND
BERNOULLI NUMBERS

We define Euler numbers via alternating permutations, and Bernoulli numbers as
rational multiples of Euler numbers with an odd index. In this paper, we study some
applications of these numbers. They appear as coefficients in the power series expansion
of the tangent and secant functions, in the formula for the sum of powers of the first few
integers, and in values of the zeta function.

Uvod: trigonometriéne funkcije kot potencne vrste

Predstavljajmo si, da ne vemo ni¢ o trigonometriji, vemo pa dovolj o po-
tencnih vrstah oblike > ) a,x™, da jih znamo med seboj sestevati, mnoziti
in ¢lenoma odvajati:

o oo o
Z anx’ + Z b = Z(an + by,)z"
n=0 n=0 n=0
[sestevanje istoleznih koeficientov] (1)

o0 n

0 o0
E apx™ | - E bz | = E apbn_p | "
n=0 n=0 0

n=0 \k=
[konvolucijsko mnozenje] (2)

o0

oo / o
g ap,z" | = E na,z" "t = g (n+ Dapyi2"
n=0 n=1

n=0
[odvajanje po ¢lenih] (3)
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Tu so a, koeficienti iz nekega obsega s karakteristiko 0, obi¢ajno R ali C.
Pri tem lahko na potencne vrste gledamo kot na dejanske funkcije (se pravi:
x, ki je po absolutni vrednosti manjsi od konvergencénega polmera, se pre-
slika v limito delnih vsot; v tem primeru so (1)—(3) Stevilske enakosti, ki
veljajo na nekem obmocju) bodisi kot na formalne potenc¢ne vrste (se pravi:
Yool panx™ je samo drug zapis za zaporedje (an)i,; v tem primeru so
zgornje enakosti definicije operacij). Prvi nacin je obic¢ajen v analizi, drugi
pa v kombinatoriki, obe gledis¢i pa imata svoje prednosti in slabosti. Za
vecino snovi, ki sledi, lahko ra¢une formalno utemeljimo bodisi na en bo-
disi na drug nacin. V nadaljevanju se v podrobnosti ne bomo spuscali in
bomo mirno sestevali, mnozili in odvajali vse poten¢ne vrste. Omenimo
Se, da konvolucijsko mnozenje uporabljamo tudi za mnozenje polinomov:
na primer, koeficient pri 23 produkta polinomov ag + ajz + - - + a,z™ in
bo + b1z + - -+ + bypx™ je vsota agbs + a1bs + a2b1 + asby.
Najpomembnejsa potenc¢na vrsta je eksponentna funkcija:

X n 2 3 4
. x x x
e E o +x+ 5 + 6 + Y + ;
n=0
tu je n!l = 1-2.--n (preberemo: n fakulteta) in 0! = 1. Eksponentna

funkcija ima lepo lastnost, da je njen odvod enak funkciji sami: res, e je
anp =1/nl je (n+1Dapy1 = n+1)/(n+ 1) =1/n! = ay.

S pomocjo eksponentne funkcije zlahka definiramo sinus, kosinus, tan-
gens in sekans:

. 611‘ _ e—Z.'L’ elﬂ? _'_ 6—133
sinz = - cosT =
24
sinx
tgx = secx = .
cos T cos T
Seveda je tu 2 = —1. Pripomnimo, da kotangens in kosekans nista defi-

nirana v tocki 0 in ju zato ne moremo razviti v potenéno vrsto okoli 0 (v
jeziku formalnih potenénih vrst bi rekli, da sin x nima inverza za mnozenje).

Za sode n velja (ix)" = (—iz)" = (=1)"/2z", za lihe n pa (iz)* =
—(—iz)" = (—=1)"=D/2iz" | zato hitro izpeljemo

00
x2n+1 3 5

A xr
: — —1)" - p— 2 - ..
SHE nz:%( Ve % i
& 2n 2 4
A xr X
cos e nz_;)( "G > T

Marsikatero dejstvo o trigonometriénih funkcijah sledi neposredno iz de-
finicije (na primer sin’z = cosz, cos’x = —sinz, cos?x + sin’z = 1). V
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razdelku Eulerjeva oz. Bernoullijeva Stevila in funkcija zeta bomo uporabili
tudi nekaj lastnosti trigonometri¢nih funkcij, ki ne sledijo na oc¢iten nacin
iz zgornjih razvojev. Pripomnimo, da ¢e na sinus in kosinus gledamo kot na
funkciji, sta njuna konvergenéna polmera oo, torej vrsti konvergirata za vsa
realna oziroma kompleksna Stevila z.

Tri naloge

Videli smo, da imata sinus in kosinus enostaven razvoj v vrsto. Kaj pa
tangens in sekans? ZapiSimo

[e.e]
tgx = Z anz”.
n=0

) (5)

Ker je po definiciji

0 r2n
cosz -tgx = (Z(—l)" an)!

n=0
2 4
z T 9
= <1—2+24—---> (a0 + a1z + agz® + - --)
=ag+az+ (a3 — Q)2 + (a5 — Y4)2’ + (as — @ + D)z + - -
1’3 x5
:smx:x—g—km—“',

lahko izra¢unamo nekaj zacetnih ¢lenov: ag = 0, a1 = 1, ag = 0, az =
1/2—-1/6 =1/3, as = 0 itd. Tako dobimo

. N z3 N 225 N 1727 N 622° N 13821 N 21844213 N 92956915 N

& 3 15 315 2835 155925 6081075 638512875

in podobno

secCr — oS T =
14 acj N 57:34 N 6120 N 2778 N 50521210 N 540553212 N 19936098114 N
2 24 720 8064 = 3628800 @ 95800320 = 87178291200

Takoj vidimo, da ima razvoj tangensa same lihe potence, sekansa pa
same sode (to ni presenetljivo, saj je tangens liha funkcija, sekans pa soda).
Ni pa ocitno, kako bi izrazili posamezne ¢lene v razvoju obeh funkcij. Lahko
morda najdemo formulo za n-ti ¢len? Izkaze se, da preproste formule ni,
obstaja pa lepa kombinatori¢na interpretacija koeficientov: to se pravi, ko-
eficiente lahko izrazimo preko moci dolo¢enih mnozic.

121-135 123



Matjaz Konvalinka

Naloga 1. Poisci formulo za koeficiente v razvoju tangensa in
sekansa v vrsto.

Nalogo bomo regili v razdelku Alternirajo¢e permutacije in Eulerjeva Stevila.

Druga naloga je na videz povsem nepovezana s prvo. Verjetno vsi po-
znamo zgodbo o Carlu Friedrichu Gaussu (1777-1855), ki je kot otrok prese-
netil svojega ucitelja, ko je izredno hitro sestel §tevila od 1 do 100 in ga tako
prikrajsal za okrepcilen dremez med poukom. Gauss naj bi opazil, da lahko
najprej sestejemo 1 in 100, potem 2 in 99, potem 3 in 98 itd. V vsakem
primeru dobimo 101, vsot je 50, zato je skupna vsota 50 - 101 = 5050. Za
splosen n se podobno ali pa z indukcijo lahko dokaze dobro znana formula

n

L) Ty Ty Ty
7=1

Prav tako se z indukcijo lahko dokazejo podobne vsote

n
) n(n+1)2n+1 n® n? n
S L @iyt et
6 3 2 6
j=1
n 2 2 4 3 2
. n“(n+1 n n n
D A Gt L
4 4 2 4
7=1
Zn:_4 B n(n+1)(2n+1)(3n2+3n71)_n5+n4+n3 n
Tt 30 T5 273730

Videti je, da je vsota Z?Zl 4% polinom v spremenljivki n, ki se vedno

zacéne s clenoma n**+1/(k+1)+nk /2, ni pa o¢itno, kaj bi bili naslednji ¢leni.

Naloga 2. Poisci formulo za vsoto k-tih potenc naravnih stevil od
1 do n.

Nalogo bomo resili v razdelku Eulerjeva oz. Bernoullijeva Stevila in vsote
potenc.

Tretja naloga je nekoliko podobna drugi: tokrat nas zanimajo vsote
negativnih potenc wseh naravnih Stevil od 1 naprej. Iz osnovne analize
vemo, da harmonic¢na vrsta

oo
>
=17

divergira, medtem ko vrste

1
25

Jj=1
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konvergirajo za vse n > 1. Zelo znana je prelepa formula
o T o
=0

velja pa tudi

<1 4
<1 76
2 =
ii _m
jzljS ©9450°

2n

Domnevamo lahko, da za Zj; 72" vselej dobimo zmnozek §tevila 72"

in nekega racionalnega Stevila.

Naloga 3. Poisci vsoto sodih negativnih potenc naravnih stevil.

Nalogo bomo resili v razdelku Eulerjeva oz. Bernoullijeva Stevila in funkcija
zeta.

Izkaze se, da lahko resitve vseh treh nalog izrazimo preko FEulerjevih
Stevil ali z njimi tesno povezanih Bernoullijevih Stevil, ki jih bomo definirali
v naslednjem razdelku.

Alternirajoce permutacije in Eulerjeva sStevila

Permutacija velikosti n je zapis Stevil 1,...,n v nekem vrstnem redu. Pri-
meri permutacij so tako [1,2,3], [4,1,3,2], [9,8,1,2,5,7,10,6,3,4]. Obi-
¢ajno to zapiSsemo brez oklepajev in vejic (Stevila nad 10 v tem primeru
damo v oklepaj), torej 123, 4132 in 981257(10)634. Vseh permutacij veliko-
sti n je n!; za n = 3 so to 123, 132, 213, 231, 312 in 321.

Permutacija @ = w1 ...7m, je alternirajoca, Ce velja m > w9 < wg >
74 < ... Stevilo vseh alternirajoc¢ih permutacij velikosti n oznacimo z E,,
in imenujemo Eulerjevo $tevilo (tudi Eulerjevo cikcak Stevilo). Velja Ey = 1
(prazna permutacija je na prazno alternirajoca), 4 = 1 (edina permutacija
velikosti 1 je prav tako na prazno alternirajoca), Eo = 1 (edina alternirajoca
permutacija velikosti 2 je 21), F3 = 2 (alternirajoc¢i permutaciji velikosti 3
sta 213 in 312), z ra¢unalnikom lahko hitro preverimo 8e E4 = 5, F5 = 16,
FEg =61, By =272 itd.
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Eulerjeva stevila se imenujejo po Svicarskem matematiku Leonhardu Eu-
lerju (1707-1783). Pripomnimo $e, da obstajajo tudi eulerska Stevila, ki tudi
Stejejo permutacije z neko lastnostjo.

Za Eulerjeva stevila ni znana nobena enostavna formula; brez dokaza
povejmo, da se lahko izra¢unajo preko dvojne vsote

n+l k
E, = — ntl iz ( ) kj 2j)n+1(2l) kk—

k=1 5=0

kjer je i = —1.

Eulerjeva stevila se lahko izra¢unajo tudi preko precej lepse rekurzivne
formule (lema 1), s pomocjo katere lahko dokazemo na$ glavni izrek (izrek
2). Ta izrek resi nalogo 1, hkrati pa bo osnova za reSevanje nalog 2 in 3.

Lema 1. Zan > 1 velja

- n
2Eni1=) <k> ExEn-.

k=0

Dokaz. Ce velja w1 < mp > w3 < w4 > ..., re¢emo, da je permutacija m =
m ... T, obratno alternirajoc¢a. Obratno alternirajo¢i permutaciji velikosti 3
sta tako 231 in 132. Enostavno je videti, da je alternirajocih in obratno alter-
nirajoc¢ih permutacij velikosti n enako mnogo: permutacija 7 = 71 ..., je
alternirajoc¢a natanko tedaj, ko je njen obrat 7’ = (n+1—m1,...,n+1—m,)
obratno alternirajoca permutacija. Z drugimi besedami, 2F,, 1 Steje stevilo
vseh permutacij velikosti n + 1, ki so bodisi alternirajoc¢e bodisi obratno
alternirajoce.

Po drugi strani pa desna stran steje vse trojice (S, o, 7), kjer S oznacuje
podmnozico mnozice {1,...,n} velikosti k, o obratno alternirajo¢o permu-
tacijo velikosti k, 7 pa obratno alternirajoco permutacijo velikosti n — k.
1z take trojice lahko skonstruiramo alternirajoco ali obratno alternirajoco
permutacijo 7 velikosti n 4+ 1 takole. Na mesto k& + 1 postavimo n + 1; na
mesta k, k—1,...,1 postavimo §tevila iz S, urejena, kot dolo¢a o, na mesta
kE+2,k+3,...,n+1pastevilaiz {1,...,n}\ S, urejena, kot doloca 7. Z
drugimi besedami, ¢e je S = {iy,...,ix} in {1,....,n}\ S ={j1,.- -, Jn-t},
kjer je i1 < i9 < ... < ig in j1 < jo < ... < jn—k, potem je

™= (Zcrk7-"72crz>zolan+ 1’-77'1’]7'2""’-]7'7171@)'

Za n = 8 in trojico ({1, 5,8}, 132,25341) dobimo denimo 581937462.
Lahko je preveriti, da je 7 alternirajoca (Ce je k sodo Stevilo) oziroma
obratno alternirajoca (¢e je k liho stevilo) in da je naSa preslikava med

permutacijami in trojicami zgornje oblike bijektivna. Recimo, alternirajoca
permutacija 826174935 je slika trojice ({1,2,4,6,7,8},351426,12). "
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Izrek 2. Velja
Ny )
tgx +secx = E 2

nl
i

Dokaz. Pisimo F(z) = tgx + secx = 512 Potem je F(0) = 1 in

cosxT

2 (x) = 20082x+ (1+sinz)sinx _ 24 2sinz

cos? z cos? x

1 2si 102 2
_ 1+ smx—i—s;n T+ cos®x :F2(x)+1.
cos* T

Trdimo, da isti diferencialni enacbi zadoséa tudi desna stran G(z) =
Yoo %x" Ker je By = 1, je res G(0) = 1. Za vsak n > 1 pa je ko-
eficient pri 2" v 2G’(z) enak 2(n + 1) (grﬁ, = QE;!“, koeficient pri " v
G?(x) + 1 pa po konvolucijskem pravilu

" E, E,_ 1 «— /n
ek o o EvE,_p.
Kl (n— k)l n!z(k) W=k
k=0 k=0

Po lemi 1 sta ta dva izraza enaka. Koeficient pri 2° v 2G’(z) je 2E1 = 2, v
G*x)+1pa E2+1=2.

Ni tezko videti, da ¢e dve potencni vrsti obe ustrezata isti diferencialni
enachi in se ujemata v tocki 0, sledi, da morata biti enaki. m

Razvoj tangensa je potem lihi del, sekansa pa sodi del razvoja iz izreka
2. Zato dobimo

x2n+1 2n

[e.9] o0
. x
tgx = Z Eonta 2n+ 1) in secx = ZE%i(Qn)!'

n=0 n=0

Eulerjeva oz. Bernoullijeva Stevila in vsote potenc
Bernoullijeva stevila By, ki se imenujejo po Svicarskem matematiku Jakobu

Bernoulliju (1654-1705), so tesno povezana z Eulerjevimi $tevili z lihimi
indeksi. Definirana so takole:

1 . n=0
% o n=1
B, = 0 : n>1 liho
—1)ztnE,_
(=127 nEna n > 1 sodo

121-135 127



Matjaz Konvalinka

Tako je denimo
(-1)%-2-1 1

By=-~+—_— =_.
2T 222 -1) 6
Zaporedje Bernoullijevih Stevil se zacne
1 1 1 5 691 v 3617

11
1.2 20— 0. —.0.——. 0. —. 0. — 0. -
7276707 30707 42707 30707 66707 27307076707 5107 Y
43867 0 174611
798 7 330 7

Bernoullijeva Stevila se prav tako pojavijo v razvoju neke pomembne
funkcije v potencno vrsto (lema 3). Za motivacijo poskusimo s pomocjo
rodovnih funkcij resiti nalogo 2, torej izra¢unati 2?21 G*.

Oznacimo z G, (z) (eksponentno) rodovno funkcijo vsot > %, 4% po vseh
k, torej

n

[e.e] I’k
Gulw) =3 | 229" | G
=1

k=0

7 zamenjavo vrstnega reda seStevanja dobimo
— — J
-3 (S0 ) -
j=1 \k=0 j=1

To je kon¢éna geometrijska vrsta, ki jo seveda znamo sesSteti:

Gn(z) =¢€"- =

et —1 e — 1 T

s enT_q oy -~ .. « et
Funkcijo znamo razvitl v vrsto; ce razvijemo v vrsto se —7—,

konvolucijsko formulo dobimo formulo za iskano vsoto.

S

Lema 3. Velja

ze® B, ,
et —1 Fm
n=0
Dokaz. Lahko je videti, da ima funkcija jejl razvoj v potencno vrsto, torej

xe® > z"
e —1 - Z anﬁ
n=0
za neko zaporedje (ay)52 . Nas cilj je dokazati, da je a,, = By,.
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Ker se 2"(2" — 1) B, izraza na preprostejsi nacin preko Eulerjevih stevil
kot B, izra¢unajmo rodovno funkcijo za 2"(2" — 1)a,. Ce zamenjamo z z

2z, dobimo
2ze? N
2z = Z 2%an 1’
e —1 n!
n=0

zato je

2ze% ze” o=, x"
e2r—1 ev—1 ;(2 a 1)anﬁ'

Ce ponovno zamenjamo x z 2x, dobimo

4xet® 27e% N o ren ™
T = 2%2 (2" = Dan—.
n=

V definiciji Bernoullijevih $tevil s sodimi indeksi nastopajo Eulerjeva stevila
z za 1 manj$im indeksom. Zato obe strani zadnje enakosti odvajajmo; nato
Se odstejmo 1. Na levi z nekaj rac¢unanja dobimo

I

4ret” 22e2% 1\’ . 4e?*y 4+ et — 1
edr 1 2 _ 1 o (€22 4 1)

na desni pa

xn—l

oo
n n
n=1
Naredimo 8e nekaj ra¢unov s funkcijo

$2n+1

o
tgor = Z E2n+1m-

n=0
Najprej obe strani odvajajmo in pomnozimo z x:
o0
T Z 5 x2n+1
— = 2n+1 75 Ny -
cos? x " (2n)!

n=0

Sedaj zadnji enakosti seStejmo in zamenjajmo trigonometri¢ne funkcije z
njihovimi definicijami:

dx 6ix o e—ix & :L,2n+1
, - A — = 2 2)E P SE——
(e + e~ix)2 * i(ei® 4 e~iT) nz;)( n+2) B (2n+1)!
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Zamenjamo x z tx in pomnozimo z —i:

Ar 6 —e T x2n+1
= "(2 2)E —_
(e* + e—f"’)2 et +e " Z n+2) B (2n+ 1)V
tu smo na desni upostevali —i-i?"+1 = —i?2"+2 = —(—1)"+! = (—~1)". Lahko

je videti, da se leva stran spet poenostavi v

4eTy 4+ et — ]

(27 + 1)
1z tega sledi, da je
> 1 o0 . 201
—1+ ; (2" — 1)anm = 7;)(—1) (2n + 2)E2n+1m.

Koeficienta na levi in desni strani pri 20 sta —1 + 2a; in 0, torej je aq

1/2 = By. Koeficienta pri 22", n > 1, sta 22771227 — 1)ay,,1/(2n)! i

0, torej je agni1 = 0 = Bayy1 za n > 1. Koeficienta pri 2271 n >
sta 227(22" — 1D)ag, /(2n — 1)! in (=1)""12nEs,_1/(2n — 1)!, torej je az,
(=)t 12nEy, 1/(227(2%" — 1)) = Ba,. Ker je tudi ag = lim,_,o ze®/(e*

1) =1 = By, smo dokazali, da je a,, = B,, za vse n > 0.

Pripomnimo, da se v literaturi vcasih vzame By = —1/2 namesto B
1/2. V tem primeru je > 7 Bpa™/nl = 25 —x = 55,

Sedaj lahko resimo tudi nalogo 2.

Izrek 4 (Faulhaberjeva formula). Za naravni Stevili n in k velja

n k
1 k+1
ko k+1-1
- B
;j k+1z< l ) o

_ kL ok [k/2] (71)z+1(21 1)E2z .
k+1 2 & 22220 — 1)

k+1-21

Dokaz. Dokazali smo zZe, da je

i N W ze® e —1
- N B z
k=0 \j=1

e = |
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torej moramo poiskati koeﬁcient pri na desni strani Po izreku 3 znamo

razviti v vrsto funkcijo %
mnozenje zato da

B
Z”EM

Koeficient pri z* na obeh straneh je tako

k
il Zy 0t 1 TS ; ( )Blnk+1l’

iz Cesar sledi izrek. n

557, ocitno je S——= = "7 k, , konvolucijsko

||
bl
L[]e
RN
|
=|
=
+| %
ol I
|
~—

ol

Prvih nekaj ¢lenov Faulhaberjeve formule je

n
> "=
j=1

nt +n—k+ () 1nk’1— (5) 'znk*3+ (5) - 16nk*5_wnk77

k+1' 2 ' 4.3 16 - 15 64 - 63 256 - 255 o

Za vsak fiksen k so binomski koeficienti v Stevcu prej ali slej enaki 0, tako
da za vsoto res dobimo polinom v n stopnje k + 1.

Eulerjeva oz. Bernoullijeva Stevila in funkcija zeta

Ena od uporab rodovnih funkcij je, da lahko z njimi izra¢unamo asimptotiko
¢lenov zaporedja. Naj bo f(z) funkcija, holomorfna (analiticna) v okolici
tocke 0, s Taylorjevim razvojem f(z) = > 2 ;a,z". Denimo, da ima f(z)
pol v tocki zp in da je to edina singularnost v krogu s srediS¢em v 0 in s
polmerom |zg| + € za neki € > 0. Z drugimi besedami, obstaja tak najmanjsi
r (ki mu recemo stopnja pola), da ima funkcija f(z)(z — 29)" odpravljivo
singularnost v zg, konvergencni radij Taylorjeve vrste te funkcije v tocki 0
pa je strogo vecji od |zp|. Potem ni tezko videti, da je dober priblizek za
koeficient a,, izraz

(_1)7”077,”7’—1

bn - 4(7._ 1)'Zn+r Y

(4)

kjer je
c—p = lim f(2)(z — 20)".

Z—20
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Dokaz bomo izpustili, glej na primer [3, Theorem 5.2.1]. Se vee, velja
lim |a, — by| - |20]" =0, (5)
n—oo

torej da razlika med a,, in b, raste pocasneje kot (1/|z9|)", ko gre n proti
neskonc¢no.

Oglejmo si, kaj nam formula (4) da za funkcijo f(z) = tgz + secz =
1+;s”;‘z. Slngularnostl funkcije z so nicle cosz, v katerih je sinz # —1.
Edina kompleksna stevila, ki ustrezajo tema pogojema, so z = w/2+ 2k za
k € Z. Singularnost, najblizja izhodisc¢u, je tako /2, v tej tocki ima f(z)
pol stopnje r =1,

e — lm (1+sinz)(z—m/2) lim (z—7/2) cos 2 + (1 +sinz) Y
z—m/2 Cosz z—m/2 —simz

kjer smo uporabili 'Hopitalovo pravilo. Dobimo priblizek za koeficiente
f(2), ki jih poznamo iz izreka 2:

E, (_1)1(_2)n0 - on+2

—_— Y =
n! 0!(m/2)n+1 antl
oziroma
on+2,1
E, ~ ———.
7-rn—f—l
Primerjajmo obe strani za n =0,...,10:
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
En 1 1 1 2 5 16 61 272 1385 7936 50521
2:’:i1“ 1,27 | 0,81 | 1,03 | 1,97 | 5,019 | 15,98 | 61,03 | 271,96 | 1385,07 | 7935,86 | 50521,28.

Vidimo, da je priblizek zelo dober, ¢eprav ni res, kot bi morda kdo sklepal
iz teh primerov, da je E,, kar n:il!, zaokrozeno na najblizje celo Stevilo:
razlike med pravo in priblizno vrednostjo rastejo, koli¢niki pa konvergirajo
proti 1.

Dobimo lahko tudi boljsi priblizek: razlika f(z) — Zf;l/Q = f(2) — z%7r2/2
ima odpravljivo singularnost v tocki /2, tako da je zanjo —37/2 singular-
nost, najblizja izhodis¢u. Spet velja

1= lim <f(z)+

z——3m/2

) (z437/2) = lim f( )(z+37/2) = —2.

z——3 7T

2
z—7/2

Tako lahko odstejemo se funkcije —2(z + 37/2)7%, —2(2 — 57/2) 7L, —2(2 +
77/2)~1 itd. in dobivamo boljse in boljse priblizke za koeficiente f(z). S
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pomocjo (5) je lahko dokazati, da konvergirajo proti koeficientom f(z). Z
drugimi besedami, dobili smo

E, 2 2 2 2 2

nl (m/2)nt1 + (=3m/2)nt+1 + (57 /2)n+1 + (=7m/2)n+1 + (97 /2)n+1 o

To je posebno zanimivo, ¢e je n lih. Vstavimo 2n — 1, n > 1, namesto n:

Eop_1 _ 92n+1
(2n—1)! 720

1111
Ittt tgmt ) (6
Po drugi strani lahko ¢lene v vsoti

1

+4ﬁ

1

(C je grska ¢rka zeta) razdelimo na lihe in sode, potem pa pri imenovalcih
sodih ¢lenov izpostavimo 22*. Dobimo

1 1 1 1 1
iz Cesar sledi
1 1 1 1 1
1+3%+5%+7%+9%+”-: 1—2% C(Qn)

Pri tem smo upostevali, da lahko vrstni red sumandov v konvergentni vrsti
s pozitivnimi ¢leni poljubno spreminjamo. Torej nam (6) da
E2n717T2n (_1)n+122n—1B2nﬂ_2n

CCn) = sem a1 - (2n)!

zan > 1. S tem smo resili tudi nalogo 3. To pojasni denimo

o0
1 Esnt ot 7t
§(4):Z@: 1_ N ~ 90
jzlj 2-(2 )-@4-1)!" 2-15-6 90

Konéajmo 8e z nekaj dejstvi o funkciji zeta, ki je definirana kot

e}

(=Y~ (7)
j=1

]Z
za kompleksna tevila z = x 44y z > 1; pri tem je j* definiran kot e*1°87.
Ni tezko videti, da je vrsta pri tem pogoju konvergentna, pravkar pa smo

izracunali ((z) za soda naravna Stevila z.
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Matjaz Konvalinka

Za liha naravna Stevila z > 1 ni znana nobena formula za (z). Domneva
se, da so 7, ¢(3), ¢(5) itd. algebrai¢no neodvisna §tevila, torej da ne obstaja
netrivialen polinom v dveh spremenljivkah z racionalnimi koeficienti, ki bi
unic¢il dve izmed njih.

Pac pa velja naslednje: funkcijo ¢, ki smo jo definirali na delu kompleksne
ravnine {x + iy: x > 1}, lahko analiti¢no razsirimo na C \ {1}. Razsirjena
funkcija, ki jo spet ozna¢imo z ¢, ima v 1 pol stopnje 1, poleg tega pa velja

((-m) =~

n+1
za nenegativna cela Stevila n. Velja torej ((0) = —B; = —%, ¢((—2n) =01in
—1)" By,
C(1-2n) = Gmet zan=1,2,...

Eulerjeva stevila z lihim indeksom se torej pojavljajo ne le v razvoju
tangensa v vrsto in v formuli za vsoto prvih n k-tih potenc, temve¢ tudi pri
vrednostih funkcije ¢, in sicer tako pri pozitivnih sodih kot pri negativnih
lihih stevilih.

Formula

n
C(~(om 1)) = G P
(22n —1)
ima zanimivo interpretacijo. Na primer, za n = 1 dobimo ((—1) = —%. Ce
vstavimo z = —1 v (7) (Gesar seveda ne smemo storiti, ker vrsta na desni
divergira), torej dobimo

1

14243444 =——.
+2+3+4+ T

To je seveda nadvse nenavadno: delne vsote 1,3,6,10,15,21,... naj bi kon-
vergirale proti —1/12. Ta »trditev« (ki jo matemati¢no torej pravilno ra-
zumemo v smislu funkcije ¢, glej pa tudi [2] za alternativno razumevanje
teh rezultatov) je tako presenetljiva, da si je utrla pot tudi v nematema-
tiéni svet: v zadnjih letih lahko decembra v centru Ljubljane med drugimi
novoletnimi okraski vidimo tudi napis Y 00 n = —3.

Na internetu (npr. [4]) pa je mogoce najti tudi utemeljitve, kot je nasle-
dnja. Oznacimo

So =14+243+4+--
S =1—1+1—-1+--
Sy =1-243—4+--.
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Potem je

29 = 1—1+1—1+---
+1-141—-- =1,

se pravi S; = 1/2. Podobno je

28 = 1-243—4+--
+1-243—---=1-1+1-1+---=5=1/2,

torej So = 1/4. Torej je

So—S2 = 1+2+3+4+-
14+2-3+4— - =4+8+12+16+-- = 4S,.

Iz tega dobimo 35Sy = —S3 in Sy = —53/3 = —1/12.

Taka izpeljava seveda ni matemati¢no korektna, ker racunamo z diver-
gentnimi vsotami, nam pa vseeno daje neko intuitivno predstavo, zakaj je
vrednost {(—1) ravno —75.

Na koncu omenimo Se najpomembnejSo domnevo v zvezi s funkcijo ¢
(mnogi jo imajo celo za najpomembnejsi nereSeni matematiéni problem).
Povedali smo Ze, da so soda negativna Stevila nicle funkcije (, recemo jim
trivialne nic¢le. Slavna Riemannova hipoteza pravi, da imajo vse netrivialne
nicle funkcije ¢ realni del enak 1/2. Domnevo je postavil nemski matematik
Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866), njena pomembnost pa je
(med drugim) v tem, da je njena reSitev tesno povezana s porazdelitvijo
prastevil.

Omenimo, da so Eulerjeva in Bernoullijeva Stevila standardna tema v
prestevalni kombinatoriki in pomemben zgled uporabe rodovnih funkcij;
odli¢na referenca je [1]. Za asimptotiko koeficientov rodovnih funkcij je
dober osnovni vir [3].
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