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1 Predgovor

Zaradi stalnih in ponavljajocih se zelja slusateljev po primerkih starih iz-
pitnih vprasanj sem se odlocil izdati zbirko vseh kolokvijev in izpitov pri
predmetih kjer sem svojcas sam vodil vaje. Pricujoca zbirka obravnava teme
iz verjetnosti. Zbirka je nastajala skozi vec let, ko sem vodil vaje na Univerzi
v Mariboru iz predmetov Verjetnost ter Verjetnostni racun in statistika. Zato
kaksne od nalog vsebujejo tudi vprasanja iz Statistike. Kljub temu sem se
odlocil, da bom tudi taksne izpite obdrzal v tej zbirki, kajti vecina vprasanj
na njih se vedno sodi v podrocje verjetnosti. Na tem mestu bi rad dodal, da
naloge niso moje. Vec¢inoma sem jih ¢rpal iz znanih zbirk nalog kot so

(i) M. Uséumli¢, P. Milici¢: Zbirka zadataka iz vise matematike 1. Beo-
grad. Naucna knjiga, 1984.

(ii) B. G. Sergeevi¢, B. P. Demidovi¢ (prevajalec I. Uremovi¢): Zadaci i
rijeSeni primjeri iz viSe matematike s primjenom na tehnicke nauke.
Zagreb. Tehnicka knjiga, 1978.

(iii) M. Dobovisek, M. Hladnik, M. Omladi¢: ReSene naloge iz analize I.
Ljubljana, Drustvo matematikov, fizikov in astronomov SRS, 1972.

(iv) V. Batagelj: Diskretne strukture. 1 - naloge. Ljubljana, IMFM FNT,
Oddelek za matematiko, 1979.

(v) M. Dobovisek, B. Magajna: Naloge iz algebre 1. Ljubljana, Drustvo
matematikov, fizikov in astronomov SR Slovenije, 1984.

(v) M. Kolar, B. Zgrabli¢: Vec¢ kot nobena, a manj kot tiso¢ in ena resena
naloga iz linearne algebre. Ljubljana, Pedagoska fakulteta, 1996.

Tu in tam pa se najde tudi kaksna izvirna naloga.

Glede na raznovrstnost snovi sem bil dolgo casa v dilemi, v katerem vr-
stnem redu naj zbirko uredim. Odlocil sem se za kronoloski razpored. Naj
na koncu zazelim obilo veselja pri resevanju.



2 Kolokviji



2. KOLOKV1J 1Z VERJETNOSTI
19.1.1996

. Slucajni spremenljivki X in Y sta porazdeljeni z gostoto

p(z,y) = {gafy(:): +9); ii,e?i) € [0,1] x [0,1] |

[zracunaj C' in preveri, ¢e sta X in Y neodvisni.

. Slucajni spremenljivki ¢ in £ sta neodvisni in porazdeljeni z gostoto

p(t) == {0; o v=0 (a>0).

ae sicer

Poisci gostoto slucajne spremenljivke X := %!

. Izra¢unaj vse zacetne in centralne momente spremenljivke £ iz prejsnje
naloge.

. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena po zakonu N(a, o) z nezna-
nima parametroma a in ¢. Zanjo imamo slucajni vzorec

3,2 3,0 3,4 3,1 3,1 3,0 3,3 2,9 2,9 3,2

Preizkusi z njim hipotezo Hy(a = 3,2) in hipotezoH,; (o = 0, 18)!



1. KOLOKVI1J IZ VERJETNOSTI
25.11.1996

. Iz skatle, ki vsebuje b belih, ¢ ¢rnih in a rdecih kroglic povle¢emo vsakic
po eno kroglico. Izracunaj verjetnost, da bomo potegnili belo kroglico
pred c¢rno, ¢e kroglice vsaki¢ vrnemo nazaj v skatlo.

. Na neskon¢no sahovsko tablo s kvadratki dolzine a je padel kovanec
premera 2r < a. Izracunaj verjetnost, da

(a) celotni kovanec lezi znotraj enega kvadratka.

(b) celotni kovanec lezi znotraj dveh kvadratov.

. Tristan in Izolda igrata igro do popolnega poraza enega izmed njiju.
Na zacetku ima Tristan dvoje jabolk, Izolda pa tri. V vsakem koraku
dobi Tristan od Izolde eno jabolko z verjetnostjo p, Izolda pa pravtako
eno jabolko od Tristana z verjetnostjo g := 1 — p. Izracunaj verjetnost,
da zmaga Izolda.

. Delavec v tovarni oskrbuje stiri stroje, ki stojijo enakomerno nanizani v
ravni vrsti z medsebojno razdaljo d. V dani ¢asovni enoti mora delavec
oskrbeti i—ti stroj z verjetnostjo p; := i; pri tem gre iz stroja, ki ga je
ravnokar oskrbel direktno k i—temu stroju. Poisc¢i povprecno dolzino
poti, ki jo mora opraviti nas delavec!



2. KOLOKV1J 1Z VERJETNOSTI
17.1.1997

1. Sluéajni vektor (X,Y") je enakomerno razporejen znotraj obmocja, ki
ga omejuje krivulja |z| + |y| = 1.

(a) Ali sta slucajni spremenljivki X in Y nekorelirani?

(b) Ali sta neodvisni?

2. Slucajni spremenljivki X in Y sta neodvisni; prva je porazdeljena nor-
malno s parametroma a in o, druga pa enakomerno na intervalu [—m, 7).
Naj bo T := XsinY.

Dokazi, da je gostota pr slucajne spremenljivke T" podana s formulo

22
e T 202sin2 v 31112

T dv.
pT( ) 7TO'\/27T/ sin v !

3. Dan je slucajni vektor (X,Y"); za kateregaje E(X) = E(Y) =0, D(X) =
100, D(Y) = 25 in E(XY) = 16. Slucajni vektor (U, V) je z vektor-
jem (X,Y) povezan na slede¢ nacin:

X=U; Y=aU+V (a € R).

Doloci taksno vrednost parametera a, da bo vektor (U, V') nekoreliran.
Pri tej vrednosti dolo¢i Se matematicni upanji ter disperziji spremen-
ljivk U in V.

4. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena z gostoto

(8 ::{ i teloy]

0; sicer

(a) Doloci cenilko parametera b po metodi momentov.

(b) S pomogjo gornje cenilke izracunaj b, ¢e smo pri realizaciji X dobili
naslednje rezultate



‘ Stevilo ‘ frekvenca ‘

3 20
5 155
.8 221
1.0 128
1.2 271
1.3 175

(c) Ali je dobljena cenilka parametra b nepristranska?



2. KOLOKV1J 1Z VERJETNOSTI
4.4.1997

. N enakih strojev je razporejenih v pravilni N—kotnik. Delavec jih oskr-
buje po vrstnem redu—tisti, ki se prej pokvari, je tudi oskrbljen najprej;
pri tem delavec ubere najkrajso pot po obodu N-kotnika od stroja, ki
ga je ravnokar oskrbel, do pokvarjenega stroja. Izracunaj poprecno
dolzino opravljene poti. Ali bi bilo bolj ekonomicno, ko bi se delavec
takoj po oskrbi stroja vrnil v sredisce N—kotnika?

. Naj bo X zvezna slucajna spremenljivka in f njena karakteristicna
funkcija. Dokazi, da velja neenacba

|[f(t+h) = f(1)] <2/1—Re f(h).

(Nasvet: Dokazi, da je leva stran manjsa od 2 [ |sin(haz/2)| - p' dz in
nato uporabi neenakost Cauchy—Schwarz—Bunjakovski.)

. Homogena markovska veriga s stanjima F; in E5 je v zacetku z verje-
tnostjo 1/3 v stanju E;. Z verjetnostjo 1 preide iz stanja E; vase in z
verjetnostjo 2/3 iz stanja Fy vase. S koliksnimi verjetnostmi se veriga
po n prehodih nahaja v teh stanjih? Klasificirajte stanji £y oz. Es.

.V Velikem jezeru je N rib. Da bi priblizno odkrili njihovo Stevilo, so
vanj spustili 100 markiranih rib. Cez nekaj casa so polovili 400 rib in
da bomo lahko z gotovostjo vsaj 95% trdili, da je v Velikem jezeru
med a in b rib.

(Nasvet: Uporabi Laplaceov limitni izrek P(a < 2222 < 3) ~ &(f) —

npq

T

®(«). Najozji interval dobis, ce je a = —[3.)



KOLOKVI1J IZ VERJETNOSTI

. Dvaigralca izmeni¢no meceta posten kovanec; vsakic, ko pade grb, dobi
igralec, ki je vrgel grb, en koscéek cokolade. Zmaga tisti igralec, ki ima
prvi tri koscke c¢okolade vec kot drugi.

(a) Izracunaj verjetnost, da zmaga tisti, ki je igro zacel

(b) Izracunaj verjetnost, da se igra nikoli ne konca

. Na palici dolzine [ si slucajno in neodvisno izberemo dve tocki M in N.
Palica nam tako razpade na tri dele. Kolika je verjetnost, da bo dolzina
vsakega izmed tako dobljenih delov manjsa od a (I > a > é)‘?

. Slucajna spremenljivka X ima gostoto porazdelitve

lz—al

p(z) == Ae”

(a>0).

Dolo¢i konstanto A, matemati¢no upanje in disperzijo.

. Diskretna sluc¢ajna spremenljivka X ima rodovno funkcijo podano z

t

Izracunaj njeno matemati¢no upanje, disperzijo in verjetnost, da za-
vzeme vrednosti na intervalu (3, 6].

10



KOLOKVI1J IZ VERJETNOSTI
4.12.1997

. Dva igralca eden za drugim meceta obtezen kovanec; grb pade z ver-
jetnostjo p. Igralec, ki je vrgel grb, dobi tocko, drugace pa ne dobi
nicesar. Zmaga tisti, ki prvi zbere n tock ve¢ od drugega. Kolika je
verjetnost, da zmaga igralec, ki je bil drugi na vrsti?

. Palico dolzine [ prelomimo na dva dela. Nato si z verjetnostjo p iz-
beremo krajsi in z verjetnostjo ¢ = 1 — p daljsi del. Doloci gostoto
porazdelitve dolzine izbranega dela, ¢e je tocka preloma palice enako-
merno porazdeljena po celi palici.

. Na daljici dolzine a nakljuéno razporedimo dve tocki. Kolika je ver-
jetnost, da bo razdalja med njima vecja od vsote razdalj posamezne
tocke do najblizjega oglisca.

. Poisci disperzijo Pascalove slucajne spremenljivke, ki zavzame vredno-
sti m,m 4+ 1,... z verjetnostmi py := (Z__ll)pmqk_m.

(Nasvet: Najprej preveri, da je G(t) := (1 — qt)~™ rodovna funkcija te
porazdelitve.)

11



KOLOKVI1J IZ OSNOV VERJETNOSTI
4.12.1997

. Med petnajstimi zarnicami jih je pet pokvarjenih. Na slepo sreco si
izberemo tri. Izracunaj verjetnost, da

(a) Nismo izbrali nobene pokvarjene.

(b) Smo izbrali natanko eno pokvarjeno.

(c¢) Smo izbrali vsaj eno pokvarjeno.

. Na neki univerzi je 60% vseh Studentov zenskega spola. Na grad-
benistvo je vpisanih 18% vseh studentk in 24% vseh studenov moskega
spola. Ce na slepo izberemo studenta, za katerega ugotovimo, da
studira gradbenistvo, poisci verjetnost, da je zenskega spola.

. Med petimi klju¢i nam le dva odpreta kljucavnico. Kolikokrat pov-
precno moramo seci v zep, da vstopimo skozi vrata, ce

(a) klju¢ vsaki¢ vrnemo?

(b) ga ne vracamo?

. Izracunaj verjetnost, da je razlika dveh pozitivnih realnih stevil manjsa
od njunega produkta. (Stevili sta manjsi od ena).

12



KOLOKVI1J IZ VERJETNOSTI
16.1.1998

1. Dve posteni kocki vrzemo dvakrat zapored. Naj slucajna spremen-
ljivka X meri stevilo padlih sedmic na obeh kockah, spremenljivka Y
pa naj meri Stevilo padlih dvojk na prvi kocki.

(a) Alista X in Y neodvisni?
(b) Izracunaj kovarianco Cov(X,Y) in korelacijo r(X,Y)

2. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena zvezno in enakomerno na
intervalu [—a, a]. Bodi

—a/2; X < —a/2
Y:=4¢a/2;, X >a/2

X; sicer

Narisi porazdelitveno funkcijo Y in izracunaj njeno matemati¢no upa-
nje.

3. 48 zdravnikov je odgovarjalo na vprasanje “ali je potrebno pri neki
bolezni pacientom dajati tudi aspirin?” Pri tem jih je 26 odgovorilo
z DA, 12 jih je odgovorilo NFE, preostali pa odgovora niso vedeli. Preveri
na stopnji znacilnosti a = 1% hipotezo, da so odgovori dani povsem
nakljucno; da je torej verjetnost vsakega odgovora enaka.

4. Rodovna funkcija slucajne spremenljivke X je podana z enacbo

_ 2+5t%log2 — 5t log(2 — t)

Gxlt) (245 log2)

Poisci E(X), D(X) ter P[X > 1].

13



. KOLOKVIJ IZ VERJETNOSTNEGA RACUNA
IN STATISTIKE

3.2.1998

. Slucajni vektor (X,Y’) je enakomerno porazdeljen znotraj kroga pol-
mera r s srediS¢em v koordinatnem izhodis¢u. Poiséi povprecno vre-
dnost ter disperzijo dolzine vektorja (X,Y)!

. Za sluc¢ajni spremenljivki X in Y vemo, da je E(X) = —1, E(Y) = 2,
poleg tega pa je D(X) =1, D(Y) = 25 in E(XY) = a. Poisci vsa
mozna Stevila o, in pokazi, da lezijo v nekem zaprtem intervalu. Ce
je a = 1, ali lahko poisces taki stevili a in b, da bo Cov(X,aX +
bY) = 0; Ce lahko, kaksni sta tedaj matemati¢ni upanje in disperzija
spremenljivke V := aX + bY?

. Pokazi, da je

(4—2x—2y+xyf)x(1+~"/‘+y+xy)2; (z,y) € [-1,1]

0; r<—-1Vy<-1
f(xvy) = 2 y

2-y) 2+2y)5 x> 1

g(x); sicer

porazdelitvena funkcija slucajnega vektorja (X, Y') pri primerno izbrani
konstantni A in funkciji ¢g. Izracunaj A in g ter P[XY > 0].

. Gostota verjetnosti slucajne spremenljivke X je

(z) c 1
)= — ——.
px T2+ 22

Po njenem dvakratnem realiziranju smo dobili vrednosti (xq, x2). Oceni
parameter ¢ po metodi maksimalne zanesljivosti (za vzorce dolzine 2).
Nato dobljeno cenilko popravi, da bo postala nepristranska.

14



KOLOKVIJ IZ VERJETNOSTNEGA RACUNA IN
STATISTIKE

5.5.1998

1. Naj bodo slucajne spremenljivke X7, X5, ... neodvisne, in X,, porazde-
ljena enakomerno na intervalu [n,n? + 2n]. Ali porazdelitvene funkcije
slucajnih spremenljivk

X,—n
n2

konvergirajo s§ibko k porazdelitveni funkciji neke slucajne spremen-

liitvke Y'? Ce je odgovor pritrdilen, dolo¢i Y.

Y, =

2. Slucajni vektor (X,Y’) je porazdeljen enakomerno na zgornji polovici
kroga s sredis¢em v tocki 7°(1,0) in polmera r = 1. Izracunaj regre-
sijo F(Y/X), in povej, katero znano krivuljo dobis.

3. Poisci gostoto verjetnosti karakteristicne funkcije

f(t) = {1_|t‘§ —-1<t<1

0; sicer

4. Delec se v enakomernih casovnih presledkih giblje po oglis¢ih mreze,
prikazane na spodnji sliki; pri tem se z isto verjetnostjo pomakne na
katerokoli sosedno oglisce. Zapisi prehodno matriko ustrezne Mar-
kovske verige, klasificiraj stanja in poiséi stacionarno porazdelitev.

15



3 Pisni izpiti



IZPIT 1Z VERJETNOSTI
13.4.1994

. Na intervalu (0,a); a > 0 slucajno izberemo tocko. Dolo¢i kovarianco
med dolzino krajsega in dolzino daljSega nastalega odseka !

. Slucajna spremenljivka ima rodovno funkcijo
G(t) == 6t*(t—3)'(t —4)~".

Izra¢unaj porazdelitveni zakon zanjo!

. Slucajni vektor (X,Y") je porazdeljen enakomerno na obmodcju 2, ki ga
omejujeta krivulji

(a) y=2—2x — 2% in

(b) y=2z—1.

Izracunaj regresijsko krivuljo E(Y/X)!

. Slucéajno spremenljivka X je porazdeljena enakomerno na intervalu
(a,b), kjer sta a < b neznana parametra.

(i) Oceni parametra a in b po obeh metodah!

(ii) Neznano slucajno spremenljivko Z smo realizirali 1000 krat in do-
bili naslednje rezultate: Na stopnji znacilnosti a = 0,01 preizkusi

17



‘ interval H frekvenca ‘

[—100, —1) 10
[—1,1) 100
[1,10) 100
10, 15) 150
[15,30) 20
30, 40) 190
40, 50) 90
50, 55) 100
55, 60) 200
[60, 100] 40

hipotezo, da je Z porazdeljena enako kot X!

18



IZPIT 1Z VERJETNOSTI
21.2.1995

1. Naj bo X diskretna slucajna spremenljivka, ki zavzame le pozitivne
celostevilske vrednosti, in f njena rodovna funkcija.

e Doloci rodovno funkcijo za slucajno spremenljivko Y := 4X + 1!

e Pokazi, da Y in X nista neodvisni!

e V primeru, ko je rodovna funkcija spremenljivke X podana z

izracunaj Se E(Y) in D(Y)!

22.

2. Na intervalu [0, b] slu¢ajno izberemo tocko, ki [0, b] razdeli na dva dela.
Naj slucajna spremenljivka X meri dolzino krajsega, slucajna spre-
menljivka Y pa dolzino daljsega od dobljenih delov. Izracunaj pogojno
matemati¢no upanje E(X/Y).

3. Na kroznico polmera 1 slu¢ajno in neodvisno nanesemo tri tocke (po-
razdelitev za vsako tocko je enakomerna).
Izracunaj verjetnost, da sta poljubni dve tocki oddaljeni za manj kot %

4. Tgralno kocko smo vrgli 1000-krat. Rezultate metov smo si zapisali v
naslednjo tabelo: Ali lahko trdimo, da kocka ni postena?

‘ cifra ‘ frekvenca ‘

1

SO W N

50
155
221
128
271
175

(Nasvet: test x2.)

19



5. Klasificirajte stanja homogene markovske verige z matriko prehodnih
verjetnosti P v odvisnosti od parametra p € [0, 1]! Oznaka: ¢ =1 —p.

01 00O
00010
P=]110000
0 0 p 0 g¢q
00010

20



IZPIT 1Z VERJETNOSTI
21.2.1995

1. Naj bo X diskretna slucajna spremenljivka, ki zavzame le pozitivne
celostevilske vrednosti, in f njena rodovna funkcija.

e Doloci rodovno funkcijo za slucajno spremenljivko Y := 5X + 1!
e Preveri, ce sta Y in X neodvisni.

e V primeru, ko je rodovna funkcija spremenljivke X podana z

2z

izracunaj Se E(Y) in D(Y)!

2. Na intervalu [0, b] slu¢ajno izberemo tocko, ki [0, b] razdeli na dva dela.
Naj slucajna spremenljivka X meri dolzino krajsega, slucajna spre-
menljivka Y pa dolzino daljsega od dobljenih delov. Izracunaj pogojno
matematicno upanje E(X/Y).

3. Slucajni spremenljivki X in Y sta neodvisni in enakomerno porazdeljeni
na intervalu [0, 1]. Izracunaj porazdelitev sluc¢ajne spremenljivke

T:=+vV—-2InY cos(2rX).

(Nasvet: Najprej dokazi, da je gostota sluc¢ajne spremenljivke 7' enaka

1/4 t 1 +2 1 t 1 +2
—¢ 2 cos2 (27 x) dl’ + —¢ 2 cos2(27x) dx
o cos’(2mx) 34 COS?(2 1)

Nato v dobljena integrala vstavi novo spremenljivko u := tan(27x).)

4. Tgralno kocko smo vrgli 1000-krat. Rezultate metov smo si zapisali v
naslednjo tabelo:

21



‘ cifra ‘ frekvenca ‘

1 60
145
221
128
271
175

O U W N

Ali lahko trdimo, da kocka ni postena?
(Nasvet: test x2.)

22



IZPIT 1Z VERJETNOSTI
18.4.1995

1. Za dogodka A in B (ne nujno disjunktna) velja sledece:

P[A] = 2P|B|
P[A|B] = 3P[A|B]
PAUB]=r

Izracunaj P[A]. Pri katerih r je naloga smiselna ?

2. Slucajne spremenljivke X7, X5 in M so neodvisne; prvi dve sta poraz-

deljeni z gostoto
0; z <0
p(x) = { ;

e x>0

Doloc¢i porazdelitev slucajne spremenljivke S := Zf‘il X, in izraCcunaj
njeno matematicno upanje!

3. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena z gostoto p(x) := Ae™ 1l (z €
R). Dolo¢i neznan parameter A, poiséi karakteristiéno funkeijo in doloci
vse zacetne momente !

4. Prehodna matrika homogene Markovske verige je

010
010
L1 1
2 1 1

Klasificiraj njena stanja in doloc¢i stacionarno porazdelitev !

23



IZPIT 1Z VERJETNOSTI
31.8.1995

. Palico dolzine a nakljucno prelomimo na 2. mestih. Slucajna spre-
menljivka X meri najkrajSega, Y pa najdaljSega izmed tako dobljenih
odsekov.

(a) Ali sta neodvisni?

(b) Izra¢unaj njuno kovarianco!

. Ali ima lahko slucajna spremenljivka rodovno funkcijo oblike F'(t) :=
¢! — asin(t) za kaksen a € R? Odgovor utemelji!
(Nasvet: najlazje bo slo s Taylorjevo vrsto )

. Slucajni vektor (X,Y’) ima gostoto

[ Cay*; O0<zy<l, z4+y<l
P, y) '_{ 0;  drugod

Doloéi konstanto C', nato Se izracunaj regresijski krivulji F(Y/X) ozi-
roma F(X/Y)!

. Sluc¢ajna spremenljivka X je porazdeljena po zakonu N(a, o) z nezna-
nima parametroma a in o. Zanjo imamo slucajni vzorec

3,2 3,0 3,4 3,1 3,1 3,0 3,3 2,9 2,9 3,2

Preizkusi z njim hipotezo Hy(a = 3,2) in hipotezo H(o = 0, 18)!
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IZIPT 1Z VERJETNOSTI

. Na kroznico polmera 1 sluc¢ajno in neodvisno nanesemo tri tocke (po-
razdelitev za vsako tocko je enakomerna).
Izracunaj verjetnost, da sta poljubni dve tocki oddaljeni za manj kot 1!
(Nasvet: resi nalogo najprej za dve tocki)

. Neodvisni sluc¢ajni spremenljivki X in Y sta enako porazdeljeni z go-
stoto verjetnosti
et t0;
p(t) = { .
0 , sicer
Koliksna je gostota verjetnosti slucajne spremenljivke T := X — Y7

Izracunaj se E(T) in D(T)!

. Dana je slucajna spremenljivka X, ki ima gostoto porazdelitve

6_‘1“

2

plx) =
Doloci njeno karakteristicno funkcijo, vse zacetne momente ter disper-

zijo!

. Igralno kocko smo vrgli 1000-krat. Rezultate metov smo si zapisali v
naslednjo tabelo: Ali lahko trdimo, da kocka ni postena?

‘ cifra ‘ frekvenca ‘

1 ol
160
221
128
270
170

O O W N

(Nasvet: test x2.)
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IZPIT 1Z VERJETNOSTI
2.7.1996

1. Na robu kvadrata K, z ogliséi v tockah Ti(1,—1), T»(1,1), T3(—1,1),
Ty(—1,—1) si sluéajno izberemo tocko. Naj slucajna spremenljivka X
meri razdaljo te tocke od koordinatnega izhodisca. Izracunaj njeno
porazdelitveno funkcijo in gostoto porazdelitve.

2. Za kaksne dogodke A in B velja enakost

P[A] = P[A|B] + P[A|B] ?

Tu nam P[X] pomeni verjetnost dogodka X.
(Nasvet: Upostevaj, da mora biti P[A] > P[AB].)

3. Rodovna funkcija slucajne spremenljivke X je oblike

G(t) =

21t

Izracunaj verjetnostno funkcijo X, njeno mediano in matematicno upa-
nje.

4. Naj bo slucajna spremenljivka porazdeljena enakomerno na intervalu
(1 — a,2a) pri nekem neznanem parametru a. Sluc¢ajno spremenljivko
dvakrat realiziramo. Doloci cenilko parametra a po obeh metodah in
oceni a, ce smo pri realizaciji dobili naslednji vrednosti:

0, —1.
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IZPIT 1Z VERJETNOSTI
2.9.1996

. Kocka, ki ima pobarvane stranice, je razdeljena na 1000 enakih kockic;
v notranjosti velike kocke ni nobene barve. Veliko kocko razdremo in
na slepo izvle¢emo eno malo kockico. Pois¢i verjetnost, da bo imela
dve stranici pobarvani!

. Igralca A in B zacneta igro z zac¢etnim kapitalom tri oziroma §tiri do-
larje. Igra poteka tako, da igralca izmeni¢no meceta kovanec. Ce pade
grb, dobi tisti, ki je grb vrgel od nasprotnika en dolar, v nasprotnem
primeru pa mora en dolar placati nasprotniku. Igra se konca, ko eden
od igralcev izgubi ves denar. Izra¢unaj verjetnost, da zmaga igralec A.

. Sluéajni vektor (X, Y') je porazdeljen enakomerno na krogu s srediséem
v koordinatnem izhodis¢u in polmera 1. Pois¢i matematicno upanje
razdalje (X,Y") do tocke 0!

. Slucajna spremenljivka je porazdeljena enakomerno; E(X) = 4 in
D(X) = 3. Poiséi njeno gostoto in njeno mediano!
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IZPIT 1Z VERJETNOSTI
17.9.1996

. Dokazi, da iz p(B/A) = p(B/A) sledi neodvisnost dogodkov A in B!

. Igralca A in B zac¢neta igro na slede¢ nacin: Najprej da igralec A
igralcu B a jabolk. Nato igralec B mece kovanec dokler prvi¢ ne pade
grb. Koncno vrne igralec B igralcu A toliko jabolk, kolikokrat je metal
kovanec. Doloci stevilo a, da bo igra postena.

. Za slucajni vektor (X,Y) je

E(X)=0, BE(Y)=2 D(X)=2 D)=1 in rX,Y)=

Sl

Pois¢i matematicno upanje in disperzijo slucajne spremenljivke Z :=
2X —3Y.

. Poisci verjetnost, da bodo koreni kvadratne enache
2%+ 2ax + b

(a) realni.
(b) pozitivni.

(Tu sta a in b realni stevili; |a| < n in |[b] < m.) Kaj se zgodi, ko m,n
narascata preko vseh meja?

. Diskretna slucajna spremenljivka X je porazdeljena po zakonu

ak

P(X =k):= W;

(a >0, keN).

Poisci njeno karakteristicno funkcijo in nato Se matemati¢no upanje ter
disperzijo.
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IZPIT 1Z VERJETNOSTI
24.1.1997

. Slucajni spremenljivki X in Y sta neodvisni in normalno porazdeljeni;
E(X)=ua, E(Y)=0bin D(X) = D(Y) = 0. Pois¢i premer kroga s
srediscem v tocki (a,b), v katerem se vektor (X,Y) nahaja z verjetno-
stjo 90%.

(Nasvet: pri integraciji uvedi polarne koordinate!)

. Na neki prireditvi je bilo n moskih in n zensk; skupno torej 2n ljudi.
Poisci verjetnost, da se bodo posedli za ravno mizo tako, da dve osebi

okrogla.

. Na palico dolzine 1 slucajno in neodvisno nanesemo tri tocke (poraz-
delitev za vsako tocko je enakomerna).

[zracunaj verjetnost, da sta poljubni dve tocki oddaljeni za manj kot %
!

. Porazdelitvena funkcija F' slucajne spremenljivke X ima obliko

>0
F(z) = {e o (a>0).
0 sicer

Poisci porazdelitveno funkcijo sluc¢ajne spremenljivke YV := —%!
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IZPIT 1Z VERJETNOSTI
7.2.1997

1. Poisci verjetnost, da bo imel kub naravnega stevila (torej N3) zadnji
dve cifri enaki 1

2. Poiséi zvezo med a in b, da bo

. az
b4z

f(z2):

rodovna funkcija neke slucajne spremenljivke Y. Izracunaj se E(Y') in
D(Y)!

3. Slucajni spremenljivki X in Y sta neodvisni in enakomerno porazde-
ljeni na intervalu [0,1]. Dokazi, da je gostota porazdelitve slucajne
spremenljivke 7" := v/—21InY cos(27X) enaka

12

1
t€_§ 0052(2 T T)
t) = | —————d
p(t) /Q cos?(2 7 x) “

kjer je Q2 :=[1/4,3/4] za t < 0 oziroma Q = [0,1/4] U [3/4,1] za t < 0.
Nato v dobljena integrala vstavi novo spremenljivko u := tan(27z) in
dokazi, da je T porazdeljena normalno.

4. Na enotskem krogu smo si slu¢ajno izbrali tri tocke A, Bin C'. Izracunaj
verjetnost, da je trikotnik ABC' topokotni.
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IZPIT 1Z VERJETNOSTI
9.6.1997

. Verjetnost, da z rontgenskim pregledom ugotovimo TBC pri bolnem
¢loveku je 8, medtem ko je verjetnost, da zdravega ¢loveka pomotoma
proglasimo za bolnega enaka «. Naj bo « delez vseh bolnikov s TBC v
celotni populaciji ljudi.

Izracunaj verjetnost, da je oseba, ki so ji z rontgenskim pregledom
ugotovili TBC v resnici zdrava! Pri katerem delezu v je ta verjetnost
ekstremna?

. Slucajni spremenljivka 7" je enakomerno porazdeljena na intervalu [0, 27];
slucajni spremenljivki X in Y pa definiramoz X :=cosT inY :=sinT.
Poisci kovarianco med X in Y. Ali sta neodvisni? Utemelji!

. Slucajni vektor (X,Y’) ima gostoto

 Joazylz+y); 0<z,y<l,
p(z,y) = { 0; drugod

Doloci konstanto a, porazdelitveno funkcijo F'xy in obe robni poraz-
delitvi.

. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena po zakonu N(a, o) z nezna-
nima parametroma a in ¢. Zanjo imamo slucajni vzorec

3,2 3,0 3,4 3,1 3,1 3,0 3,3 2,9 2,9 3,2

Preizkusi z njim na stopnji znacilnosti o = 0.02 hipotezo Hy(a = 3,2)
in hipotezo Hy (o = 0, 18)!

. Delec se giblje po vseh naravnih stevilih vkljucno z 0; z verjetnostjo p
skoci iz Stevila ¢ na Stevilo ¢ + 1 in z verjetnostjo ¢ := 1 — p skoc¢i na
stevilo (¢ — 1) - sgni. Zapisi prehodno matriko P in doloéi stacionarno
porazdelitev!

(Nasvet: Stacionarno porazdelitev lahko dobis tudi tako, da zapises
(P"—1)z =0, kjer je x = (w1, 29,...)". Tako dobis diferen¢no enacho,
ki povezuje zy, 7 xjy1.)
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IZPIT 1Z VERJETNOSTI
23.6.1997

. Daljico AB dolzine [ smo slu¢ajno prelomili v dveh tockah. Daljica nam
tako razpade na tri dele. Poisci verjetnost, da bo dolzina najkrajsega
dela vecja od a, kjer je 0 < a < é

. Pet atomov si izmenjuje virtualne fotone; vsakic, ko pride foton do
atoma 77, ga le ta z isto verjetnostjo poslje kateremukoli od preostalih
delcov. Ce pride foton do atoma Tb, jo z enako verjetnostjo poda
delcem T3,T, in Ts. Atom T3 foton ali absorbira, in ga ne podaja
veC naprej, ali pa ga z isto verjetnostjo poda atomu 77, medtem ko si
atoma T} in Ty foton izmenjujeta. Izracunaj verjetnost, da pride foton
od atoma 7T} do enega od atomov T} oz. Tk.

(Nasvet: Ce je A dogodek, katerega verjetnost racunamo, bodi A/T;3
dogodek, da se zgodi A, e je foton ravnokar pri atomu 73, ITD. Nato
uporabi pogojno verjetnost)

. Na rob kvadrata, ki ga dolocajo oglisca T7(—1,—1), Tz(—1,1) pade
zrnce peska. Naj slucajna spremenljivka D meri njegovo oddaljenost
od koordinatnega izhodisc¢a. Izracunaj poprecno vrednost D.

. Diskretna slucajna spremenljivka X lahko zavzameme le nenegativne

celostevilske vrednosti 0,1, ..., in je porazdeljena po zakonu
P(X=t)=p1-p)" (0<p<l)

Oceni parameter p po metodi maksimalne zanesljivosti.

. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena z gostoto p(z) := Ae” 1l (z €
R). Dolo¢i neznan parameter A, poisci karakteristiéno funkcijo in doloci
vse zacetne momente !
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6. Prehodna matrika homogene Markovske verige je

= O O
= =
Ll Ll e W)

Klasificiraj njena stanja in doloci stacionarno porazdelitev !

Opomba. Kanditati iz Pedagoske fakultete resujejo naloge stevilka 2,4,5,6.

Ostali resujejo prve stiri.
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IZPIT 1Z VERJETNOSTI
1.9.1997

1. Naj bo p(A) = a in p(B) = b. Za katere vrednosti konstant a,b € [0, 1]
je
b—1
p(A/B) < L

2. Pri vsakem naravnem Stevilu n € N poisci verjetnost, da bo pri n metih
kovanca padel grb liho mnogo krat.

3. Bodi n neko fiksno naravno stevilo. Slucajni vektor (X,Y) je porazde-
ljen diskretno po zakonu

P(X =kY = o n! k_m 1 n—k—m,

tu sta k, m nenegativni celi Stevili, za kateri je k +m < n; poleg tega
paje p,q>0in p+ q < 1. Poisci matemati¢no upanje za X in Y.
(Nasvet: Upostevaj, da je P(X = k) = /" P(X = k,Y = m) =

n! n—k
P Lo )

4. Slucajni vektor (X, Y) je porazdeljen normalno po zakonu N(a, a, o, 7,7);
torej je gostota podana z

z—a)? 2r(z—a —a —a)?
1 1 (( @’ 2r—a)y >+<y72>)

T, = —e_(lfﬂ) o o7
p(z.9) 2oy 1 — 1?2

Naj bo (X1,Y1), (X2,Ys),...,(X,,Y,) realizacija slucajnega vektorja,
in X poprecje prvih komponent, ter Y poprecje Y;—jev. Pokazi, da je
statistika a = tX + (1 — t)f/ nepristranska cenilka parametra a pri
vsakem ¢ € [0, 1].
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5. Prehodna matrika neskoncne homogene Markovske verige je

1/2 1/2 0 0 0
1/2 0 1/2 0 0
1/3 0 0 2/3 0
1/4 0 0 0 3/4

Klasificiraj njena stanja glede na minljivost in nicelnost.
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IZPIT 1Z VERJETNOSTI
12.9.1997

1. Med stevili 1,2,..., N izberemo sluc¢ajno k razlicnih stevil. Koliksna
je verjetnost naslednjih dogodkov:

(a) Vsako od teh stevil je veckratnik danega stevila g.

(a’) Vsako od teh stevil je veckratnik toéno enega od danih stevil q;, go.
(Nasvet: Nasprotni dogodek lahko zapisemo kot unijo dveh dogod-
kov: da obstaja stevilo, ki ni veckratnik nobenega od ¢;, ¢ in, da
obstaja stevilo, ki je veckratnik obeh.)

2. Dva pozabljiva sostanovalca na razlicne nacine pozabljata deznike. Oseba A
vedno vzame deznik, ko gre ven; oseba B pa vzame deznik z verjetno-
stjo p = 1/2. Vsak od njiju lahko pozabi deznik v trgovini z verje-
tnostjo p = 1/4. Po obisku treh trgovin se vrneta domov. Doloci
verjetnosti:

(a) da imata oba deznik,
(b) imata samo en deznik,

(c) da je oseba B izgubila deznik, Ce ves, da imata skupaj en sam
deznik.

3. Slucajni spremenljivki X in Y sta neodvisni in enako porazdeljeni z

gostoto
e x>0
p(z) = { .
0; sicer

Poisci gostoto pr slucajne spremenljivke

X
T:=
X+Y
4. Celosteviléna slucajna spremenljivka X ima rodovno funkcijo
(=14 a)*
Gx(t) = ———
x(?) (—1+at)’

Poisci cenilko parametra po obeh metodah.
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5. Slucajna spremenljivka Y7 je enakomerno porazdeljena na [0, 1]. Ce je
pri realizaciji Y} = x1, naj bo sluc¢ajna spremenljivka Y5 porazdeljena
enakomerno na intervalu [z, z; + 1]. Ce je pri realizaciji Y, = x4, naj
bo slucajna spremenljivka Y3 porazdeljena enakomerno na [z, z9 + 1].
Poiséi E(Y;); i =1,2,3.

Opomba. Kandidati iz pedagoske fakultete resujejo naloge stevilka 1,3,4,5.
Ostali resujejo prve §tiri.
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IZPIT 1Z VERJETNOSTI
15.9.1997

1. Med stevili 1,2,..., N izberemo slucajno k razlicnih stevil. Koliksna
je verjetnost dogodka, da je vsako od teh sStevil veckratnik danega
stevila q.

2. Dva pozabljiva sostanovalca na razlicne nacine pozabljata deznike. Oseba A
vedno vzame deznik, ko gre ven; oseba B pa vzame deznik z verjetno-
stjo p = 1/2. Vsak od njiju lahko pozabi deznik v trgovini z verje-
tnostjo p = 1/4. Po obisku treh trgovin se vrneta domov. Doloéi
verjetnosti:

(a) da imata oba deznik,
(b) imata samo en deznik,

(c) da je oseba B izgubila deznik, Ce ves, da imata skupaj en sam
deznik.

3. Slucajni spremenljivki X in Y sta neodvisni in enako porazdeljeni z
gostoto
e x>0
p(z) = { .
0; sicer
Poisci gostoto pr slucajne spremenljivke

X
X +4Y

4. Celosteviléna slucajna spremenljivka X ima rodovno funkcijo

(—1+a)’t?

Gx(f) = (-1 +at)?

Poisci cenilko parametra po obeh metodah.
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5. Slucajna spremenljivka Y7 je enakomerno porazdeljena na [0, 1]. Ce je
pri realizaciji Y} = x1, naj bo sluc¢ajna spremenljivka Y5 porazdeljena
enakomerno na intervalu [z, z; + 1]. Ce je pri realizaciji Y, = x4, naj
bo slucajna spremenljivka Y3 porazdeljena enakomerno na [z, z9 + 1].
Poiséi E(Y;); i =1,2,3.

Opomba. Kandidati iz pedagoske fakultete resujejo naloge stevilka 1,3,4,5.
Ostali resujejo prve §tiri.
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IZPIT 1Z VERJETNOSTI
8.12.1997

. Na ravnini so narisane vzporednice, ki so med sabo oddaljene d enot.
Na ravnino pada igla dolzine [ < d. Kaksna je verjetnost, da bo prese-
kala eno izmed vzporednic?

. Palico dolzine [ prelomimo na dva dela. Nato si z verjetnostjo p izbe-
remo krajsi in z verjetnostjo ¢ = 1 — p daljsi del. Izracunaj poprecno
dolzino izbranega dela, ¢e je tocka preloma palice enakomerno poraz-
deljena po celi palici.

. Slucajni vektor (X,Y") je porazdeljen enakomerno na trikotniku z ogliséi
v tockah 77(0,0), T2(1,0) in 75(0, 1). Poisci regresijsko krivuljo E(Y/X)
ter pogojno porazdelitveno gostoto p(x/v).

. Celosteviléna slucajna spremenljivka X ima rodovno funkcijo

(=14 a)’t?

Cx(t) = (-1+4at)’

Poisci cenilko parametra po obeh metodah.

. Homogena Markovska veriga ima prehodno matriko

4/5 0 1/5
P=1| 0 4/5 1/5
0 4/5 1/5

Izracunaj porazdelitev verjetnosti po 4. koraku, e je zacetna poraz-
delitev (1,0,0). Dolo¢i stacionarno porazdelitev, klasificiraj stanja in
izracunaj povprecen cas prve vrnitve v povrnljiva, pozitivna stanja.

Opomba. Kandidati iz pedagoske fakultete resujejo naloge Stevilka 1,3,4,5.
Ostali resujejo prve Stiri.
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IZPIT 1Z OSNOV VERJETNOSTI
27.1.1998

. Za okroglo mizo sedi n zensk in n moskih; skupno torej 2n ljudi. Kaksna
je verjetnost, da nobeni dve zenski ne bosta sedeli skupaj. Ali je verje-
tnost ista, e je miza ravna?

. Naj bo X zvezna slucajna spremenljivka z gostoto verjetnosti

kx; x€10,8
px(v) = { . [ ]
0;  sicer

Doloéi neznano stevilo k, izracunaj P(X > 5|B), kjer je B dogodek,
da X zavzame vrednosti med 4 in 7, ter dolo¢i E(X).

. Posten kovanec vrzemo stirikrat. Naj slucajna spremenljivka X meri
Stevilo grbov, slucajna spremenljivka Y pa naj meri najvecje stevilo
zaporednih grbov (e npr. pade GGCG, je Y = 2). Poiséi Cov(X,Y)
in p(X,Y).

.V Ljubljani in Mariboru so merili koncentracijo zveplovega dioksida v
enem dnevu. Pri tem so dobili naslednje rezultate (v mg/m?)

Lj 25 80 55 24 33 75 61 62 27 65
Mb 51 54 40 45 36 35 12 11

Ali lahko na stopnji znacilnosti a = 1% trdimo, da je zrak v Ljubljani
bolj onesnazen?

Upostevas lahko, da so izmerki razporejeni priblizno normalno, in da
sta merilni napravi enako natancni.
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(a)

IZPIT 1Z VERJETNOSTI
27.1.1998

Granato izstrelimo pod kotom « glede na ravno podlago. Poisci
poprecen domet granate in narisi porazdelitveno funkcijo dometa,
¢e je kot o enakomerno porazdeljen na [0, 7/2].

Slucajna spremenljivka X ima gostoto verjetnosti enako

e x>0
px(z) = ) .
0; sicer

Od nje neodvisna slucajna spremenljivka Y je porazdeljena ena-
komerno na intervalu [—1, 1]. Pois¢i gostoto verjetnosti in mate-
mati¢no upanje sluc¢ajne spremenljivke 7" := | X — Y.

Slucajna spremenljivka X ima rodovno funkcijo enako Gx(t) :=
e!~1. Od nje neodvisna slu¢ajna spremenljivka Y zavzame vre-
dnost 0 z verjetnostjo py := 1/3 in 1 z verjetnostjo p; := 2/3.
Dolo¢i rodovno funkcijo sluc¢ajne spremenljivke X + Y in njeno

gostoto porazdelitve.

Diskretna slucajna spremenljivka X lahko zavzameme le nenega-
tivne celostevilske vrednosti n, in je porazdeljena po zakonu

P(X=n)=p1-p"h (0<p<1)
Oceni parameter p po metodi maksimalne zanesljivosti.
Diskretne slucajne spremenljivke X1, ..., X,, so neodvisne in enako

porazdeljene; njihova karakteristicna funkcija je enaka f(t) :=
cost. Poisci karakteristicno funkcijo spremenljivke

O Xit ot X
N n

S :

in doloci njeno gostoto porazdelitve.
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(f) Homogena Markovska veriga ima prehodno matriko

01000
00010
P=1102000
00 p 0 ¢
00010

Klasificiraj njena stanja.

Opomba. Kandidati iz pedagoske fakultete reSujejo naloge stevilka
2,4,5,6. Ostali reSujejo prve Stiri.
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(a)

IZPIT IZ VERJETNOSTNEGA RACUNA in
STATISTIKE

25.2.1998

Kovanec mec¢emo toliko casa, da prvi¢ dvakrat zaporedoma pade
grb; slucajna spremenljivka X meri Stevilo za to potrebnih metov.
Ce je verjetnost, da pade grb enaka p, poiséi porazdelitveni zakon
spremenljivke X.

(Nasvet: Naj bo A dogodek, da grb v n—3 metih ni padel dvakrat
zaporedoma. Verjetnost dogodka A lahko racunas po formuli o
popolni verjetnosti; odtod pa je P[X =n| = P(A)qp® zan > 4.)

Neodvisne slucajne spremenljivke X, ..., X, so porazdeljene po

zakonu
—1 0 1
1/5 3/10 1/2

[zracunaj verjetnosti dogodkov X7 = X7 - Xo--- X, prin =1 in
prin > 2.

Obtezeno kocko mecemo toliko ¢asa, da pade dvojka ali pa petka.
Poskus smo ponovili desetkrat, in pri tem dobili naslednje rezul-
tate:

poskus |1 2 3 45 6 78 9 10
potrebnimeti [1 5 3 8 6 7 9 2 10 7

Po metodi momentov poisci cenilko za verjetnost dogodka, da pade
dvojka ali petica, in v jo uporabi v nasem primeru.

Slucajni spremenljivki X in Y sta neodvisni in enako porazdeljeni

7 gostoto
e x>0
px) = { .
0; sicer
Poisci gostoto pr slucajne spremenljivke

X
X 42V
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(e) Slucajna spremenljivka Y] je enakomerno porazdeljena na [0, 1].
Ce je pri realizaciji ¥; = 21, naj bo sluéajna spremenljivka Y5
porazdeljena enakomerno na intervalu [z, 2; 4+ 1]. Ce je pri re-
alizaciji Yo = x5, naj bo slucajna spremenljivka Y3 porazdeljena
enakomerno na [z, x5 + 1]. Poisci E(Y;); i = 1,2, 3.

Opomba. Kandidati iz pedagoske fakultete resujejo naloge Stevilka
1,3,4,5. Ostali resujejo prve stiri.
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IZPIT 1Z OSNOV VERJETNOSTI
25.2.1998

(a) Naj bo X diskretna slucajna spremenljivka, ki zavzame le pozi-
tivne celostevilske vrednosti, in f njena rodovna funkcija.

e Doloci rodovno funkcijo za slucajno spremenljivko Y := 4 +
2X!

e V primeru, ko je rodovna funkcija spremenljivke X podana z

2z

izracunaj se E(Y) in D(Y)!

(b) Kovanec polmera 1 pade v krog polmera a > 4. Poisci verjetnost,
da je kovanec blizje srediscu kroga kot njegovemu zunanjemu robu.

(c) Verjetnost, da tarco zadene prvi strelec je 1/5, da jo zadene drugi
pa 1/4. Strelca se pri streljanju izmenjujeta, dokler eden izmed
njiju tarco ne zadene.

i. Kolikokrat v poprecju se zamenjata?

ii. Kolikokrat se morata zamenjati, da bo tarca zadeta vsaj s 95%
verjetnostjo?

(d) Stehtali smo 14 paketov pralnega praska, in pri tem dobili nasle-

dnje rezultate:

kg 93 94 95 9.7 99 100 102 104
st. paketov‘ 1 2 2 1 4 1 2 1

Ali lahko pri stopnji znacilnosti o = 0.01 zavrnemo trditev proi-
zvajalca, da je v paketih poprecno 10kg praska? Predpostavi, da
so izmerki zaradi netocnosti tehtnice porazdeljeni priblizno nor-
malno.
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(a)

(b)

IZPIT 1Z VERJETNOSTI
3.6.1998

Na daljici dolzine 1 sluc¢ajno izberemo tri tocke. Kaksna je verje-
tnost, da prva izbrana tocka lezi med zadnjima dvema?

Nenegativni celostevilski slucajni spremenljivki X in Y sta neod-
visni in obe enako porazdeljeni po zakonu

PIX=k=p(1-p~ (0<p<]).

Poisci porazdelitev spremenljivke Z := min{ X, Y’} in njeno mate-
matic¢no upanje.

Rodovna funkcija sluéajne spremenljivke X je Gx(t) := e'™1; od
nje neodvisna slucajna spremenljivka Y pa zavzame le vrednosti 0
in 1; 0 z verjetnostjo 1/3. Doloé¢i rodovno funkcijo in porazdeli-
tveni zakon spremenljivke X + Y.

Slucajna spremenljivka X ima gostoto

el™ x>q
p(x):=={

0; r<gq

Zanjo imamo vzorec 1'5,3'0,3 1. Oceni parameter ¢ po obeh me-
todah.

Markovska veriga ima prehodno matriko

12 1/3 0 1/6 0
1/2 1/6 0 1/3 0
P=| 0 0 2/3 0 1/3
1/6 1/2 0 1/3 0
o 0 0 0 1

Doloci vse zaprte mnozice stanj, in pokazi, da je veriga razcepna.
Nato klasificiraj njena stanja in pois¢i stacionarno porazdelitev.
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(a)

(b)

(c)

IZPIT 1Z OSNOV VERJETNOSTI
10.6.1998

Na daljici AB dolzine [ si slucajno izberemo tocki M in N. Izra¢unaj

verjetnost, da je razdalja med M in A manjsa od razdalje med N

in B.

Naj bo zvezna slucajna spremenljivka X porazdeljena enakomerno

na [—2, 2]. Poisci porazdelitveno funkcijo spremenljivke Y = min{1, 1/ X }!

Igralec A vrze 3 postene kovance, igralec B pa 2. Zmaga tisti,
ki je vrgel vec grbov; s tem od nasprotnika dobi vse kovance, s
katerimi je le-ta igral (torej ima skupno 5 kovancev). Ce sta oba
vrgla enako Stevilo, se igra ponovi. Koliko kovancev v povprecju
dobi prvi, in koliko drugi?

V tedenskem porocilu so resevalci zabelezili naslednje stevilo nuj-

nih primerov

PO TO SR CE PE SO NE
20 25 45 40 30 30 13

Ali lahko z gotovostjo 95% trdimo, da je Stevilo nesre¢ odvisno od
dneva?

48



(a)

IZPIT 1Z VERJETNOSTI
24.6.1998

Na robu kvadrata K, z ogliséi v tockah 7' (1, —1), T5(1, 1), T5(—1,1),
Ty(—1,—1) si slucajno izberemo tocko. Naj slucajna spremen-
ljivka X meri razdaljo te tocke od koordinatnega izhodisca. Izracunaj
njeno porazdelitveno funkcijo in gostoto porazdelitve.

Za kaksne dogodke A in B velja enakost

P[A] = P[A|B] + P[A|B) ?

Tu nam P[X] pomeni verjetnost dogodka X.
(Nasvet: Upostevaj, da mora biti P[A] > P[AB].)

Denimo, da so slucajne spremenljivke Xi,..., X,, neodvisne in
enako porazdeljene. Ceje E(X,) = ainje D(X,) = 0°, poisci £(X},—

X) ter D(X; — X); tu je
X+t X,

Naj bo gostota porazdelitve slucajne spremenljivke X enaka

p@y:{$W% z € [0,d]

sicer

pri nekem a > 0. Poisci cenilko parametra a po metodi momentov
in po metodi maksimalne zanesljivosti. Preiskusi ju na vzorcu

05, =10, 07, 0°4.
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(e)

Homogena Markovska veriga je podana z matriko

0 1/2 1/2 0 0
O 0 0 1 0
P=| 0 0 0 1 0
1 0 0 0 0
1/4 1/4 0 1/4 1/4

Poisci vse zaprte mnozice stanj, doloci stacionarno porazdelitev in
izracunaj porazdelitev po treh prehodih, ¢e je zacetna porazdelitev
verjetnosti podana z vektorjem (1/2,0,1/4,0,1/4).

Slucajni vektor je porazdeljen enakomerno v kvadratu z ogliséi v
tockah Tl(]-> 0), TQ(O, 1),
T3(—1,0), T4(0,—1). Poiséi pogojno porazdelitev slucajne spre-
menljivke X glede na dogodek X < 2Y in njeno pogojno mate-
matic¢no upanje.
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IZPIT 1Z VERJETNOSTI
30.6.1998

(a) Verjetnost, da strelec A zadene tarco je i, verjetnost, da jo zadene
strelec B pa je %
i. Izracunaj verjetnost, da bo tarca zadeta, ¢e vemo, da sta oba
strelca ustrelita dvakrat.
ii. Denimo, da vsak strelec ustreli samo enkrat. Pri ogledu tarce
smo ugotovili, da je v njej en sam izstrelek. Kaksna je verje-
tnost, da jo je zadel strelec A?
iii. Recimo, da ima A na voljo le dva strela. Kolikokrat mora Se
ustreliti strelec B, da bo tarca zadeta z vsaj 90% verjetnostjo?

(b) Diskretni slucajni vektor (X,Y’) ima naslednjo porazdelitev:

N3 2] 4

1 ]0,1]0,2]0,2
0,3/0,110,1

i. Poisci porazdelitev spremenljivk X oz. Y !
ii. Izracunaj kovarianco, cov(X,Y) !
iii. Izracunaj korelacijo, tj. w !
X0y
iv. Ali sta X in Y neodvisni?

(c) Rodovna funkcija diskretne slu¢ajne spremenljivke X je podana z
Gx(t) =1- vl—t2

Poisci E(X), D(X) ter izracunaj verjetnost, da X zavzame lihe
vrednosti.

(d) Ucenci petih razliénih Sol so se na maturitetnem preizkusu znanja
takole odrezali:

|A B C D E
zadosten | 10 15 5 4 5
dober 20 25 25 15 16
odlicen 7T 3 10 4 ©
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(Tabela podaja stevilo uéencev iz posameznih Sol, ki so dosegli
ustrezen uspeh.) Ali lahko na stopnji znacilnosti o« = 005 zavr-
nemo hipotezo, da je znanje neodvisno od posamezne Sole?
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IZPIT IZ VERJETNOSTNEGA RACUNA in
STATISTIKE

20.8.1998

(a) Pri metu kovanca pade cifra z verjetnostjo p in grb z verjetnostjo
1—p; (0 < p<1). Poisé verjetnost P,, da bo v n metih padla
cifra sodo mnogokrat.

(Nasvet: Poiskusi P, izraziti s P, _1.)

(b) Naj bosta slucajni spremenljivki X in Y neodvisni, porazdeljeni

7 gostoto
e x>0
0; sicer

px(x) = py(z) == {

Naj bo U := min{X,Y} in V := max{X,Y}. Alista U in V

neodvisni?
(Nasvet: Upostevaj formulo P[U < u,V < v] = P|U < u,V <
v, X < Y] +

PlU<u,V <v,X>Y])

(c) Celostevilska slucajna spremenljivka X ima rodovno funkcijo enako

t2
2—t

Gx<t) =

[zracunaj njeno matematiéno upanje in disperzijo, ter verjetnost,
da zavzame soda stevila.

(d) Ucenci petih razli¢nih 8ol so se na maturitetnem preizkusu znanja
takole odrezali:

|A B C D E
zadosten | 10 15 5 4 5
dober 20 25 25 15 16
odlicen 7T 3 10 4 6

(Tabela podaja Stevilo ucencev iz posameznih $Sol, ki so dosegli
ustrezen uspeh.) Ali lahko na stopnji znacilnosti « = 005 zavr-
nemo hipotezo, da je znanje neodvisno od posamezne Sole?
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(e)

V zari se nahaja prvih n naravnih stevil; eno za drugo jih brez
vracanja potegnemo k. Slucajna spremenljivka X; nam vrne cifro,
ki smo jo izvlekli na —tem mestu. Koliko je matemati¢no upanje
slucajne spremenljivke

Kaj nam meri spremenljivka 77

Klasificirajte stanja homogene markovske verige z matriko preho-
dnih verjetnosti P v odvisnosti od parametra p € [0, 1]! Oznaka:

g=1-p.

0 p 0 qg O
00010
P=1102000
00 0O01
00010
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(a)

IZPIT 1Z OSNOV VERJETNOSTI
27.8.1998

Vrzemo dve posteni kocki; naj bo A dogodek, da je vsota pik strogo
veCja od 5 in strogo manjsa od 10, B pa dogodek, da je produkt pik
vecji ali kvecjemu enak 9. Izra¢unaj verjetnosti P[A], P[B], P[AU
B] ter P[A\B].

Na voljo imamo osem Skatel s kroglicami; v petih sta po dve beli
in tri ¢rne kroglice, v treh pa po pet belih in tri é¢rne kroglice. Na
slepo si izberemo Skatlo in iz nje potegnemo belo kroglico. Kaksna
je verjetnost, da izbrana skatla pripada drugi skupini?

Stiri razlicne kape med seboj pomesamo, in jih razdelimo njihovim
lastnikom; vsak dobi po eno kapo. Pois¢i poprecno stevilo lastni-
kov, ki so dobili svojo kapo. Narisi tudi porazdelitveno funkcijo
ustrezne slucajne spremenljivke.

Dva razlicna tipa kave so testirali na vsebnost kofeina; pri tem so
od obeh proizvajalcev vzeli nekaj 100 gramskih zavojckov in jih
analizirali. Rezultati (v mg/100g) so podani v spodnji tabeli

A‘20'O 21'4 202 236 251 226
B‘24'2 218 237 228 270 253 231 268

Predpostavimo, da so pri obeh proizvajalcih odstopanja od idealne
vsebnosti kofeina enaka. Na stopnji znacilnosti o = 005 testiraj
hipotezo, da obe vrsti kave vsebujeta v poprec¢ju enako mnogo
kofeina.
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IZPIT IZ VERJETNOSTNEGA RACUNA in

(a)

STATISTIKE
7.9.1998

V ravnini je dano 5 koncentri¢nih krogov Sy, S5, . .., S5 s srediséem
v tocki (0,0); polmer k-tega kroga bodi k enot. Verjetnost, da
tocka A pade v notranjost kroga Sj je enakomerno porazdeljena
znotraj kroga Ss. Poisé¢i verjetnost, da kvadrat, ki ima sredisce v
tocki (0,0) in eno oglisce v tocki A seka natanko k krogov!

S

Slucajni vektor (X,Y") lahko zavzame le diskretne vrednosti z ver-
jetnostmi

C

N R — ; 1,7 =1,2,...).
Rl Frny s o prag s LY )

Poisci konstanto C', marginalne porazdelitve in kovarianco med X
inY.

(Nasvet: Pri iskanju marginalne porazdelitve si lahko pomagas
tako, da p; ; razbijes na parcialne ulomke p; ; = ﬁ + (Z% +
(ZTC-H) Nato napisi prvih nekaj ¢lenov, jih pokrajsaj, in nadaijuj
z indukcijo. Pri kovarianci najprej ugotovi, ¢e sploh obstaja.)

Poiséi verjetnost, da bo pri n metih kovanca padlo liho mnogo
grbov, ce ves, da grb pade z verjetnostjo p; 0 < p < 1.

Slucajna spremenljivka X je porazdeljena po zakonu N(a,o) z
neznanima parametroma a in o. Zanjo imamo sluc¢ajni vzorec

3,2 3,0 3,4 3,1 3,1 3,0 3,3 2,9 2,9 3,2

Preizkusi z njim hipotezo Hy(a = 3'2) in hipotezo H;(o = 0'18)!
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(e) Slucajne spremenljivke X, Y in N so neodvisne; N je diskretna in
zavzame vrednost 0 z verjetnostjo p in 1 z verjetnostjo 1 —p; 0 <
p < 1. Izrazi karakteristicno funkcijo spremenljivke

T=N-X+(1-N)-Y

s karakteristicnima funkcijama fy in fy spremenljivk X oz. Y.

(f) Klasificiraj stanja homogene Markovske verige s prehodno matriko

1/3 2/3 0 0
1/2 1/2 0 0
1/4 0 1/4 1/2
0o 0 0 1

pP—=

o7



IZPIT 1Z OSNOV VERJETNOSTI
15.9.1998

(a) Poisci verjetnost, da bo v n metih obtezenega kovanca grb pa-
del dvakrat; drugi¢ v poslednjem metu. Privzemi, da grb pade z
verjetnostjo p.

(b) V krog polmera 1 pade tocka T'(z,y); njena verjetnost je ena-
komerno porazdeljena po celem krogu. Pois¢i verjetnost, da je
2
2% > .

(c) Dvakrat vrzemo posten kovanec, nato pa 8e tolikokrat poSteno
igralno kocko, koliko krat je padel grb. Naj slucajna spremen-
ljivka X meri stevilo grbov, Y pa vsoto vseh pik, ki smo jih vrgli
s kocko. Poisci porazdelitev slu¢ajnega vektorja (X,Y') in kovari-
anco Cov(X,Y)! (Ce smo vrgli dve cifri, se smatra, da je ustrezna
vsota enaka 0.)

(d) Dva hladilnika enake prostornine so veckrat zmerili glede na po-
rabo kWh/dan Pri tem so dobili naslednje rezultate

tipA 18 15 15 1.7 12 1.7 13 12 12 16
tipB 15 14 16 14 14 14 14 13

Ali lahko na stopnji znacilnosti o« = 5% trdimo, da je drugi hla-
dilnik varcnejsi?

Upostevas lahko, da so izmerki razporejeni priblizno normalno, in
da sta merilni napravi enako natancni.
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