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PREGRADIMO TRIKOTNIK, 2. del

V prvem delu clanka, ki je izSel v prejsnji stevilki Preseka, smo nasli
najkrajso daljico, ki pregradi dani trikotnik na dela s predpisanima plo-
§cinama. Zdaj se bomo lotili splosnejse naloge, poiskali bomo najkrajso
krivuljo, ki pregradi dani trikotnik na dva dela s predpisanima ploséinama.
Ta naloga je precej tezja od prejsnje. Ce bi jo hoteli obravnavati z vso
matematicno strogostjo, bi Ze na samem zacetku naleteli na tezave. Mo-
rali bi namreé korektno opredeliti pojme, kot so ploséina ravninskega lika,
krivulja in dolzina krivulje. Ker to ni preprosto in presega okvir Preseka,
si bomo delo olajsali. Z definicijo ploséine si ne bomo belili glave, pa tudi
pojma krivulja ne bomo natanéno opredelili. Krivuljo si bomo predsta-
vljali kot zelo tanko neraztegljivo nepretrgano nitko z dvema koncema,
poloZeno na ravnino, tako da se pokrivata kveéjemu njena konca. Ce
to nitko (krivuljo) napnemo in s tem zravnamo, dobimo daljico, katere
dolzino razglasimo za dolzino krivulje.

Postavljeno nalogo bomo ugnali v nekaj korakih in si pomagali z
naslednjim, zelo pomembnim rezultatom.

Izoperimetriéni izrek. Krog ima vecjo ploséino kot vsi drugi rav-
ninskimi liki z enakim obsegom.

Tu si predstavljamo, da je ravninski lik obmocje ravnine, ograjeno s
sklenjeno krivuljo, obseg lika pa dolzina te krivulje. Obstaja nekaj elemen-
tarnih dokazov izoperimetriénega izreka (brez uporabe vigje matematike),
vendar so precej zapleteni. Med njimi naj omenim zelo lep dokaz ka-
in nereSeni problemi matematike 1z zbirke Sigma.

In zdaj k nalogi! Krivulja, ki razdeli trikotnik na dva dela, ima
krajiséi na stranicah trikotnika, torej povezuje tocki krakov enega od no-
tranjih kotov trikotnika. Zato se bomo najprej lotili naslednje naloge:

Poiséi najkrajso krivuljo, ki veze toéki na krakih danega konveksnega
kota in odreze od tega kota lik z dano ploséino.

Tudi ta naloga ni preprosta in ji bomo kos postopoma. Najprej bomo

naslednji rezultat:

Trditev 1. Dan je konveksen kot z vrhom A in od A razliéni tocki
X inY na njegovih krakih. Med vsemi krivuljami dane dolzine | > | XY |,
ki vezejo X in Y, ogradi skupaj z daljicama AX in AY lik z najvedjo
ploséino krozni lok Lxy s krajiséema X in Y, ki leZzi na nasprotnem
bregu premice XY kot tocka A.
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Dokaz. Vzemimo poljubno krivuljo K dolzine I, ki veze tocki X
in Y ter lezi na nasprotnem bregu premice XY kot A. Bralca vabimo,
da premisli, zakaj smemo pri dokazu brez skode privzeti zadnji pogoj.
Zaznamujmo s K lik, ki ga ograjujeta krivulja K in daljici AX, AY,z L
pa unijo trikotnika AXY in kroznega odseka, ki ga doloca lok Lxy (glej
sliko 1).

2 o

Slika 1.

Ce v likih K in L trikotnik AXY nadomestimo s kroznim odsekom, ki ga
doloca lok, komplementaren loku Lxy (na isti kroznici), dobimo lika K;
in Ly z enakima obsegoma (glej sliko 2).

A X

Slika 2.

Lik Lz je krog, zato ima po izoperimetricnem izreku vsaj toliksno ploscino
kot K;. Od tod Ze sledi, da ploséina lika K ne presega ploséine lika L in
da imata enaki ploséini le takrat, kadar je K = Lxy. Dokaz trditve je
sklenjen.

Trditev 1 zlahka razsirimo tudi na primer, da se katera od tock X in Y
(ali obe) ujemaz A, vendar podrobnosti prepustimo bralcu. V naslednjem
koraku bomo sprostili toéki X in Y iz trditve 1 in ju premikali po kraku
kota.
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Trditev 2. Med vsemi krivuljami dane dolzine | > 0, ki vezejo kaki
tocki X in Y s krakov danega konveksnega kota A z vrhom A, ograjuje
skupaj z daljicama AX in AY, lik z najveéjo ploséino lok L kroznice s
srediséem v tocki A.

Dokaz. Ce za par toék X in Y z razliénih krakov kota A velja | XY| <
< I, mu priredimo krozni lok Lxy 1z trditve 1, ée pa velja | XY | = [, mu
priredimo daljico XY . Druzino vseh teh lokov in daljic zaznamujmo z €.

Pri vsakem strogo pozitivnem stevilu z < [ si oglejmo poddruzino
Q, C Q, sestavljeno iz tistih lokov Lxy oziroma daljic XY (pri z =1) iz
Q, ki ustrezajo pogoju |[XY | = z. Najvecjo ploséino med trikotniki AXY
(ki ustrezajo pogoju |XY| = z) ima po posledici iz prvega dela ¢lanka
(glej Presek 2, str. 86) enakokraki trikotnik z osnovnico XY. Ker so
poleg tega pri z < [ krozni odseki, ki jih doloéajo loki Lxy iz Q., skladni,
med vsemi loki Lxy iz Q,, z < [, (oziroma daljicami iz ;) skupaj z AX
in AY ograjuje lik z najvecjo ploséino lok Lxy (oziroma daljica XY'), ki
ustreza pogoju |AX| = |AY|. Ta lok pri z < [ (oziroma daljica pri z =)
je dolocen(a) ze s krajiséem X na kraku kota A. Njegovo (njeno) drugo
krajisée bomo oznaéili z X', lok (oziroma daljico) pa z Lx (slika 3).

Premikajmo tocko X po kra-
ku kota A od njegovega vrha A
do tocke B, v kateri se lok Lx
zravna v daljico Lg. Bralec naj
se za vajo preprica, da velja ena-
kost |AB|=1/(2sin §), kjer je a
velikost kota A. Pri dolotenem
polozaju toéke X med A in B ima
lik Lx, ograjen z Lx in daljicama
AX ter AX', najvecjo ploséino.

Dokazimo najprej, da v tem Slika 3.
(ekstremnem) polozaju Lx lezi v
kotu A. Denimo, da lok Lx sega ¢ez A. Potem seka kraka AX in AX'
(v istem zaporedju) v tockah U # X in U’ # X' ter tako razpade na tri
loke (glej sliko 4). Lok s krajiséema X in U prezrcalimo cez U na lok s
krajiséama U in V, lok s krajiséema X' in U’ pa na lok s krajiscema U’
in V'. Dobljeni zrcalni sliki nato zdruzimo z lokom Lx N A v krivuljo M.
Ta je sestavljena iz treh kroznih lokov, ima dolzino ! in skupaj z daljicama
AV ter AV' ograjuje lik z enako ploséino kot lok £x. Po trditvi 1 krozni
lok Ly skupaj z daljicama AV in AV’ ograjuje lik z vedjo plodéino, zato
lok Lx v ekstremnem polozaju lezi v kotu A. Dokazimo, da se £Lx ujema
z lokom L, opredeljenim v besedilu trditve, ki jo dokazujemo.
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Slika 4.

Zaznamujmo z Z seCiSte sime-
trale kota A z Lx (slika 5). Pre-
zrcalimo del loka (oziroma daljice)
Lx s krajiséema X in Z preko pre-
mice AX in ga zdruzimo z njegovo
zrcalno sliko v krivuljo N s krajis-
¢ema Z in Z'. Krivulja N povezuje
tocki Z in Z' s krakov kota ZAZ',
skladnega s kotom A, ima dolzino
l in skupaj z daljicama AZ ter AZ’
ograjuje lik, ki ima enako plo§éino
kot Lyx. Slika 5.

Iz trditve 1 in ekstremnega polozaja Lx sledi, da je krivulja A krozni
lok. Sredisée S nosilne kroznice tega loka tedaj lezi na premici AX. Ker
tudi £x lezi na isti kroznici, S lezi tudi na premici AZ. Oboje hkrati
velja samo takrat, kadar se S ujema z A, zato se Lx ujema z lokom L. S
tem je dokaz sklenjen.

S trditvijo 2 bi lahko pomagali Didoni, mitoloski fenic¢anski kraljici
in ustanoviteljici Kartagine. Ob nakupu zemlje na libijski obali, kamor
je s pristasi zbezala iz rodnega Tira, si je Didona namreé¢ zakuhala
naslednji problem:

Med vsemi krivuljami dane dolZine, ki vezejo kaki toéki na dani
premici, poiséi tisto, ki skupaj s premico ograjuje lik z najvecjo ploséino.

Didona je bila prebrisana in je kupila le toliko zemlje na obali, ko-
likor je more obseéi volovska koza. Domacini so ji nasedli in za majhno
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vsoto prodali mnogo veé, kot so mislili prodati. Didona je namreé vo-
lovsko kozo razrezala na tanke jermene, jih zvezala v trak (krivuljo) in
z njim zajela precejsen del ozemlja ob ravni obali (premici), na kate-
rem so zgradili kartaginsko trdnjavo. Ker je hotela cimveédji kos zemlje,
se je znasla pred omenjenim problemom. Se zdaj podoben splosnejsi
matematiéni problem imenujemo Didonina naloga.

Zdaj lahko brez tezav resimo nalogo, ki smo si jo zadali.

Trditev 3. Najkrajsa krivulja, ki od danega konveksnega kota veli-
kosti & z vrhom A odreze lik z dano ploséino p, je lok kroznice s srediséem
v A. Polmer te kroznice meri \/2p/a, lok pa v/2pa.

Dokaz. Naj bo K krivulja s krajiséema na krakih kota, ki odreze
od kota lik s ploséino p. Ce K ni krozni lok s srediséem v A, obstaja po
trditvi 2 enako dolg krozni lok £, ki odreze od kota krozni izsek s ploséino
g > p. Podobnostna preslikava s srediséem v A in koeficientom raztega

p/q < 1 preslika £ v krajsi krozni lok, ki od kota odreze krozni izsek s
ploséino p. Dokaz trditve je s tem sklenjen.

Za resitev prvotne naloge bomo potrebovali se naslednjo neenakost.

Lema. Za vsak o > 0 veljasine < o

Dokaz. Ker jesina < 1, smemo brez iy
skode za splosnost dokaza privzeti, da je
a < 1. Naj bo ABC enakokraki trikotnik 1
s podatki |AB| = |AC| = 1, a = LBAC
1

(slika 6). Njegova ploscina meri 3 sin a in je

% o i : o
seveda manjSa od ploséine kroznega izseka, 3 -
ki pripada tetivi BC' v krogu s srediscem A.

Ker ploséina izseka meri %a, jeressina < a. Slika 6.

Odgovor na prvotno nalogo zdaj strnimo v

Izrek. Najkrajsa krivulja, ki razdeli dani trikotnik ABC na dela s
ploséinama py in py (p1 < p2), je lok kroinice s srediséem v ogliséu ob
najmanj$em kotu trikotnika, in meri \/2p; a, kjer je « velikost najmanjsega
kota trikotnika ABC'.

Dokaz. Uporabimo obiéajne oznake za elemente trikotnika ABC
in predpostavimo, da velja @ < f in a < 7. Po trditvi 3 meri dolzina
iskane krivulje vsaj \/2p;a. Tako dolzino ima lok £ kroznice s srediséem
A, sredisénim kotom « in polmerom r = /2p; /. Ko bomo ugotovili, da
ta lok lezi v trikotniku ABC, bo dokaz izreka sklenjen.
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Ker iz pogojev in leme sledi

b 2py > p(ABC) besina  be

a = o 2 « 2

bi iz neenakosti r > b dobili b? < bc/2 in tedaj 2b < ¢, od tod pa zaradi
a<bs a+b<2b< c Slednje seveda ni res, zato je r < b. Podobno
vidimo, da je r < c.

Kadar vsaj eden od kotov # in v ni oster, 1z neenakosti » < b in
r < e sledi, da lok £ lezi v trikotniku ABC. Ce pa sta kota § in 7y ostra,
moramo dokazati neenakost r < wv,, kjer je v, dolZina viSine na stranico
BC.

Trikotniku ABC oértajmo krozni- A
co, z A; pazaznamujmo nozisce njegove B, &
vidine iz oglis¢a A (slika 7). Vzporednici
premice AA; skozi B in C naj seceta
kroznico v tockah B; in C;. Potem le7i
A na krajsem loku ocrtane kroznice s
krajiscema B; in C;. Ker je poleg tega
po izreku o obodnem kotu

LBB,C = LBAC = o,
4
velja ~ C

vg = |AA1| > |BBy| = actga. Slika 7.

Zaradi @ < f in & < 7 velja tudi o < I in tedaj cosa > 3. Od tod
z uporabo leme sledi

cos & a a
Vg a

= - e
sinae — 2sina = 2a’

nato

p(ABC) _ av, <2

o 2a

in zaradi r? < p(ABC)/a e r < v,.
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Sklenimo prispevek z nalogami.

Najmanj koliko mora biti oddaljena tocka X od vrha A kota A, da
lok Lx iz trditve 2 lezi v kotu A?

Dan je oster kot z vthom A in od A razlicna tocka X na njegovem
kraku. Med vsemi krivuljami dane dolzine, ki vezejo tocko X s kako
tocko Y na drugem kraku kota, poiséi tisto, ki skupaj z daljicama
AX in AY ogradi lik z najvecjo ploséino.
Krivulja K razdeli kvadrat s stranico dolzine 1 na dva dela, katerih
ploscini sta v razmerju m : n. Dokazi, da pri pogoju 1r1Tl £ <=1
dolzina K meri vsaj 1.
Dokazi, da je premer kroga najkrajsa krivulja, ki razpolavlja njegovo
ploséino.

Boris Lavric





