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V ¢lanku so na kratko opisane nekatere najbolj pogoste metode, ki jih uporabljamo
pri simulacijah Monte Carlo v statisti¢ni fiziki. Najstarejsi Metropolisov algoritem je
osnova, iz katere izhajajo vsi novejsi algoritmi. Med novejsSimi algoritmi so opisani le tisti
bolj univerzalni. Njihov cilj je izboljsati ergodi¢nost pri simulacijah v sistemih, kjer ima
energija ve¢ lokalnih minimumov.

SOME NEW METHODS FOR MONTE CARLO SIMULATIONS
IN STATISTICAL PHYSICS

Some most widespread methods which are used in Monte Carlo simulations in stati-
stical physics are briefly described. The oldest Metropolis algorithm is a foundation for
all newer algorithms. Here we present only the most universal ones. Their common goal
is to improve ergodicity of simulations in systems where there are several local minima of
the energy.

Uvod

Prodor rac¢unalniske tehnologije v vse pore nasega zivljenja se kaze tudi
v znanosti. Tako so racunalnisSke simulacije postale pomembno orodje pri
raziskavah tudi v fiziki, kemiji, biokemiji in na mnogih drugih podrodjih.
Ena od druzin simulacij, ki jih pogosto sreCamo v statisti¢ni fiziki, teme-
lji na uporabi zaporedij naklju¢nih stevil. Simulacije iz te druzine se zato
imenujejo po mestu Monte Carlo, ki je med drugim znano tudi po igrah na
sreco.

Uporaba simulacij Monte Carlo v statisti¢ni fiziki sega Ze na sam zacetek
dobe digitalnih rac¢unalnikov, ko je Metropolis s sodelavci odkril uc¢inkovit
algoritem zanje [1|. Metropolisov algoritem, ki je zelo enostaven, a ima v
nekaterih primerih tezave z ergodi¢nostjo, so kasneje mnogi avtorji nadgra-
dili na razlicne nacine. Osnovne ideje nekaterih od teh nadgradenj bom
predstavil v tem ¢lanku, za podrobnejsi pregled z bolj popolnim seznamom
literature pa priporo¢am pregledni ¢lanek [2].

Nakljuéno vzoréenje (Monte Carlo)

V statisti¢ni fiziki navadno obravnavamo sisteme, ki imajo zelo veliko
moznih konfiguracij. Posamezne konfiguracije se med seboj razlikujejo po
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energiji. V termodinamskem ravnovesju pri konstantni temperaturi je ver-
jetnost, da najdemo sistem v dani konfiguraciji, Boltzmannova:

P(x;) oc e PHO), (1)

kjer je H(x;) energija konfiguracije, x; so konfiguracije sistema in § =
(kpT)~! inverzna temperatura. Termodinamska povpreéna vrednost neke
koli¢ine A(x;), ki je odvisna od konfiguracije, je torej

B ST A(x;)e BHG)

— e~ BH(xi)

kjer vsoti teceta po vseh konfiguracijah. Vsoto v imenovalcu, Z(3), imenu-
jemo tudi statisti¢na vsota.

Stevilo konfiguracij zelo hitro narasca z velikostjo sistema. Poglejmo si
na primer Isingov model, v katerem imamo sklopljenih N klasi¢nih spinov.
Energija spinov je podana s H = —J ) s,;s, j, kjer vsota teCe le po naj-

(,5)
blizjih sosedih (i,j). Posamezen spin lahko kaze dol, (s,; = —%), ali gor,

(A)s

(525 = %) Ce je sklopitev J pozitivna, je to klasicen model za feroma-
gnet, ki ima v osnovnem stanju vse spine obrnjene v isto smer. V primeru
negativnega J model ustreza antiferomagnetu. Vsak od spinov ima dve mo-
7ni stanji, kar da 2V konfiguracij. Ce bi imeli racunalnik, ki izracuna en
¢len v vsotah (2) v nanosekundi, potem v 24 urah lahko izra¢unamo vsoto
za sistem velikosti N =~ log, %A;llsl ~ 46. Vsoti (2) je torej prakti¢no nemo-
goce izracunati za mezoskopske in makroskopske sisteme, saj potreben ¢as
narasc¢a eksponentno z velikostjo sistema.

ZateCemo se lahko k pribliZznemu algoritmu. V vsotah (2) sestejemo
samo obvladljivo &tevilo, n < 2V, naklju¢no izbranih konfiguracij x;. Tak
algoritem, ki temelji na naklju¢nem vzorcenju konfiguracij, je u¢inkovit pri
dovolj visokih temperaturah, kjer je verjetnost (1) za vse konfiguracije po-
dobna. Pri nizkih temperaturah pa je pri vecini konfiguracij verjetnost (1)
zelo majhna, zato tiste konfiguracije, ki znatno prispevajo k vsotama (2),
vefinoma zgresimo in napaka mo¢no naraste.

Metropolisov algoritem

Pri nizkih temperaturah bi bilo torej bolje izbirati konfiguracije siste-
mati¢no. Ce bi namesto popolnoma nakljucne izbire, kjer je verjetnost, da
izzrebamo konfiguracijo, enaka za vse konfiguracije, zrebali konfiguracije z
verjetnostjo (1), bi ustrezno vzorcili konfiguracije tudi pri nizkih tempera-
turah. Nicholas Metropolis s sodelavci |1 je ze daljnega leta 1953 odkril
uc¢inkovit algoritem za zrebanje konfiguracij z verjetnostjo (1).

216-226 217



Tomaz Mertelj

Algoritem temelji na posnemanju Casovnega razvoja realnega sistema,
ki ga v termostatu drzimo pri konstantni temperaturi. Za ilustracijo si
poglejmo en sam Isingov spin. Energiji konfiguracij naj bosta razlicni, £y =
H(T) # E; = H(]). Cas, ki ga spin prezivi v posamezni konfiguraciji,
je sorazmeren z verjetnostjo (1), da ga ob poljubnem ¢asu najdemo v tej
konfiguraciji. Racunalnigka simulacija poteka po korakih. Mislimo si, da
posamezen korak ustreza nekemu fiktivnemu casu At¢. Poskrbeti moramo,
da bo &tevilo korakov, ko bo spin v konfiguraciji T, sorazmerno z e %1 in
Stevilo korakov, ko bo spin v konfiguraciji |, sorazmerno z e #FL.

Postopek je slede¢: Recimo, da je AE = Ey — E| > 0. Ce je v da-
nem koraku spin v konfiguraciji z ve¢jo energijo (v nafem primeru 1), ga
obrnemo v konfiguracijo z manjso energijo. Ce pa je spin v konfiguraciji
z nizjo energijo, ga obrnemo v konfiguracijo z vecjo energijo le z verjetno-
stjo w(|—1) = e #2F. Stohasti¢no zaporedje konfiguracij, ki ga dobimo s
tem postopkom, imenujemo veriga Markova.! Razmerje §tevila posameznih
konfiguracij v verigi je:

ng e PAE

_ eﬂ(ﬂl*ET)7 (3)
n| 1

in ustreza Boltzmannovi porazdelitvi po energiji konfiguracij. Postopek
pravzaprav temelji na izbiri razmerja verjetnosti za prehod med dvema sta-
njema [1],
w(l=1) e Py
wi=D " 1
ki je enako razmerju (3).

Za sisteme z vel¢ kot dvema konfiguracijama tvorimo verigo Markova
dolzine L, {x;},, podobno kot v gornjem primeru. Recimo, da je sistem
v konfiguraciji x;. Izberemo neko novo poskusno konfiguracijo x’. Sledeco
konfiguracijo v verigi, x;11, postavimo na x’ z verjetnostjo

(4)

w(x; — x') = min{l,e_’@AE} , AE=H(X)-H(x;), (5)

oziroma na stari x; z verjetnostjo 1 — w(x; — x’). OCcitno je, da sprej-
memo vse poskusne konfiguracije, pri katerih je sprememba energije, AFE,
negativna, tiste s pozitivno spremembo pa le véasih.

Ce ima nadin izbire novih konfiguracij lastnost, da lahko v kon¢nem
Stevilu korakov pridemo iz poljubne konfiguracije v katero koli drugo konfi-
guracijo, potem velja, da se relativna pogostnost posamezne konfiguracije v

!Primer verige Markova, ki je najbrz bralcu bolj domaé, je naklju¢ni sprehod po celih
Stevilih v eni dimenziji. V vsakem koraku se pomaknemo za £1 z enako verjetnostjo.
Zaporedje dobljenih stevil je tudi veriga Markova.
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verigi Markova asimptotsko priblizuje Boltzmannovi porazdelitvi po energi-
jah konfiguracij, ko se dolzina verige L povetuje ¢ez vse meje [4]
Nx
Pr(x)=— — P(x 6

L00) = — Plx), (6)
kjer ny Steje, kolikokrat se ponovi neka konfiguracija x v dani verigi. Ker je
relativna pogostnost posamezne konfiguracije priblizno Boltzmannova, lahko
racunanje termodinamskih povpre¢nih vrednosti (2) v priblizku nadome-
stimo kar z vsoto po verigi

A= % D Axi) — (A). (7)

Za prakti¢no uporabo je pomembno, kako hitro se z naras¢ajo¢im L vsota (7)
priblizuje termodinamskemu povpreéju. Izkaze se, da na hitrost konvergence
zelo vpliva nacin izbire poskusnih konfiguracij x’. Na primer, poskusne kon-
figuracije bi lahko izbirali popolnoma naklju¢no. Pri nizkih temperaturah bi
prej ali slej naleteli na neko konfiguracijo x s sorazmerno nizko energijo. Ker
bi imela vec¢ina naklju¢no izbranih konfiguracij, x’, znatno vigjo energijo, bi
bila verjetnost za prehod v novo konfiguracijo (5) vefinoma blizu 0 in bi
potrebovali veliko korakov, da bi algoritem sploh zapustil konfiguracijo x.

Navdih za uéinkovit na¢in izbire novih konfiguracij spet najdemo v ¢asov-
nem razvoju realnega sistema. V originalnem ¢lanku [1], kjer so obravnavali
delce v 8katli s potencialom med njimi, so novo poskusno konfiguracijo do-
locili tako, da so v trenutni konfiguraciji malo premaknili enega od delcev
vzdolz naklju¢no izbrane smeri. Pri Isingovem modelu z N spini pa lahko
tvorimo novo poskusno konfiguracijo tako, da obrnemo samo enega od spi-
nov v trenutni konfiguraciji. FEnergija nove konfiguracije se zato le malo
razlikuje od energije trenutne konfiguracije, zato je verjetnost za prehod v
novo konfiguracijo (5) tudi pri povec¢anju energije znatna in algoritem hitro
preskakuje med konfiguracijami tudi pri nizjih temperaturah.

Tezave z ergodi¢nostjo Metropolisovega algoritma

Metropolisov algoritem si torej lahko predstavljamo podobno kot na-
kljuc¢ni sprehod po prostoru konfiguracij. Izzrebane korake, ki peljejo k nizji
energiji, vedno sprejmemo, korake k vigji energiji pa le vcasih. Tak spre-
hod vedno pripelje v blizino nekega minimuma energije Hyj,. Algoritem se
nato ,sprehaja“ pretezno po konfiguracijah v okolici tega minimuma, kate-
rih energija H(x) ni vedja od Hpi, za bistveno ve¢ kot termi¢no energijo,
ﬁ_l = kpT.

Kadar je sistem tak, da ima energija samo en minimum, lokalizacija ,spre-
hajanja“ okoli minimuma ne povzroca tezav. Le-te se pojavijo, kadar ima
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energija ve¢ minimumov. Pri Isingovem modelu z N spini prostor konfigu-
racij predstavljajo oglis¢a hiperkocke v N dimenzijah. Ker si je sprehod po
tak8nem prostoru tezko predstavljati, se zato za ilustracijo zatec¢emo k pre-
prostemu dvodimenzionalnemu primeru 7z dvema diskretnima prostostnima
stopnjama 1 in x9. H(x) si v tem primeru lahko predstavljamo kot pokra-
jino s kotlinami (slika 1a), med katerimi so hribi in prelazi. Za prehajanje
med kotlinami mora algoritem zlesti ¢ez neki prelaz oziroma energijsko za-
preko. Kadar je razlika med energijama na prelazu in v kotlini veliko vecja
kot termi¢na energija, je za prehod (zaradi majhne verjetnosti zaporednih
korakov navzgor) treba veliko ve¢ korakov, kot jih je dejansko mogoce izvesti
v razumnem Casu. Vsota (7) zato predstavlja termodinamsko povprecje le
znotraj ene kotline, ki je poleg vsega lahko le lokalni minimum (slika 1b).
Pravimo, da algoritem ni ergodicen, saj lahko zgresi vse konfiguracije v so-
sednjih kotlinah, kljub temu da imajo le-te vecjo ali enako Boltzmannovo
utez (1).

a) b)

-7.e+Q

L» H(x) log[Pr(x)]

Slika 1. Tlustracija neergodi¢nosti Metropolisovega algoritma. V energijski pokrajini z
dvema minimumoma (a) se pri nizkih temperaturah (8 = 40) algoritem lahko ,ujame* v
okolici plitvej$ega minimuma (b). Konfiguracije iz globalnega minimuma zato manjkajo
v verigi Markova.

Oblika energijske pokrajine z ve¢ kot enim minimumom je znadilna za
sisteme z nezveznimi faznimi prehodi, kot so na primer modeli realnih plinov,
in za sisteme, ki imajo vgrajen nered, kot so na primer spinska stekla. Za
simulacije v teh sistemih je treba Metropolisov algoritem nadgraditi.

V literaturi najdemo veliko razlicnih nadgradenj. Nekatere temeljijo na
posebnih nacinih izbire poskusnih konfiguracij. Tako so koraki v energijski
pokrajini dovolj dolgi, da je mozno preskociti energijske zapreke. Nacin
izbire je zato odvisen od detajlov funkcionala H(x;). V nadaljevanju o
teh ne bom ve¢ razpravljal. Bolj splosne so nadgradnje, ki ne temeljijo na
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posebnem nacinu izbire poskusnih konfiguracij. Nekatere od teh bom orisal
v nadaljevanju.

Izboljsave Metropolisovega algoritma

Simulirano hlajenje

Ena starejsih metod, ki nekoliko zmanj$a tezave z neergodi¢nostjo, se
imenuje simulirano hlajenje [3|. Standardno Metropolisovo simulacijo zad-
nemo pri visoki temperaturi, nato pa v toku simulacije temperaturo zni-
zujemo do koné¢ne temperature, pri kateri zelimo izrac¢unati termodinamske
koli¢ine. Pri kon¢ni temperaturi nato izvedemo standardno simulacijo, pri
kateri ,izmerimo* termodinamska povprecja. Pocasno znizevanje tempera-
ture zmanjsa moznost, da se ujamemo v lokalne minimume energije, do ka-
terih pride pri visokih energijah, ne odpravi pa tezav v primerih, kjer imamo
v energijski pokrajini ve¢ termodinamsko enakovrednih kotlin. Simulacijo
lahko sicer vec¢krat ponovimo in jo tako konc¢amo v razliénih kotlinah, ven-
dar relativne teze konfiguracij, ki pripadajo razli¢cnim kotlinam, ne moremo
dolociti.

Kadar je kon¢na temperatura dovolj nizka, je verjetnost, da simulacija
konc¢a v konfiguraciji z najnizjo energijo, zadosti velika, da to metodo lahko
uporabimo za optimizacijo oziroma iskanje osnovnih stanj. Optimizacija je
bila tudi osnovna motivacija za vpeljavo te metode [3].

Metoda razSirjenih ensemblov

Metoda, ki jo imenujejo tudi simulirano temperiranje, je sorodna simuli-
ranemu hlajenju. Ensemble konfiguracij razsirimo tako, da inverzno tempe-
raturo (3 (lahko tudi kak drug zunanji parameter) obravnavamo kot dodatno
prostostno stopnjo [5]. Izberemo mnozico diskretnih vrednosti inverznih
temperatur, ki je urejena po velikosti {3;}. Konfiguracije v razsirjenem
sistemu so dolo¢ene s parom: (x;,3;), energijo pa definiramo kot:

Hpre(xi, Bj) = BjH(x;) +nj, (8)

kjer so n; konstante, ki jih moramo Se dolociti. V razSirjenem ensemblu
definiramo Se raz8irjeno statisti¢no vsoto

ZRE :ZZ e~ HrE(xi,5) :Ze—njze—ﬁjHRE(xi) :Ze—njz(ﬁj)’ (9)
Jj i J { J

kjer je Z(/3;) statisticna vsota osnovnega sistema.
Na osnovi razsirjene statisti¢ne vsote po standardnem Metropolisovem
algoritmu tvorimo razsirjeno verigo Markova, pri ¢emer razsirjene poskusne
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b) B =40

-7e+0

¥ . .
L-» log[ Pr(x)] log[ Pr(x)]

-7e+Q

Slika 2. Tlustracija metod raz8irjenega ensembla in vzporednih verig. Veriga Markova pri
vigji temperaturi (a) poskrbi, da se prei§¢e ves fazni prostor, zato pri nizkih temperaturah
(b) algoritem pravilno vzoréi konfiguracije v obeh minimumih.

konfiguracije vsebujejo ali novo konfiguracijo x’ ali novo inverzno tempera-
turo 3;. Vidimo, da je razsirjena statisticna vsota sestavljena iz statisticnih
vsot osnovnega sistema pri razli¢nih temperaturah Z(f;). Stevilo konfigura-
cij v razsirjeni verigi, ki pripadajo osnovni statisti¢ni vsoti z dano inverzno
temperaturo ;, bo torej za vsak [3; podobno, ¢e izberemo

nj == Z(5;) = BiF(B) (10)

kjer je F'(/3;) prosta energija osnovnega sistema. Pogostnost konfiguracije
X; z izbrano inverzno temperaturo 3; pa bo sorazmerna Boltzmannovi utezi
pri danem 3;. RazSirjeno verigo Markova torej lahko razstavimo na posa-
mezne verige, ki ustrezajo osnovnim statisti¢nim vsotam Z(f;) pri izbranih
inverznih temperaturah ;.

Prednost opisanega algoritma je o¢itna. Med simulacijo bodo zaporedne
vrednosti inverznih temperatur difundirale po mnozici {§;}. To efektivno
pomeni stohasti¢no segrevanje in ohlajanje sistema, ki podobno kot pri simu-
liranem hlajenju preprec¢i ujetje v posamezne kotline energijske pokrajine.
Ker pa je segrevanje in ohlajanje stohasti¢no s to¢no znano porazdelitvijo
verjetnosti po razli¢nih inverznih temperaturah, je tudi relativna teza kon-
figuracij doloc¢ena.

Seveda tudi metoda razsirjenih ensemblov ni vedno tako uc¢inkovita, kot
se mogoce zdi na prvi pogled. Centralni problem, ki ga je treba resiti, je
izbira ustreznih vrednosti {/3;} in dolo¢itev konstant 7;. Sosednje vrednosti
Bj ne smejo biti preve¢ razlicne, sicer je verjetnost za preskok (; — Bj41
premajhna, da bi bilo v toku simulacije dovolj preskokov med inverznimi
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temperaturami. Konstante 7; pa lahko dolo¢imo le iterativno, saj izraz (10)
vsebuje na desni strani prosto energijo, ki je ne poznamo. Preden izvedemo
daljso simulacijo, med katero zajemamo termodinamske povprecne vredno-
sti, moramo izvesti ve¢ krajsih simulacij. Med posameznimi simulacijami
popravljamo vrednosti 1; tako, da se pogostnost konfiguracij priblizuje ena-
komerni porazdelitvi po {3;}. Konvergenca 7; k vrednostim v izrazu (10)
pa ni vedno zagotovljena v dosegljivem procesorskem ¢asu. Kadar nam uspe
dolociti vrednosti 7n;, lahko 7z zvezo (10) izra¢unamo tudi odvisnost proste
energije od temperature, ki je s standardnim Metropolisovim algoritmom ne
moremo.

Metoda vzporednih verig

Tudi metoda vzporednih verig [2] temelji na simultani simulaciji pri ve¢
razliénih temperaturah. Tokrat ensemble sestavimo iz mnozice enakih siste-
mov pri razli¢nih inverznih temperaturah 3;. V vsakem sistemu tvorimo ve-
rigo Markova s standardnim Metropolisovim algoritmom. Sisteme sklopimo
med seboj z obCasnimi zamenjavami konfiguracij med sistemi z bliznjimi
temperaturami. Izmenjava konfiguracij poskrbi, da nizkotemperaturne si-
mulacije ne obti¢ijo v posameznih kotlinah. Simulacije pri vi§jih tempera-
turah namre¢ poskrbijo za prehode ¢ez prelaze v energijski pokrajini.

Poglejmo si primer dveh enakih sistemov pri razli¢nih temperaturah [3;
in fB2. Verjetnost, da najdemo sistema v konfiguracijah {x;,,x;,}, je soraz-
merna produktu posameznih verjetnosti (1):

P({XileiQ}) :Pl(xil)PQ(xiQ)' (11)

Enako velja za verjetnost, kjer sta konfiguraciji zamenjani, zato je razmerje
verjetnosti:

Plxixi}) _ PuXi) o) _ (ai-ga)(t(xi)-H(x)) . (19)

r = =

P({Xi17xi2}) Py (Xil) P2(Xi2)

Ce v toku simulacije izmenjavo konfiguracij med sistemoma izvajamo z verje-
tnostjo r, bo porazdelitev po energijah konfiguracij znotraj posamezne verige
Markova kjub izmenjavam ostala Boltzmannova tako kot pri standardnem
Metropolisovem algoritmu.

Tudi pri tej metodi razlike med sosednjimi temperaturami ne smejo biti
prevelike, sicer je verjetnost za izmenjavo konfiguracij premajhna. Veljati

mora [2]:
| kpp?
AVO RS ZAN’ (13)
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kjer je ¢(3) specifi¢na toplota, N velikost sistema in kg Boltzmannova kon-
stanta. Dobro je, da potreben razmik med inverznimi temperaturami pada
le kot koren iz velikosti sistema, zato Stevilo potrebnih vzporednih verig ne
raste prehitro s povefevanjem sistema. Ocena (13) tudi pove, da je v bli-
7ini zveznih faznih prehodov, kjer specificna toplota naraste, treba manj3ati
temperaturni razmik med sosednjimi verigami.

Lepa lastnost metode vzporednih verig v primerjavi z metodo razsir-
jenih ensemblov je, da ni problemov s konvergenco, saj nima obcutljivih
prostih parametrov, ki bi jih morali dolo¢ati iterativno. Izbira temperatur-
nega razmika (13) namrec ni tako kriti¢na kot izbira konstant 7; pri metodi
razSirjenih ensemblov.

Metoda se zelo dobro obnese v neurejenih sistemih, kjer je v energijski
pokrajini veliko kotlin s podobnimi energijami.

Multikanoni¢ne metode

Multikanoniéne metode so drugaéne kot te, o katerih smo govorili do
sedaj. Pri Metropolisovem algoritmu je tezavno prehajanje prek sedel v
energijskih pokrajinah pri nizkih temperaturah posledica hitrega padanja
Boltzmannove porazdelitve z naras¢ajoco energijo. Prejsnje metode resujejo
to tezavo s spreminjanjem inverzne temperature. Multikanoni¢ne metode pa
temeljijo na zamenjavi Boltzmannove porazdelitve (1) s taksno, ki ne pada
tako hitro.

Prva sta na to idejo prigla Berg in Neuhaus [6]. Namesto Boltzman-
nove verjetnosti (1) sta predlagala verjetnost, ki je sorazmerna z obratno
vrednostjo gostote stanj,

1

D)) (14)

Prrg(x;) o

kjer je gostota stanj D(E) dolo¢ena kot stevilo konfiguracij x, za katere velja
E< H(x)< E+dE.

V multikanoni¢éni simulaciji uporabimo standardni Metropolisov algori-
tem, le da poskusno konfiguracijo sprejmemo z verjetnostjo, ki ustreza (14):

w(x; — x') :min{LD(H(X"))}. (15)

Relativna pogostnost posamezne konfiguracije v verigi Markova se zato asim-
ptotsko priblizuje verjetnosti (14). Taksna porazdelitev ustreza enakomerni
porazdelitvi po energijah konfiguracij, zato se algoritem ne ujame veé v
kotline v energijski pokrajini, saj so v verigi prisotna tudi stanja na prelazih.
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log[Pr(x)]

Slika 3. Ilustracija ene od variant multikanoni¢nega algoritma. V energijski pokrajini
z dvema minimumoma (a) generiramo verigo Markova z modificirano Boltzmannovo po-
razdelitvijo?, ki zagotovi enakomerno porazdelitev po spremenljivki z;. Algoritem zato
yzleze tudi prek sedla med minimumi (b), kar zagotovi ustrezno prisotnost konfiguracij
obeh minimumov v verigi Markova tudi pri nizkih temperaturah.

Osnovna tezava pri multikanoni¢nem algoritmu je dolocitev gostote stan]
D(E), ki je ne poznamo. Priblizek za D(FE) zato izra¢unamo iterativno z
ve¢ zaporednimi simulacijami. Zafnemo s poskusno gostoto stanj Dy(E),
ki je lahko kar konstantna. Na koncu k-te simulacije izra¢unamo histogram
hi(E), ki je dolo¢en kot Stevilo konfiguracij x; v verigi Markova, za katere
velja F < H(x;) < E + dE. Iz histograma in stare gostote stanj Dy (F)
izratunamo nov priblizek gostote stanj Dy (F). Postopek ustavimo, ko je
histogram zadovoljivo plosc¢at v obmocju energij, ki nas zanima.

S kon¢nim priblizkom za gostoto stanj IND(E) nato izvedemo daljgo simu-
lacijo, v kateri zajemamo koli¢ine, ki nas zanimajo. Pri izra¢unu priblizkov
termodinamskih povprecij moramo upostevati uporabljeno verjetnost za po-
samezno konfiguracijo v verigi Markova {x;},:

S A(x;)D[H (x;)]ePH0<0)
{xi}L
S D[H (x;)]e—fH(x:)
{xi}L

A=

(16)

Vidimo, da iz ene same simulacije lahko izra¢unamo priblizke termodinam-
skih povprecij za vec razli¢nih temperatur. Pri tem moramo paziti, da se ob-

e~ BH(z,y)

TP dy. Ker integrala ne poznamo vnaprej,

2Izberemo verjetnost: Pyrx (z,y) x

moramo Py i (z,y) dolociti iterativno.
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mocje energij multikanoni¢ne simulacije prekriva z obmocjem energij ustre-
zne Boltzmannove porazdelitve.

Podobno kot pri metodi razsirjenih ensemblov je tudi pri multikanoni¢ni
metodi konvergenca pri dolo¢anju priblizka za gostoto stanj lahko resen pro-
blem. Metoda zato ne deluje dobro v vseh primerih. Izkazalo se je, da se
zelo dobro obnese v sistemih, ki imajo nezvezne fazne prehode, kar pomeni
le nekaj podobnih minimumov v energijski pokrajini, slabo pa v neurejenih
sistemih, ki imajo v energijski pokrajini veliko kotlin s podobnimi energi-
jami [2, 6].

Metodo se da posplogiti tudi na drugac¢ne porazdelitve. Namesto ena-
komerne porazdelitve histograma po energiji lahko zahtevamo enakomerno
porazdelitev po parametru urejenosti, gostoti ali kaksni drugi koli¢ini.

Sklep

Enostaven Metropolisov algoritem je Se vedno temelj simulacij v sta-
tistiéni fiziki. Tezave z ergodic¢nostjo algoritma se da delno odpraviti z
nadgradnjami. Najbolj pogoste sem opisal v tem c¢lanku. Kljub temu da
nobena od nadgradenj, opisanih v tem ¢lanku, ne temelji na posebnostih
kaksnega izbranega problema, pa nobena ni univerzalna. Tako je za sisteme
7 nezveznimi faznimi prehodi najbolj primerna multikanoni¢na metoda, za
neurejene sisteme pa metoda paralelnih verig in simulirano temperiranje.
Vse metode pa so sorazmerno uspesne pri iskanju konfiguracij, ki ustrezajo
globalnemu minimumu energije, kar je Se posebej zanimivo za racunanje
konformacij biolosko zanimivih proteinov.
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