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NEKATERE NOVEJ�E METODE PRI SIMULACIJAHMONTE CARLO V STATISTI�NI FIZIKITOMA� MERTELJFakulteta za matematiko in �zikoUniverza v LjubljaniPACS: 05.10.-a, 05.10.LnV £lanku so na kratko opisane nekatere najbolj pogoste metode, ki jih uporabljamopri simula
ijah Monte Carlo v statisti£ni �ziki. Najstarej²i Metropolisov algoritem jeosnova, iz katere izhajajo vsi novej²i algoritmi. Med novej²imi algoritmi so opisani le tistibolj univerzalni. Njihov 
ilj je izbolj²ati ergodi£nost pri simula
ijah v sistemih, kjer imaenergija ve£ lokalnih minimumov.SOME NEW METHODS FOR MONTE CARLO SIMULATIONSIN STATISTICAL PHYSICSSome most widespread methods whi
h are used in Monte Carlo simulations in stati-sti
al physi
s are brie�y des
ribed. The oldest Metropolis algorithm is a foundation forall newer algorithms. Here we present only the most universal ones. Their 
ommon goalis to improve ergodi
ity of simulations in systems where there are several lo
al minima ofthe energy. UvodProdor ra£unalni²ke tehnologije v vse pore na²ega ºivljenja se kaºe tudiv znanosti. Tako so ra£unalni²ke simula
ije postale pomembno orodje priraziskavah tudi v �ziki, kemiji, biokemiji in na mnogih drugih podro£jih.Ena od druºin simula
ij, ki jih pogosto sre£amo v statisti£ni �ziki, teme-lji na uporabi zaporedij naklju£nih ²tevil. Simula
ije iz te druºine se zatoimenujejo po mestu Monte Carlo, ki je med drugim znano tudi po igrah nasre£o.Uporaba simula
ij Monte Carlo v statisti£ni �ziki sega ºe na sam za£etekdobe digitalnih ra£unalnikov, ko je Metropolis s sodelav
i odkril u£inkovitalgoritem zanje [1℄. Metropolisov algoritem, ki je zelo enostaven, a ima vnekaterih primerih teºave z ergodi£nostjo, so kasneje mnogi avtorji nadgra-dili na razli£ne na£ine. Osnovne ideje nekaterih od teh nadgradenj bompredstavil v tem £lanku, za podrobnej²i pregled z bolj popolnim seznamomliterature pa priporo£am pregledni £lanek [2℄.Naklju£no vzor£enje (Monte Carlo)V statisti£ni �ziki navadno obravnavamo sisteme, ki imajo zelo velikomoºnih kon�gura
ij. Posamezne kon�gura
ije se med seboj razlikujejo po216 Obzornik mat. fiz. 55 (2008) 6
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Nekatere novejše metode pri simulacijah Monte Carlo v statistični fizikienergiji. V termodinamskem ravnovesju pri konstantni temperaturi je ver-jetnost, da najdemo sistem v dani kon�gura
iji, Boltzmannova:

P (xi) ∝ e−βH(xi), (1)kjer je H(xi) energija kon�gura
ije, xi so kon�gura
ije sistema in β =
(kBT )−1 inverzna temperatura. Termodinamska povpre£na vrednost nekekoli£ine A(xi), ki je odvisna od kon�gura
ije, je torej

〈A〉β =

∑

A(xi)e
−βH(xi)

Z(β)
, Z(β) =

∑

e−βH(xi) , (2)kjer vsoti te£eta po vseh kon�gura
ijah. Vsoto v imenoval
u, Z(β), imenu-jemo tudi statisti£na vsota.�tevilo kon�gura
ij zelo hitro nara²£a z velikostjo sistema. Poglejmo sina primer Isingov model, v katerem imamo sklopljenih N klasi£nih spinov.Energija spinov je podana s H = −J
∑

〈i,j〉

sz,isz,j , kjer vsota te£e le po naj-bliºjih sosedih 〈i, j〉. Posamezen spin lahko kaºe dol, (sz,i = −1

2
), ali gor,(sz,i = 1

2
). �e je sklopitev J pozitivna, je to klasi£en model za feroma-gnet, ki ima v osnovnem stanju vse spine obrnjene v isto smer. V primerunegativnega J model ustreza antiferomagnetu. Vsak od spinov ima dve mo-ºni stanji, kar da 2N kon�gura
ij. �e bi imeli ra£unalnik, ki izra£una en£len v vsotah (2) v nanosekundi, potem v 24 urah lahko izra£unamo vsotoza sistem velikosti N ≈ log2

24 h

1 ns
≈ 46. Vsoti (2) je torej prakti£no nemo-go£e izra£unati za mezoskopske in makroskopske sisteme, saj potreben £asnara²£a eksponentno z velikostjo sistema.Zate£emo se lahko k pribliºnemu algoritmu. V vsotah (2) se²tejemosamo obvladljivo ²tevilo, n ≪ 2N , naklju£no izbranih kon�gura
ij xi. Takalgoritem, ki temelji na naklju£nem vzor£enju kon�gura
ij, je u£inkovit pridovolj visokih temperaturah, kjer je verjetnost (1) za vse kon�gura
ije po-dobna. Pri nizkih temperaturah pa je pri ve£ini kon�gura
ij verjetnost (1)zelo majhna, zato tiste kon�gura
ije, ki znatno prispevajo k vsotama (2),ve£inoma zgre²imo in napaka mo£no naraste.Metropolisov algoritemPri nizkih temperaturah bi bilo torej bolje izbirati kon�gura
ije siste-mati£no. �e bi namesto popolnoma naklju£ne izbire, kjer je verjetnost, daizºrebamo kon�gura
ijo, enaka za vse kon�gura
ije, ºrebali kon�gura
ije zverjetnostjo (1), bi ustrezno vzor£ili kon�gura
ije tudi pri nizkih tempera-turah. Ni
holas Metropolis s sodelav
i [1℄ je ºe daljnega leta 1953 odkrilu£inkovit algoritem za ºrebanje kon�gura
ij z verjetnostjo (1).
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Tomaž MerteljAlgoritem temelji na posnemanju £asovnega razvoja realnega sistema,ki ga v termostatu drºimo pri konstantni temperaturi. Za ilustra
ijo sipoglejmo en sam Isingov spin. Energiji kon�gura
ij naj bosta razli£ni, E↑ =

H(↑) 6= E↓ = H(↓). �as, ki ga spin preºivi v posamezni kon�gura
iji,je sorazmeren z verjetnostjo (1), da ga ob poljubnem £asu najdemo v tejkon�gura
iji. Ra£unalni²ka simula
ija poteka po korakih. Mislimo si, daposamezen korak ustreza nekemu �ktivnemu £asu ∆t. Poskrbeti moramo,da bo ²tevilo korakov, ko bo spin v kon�gura
iji ↑, sorazmerno z e−βE↑ in²tevilo korakov, ko bo spin v kon�gura
iji ↓, sorazmerno z e−βE↓ .Postopek je slede£: Re
imo, da je ∆E = E↑ − E↓ ≥ 0. �e je v da-nem koraku spin v kon�gura
iji z ve£jo energijo (v na²em primeru ↑), gaobrnemo v kon�gura
ijo z manj²o energijo. �e pa je spin v kon�gura
ijiz niºjo energijo, ga obrnemo v kon�gura
ijo z ve£jo energijo le z verjetno-stjo w(↓→↑) = e−β∆E . Stohasti£no zaporedje kon�gura
ij, ki ga dobimo stem postopkom, imenujemo veriga Markova.1 Razmerje ²tevila posameznihkon�gura
ij v verigi je:
n↑

n↓

=
e−β∆E

1
= eβ(E↓−E↑), (3)in ustreza Boltzmannovi porazdelitvi po energiji kon�gura
ij. Postopekpravzaprav temelji na izbiri razmerja verjetnosti za prehod med dvema sta-njema [1℄,

w(↓→↑)

w(↑→↓)
=

e−β∆E

1
=

n↑

n↓

, (4)ki je enako razmerju (3).Za sisteme z ve£ kot dvema kon�gura
ijama tvorimo verigo Markovadolºine L, {xi}L, podobno kot v gornjem primeru. Re
imo, da je sistemv kon�gura
iji xi. Izberemo neko novo poskusno kon�gura
ijo x
′. Slede£okon�gura
ijo v verigi, xi+1, postavimo na x

′ z verjetnostjo
w(xi → x

′) = min
{

1, e−β∆E
}

, ∆E = H(x′) − H(xi) , (5)oziroma na stari xi z verjetnostjo 1 − w(xi → x
′). O£itno je, da sprej-memo vse poskusne kon�gura
ije, pri katerih je sprememba energije, ∆E,negativna, tiste s pozitivno spremembo pa le v£asih.�e ima na£in izbire novih kon�gura
ij lastnost, da lahko v kon£nem²tevilu korakov pridemo iz poljubne kon�gura
ije v katero koli drugo kon�-gura
ijo, potem velja, da se relativna pogostnost posamezne kon�gura
ije v1Primer verige Markova, ki je najbrº bral
u bolj doma£, je naklju£ni sprehod po 
elih²tevilih v eni dimenziji. V vsakem koraku se pomaknemo za ±1 z enako verjetnostjo.Zaporedje dobljenih ²tevil je tudi veriga Markova.218 Obzornik mat. fiz. 55 (2008) 6
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Nekatere novejše metode pri simulacijah Monte Carlo v statistični fizikiverigi Markova asimptotsko pribliºuje Boltzmannovi porazdelitvi po energi-jah kon�gura
ij, ko se dolºina verige L pove£uje £ez vse meje [4℄

PL(x) =
nx

L
−→
L→∞

P (x) , (6)kjer nx ²teje, kolikokrat se ponovi neka kon�gura
ija x v dani verigi. Ker jerelativna pogostnost posamezne kon�gura
ije pribliºno Boltzmannova, lahkora£unanje termodinamskih povpre£nih vrednosti (2) v pribliºku nadome-stimo kar z vsoto po verigi
A =

1

L

∑

{xi}L

A(xi) −→
L→∞

〈A〉 . (7)Za prakti£no uporabo je pomembno, kako hitro se z nara²£ajo£im L vsota (7)pribliºuje termodinamskemu povpre£ju. Izkaºe se, da na hitrost konvergen
ezelo vpliva na£in izbire poskusnih kon�gura
ij x
′. Na primer, poskusne kon-�gura
ije bi lahko izbirali popolnoma naklju£no. Pri nizkih temperaturah biprej ali slej naleteli na neko kon�gura
ijo x s sorazmerno nizko energijo. Kerbi imela ve£ina naklju£no izbranih kon�gura
ij, x

′, znatno vi²jo energijo, bibila verjetnost za prehod v novo kon�gura
ijo (5) ve£inoma blizu 0 in bipotrebovali veliko korakov, da bi algoritem sploh zapustil kon�gura
ijo x.Navdih za u£inkovit na£in izbire novih kon�gura
ij spet najdemo v £asov-nem razvoju realnega sistema. V originalnem £lanku [1℄, kjer so obravnavalidel
e v ²katli s poten
ialom med njimi, so novo poskusno kon�gura
ijo do-lo£ili tako, da so v trenutni kon�gura
iji malo premaknili enega od del
evvzdolº naklju£no izbrane smeri. Pri Isingovem modelu z N spini pa lahkotvorimo novo poskusno kon�gura
ijo tako, da obrnemo samo enega od spi-nov v trenutni kon�gura
iji. Energija nove kon�gura
ije se zato le malorazlikuje od energije trenutne kon�gura
ije, zato je verjetnost za prehod vnovo kon�gura
ijo (5) tudi pri pove£anju energije znatna in algoritem hitropreskakuje med kon�gura
ijami tudi pri niºjih temperaturah.Teºave z ergodi£nostjo Metropolisovega algoritmaMetropolisov algoritem si torej lahko predstavljamo podobno kot na-klju£ni sprehod po prostoru kon�gura
ij. Izºrebane korake, ki peljejo k niºjienergiji, vedno sprejmemo, korake k vi²ji energiji pa le v£asih. Tak spre-hod vedno pripelje v bliºino nekega minimuma energije Hmin. Algoritem senato �sprehaja� preteºno po kon�gura
ijah v okoli
i tega minimuma, kate-rih energija H(x) ni ve£ja od Hmin za bistveno ve£ kot termi£no energijo,
β−1 = kBT .Kadar je sistem tak, da ima energija samo en minimum, lokaliza
ija �spre-hajanja� okoli minimuma ne povzro£a teºav. Le-te se pojavijo, kadar ima
216–226 219
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Tomaž Merteljenergija ve£ minimumov. Pri Isingovem modelu z N spini prostor kon�gu-ra
ij predstavljajo ogli²£a hiperko
ke v N dimenzijah. Ker si je sprehod potak²nem prostoru teºko predstavljati, se zato za ilustra
ijo zate£emo k pre-prostemu dvodimenzionalnemu primeru z dvema diskretnima prostostnimastopnjama x1 in x2. H(x) si v tem primeru lahko predstavljamo kot pokra-jino s kotlinami (slika 1a), med katerimi so hribi in prelazi. Za prehajanjemed kotlinami mora algoritem zlesti £ez neki prelaz oziroma energijsko za-preko. Kadar je razlika med energijama na prelazu in v kotlini veliko ve£jakot termi£na energija, je za prehod (zaradi majhne verjetnosti zaporednihkorakov navzgor) treba veliko ve£ korakov, kot jih je dejansko mogo£e izvestiv razumnem £asu. Vsota (7) zato predstavlja termodinamsko povpre£je leznotraj ene kotline, ki je poleg vsega lahko le lokalni minimum (slika 1b).Pravimo, da algoritem ni ergodi£en, saj lahko zgre²i vse kon�gura
ije v so-sednjih kotlinah, kljub temu da imajo le-te ve£jo ali enako Boltzmannovouteº (1).

Slika 1. Ilustra
ija neergodi£nosti Metropolisovega algoritma. V energijski pokrajini zdvema minimumoma (a) se pri nizkih temperaturah (β = 40) algoritem lahko �ujame� vokoli
i plitvej²ega minimuma (b). Kon�gura
ije iz globalnega minimuma zato manjkajov verigi Markova.Oblika energijske pokrajine z ve£ kot enim minimumom je zna£ilna zasisteme z nezveznimi faznimi prehodi, kot so na primer modeli realnih plinov,in za sisteme, ki imajo vgrajen nered, kot so na primer spinska stekla. Zasimula
ije v teh sistemih je treba Metropolisov algoritem nadgraditi.V literaturi najdemo veliko razli£nih nadgradenj. Nekatere temeljijo naposebnih na£inih izbire poskusnih kon�gura
ij. Tako so koraki v energijskipokrajini dovolj dolgi, da je moºno presko£iti energijske zapreke. Na£inizbire je zato odvisen od detajlov funk
ionala H(xi). V nadaljevanju oteh ne bom ve£ razpravljal. Bolj splo²ne so nadgradnje, ki ne temeljijo na220 Obzornik mat. fiz. 55 (2008) 6
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Nekatere novejše metode pri simulacijah Monte Carlo v statistični fizikiposebnem na£inu izbire poskusnih kon�gura
ij. Nekatere od teh bom orisalv nadaljevanju. Izbolj²ave Metropolisovega algoritmaSimulirano hlajenjeEna starej²ih metod, ki nekoliko zmanj²a teºave z neergodi£nostjo, seimenuje simulirano hlajenje [3℄. Standardno Metropolisovo simula
ijo za£-nemo pri visoki temperaturi, nato pa v toku simula
ije temperaturo zni-ºujemo do kon£ne temperature, pri kateri ºelimo izra£unati termodinamskekoli£ine. Pri kon£ni temperaturi nato izvedemo standardno simula
ijo, prikateri �izmerimo� termodinamska povpre£ja. Po£asno zniºevanje tempera-ture zmanj²a moºnost, da se ujamemo v lokalne minimume energije, do ka-terih pride pri visokih energijah, ne odpravi pa teºav v primerih, kjer imamov energijski pokrajini ve£ termodinamsko enakovrednih kotlin. Simula
ijolahko si
er ve£krat ponovimo in jo tako kon£amo v razli£nih kotlinah, ven-dar relativne teºe kon�gura
ij, ki pripadajo razli£nim kotlinam, ne moremodolo£iti.Kadar je kon£na temperatura dovolj nizka, je verjetnost, da simula
ijakon£a v kon�gura
iji z najniºjo energijo, zadosti velika, da to metodo lahkouporabimo za optimiza
ijo oziroma iskanje osnovnih stanj. Optimiza
ija jebila tudi osnovna motiva
ija za vpeljavo te metode [3℄.Metoda raz²irjenih ensemblovMetoda, ki jo imenujejo tudi simulirano temperiranje, je sorodna simuli-ranemu hlajenju. Ensemble kon�gura
ij raz²irimo tako, da inverzno tempe-raturo β (lahko tudi kak drug zunanji parameter) obravnavamo kot dodatnoprostostno stopnjo [5℄. Izberemo mnoºi
o diskretnih vrednosti inverznihtemperatur, ki je urejena po velikosti {βj}. Kon�gura
ije v raz²irjenemsistemu so dolo£ene s parom: (xi, βj), energijo pa de�niramo kot:

HRE(xi, βj) = βjH(xi) + ηj , (8)kjer so ηj konstante, ki jih moramo ²e dolo£iti. V raz²irjenem ensemblude�niramo ²e raz²irjeno statisti£no vsoto
ZRE =

∑

j

∑

i

e−HRE(xi,βj) =
∑

j

e−ηj

∑

i

e−βjHRE(xi) =
∑

j

e−ηjZ(βj) , (9)kjer je Z(βj) statisti£na vsota osnovnega sistema.Na osnovi raz²irjene statisti£ne vsote po standardnem Metropolisovemalgoritmu tvorimo raz²irjeno verigo Markova, pri £emer raz²irjene poskusne
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Tomaž Mertelj

Slika 2. Ilustra
ija metod raz²irjenega ensembla in vzporednih verig. Veriga Markova privi²ji temperaturi (a) poskrbi, da se prei²£e ves fazni prostor, zato pri nizkih temperaturah(b) algoritem pravilno vzor£i kon�gura
ije v obeh minimumih.kon�gura
ije vsebujejo ali novo kon�gura
ijo x
′ ali novo inverzno tempera-turo βj . Vidimo, da je raz²irjena statisti£na vsota sestavljena iz statisti£nihvsot osnovnega sistema pri razli£nih temperaturah Z(βj). �tevilo kon�gura-
ij v raz²irjeni verigi, ki pripadajo osnovni statisti£ni vsoti z dano inverznotemperaturo βj , bo torej za vsak βj podobno, £e izberemo

ηj = − lnZ(βj) = βjF (βj) , (10)kjer je F (βj) prosta energija osnovnega sistema. Pogostnost kon�gura
ije
xi z izbrano inverzno temperaturo βj pa bo sorazmerna Boltzmannovi uteºipri danem βj . Raz²irjeno verigo Markova torej lahko razstavimo na posa-mezne verige, ki ustrezajo osnovnim statisti£nim vsotam Z(βj) pri izbranihinverznih temperaturah βj .Prednost opisanega algoritma je o£itna. Med simula
ijo bodo zaporednevrednosti inverznih temperatur difundirale po mnoºi
i {βj}. To efektivnopomeni stohasti£no segrevanje in ohlajanje sistema, ki podobno kot pri simu-liranem hlajenju prepre£i ujetje v posamezne kotline energijske pokrajine.Ker pa je segrevanje in ohlajanje stohasti£no s to£no znano porazdelitvijoverjetnosti po razli£nih inverznih temperaturah, je tudi relativna teºa kon-�gura
ij dolo£ena.Seveda tudi metoda raz²irjenih ensemblov ni vedno tako u£inkovita, kotse mogo£e zdi na prvi pogled. Centralni problem, ki ga je treba re²iti, jeizbira ustreznih vrednosti {βj} in dolo£itev konstant ηj . Sosednje vrednosti
βj ne smejo biti preve£ razli£ne, si
er je verjetnost za preskok βj → βj±1premajhna, da bi bilo v toku simula
ije dovolj preskokov med inverznimi222 Obzornik mat. fiz. 55 (2008) 6
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Nekatere novejše metode pri simulacijah Monte Carlo v statistični fizikitemperaturami. Konstante ηj pa lahko dolo£imo le iterativno, saj izraz (10)vsebuje na desni strani prosto energijo, ki je ne poznamo. Preden izvedemodalj²o simula
ijo, med katero zajemamo termodinamske povpre£ne vredno-sti, moramo izvesti ve£ kraj²ih simula
ij. Med posameznimi simula
ijamipopravljamo vrednosti ηj tako, da se pogostnost kon�gura
ij pribliºuje ena-komerni porazdelitvi po {βj}. Konvergen
a ηj k vrednostim v izrazu (10)pa ni vedno zagotovljena v dosegljivem pro
esorskem £asu. Kadar nam uspedolo£iti vrednosti ηj , lahko z zvezo (10) izra£unamo tudi odvisnost prosteenergije od temperature, ki je s standardnim Metropolisovim algoritmom nemoremo.Metoda vzporednih verigTudi metoda vzporednih verig [2℄ temelji na simultani simula
iji pri ve£razli£nih temperaturah. Tokrat ensemble sestavimo iz mnoºi
e enakih siste-mov pri razli£nih inverznih temperaturah βj . V vsakem sistemu tvorimo ve-rigo Markova s standardnim Metropolisovim algoritmom. Sisteme sklopimomed seboj z ob£asnimi zamenjavami kon�gura
ij med sistemi z bliºnjimitemperaturami. Izmenjava kon�gura
ij poskrbi, da nizkotemperaturne si-mula
ije ne obti£ijo v posameznih kotlinah. Simula
ije pri vi²jih tempera-turah namre£ poskrbijo za prehode £ez prelaze v energijski pokrajini.Poglejmo si primer dveh enakih sistemov pri razli£nih temperaturah β1in β2. Verjetnost, da najdemo sistema v kon�gura
ijah {xi1 ,xi2}, je soraz-merna produktu posameznih verjetnosti (1):

P({xi1 ,xi2}) = P1(xi1)P2(xi2) . (11)Enako velja za verjetnost, kjer sta kon�gura
iji zamenjani, zato je razmerjeverjetnosti:
r =

P({xi2 ,xi1})

P({xi1 ,xi2})
=

P1(xi2) P2(xi1)

P1(xi1) P2(xi2)
= e(β1−β2)(H(xi1

)−H(xi2
)). (12)�e v toku simula
ije izmenjavo kon�gura
ij med sistemoma izvajamo z verje-tnostjo r, bo porazdelitev po energijah kon�gura
ij znotraj posamezne verigeMarkova kjub izmenjavam ostala Boltzmannova tako kot pri standardnemMetropolisovem algoritmu.Tudi pri tej metodi razlike med sosednjimi temperaturami ne smejo bitiprevelike, si
er je verjetnost za izmenjavo kon�gura
ij premajhna. Veljatimora [2℄:

∆β ≈

√

kBβ2

c(β)N
, (13)
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Tomaž Merteljkjer je c(β) spe
i�£na toplota, N velikost sistema in kB Boltzmannova kon-stanta. Dobro je, da potreben razmik med inverznimi temperaturami padale kot koren iz velikosti sistema, zato ²tevilo potrebnih vzporednih verig neraste prehitro s pove£evanjem sistema. O
ena (13) tudi pove, da je v bli-ºini zveznih faznih prehodov, kjer spe
i�£na toplota naraste, treba manj²atitemperaturni razmik med sosednjimi verigami.Lepa lastnost metode vzporednih verig v primerjavi z metodo raz²ir-jenih ensemblov je, da ni problemov s konvergen
o, saj nima ob£utljivihprostih parametrov, ki bi jih morali dolo£ati iterativno. Izbira temperatur-nega razmika (13) namre£ ni tako kriti£na kot izbira konstant ηj pri metodiraz²irjenih ensemblov.Metoda se zelo dobro obnese v neurejenih sistemih, kjer je v energijskipokrajini veliko kotlin s podobnimi energijami.Multikanoni£ne metodeMultikanoni£ne metode so druga£ne kot te, o katerih smo govorili dosedaj. Pri Metropolisovem algoritmu je teºavno prehajanje prek sedel venergijskih pokrajinah pri nizkih temperaturah posledi
a hitrega padanjaBoltzmannove porazdelitve z nara²£ajo£o energijo. Prej²nje metode re²ujejoto teºavo s spreminjanjem inverzne temperature. Multikanoni£ne metode patemeljijo na zamenjavi Boltzmannove porazdelitve (1) s tak²no, ki ne padatako hitro.Prva sta na to idejo pri²la Berg in Neuhaus [6℄. Namesto Boltzman-nove verjetnosti (1) sta predlagala verjetnost, ki je sorazmerna z obratnovrednostjo gostote stanj,

PMK(xi) ∝
1

D(H(xi))
, (14)kjer je gostota stanj D(E) dolo£ena kot ²tevilo kon�gura
ij x, za katere velja

E < H(x) < E + dE.V multikanoni£ni simula
iji uporabimo standardni Metropolisov algori-tem, le da poskusno kon�gura
ijo sprejmemo z verjetnostjo, ki ustreza (14):
w(xi → x

′) = min

{

1,
D(H(xi))

D(H(x′))

}

. (15)Relativna pogostnost posamezne kon�gura
ije v verigi Markova se zato asim-ptotsko pribliºuje verjetnosti (14). Tak²na porazdelitev ustreza enakomerniporazdelitvi po energijah kon�gura
ij, zato se algoritem ne ujame ve£ vkotline v energijski pokrajini, saj so v verigi prisotna tudi stanja na prelazih.224 Obzornik mat. fiz. 55 (2008) 6
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Slika 3. Ilustra
ija ene od variant multikanoni£nega algoritma. V energijski pokrajiniz dvema minimumoma (a) generiramo verigo Markova z modi�
irano Boltzmannovo po-razdelitvijo2, ki zagotovi enakomerno porazdelitev po spremenljivki x1. Algoritem zato�zleze� tudi prek sedla med minimumi (b), kar zagotovi ustrezno prisotnost kon�gura
ijobeh minimumov v verigi Markova tudi pri nizkih temperaturah.Osnovna teºava pri multikanoni£nem algoritmu je dolo£itev gostote stanj
D(E), ki je ne poznamo. Pribliºek za D(E) zato izra£unamo iterativno zve£ zaporednimi simula
ijami. Za£nemo s poskusno gostoto stanj D0(E),ki je lahko kar konstantna. Na kon
u k-te simula
ije izra£unamo histogram
hk(E), ki je dolo£en kot ²tevilo kon�gura
ij xi v verigi Markova, za katerevelja E < H(xi) < E + dE. Iz histograma in stare gostote stanj Dk(E)izra£unamo nov pribliºek gostote stanj Dk+1(E). Postopek ustavimo, ko jehistogram zadovoljivo plo²£at v obmo£ju energij, ki nas zanima.S kon£nim pribliºkom za gostoto stanj ˜D(E) nato izvedemo dalj²o simu-la
ijo, v kateri zajemamo koli£ine, ki nas zanimajo. Pri izra£unu pribliºkovtermodinamskih povpre£ij moramo upo²tevati uporabljeno verjetnost za po-samezno kon�gura
ijo v verigi Markova {xi}L:

A =

∑

{xi}L

A(xi) ˜D[H(xi)]e
−βH(xi)

∑

{xi}L

˜D[H(xi)]e−βH(xi)
. (16)Vidimo, da iz ene same simula
ije lahko izra£unamo pribliºke termodinam-skih povpre£ij za ve£ razli£nih temperatur. Pri tem moramo paziti, da se ob-2Izberemo verjetnost: PMK(x, y) ∝

e
−βH(x,y)R
e−βH(x,y)

dy. Ker integrala ne poznamo vnaprej,moramo PMK(x, y) dolo£iti iterativno.
216–226 225
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Tomaž Merteljmo£je energij multikanoni£ne simula
ije prekriva z obmo£jem energij ustre-zne Boltzmannove porazdelitve.Podobno kot pri metodi raz²irjenih ensemblov je tudi pri multikanoni£nimetodi konvergen
a pri dolo£anju pribliºka za gostoto stanj lahko resen pro-blem. Metoda zato ne deluje dobro v vseh primerih. Izkazalo se je, da sezelo dobro obnese v sistemih, ki imajo nezvezne fazne prehode, kar pomenile nekaj podobnih minimumov v energijski pokrajini, slabo pa v neurejenihsistemih, ki imajo v energijski pokrajini veliko kotlin s podobnimi energi-jami [2, 6℄.Metodo se da posplo²iti tudi na druga£ne porazdelitve. Namesto ena-komerne porazdelitve histograma po energiji lahko zahtevamo enakomernoporazdelitev po parametru urejenosti, gostoti ali kak²ni drugi koli£ini.SklepEnostaven Metropolisov algoritem je ²e vedno temelj simula
ij v sta-tisti£ni �ziki. Teºave z ergodi£nostjo algoritma se da delno odpraviti znadgradnjami. Najbolj pogoste sem opisal v tem £lanku. Kljub temu danobena od nadgradenj, opisanih v tem £lanku, ne temelji na posebnostihkak²nega izbranega problema, pa nobena ni univerzalna. Tako je za sistemez nezveznimi faznimi prehodi najbolj primerna multikanoni£na metoda, zaneurejene sisteme pa metoda paralelnih verig in simulirano temperiranje.Vse metode pa so sorazmerno uspe²ne pri iskanju kon�gura
ij, ki ustrezajoglobalnemu minimumu energije, kar je ²e posebej zanimivo za ra£unanjekonforma
ij biolo²ko zanimivih proteinov.LITERATURA[1℄ N. Metropolis, A. W. Rosenbluth, M. N. Rosenbluth, A. H. Teller in E. Teller, J. Chem.Phys. 21 (1953), 1087.[2℄ Y. Iba, Int. J. Mod. Phys. C 12 (2001), 623.[3℄ S. Kirkpatri
k, C. D. Gelatt in M. P. Ve
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ien
e 220 (1983), str. 671�680.[4℄ K. Binder in D. W. Heerman, Monte Carlo Simulation in Statisti
al Pysi
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