RACUNALNISTVO

O predstavitvi podatkov v
racunalniku: decimalna Stevila

N

JURE SLAK

- Z racunalniki lahko dandanes izvajamo
kompleksne  matemati¢no-fizikalne  izracune

in simulacije. V marcu 2020 je omreZje
Folding@Home, ki se uporablja za izracune zlaga-
nja proteinov, preseglo 1.5 exaFLOPS-a, to je vec
kot 1,500,000,000,000,000,000 racunskih operacij
na sekundo. Ze v enoti sami, ki jo uporabljamo
za merjenje hitrosti FLOPS, se skriva glavni podat-
kovni tip, ki stoji za vsemi simulacijami. FLOPS na-
mrec¢ pomeni floating point operation per second
in pove, koliko racunskih operacij z decimalnimi
Stevili lahko naredimo v eni sekundi. V tem pri-
spevku se bomo poglobili v to, kako decimalna
Stevila sploh predstavimo v racunalniku in kako

Z njimi racunamo.

Decimalna ali realna Stevila

Velikokrat se pogovorno rece, da v racunalniku hra-
nimo realna Stevila. Nekateri programski jeziki, npr.
razli¢cne verzije SQL, tudi uporabljajo besedo real
za oznako tipa. Vendar kljub temu v racunalniku
nekaterih realnih Stevil ne moremo predstaviti zelo
enostavno. Iracionalna Stevila, kot npr. +/2 ali 1t, obi-
¢ajno le aproksimiramo. Ravno Stevilo 1T je v pro-
gramskem jeziku C definirano kot

= #define M_PI 3.14159265358979323846,

torej »le« na 20 decimalk, precej manj kot trenutni
slovenski rekord 3333 decimalk, ki jih je znal na
pamet povedati zmagovalec zadnjega 1r-dneva. Kot
bomo videli, rac¢unalnik uporablja le racionalna Ste-
vila omejene natan¢nosti - morebitna realna Stevila

S0 ustrezno zaokroZena. To nam omogoca enostav-
nost racunanja in hitrost, natan¢nost pa ni najvecja.
A brez skrbi, ve¢inoma so decimalna Stevila, ki jih
uporablja racunalnik, povsem dovolj natan¢na.

Fiksna in plavajoca pika

FLOPS se v prvih dveh ¢rkah nanaSa na operacije
s plavajoco piko.! Predstavitev decimalnih Stevil s
plavajoco piko je ena izmed dveh osnovnih nac¢inov
predstavitve Stevil. Druga, enostavnejSa moznost je
predstavitev s fiksno decimalno piko. Pri slednji
imamo na voljo nekaj mest za del pred piko in nekaj
mest za decimalno piko. Denimo, da imamo dve me-
sti pred in dve mesti po piki. Stevila, ki jih lahko zapi-
Semo, so torej od 00.00 do 99.99. Interval od [0, 100]
smo enakomerno pokrili s 10000 Stevili na razdalji
0.01. Tem Stevilom recemo predstavljiva, vseh osta-
lim pa nepredstavljiva. Vsako realno Stevilo, s kate-
rim Zelimo racunati, moramo zaokroZziti; ponavadi
izberemo najblizje predstavljivo Stevilo. Za Stevilo x
bomo z fl(x) oznacili predstavljivo Stevilo, kjer zao-
krozimo x.

SeStevanje in odStevanje predstavljivih Stevil je
enostavno in natanc¢no, lahko pa pride do prekora-
Citve ali podkoracitve; to pomeni, da rezultat lezZi
izven razpona moznih vrednosti. Pri mnozenju in
deljenju pridemo do novih tezav. Ce pomnozimo
0.5 in 0.41, pri to¢nem racunanju dobimo 0.205, kar
pa ni predstavljivo; rezultat je potrebno zaokroziti
na najblizje predstavljivo Stevilo. V naSem primeru
imamo dve izbiri: zaokrozimo lahko na 0.20 ali na
0.21. Ceprav je v resni¢nem Zivljenju pogosto, da
polovice zaokroZamo navzgor, v racunalniStvu pona-

lpogosto se jim v slovenséini rece tudi $tevila s plavajoco
vejico, saj je vejica v slovenscini locilo, ki se uporablja za ozna-
Cevanje decimalnih mest. Vendar je v racunalniStvu precej bolj
pogosta pika, zato jo bomo uporabljali tudi v tem prispevku.
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vadi velja, da polovice zaokroZzamo proti »sodemu
Stevilu«. V naSem primeru bi zaokrozili k 0.20, saj
je zadnja Stevka 0 soda. Tako pravilo uporabljamo,
da bolj enakomerno razporedimo realna Stevila k nji-
hovim decimalnim Stevilom, saj se nekatere polovice
zaokroZzijo navzgor, nekatere pa navzdol. Racunanje
s fiksno decimalno piko zagotavlja doloCeno absolu-
tno natanc¢nost: v naSem primeru bo zaokrozitvena
napaka kvec¢jemu 0.005, polovica locljivosti Stevil, s
katerimi delamo. Napisano z enacbo:

" |x —fl(x)] < 0.005.

Absolutna natanc¢nost pa prinese tudi svoje teZave.
Kaj ¢e Zelimo izracunati 0.05 x 0.08? TocCen rezultat
bi bil 0.04, kar se zaokroZi na 0. Podobno ne mo-
remo izraCunati 30.12 x 40.23, saj je rezultat vecji
od 99.99. Racunanje s fiksni decimalno piko prepro-
sto ni dovolj fleksibilno za delo z velikimi ali majh-
nimi Stevili; dobro deluje le, e so vsa Stevila, s ka-
terimi delamo, med O in 99.99. Tukaj pa je pred-
nost drugega sistema predstavitve Stevil, predstavi-
tev s plavajoco piko (angl. floating point). V tem sis-
temu Stevila predstavimo v obliki m x 10¢, za Stevilo

€ [0,1), ki se imenuje mantisa, in naravni ekspo-
nent e. Kako sistem deluje, si poglejmo na podob-
nem primeru kot pri predstavitvi s fiksno decimalno
piko. Denimo, da imamo na voljo dve mesti za man-
tiso m in dve za eksponent e. Nekaj moznih Stevil
je tako 0.23, 0.54-10'2, 0.10-10'. Za eksponente
bomo namesto dvomestnih Stevil od 0 do 99 dovolili
Stevila od —50 do 49. Se vedno obdrzimo enako koli-
¢ino §tevil, le malo jih zamaknemo, da lahko delamo
tudi z negativnimi eksponenti. Tako so tudi Stevila
0.1-10-'?in 0.43 - 10~33 veljavna.

Ker lahko Stevila zapiSemo na vec razli¢nih naci-
nov (npr. 1 = 1 = 0.1-10" = 0.01 - 10?), se dogovo-
rimo, da vedno piSemo v normalizirani obliki, to je
v obliki, kjer se Stevilo za¢ne z 0.x, za nenicCelno de-
cimalko x. Stevilo 0.0062 bi napisali kot 0.62 - 102,
Stevilo 123 pa bi zaokrozilina 0.12 - 102. Razpon Ste-
vil, ki ga s plavajoco piko lahko doseZemo s Stirimi
mesti, je precej vecji kot pri fiksni piki: najmanjSe
normalizirano pozitivno $tevilo je 0.1 -107°9, torej
0.0000000000000000000000000000000000000000
00000000001, najvecje 0.9-10%9, torej 900000000
00000000000000000000000000000000000000000.
Seveda nimamo povsod enake absolutne natancno-
sti, saj imamo Se vedno na voljo samo 10000 Stevil -

pri Stevilih okoli 500 bo razlika med sosednjimi Ste-
vili 10 (npr. med 0.5-10% in 0.51 - 103), pri §tevilih
okoli 700000 bo locljivost 10000, pri Stevilih okoli
0.0003 pa 0.00001. Vidimo, da se locljivost prilagaja
velikosti Stevil. To je tudi smiselno: ¢e racunamo ne-
kaj v kilometrih, pricakujemo tudi natanc¢nost v redu
velikosti kilometrov, ¢e pa racunamo v mikrometrih,
prav tako pricakujemo natan¢nost v mikrometrih. Za
Stevila, predstavljena s plavajoco piko, pravimo, da
imajo priblizno enako relativno natan¢nost. Ce $te-
vilo x zapiSemo s plavajoco piko, bo absolutna na-
paka pri zaokrozitvi morda velika, relativha napaka

o () = x|
x|

pa bo vedno manjsa od 0.05. Tej vrednosti reCemo
osnovna zaokrozitvena napaka.

Za konec si razliko med fiksno in plavajoco vejico
poglejmo Se graficno. Na sliki 1 vidimo primerjavo
predstavljivih Stevil v fiksni in premicni piki.

Racunanje s premicno piko

Premicna pika je bolj fleksibilna pri racunskih ope-
racijah. Racunalnik nam za osnovne racunske ope-
racije (+, —, x, /) zagotavlja, da bo rezultat opera-
cije zaokroZen na najbliZje predstavljivo §tevilo. Ce
seStejemo 6.3 in 7.4 bi pri totnem izracunu dobili
13.7, vendar se rezultat zaokroZi na 14, saj imamo
na voljo le dve mesti natan¢nosti. Formalno izracun
poteka tako:

= 0.63-10' +0.74-10' = f1(1.37 - 10') = 0.14 - 10%.

Podobno se zgodi pri mnozenju: 6.3 pomnozeno s
7.4 bi s to¢nim racunanjem dalo 46.62, v premi¢ni
piki, pa se izracuna v

= 0.63-10'x0.74 - 10" = f1(4.662 - 10') = 0.46 - 10°.

Ker imamo le dve mesti natan¢nosti, moramo pri re-
zultatu zavreci dve decimalki, toda relativna napaka
(46.62 —46)/46.62 ~ 0.013 je manjSa od osnovne za-
okrozitvene napake 0.05. Poglejmo Se primer 0.05 x
0.08, ki je pri fiksni decimalni piki povzrocal teZave.
Tocen rezultat je 0.004, v premicni piki dobimo

= 0.5-107'%0.8-107! = 1(0.04-1071) = 0.4- 1072,
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Stevil na treh razlicnih delih realne
osi. Stevila s fiksno piko imajo enako
absolutno natancnost ne glede na lo-
kacijo, Stevila s premicno piko pa po-

x

stajajo cedalje bolj redka, toda ohra-

8.5 9 9.5 10

10.5

+ fiksna pika
x  plavajoca pika

kar je popolnoma to¢no. Ce bi dodali malo ve¢ deci-
malk in izracunali 0.053 x 0.082, bi izracun potekal
tako:

= 0.53-107! x0.82-107! = 1(0.4346 - 101)
=0.43-1072,

V tem primeru rezultat ni toCen, je pa precej boljsi
kot pri fiksni piki. Njegova relativna napaka je pribli-
7no 1%.

Poucno je tudikaj se zgodi, Ce izracunamo npr.
100 + 0.1. Dobimo

= 0.1-10% x 0.1 = f1(0.1001 - 10%) = 0.1 - 10°.

Rezultat je zopet tocno 100, saj vrednost 0.1 ni bila
dovolj velika, da bi jo upoStevali, in se je zgubila pri
zaokroZevanju. Se vedno pa je to znotraj zaokroZi-
tvene napake: 0.1 predstavlja le 0.1% od 100, kar je
mocno znotraj dovoljene 5% napake.

Dejanska Stevila v racunalniku

Pri delu z decimalnimi Stevili v rac¢unalniku ne upo-
rabljamo le dveh decimalnih mest, kot smo jih mi
do sedaj, a principi racunanja kljub temu ostanejo
enaki. Delo z decimalnimi Stevili predpisuje stan-
dard IEEE 754. Glavni tip, ki ga najpogosteje upo-
rabljamo, se imenuje double. Velik je 64 bitov in
se imenuje dvojna natan¢nost - tako ime ima, ker je

11

T njajo enako relativno natan¢nost. Na
12 grafih se spreminjajo enote, zato Ste-
vila s fiksno piko izgledajo, kot da so
Cedalje bolj gosta, Stevila s premicno
piko pa se zdijo enako gosta.

11.5

dvakrat vecji od 32-bitnega tipa single, ki predsta-
vlja enojno natanc¢nost. Decimalna Stevila so shra-
njena v dvojiSkem sistemu, ne v desetiSkem. Primer
Stevila bi bilo npr.

= 0.101101 x 23,
kar pretvorimo v

= (1274027241273 41274 4 0.27%41.279)
x 23 = 5.625.

Izmed 64 bitov, ki so na voljo, jih je 11 rezervira-
nih za eksponent, 52 za mantiso (decimalke), in 1 za
predznak Stevila (+ ali —). 11-bitni prosto za ekspo-
nent nam omogoca eksponente od —1022 do 1023,
najmanjsi in najvecji eksponent —1023 in 1024 pa
sta rezervirana za posebna Stevila, o katerih bomo
vec povedali kasneje. V dvojiSkem sistemu velja ome-
niti tudi posebno obliko normaliziranega zapisa. Ce
Stevilo zapiSemo v obicajnem normaliziranem zapi-
su, bo oblike 0.x, kjer je x nenicelna Stevka. Toda v
dvojisSkem je ta Stevka lahko le 1, zato je nepotrebno,
da jo shranjujemo, in se raje dogovorimo, da kot nor-
malizirano obliko za dvojiSka decimalna Stevila vza-
memo 1.x, kjer je x poljuben, 0 ali 1. Tako najbolje
izkoristimo 52 dvojiSkih decimalk, ki jih imamo na
voljo, kar je enako priblizno 16 desetiSkim decimal-
kam natan¢nosti. V tem sistemu je osnovna zaokro-
Zitvena napaka enaka 1.11 - 1016,
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Decimalno Stevilo s 64 biti je v racunalniku pred-
stavljeno kot:

" Seee...eecemmm... mmm,

11 bitov
za eksponent

52 bitov za mantiso

kjer s predstavlja en bit za predznak.
Poglejmo si konkreten primer. Bitni zapis Stevila
4269.6842 je enak

= 0 10000001011 0000101011011010111100100
111101110110010111111101100,

kjer so vrinjeni presledki za lazje branje. Prvi bit je
enak 0, kar nam pove, da je Stevilo pozitivno. Sledi
eksponent; ¢e 10000001011 pretvorimo v desetiSko,
dobimo 1035. Vendar so eksponenti zamaknjeni, saj
nimajo razpona od 0 do 2048, temvec¢ od —1023 do
1024. Z upoStevanjem zamika je iskani eksponent
enak 1035 — 1023 = 12. Zapisano Stevilo je tako
enako

= 1.000010101101101011110010011110111011
0010111111101100 x 2'2,

kar je enako

= 1000010101101.101011110010011110111011
0010111111101100

0z. priblizno 4269.6841999999996915. Kot vidimo,
rezultat ni totno 4269.6842, temvec je za pribliZno
3.09 - 1013, kar (relativno gledano) ustreza osnovni
zaokrozitveni napaki.

Posledice zaokrozevanja

ZaokroZevanje na najblizjo vrednost pomeni, da obi-
¢ajna pravila racunanja ne drzijo ve¢. Ce v racunal-
niku izracunamo (a + b) + ¢, to ni vec nujno enako
kot a + (b + c¢). Poglejmo primer: vzemimo a = 0.88,
b =0.56inc = 0.13-10!. Ce izratunamo a + b + ¢
od leve proti desni, dobimo

" a+b+c=0.88+0.56+0.13-10"
=1f1(1.44) + 0.13 - 10!
=0.14-10' +0.13 - 10!
=11(0.27 -10') = 0.27 - 10!,

Ce pa izracunamo a + b + ¢ od desne proti levi,
dobimo

*a+b+c=0.88+0.56+0.13-10"
=0.88 + f1(1.86) = 0.88 + 0.19 - 10*
=11(2.78) = 0.28 - 101.

Razlika je majhna, vendar Stevili nista enaki. To je
tudi eden izmed razlogov, da decimalna Stevila red-
ko neposredno primerjamo, ali imajo popolnoma
enako vrednost. Ze majhne razlike v nac¢inu izra¢una
namrec lahko prinesejo napake pri zadnjih decimal-
kah. Posluzimo se raje primerjanja s toleranco: na-
mesto da bi pogledali, ali je a = b, pogledamo, ali
je absolutna vrednost razlike med a in b manjsa od
tolerance t: |a — b| < ¢, zanpr. t = 0.00001. Z izbiro
vrednosti t lahko tudi dolo¢imo, kako velike napake
so Se sprejemljive.

Se ena zanimivost se pojavi pri racunanju aritme-
ticne sredine dveh S$tevil. V matematiki smo navajeni,
da aritmeti¢na sredina “TH’ dveh Stevil a in b leZi na-
tanko na sredini med Steviloma. Pri decimalnih Stevi-
lih temu ni tako: vzemimo npr. a = 0.21 in b = 0.24.
Njuna izracunana aritmeticna sredina je

a+b 1 1
5 5(0.21 +0.24) = 5ﬂ(0.43) =

= %(0.43) = f1(0.215) = 0.22,

kar ni toCen rezultat 0.215, toda je (eden izmed) naj-
boljsih moznih priblizkov.

Oglejmo si Se en primer izracuna aritmeticne sre-
dine, tokrat za a = 0.66in b = 0.67:

- 2 ; b 10664067 = %ﬂ(1.33) -

N

= %(0.13 -10%) = f1(0.65) = 0.65.

Tokrat smo dobili, da je sredina Stevil 0.66 in 0.67
enaka 0.65, kar seveda lezi izven intervala
[0.66,0.67]! Ce pogledamo izracun, vidimo, da je bil
glavni krivec za izgubo natanc¢nosti to, da smo zaSli
v prevelika Stevila. Pri predstavitvi 1.33 smo lahko
obdrzali le dve mesti in smo bili prisiljeni zadnjo za-
vreci, da smo shranili 1.3.

Izracun bi lahko popravili tako, da bi ga namesto

‘lzib napisali kot a + b_T“. V tem primeru ne bi prislo
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do dela s tako velikimi Stevili in rezultat bi bil

b > 2 0.66 + %(0.67 ~0.66)

— 0.66 + %ﬂ(0.0I)

= 0.66 + %(0.1 -1071)
=0.66 + f1(0.05 - 1071)
=0.66 + 0.5 - 1072 = f1(0.665) = 0.66.

u a+

V tem primeru je rezultat do zadnjega koraka kljub
vmesnim zaokroZitvam tocen, na koncu pa se zao-
krozi na najboljSi mozni priblizek.

Pokazimo Se nekaj zanimivih primerov dejanske
dvojne natancnosti. V izbranem programskem je-
ziku (npr. Python) izracunajmo s = 0.1 + 0.1 + 0.1 +
0.1+0.1+0.1+0.1+0.1+0.1+0.1. Ce bi bilo ratuna-
nje tocno, bi rezultat moral biti enak 1. Vendar, ko
preverimo s == 1, dobimo odgovor False, da ena-
kost ne drZi. Res, ¢e izpiSemo vrednost s na dovolj
decimalk, dobimo s = 0.99999999999999988898,
oz. razliko |s — 1| = 1.110223 - 1016, Ce bi pri pre-
verjanju uporabili toleranco npr. 10~!°, bi dobili pra-
vilni rezultat, da sta odgovora enaka.

Ponovimo eksperiment z 0.5 namesto 0.1. Rezul-
tat bi v tem primeru moral biti 5, in vrednost s je
5.00000000000000000000 ter primerjava s ==
vrne True. Zakaj tokrat nismo dobili 4.99999999999
999999 namesto 5? Odgovor je, da so bila vsa Stevila,
ki so v racunu nastopala, torej 0, 0.5, 1.0, 1.5, 2.0, 2.5
itd..., predstavljiva in nikoli ni prislo do zaokrozeva-
nja. Tako je bil tudi rezultat tocen. Ce pazljivo izbi-
ramo Stevila, lahko sicer konstruiramo primere, kot
je zgornji, kjer napak ni. Vendar v praksi na kaj ta-
kega ne moremo racunati - sprijazniti se je potrebno
z napakami in znati z njimi ustrezno ravnati.

Posebne vrednosti

Prej smo omenili, da sta eksponenta —1023 in 1024
rezervirana za posebne vrednosti. To je potrebno,
ker poleg decimalnih Stevil standard vsebuje tudi po-
sebna Stevila +oo in NaN, ki predstavljajo (pozitivno
ali negativno) neskocnost, in pa posebno Stevilo »not
a numberx, ki oznacuje, da je rezultat neveljaven ali
nedolocen. Najlazji nacin, da dobimo vrednost oo, ki
ga obicajno napiSemo z besedilom kot »inf«, je, da
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poskusimo izracunati npr. 1.0 / 0.0. Vecina program-
skih jezikov (z izjemo Pythona) bo vrnila vrednost
inf. Za racunanje z neskon¢nostjo veljajo naslednja
pravila:

" o+a=w

W—a=aw
ow; Cea >0
NaN; cea =0
—o0; Cea <0

w; Cea=0
w/a =
ea<

w0-a=

0

0; Celal <1
1; Celal=1
oo; Celal > 1
0; cea<0
1; ¢ea=0
ow; Cea >0

Pri tem smo predpostavili, da je a obicajno Stevilo
(torej ni oo ali NaN). Definirano pa je npr. tudi co+o0 =
o in o - = . Definicije so smiselne z vidika
matemati¢nih limit: ¢e imamo dve zaporedij Stevil,
ki gresta proti oo, gre proti co tudi njun produkt ali
vsota. Za razliko ali kvocient pa to ne velja, zato so
rezultati izrazov oo/o0, oo — oo, 0/0 ali 0 - oo enaki NaN.
Racunanje z NaN pa je enostavno definirati: ¢im je
eden od operandov enak NaN, je tudi rezultat NaN:
torej a + NaN = NaN, a - NaN = NaN, aV¥aN = NaN,
...S posebnimi vrednostmi pa znajo delati tudi ele-
mentarne funkcije. Velja npr. /o = o, v/—2 = NaN,
sin(o0) = NaN, arctan(ow) = 17/2.

Za NaN pa velja Se ena posebnost: ¢e ga primer-
jamo samega s sabo, vrne False. Torej, Ce npr. nare-
dimo x = 0.0/0.0 in nato izracunamo x == X, do-
bimo False. Ta posebna lastnost velja samo za NaN
in ne drzi za nobeno drugo decimalno Stevilo. Kot
smo videli, je to le ena izmed pasti, v katero se lahko
ujamemo pri delu z decimalnimi Stevili. S tem, kako
racunati, da se v naSe izracune ne prikrade prevec
napak, se ukvarja numericna matematika. Ta tudi
neveSCemu racunalnicarju omogoca zanesljivo delo
z decimalnimi Stevili.

X X X
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