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1 Predgovor

Zaradi stalnih in ponavljajocih se zelja slusateljev po primerkih starih izpitnih vprasanj
sem se odlocil izdati zbirko vseh kolokvijev in izpitov pri predmetih kjer sem svojcas sam
vodil vaje in ki v grobem ustrezajo sedanjima Analiza I in Analiza I1. Temu sedaj dodajam
tudi zbirko vseh domacih nalog.

Zbirka je nastajala skozi vec let. V tem casu sem vodil vaje na Univerzi v Mariboru
in kasneje na Univerzi v Ljubljani. Zal je bil curriculum pri tedanjih predmetih malce
drugacen kot je sedaj. Zato sem se odlocil, da bom zbirko zgolj v grobem razdelil kro-
nolosko. Vsekakor so v kronoloskem vrstnem redu urejene naloge iz tedanje Analize I —
tako so najprej nanizane domace naloge iz enega Solskega leta, temu nato sledijo domace
naloge iz naslednjega Solskega leta, in tako dalje. Za tem pa sem dodal Se tiste naloge
iz tedanjega predmeta Analiza II, ki ustrezajo vsebinam sedanje Analize II. Preostale
naloge iz tega predmeta, ki osvetljujejo tematiko funkcije ve¢ spremenljivk, sem uvrstil v
drugo zbirko. Tu in tam se kaksna od nalog ponovi v vec¢ letih. Primerilo se je, da se je
ponovila kar celotna skupina nalog — v tem primeru sem iz zbirke odstranil vse nadaljnje
repeticije. Zbirko sem zacel z nekaj primeri Ze reSenih nalog. Vabim vas, da jih poskusite
reSiti najprej sami; mogoce pa predlagana reSitev ni najbolj elegantna?

Na tem mestu bi rad dodal, da naloge niso moje. Vec¢inoma sem jih ¢rpal iz znanih
zbirk nalog kot so

(i) M. Uséumli¢, P. Milici¢: Zbirka zadataka iz vise matematike 1. Beograd. Naucna
knjiga, 1984.

(ii) B. G. Sergeevi¢, B. P. Demidovic (prevajalec I. Uremovi¢): Zadaci i rijeSeni primjeri
iz vise matematike s primjenom na tehnicke nauke. Zagreb. Tehnicka knjiga, 1978.

(iii) M. Dobovisek, M. Hladnik, M. Omladi¢: ReSene naloge iz analize I. Ljubljana,
Drustvo matematikov, fizikov in astronomov SRS, 1972.

(iv) V. Batagelj: Diskretne strukture. 1 - naloge. Ljubljana, IMFM FNT, Oddelek za
matematiko, 1979.

(v) M. Dobovisek, B. Magajna: Naloge iz algebre 1. Ljubljana, Drustvo matematikov,
fizikov in astronomov SR Slovenije, 1984.

(v) M. Kolar, B. Zgrabli¢: Ve¢ kot nobena, a manj kot tiso¢ in ena resena naloga iz
linearne algebre. Ljubljana, Pedagoska fakulteta, 1996.

(vi) P. Mizori-Oblak, B. Krusi¢ (avtor dodatnega besedila): Matematika za studente
tehnike in naravoslovja, Del 1. Ljubljana, Fakulteta za strojnistvo, 1997.
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(vii) P. Mizori-Oblak, Matematika za Studente tehnike in naravoslovja, Del 2. Ljubljana,
Fakulteta za strojnistvo, 1991.

(viii) P. Mizori-Oblak, Matematika za Studente tehnike in naravoslovja, Del 3. Ljubljana,
Fakulteta za strojnistvo, 1986.

(ix) E. Kramar, Resene naloge iz linearne algebre. Ljubljana, Drustvo matematikov,
fizikov in astronomov SR Slovenije, 1989.

Tu in tam pa se najde tudi kaksna izvirna naloga.

Cisto na konec sem dodal e nekaj nalog, ki sem jih razdelil na predavanjih v letu
2008/2009. S casoma, ko se bo tovrstnih nalog nabralo ve¢, bo ta razdelek postal daljsi.
Naj na koncu zazelim obilo veselja pri resevanju.



2 Analiza I in II — racunske naloge



1. Dano je naravno stevilo a. Zaporedji (pn)n in (qn)n definiramo rekurzivno na na-
slednji nacin:

po=0,p1 =1, Pn = Pp—1 + Pp—2
Go=1q=0, Gn = aQn—1 + @n—2

Za vsak n > 2. Dokazi naslednji trditvi:

(&) PuGn-1 — Pn-1gn = (—1)""! za vsak n > 3.
(b) PnGn = Pn—1qnt+1 za vsak n > 2.

Obe tocki se dokazeta s popolno indukeijo; dokaz le za (a) (tocka (b) pa za Domaco Nalogo.)

® p2 = api+po = a, in p3 = apy+p1 = a®+1. Podobno je g2 = aqi+qo = 1in g3 = agz+q1 = a.
e Zan =3 trditev velja, saj je p3qz — p2gz = (a®> +1)-1—a-a=1= (-1)?
e n— (n+1):

Pn4+149n — Pndn+1 = (apn +pn71) dn — DPn (a qn + Qn71> = —PnQn-1+tPn-1qn = _(_1)n71

po indukecijski hipotezi.

2. Upostevaj pomen prvega odvoda in ¢im natancnejSe skiciraj graf funkcije
f(z) =eMTsing

fl(x) = ™% cosx + % cosx sinz = €% cosx (1 +sinzx). Zanimajo nas ni¢le odvoda in

sin x

njegov predznak. Ker je e > 0, o predznaku odlo¢a cosz (1 +sinz). Ker je 1 4+ sinx > 0,
dejansko o predznaku odloca samo cosx. Torej funkcija naraséa na z € [—m/2,7/2] ter pada na
x € [r/2,37/2], nato pa se vse periodi¢no ponovi. Ekstremi pa so tam, kjer je cosz = 0 ali pa je
sinz = —1, torej vo = 7/2 + kr za k € Z. V okolici x = —7/2 sta cosz in (1 + sinz) priblizno
enaka ni¢. Prvi odvod je tam enak produktu dveh skoraj nic¢elnih stevil, zato je funkcija zelo
polozna. V okolici = 7/2 je samo cos 2 priblizno ni¢. Zato je v okolici te tocke f bolj strma kot

v okolici # = —7/2. Graf pa poteka priblizno takole:



°o kN
=L 01N Ol
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3. Elipso z—j + 522-%21 = 1 zavrtimo okoli osi z. Za katero vrednost parametra a > 0 ima
dobljeno rotacijsko telo najmanjsi mozni volumen?

Volumen: , , ) ,
e ¢ (1+a - 4(1+a

V:ﬁ/ yz(l’)dJ?:ﬂ'/ (+0)Sa x)dm:w
—a a 3a

—a

Extreme ima tam, ko je odvod enak ni¢:

ST 4(1+a/2)7r 4(71+a2)7r

vi= 2l - —0
3 3a? 3a2
torej: a = 1.
4. Dolo¢i konvergencno obmocje in poiSci vsoto vrste
o0
Z(e” —1)z"
n=1
[ee] [ee] o 50 o o .
St et = ot 3t = e - Y=
n=1 n=1 n=1 n=1 n—1 — EX — X

enacaj velja ¢e |z| < 1in |ex| < 1, torej je konvergenéni polmer R = 1/e.



1. Dana je mnozica
M:={2€C; 0<|z|<linl|z+2z|=]|z—Z2|}
(a) Skiciraj mnozico M v kompleksni ravnini.

(b) Dokazi, da je za poljuben z € M in poljubno liho naravno stevilo n tudi
2" e M.

z+Z je realni del, z —Z pa imaginarni del tevila z. Torej je M dolocena z | Re z| = | Im z|, oziroma:

Ce 2z € M, je bodisi z = |2 %, ali pa z = |z|1—\/*§17 ali pa z = |z|*\7§”'7 ali pa z = |z|*\1/§Z Tedaj je

o () () () () -

(). () (il\/i;) eM

2. Upostevaj pomen prvih dveh odvodov in ¢im natancneje narisi graf funkcije

2

¢ —1
r) = ———

flaoy =Y
2-3a?

3 (—1+m2)%

P; =R\ (—1,1), z izjemo robnih tock = = %1, kjer f ni odvedljiva. Torej je f strogo narascajoca

fl(x) = ﬁ in f"(x) = Prvi odvod je pozitiven na definicijskem obmocju
in zvezna tako na (—oo, —1] kot tudi na [1,00). Se ve¢, na prvem intervalu je negativna, na drugem
pa pozitivna, se pravi, da je monotona in zvezna povsod na Z . Stevec drugega odvoda spremeni
predznak pri prehodu skozi z = :I:\/m — tu bi prevoj, ako bi ti dve tocki lezali v Zf. Ker pa
ne lezita, f nima prevojev. Kljub temu je f”(z) > 0 za xz € (—o0,—1) (torej je tu konveksna) in
je f"(x) < 0zax € (1,00) (torej je tu konkavna). Potek f:
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3. (a) Izracunaj integral [ 2 du.

- sin 2\ "
b) Ali k i t ) 2
(b) Ali konvergira vrsta Z n ( 5 )

[ de = [2?e " dx = #f‘ﬁ + C, po (dvakratni) uporabi pravila per partes.
):

n=1
2

b): Korenski kriterij:
sin L L gl 0
n+1 — n+1 — n n -n nn n—00
Van| =n= L<pnn e ————— = —1/2.
2 2 2 2

Torej vrsta konvergira (njena priblizna vsota: 1.839593061267518).

4. Dana je funkcija f(x) := ze®.

(a) Funkcijo f razvij v Taylorjevo vrsto okoli tocke 1.

(b) S pomocjo tocke (a) izracunaj vsoto vrste » %

Vstavis t := o — 1, oziroma g(t) := f(t +1) = (t + 1)e!*! = (¢ + 1)eet. Torej je

X in > epntl i

et™ > e e
R S S e Ml (reua ey
0 0 0 1

torej

fx)=ft+ D=1 = 9(t)|t=a—1 =€+ Z(x -1n" (L 4 E)
1

(n—1)"!  nl
Vstavis « := e + 1, pa dobis:

- s > n+1
f(€+1)=e+21:e”+1 (ﬁ-‘r%) —e+ ) et <n1+l) :e+¥w

) onl n!
1
B 2e2  3e3  det B 2e? 3e?  4e?
—e+ (Tt o) mer el )
2 Oo(n+2)en+1

Torej: Z;’O% =1/e(fle+1)—e— 21i,2) =—-1-2e+e° (1+e¢)



I. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA I

1. Doloci sestavljeno izjavo, ki bo imela v pravilnostni tabeli nasledjne vrednosti:

100001110111 0111

2. Pokazi, da za poljubne mnozice A, B, C, D velja:

AUBUCUD = (A\B)U (B\C)U(C\D)U(D\A)U(ANnBNCND,)

3. Pokazi, da za poljubne mnozice A, B, C velja:
(A\B) € (A\C) U (C\B)
Kdaj velja celo enacaj?
4. Na mnozici N je definirana relacija R s predpisom
def

(a,b) € R <= 5| (3a+ 2b)

Ali je R ekvivalenc¢na relacija?
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II. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 1

1. Dokazi, da je 52"F1.2n+2 4 3nt+2.92n+1 deljivo z 19 pri vsakem n € NU {0}.

2. Resi neenacbo
22 —[z* = 1]| <1 (z €R).

3. Naj bosta

(z) = 3r—1 ;x| <2 o) = -1 ;0>-1
IEZ sinw | > 2 Tl 2+ ;<1

Poiséi funkciji (g o f)(z) in (f o g)(x) in narisi njuna grafal

4. Ali je funkcija

(a) injektivna ?

(b) surjektivna 7

Ce ni injektivna, skréi definicijsko obmocje, da bo postala injektivna; ce ni surjek-
tivna, ustrezno skréi zalogo vrednosti. Poiséi tudi inverzno funkcijo od tako dobljene
funkcije.

11



ITI. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 1

1. Dani sta mnozici A in B. Poisci resitev enacbe
AAX =B\X in X\A=X\B
2. Doloci naravni definicijski obmocji funkcijama

f(z) :=InvV1+tanzx g(x) :=tanv1+Inz

3. Preveri, ce je funkcija
f:R* — R?
(z,y) = (2% —y* 22y)
injektivna oz. surjektivna.

4. Poisci osnovno periodo funkcije

1
f(t) :==3+sint — §Sin2t.

12



IV. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 1

1. Resi sistem neenach

e +2|+|y—2| <3 |z|+]y| <2

_1)
M::{( 2n) —l—cos%; nEN}

3. Poisci vse resitve neenachbe

15 (—1

ﬂ < 43+ 152
x? 4 2x

4. Stevilo, ki ima v petiskem sistemu zapis

n = 123'40(12340)

zapisi v enajstiskem. (Stevke, ki so znotraj oklepaja, se periodi¢no ponavljajo. Za
zapis znaka 10 v enajstiskem sistemu uporabi 'a’.)

13



V. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 1

1. Pokazi, da ima mnozica
M = {xeR; x3§3}

supremum, ki ga ozna¢imo z s. Nato preveri, da s redi enacbo z® = 3.

2. Naj bodo a,b,¢,d € C, in |c| # |d|. Pokazi, da velja neenakost

jal — [9]
e[ +1d] | —

la] + [9]
e = |d]

c+d

a+b‘ <

3. Pokazi, da je

n

Z%zﬁ (neN)

=1

4. Kateri mnozici je enaka

U (2, 2] A:=QnI0,1]

z€EA

14



VI. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 1

1. S pomocjo matematicne indukcije pokazi veljavnost formule

n(n+1)(n+2)(n+3)
4

ik(m 1)(k+2) =

k=1

2. Poisci vsa kompleksna stevila, ki zadostijo enacbi

3. Poisci mnozico tock v kompleksni ravnini, ki zadosc¢ajo enachi

z+42Z = |2|

4. Razstavi polinom x* + 1 na produkt kvadratnih in linearnih polinomov s koeficienti
v obsegu realnih stevil.

15



VII. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 1

l+a+ad®+--4a"
lim

noool4 1+ 4+ 1m

2. Poisci naravno definicijsko obmocje funkcijama
f(z):=Inv1+tanzx g(z) :=tanVv1+Inz,

¢e ves, da je In: (0,00) — R.

3. Preveri, ¢e za naravna sStevila n velja trditev

21
<> -<n
1=1

|3
Q.| =

4. Definirajmo zaporedji

sin(5n
Ay = 51 ) b, := arctan(n?)

)

Za vsako posebej odgovori: Ali je monotono? Omejeno? Dolodi stekalis¢éa in limito,
¢e obstaja!

5. Poisci vsa kompleksna Stevila z, za katera je
—i—1\?2
(#) € R
1z 41

+\/2+n2—\/ﬁ

EoVE L (can

a, =1

16



VIII. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 1

1. Zapisi prvih pet ¢lenov zaporedja, pokazi, da je zaporedje monotono in navzgor
omejeno, ter izracunaj limito

a = 1; ni1 = V2a,

R: (1,v/2,27,25,21%,...); limita je 2.

_ ! + L + L + + !
= 1739713 n(n—1)
R: m — % - k%l; torej je a, = "T_l Limita je 1.
3. Poisci limiti
' (n + 2), + (n + 1)' ' 3n+1 + 5n+2
lim lim —

R: 0 in 25 (pri zadnji ulomek krajsas s 5"*1).

4. Pokazi, da za vsako naravno stevilo n velja
1

1
1+ﬁ+~-~+%>2(\/n—+1—1)

5. Funkcija f : C\{1} — C je podana s predpisom

Poisci vsa kompleksna stevila z, za katera je f(z) € R.

6. Poisci vsa kompleksna Stevila z, za katera je

32|

22— 4

=1

17



IX. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 1

1. Preveri, ce vrsta
[ee]

1
; vn(n+1)

konvergira.

2. Pokazi, da vrsta

>
n3
n
n=1
konvergira, in izra¢unaj koliko ¢lenov moramo sesteti, in na koliko decimalk moramo
zaokrozevati delne rezultate, da bi jo izracunali na pet decimalk.

3. Izracunaj limiti

lim Ve lim (x +v1— :c3)

8

4. Izracunaj limiti

—sin 2 cos( 5
g © 0T s?n ’ lim ()
2—0  + sin 3x a—1 1 —/x
5. Dana je funkcija
x

cR\{—-1,1 R:
fRLY =R e

je g : R\{—1,1} — Z; funkcija z istim predpisom kot f.
6. Rekurzivno je podano zaporedje

3
x, — 9z,

16

r1 =1, Tpil =
S pomocjo indukcije pokazi, da je —|z,| < % < wnl; (8 J2asa] < |x))

in |z,| <5. Pokazi, da je zaporedje alternirajoce (torej so lihi ¢leni zaporedja pozi-
tivni, sodi pa negativni).

18



X. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 1

1. Ali lahko poisces realno stevilo a, da bo funkcija

fla) = {“ (S550)™ <)

sin(z—1) |
z—1 7

povsod zvezna?
2. Dana je funkcija
1
‘= T cos —.
() = cos

Poisci njeno definicijsko obmocje; v tockah, kjer ni definirana ji dodeli take vrednosti,
da bo postala zvezna na celotni realni osi, nato pa izracunaj odvod tako dobljene
funkcije.

3. Ali je funkcija

f@%z{& L

T sin % sicer
zvezna v tocki 07 Poisci tudi njene nicle in skiciraj njen graf.

4. Izracunaj limito

lim Va2 +1— Va2 — 4z

r—00

5. Izracunaj limito

. 1—-cos2z
lim ———
t—0 xsinx

brez uporabe L‘Hospitalovega pravila!

6. Izracunaj odvod funkcije

f(x) = 2.

19



XI. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 1

1. Napisi enacbo tangente in normale za krivuljo
y = In(cos x)
v tocki z = 0.
2. Dokazi da gredo vse normale krivulje

2at a(l —t?)
x = L Y=
142 142

(a>0)

skozi isto tocko. Katera je ta skupna tocka?

3. Poisci tisti pravokotnik, ki ima pri danem obsegu najvecjo ploscino (tj. obseg pravo-
kotnika je konstantno enak o).

4. Doloci definicijsko obmocje, asimptote, ekstreme, konveksnost oz. konkavnost in
¢im natancneje narisi funkcijo

5. Izracunaj kot, pod katerim se sekajo parabola y = 2% in premica z enacbo 3z —y = a;
v posebnem, ko je a = 2.

6. Izracunaj ekstreme funkcije

rarcsinz + V1 — 22

na njenem naravnem definicijskem obmocju.

7. Izracunaj vsoto vrste

S

i=1
na pet decimalk natanc¢no; doloc¢i tudi, na koliko decimalk je potrebno zaokrozevati
delne rezultate.

20



I. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA I

1. Dokazi, da je 527 F1.2n+2 4 3nt2.92n+1 deljivo 7 19 pri vsakem n € NU {0}.

2. Resi neenacbo
22 —[z* = 1]| <1 (z €R).

3. Naj bosta

[ 3z—-1 ;x| <3 a2 s> -1
g(x)’_{sinx sz >3 f(x)'_{l ;o< —1

Poiséi funkciji (g o f)(z) in (f o g)(x)!
4. Ali je funkcija

f:(-1,1) — R
x

[ =1

T

(a) injektivna ?

(b) surjektivna ?

Ce ni injektivna, skréi definicijsko obmodje, da bo postala injektivna; ce ni surjek-
tivna, ustrezno skréi zalogo vrednosti. Poiséi tudi inverzno funkcijo od tako dobljene
funkcije.
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I. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 1 za visjeSolce

1. Dokazi, da je 5™ + 2"*! deljivo s 3 pri vsakem n € N.

2. Resi neenacbo
22 —[z* = 1]| <1 (z €R).

3. Naj bo f(z) :=In z—;; + Va2 — 4 Poiséi funkcijo (f o f)! Pri katerih vrednostih x
je f definirana?

4. Ali je funkcija

f:(-1,1) — R

x?2 —1
(a) injektivna ?

(b) surjektivna ?

Ce je odgovor na obe vprasanji pritrdilen, poiséi tudi njej inverzno funkcijo.

22



II. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 1 za visjeSolce

1 2 3 n
lim +a+a"+a +---+a (Ja] < 1).

nooo 141+ 4+ 1m

2. Doloci definicijski obmocji funkcijama

f(z):=Inv1+tanzx g(x) :=tanv1+Inz

3. Definirajmo zaporedji

in(= M —
0 sin(5n) b n—3

n T Bn 42

Za vsako zaporedje posebej odgovori: Ali je monotono? Omejeno? Doloci stekalisca
in limito, ¢e obstaja!

4. Poisci osnovno periodo funkcije

1
f(t) :==3+sint — §Sin2t.

23



ITI. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA I

1. Ali lahko poisces realno stevilo a, da bo funkcija

f(z) = {a ()™ o<

sin(z—1) | .
1 sicer
povsod zvezna?

2. Poisci tocke nezveznosti za funkcijo

B 1
1—1—6%.

f(x):

3. Izracunaj limito

lim Va2 +1— Va2 — 4z

Tr—00

4. Izracunaj limito

.1 —-cos2x
lim ———
z—0 xsinx

brez uporabe L‘Hospitalovega pravila!
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ITI. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 1 za visjesSolce

1. Izracunaj

lim \/xz +4/2+ —

Tr—00

D

2. Poisci tocke nezveznosti za funkcijo

-1

f(x):

_1+e%

3. Izracunaj limito

lim Va2 +1— Va2 — 4z

Tr—00

4. Izracunaj limito

.1 —cos2x
lim ———
z—0 xsinx

brez uporabe L‘Hospitalovega pravila!
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IV. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA I

1. Dokazi, da je funkcija f(x) := cos(z) enakomerno zvezna na celi realni osi.

fa) {0; 1 =0

2. Ali je funkcija

xsin<  sicer
zvezna v tocki 07 Poisci tudi njene nicle in skiciraj njen graf.
3. Narisi parametricno podano funkcijo

z(t) == y(t) :=logt?.

4. Podana je funkcija v polarni obliki
r:= 2sin 2¢.

Doloéi njene nicle, definicijsko obmocje, zalogo vrednosti in jo narisi.
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IV. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 1 za visjeSolce

1. Dana je funkcija
1—22 <0
y(z) =< a, x=0
14+2, x>0

Ali lahko dolo¢is a, da bo funkcija povsod zvezna?

2. Doloéi osnovno periodo, poiséi nicle in narisi funkcijo

1
coszx + 5 cos 2%

3. Narisi parametri¢cno podano funkcijo
x(t) =€ y(t) :=logt>.
4. Podana je funkcija v polarni obliki
r:= 2sin 2¢.

Doloéi njene nicle, definicijsko obmocje, zalogo vrednosti in jo narisi.
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V. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA I

1. Izracunaj odvod funkcije

f(x) = 2.
2. Dokazi, da funkcija
e5% + 2
yi=—
e

ustreza enachi
y" — 13y’ — 12y = 0.

e B .. o
3. Poisci % za funkcijo, podano parametriéno

{ xr =e tcost

y=-e 'sint

4. Dana je funkcija

f(x) := x cos 1
x

Poiséci njeno definicijsko obmocje; v tockah, kjer ni definirana ji dodeli take vrednosti,
da bo postala zvezna na celotni realni osi, nato pa izracunaj odvod tako dobljene
funkcije.
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V. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 1 za visjeSolce

1. Izracunaj odvod funkcije

fl@) = (=")"
2. Dokazi, da funkcija
e5% + 2
yi=—
e

ustreza enachi
y" — 13y’ — 12y = 0.

3. Poisci Z—z za funkcijo, podano parametriéno

xr =e tcost
y=c lsint

4. V katerih tockah ima funkcija

y = Vsinx

navpicne tangente?
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VI. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA I

1. Napisi enacbo tangente in normale za krivuljo
y = In(cos x)
v tocki z = 0.
2. Dokazi da gredo vse normale krivulje

2at a(l—t%)
x = Ly
1+1¢2 1+ ¢2

(a>0)

skozi isto tocko. Katera je ta skupna tocka?

kotnika je konstantno enak o).

4. Doloci definicijsko obmocje, asimptote, ekstreme, konveksnost oz. konkavnost in
¢im natancneje narisi funkcijo
1
Y= re =2
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VI. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 1 za visjeSolce

1. Napisi enacbo tangente in normale za krivuljo
y = In(cos x)
v tocki x = 0.
2. Razstavi stevilo 10 na vsoto dveh stevil tako, da bo njun produkt maksimalen.
3. Poisci prvih pet od nic¢ razlicnih ¢lenov Taylorjeve vrste za funkcijo
y=221In’z.
(Razvijamo ga v okolici tocke 1.)
4. Doloci definicijsko obmocje, asimptote, ekstreme, konveksnost oz. konkavnost in
¢im natancneje narisi funkcijo

5—x
9 — g2

y:
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I. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA I

1. Pokazi, da je za vsako naravno Stevilo izjava

(Po = p1) = <(p1 = D) = ( e ((pn—l = Pn) = (Do = pn)) - ))

tavtologija.
2. Pokazi, da za poljubne mnozice A, B, C, D velja:

AUBUCUD = (A\B) U (B\C)U (C\D) U (D\A)U(ANBNCND)

3. Pokazi, da za poljubne mnozice A, B, C velja:
(A\B) € (A\C) U (C\B)
Kdaj velja celo enacaj?

4. Dane so mnozice A, B,C. Resi sistem enacb (tj. kdaj je sistem resljiv, in ¢e je
resljiv, koliko in katere resitve ima?)

AX =X\B X\A=C\X

5. Na mnozici N je definirana relacija R s predpisom

def

(a,b) € R <=5 | (3a + 2b)

Ali je R ekvivalencna relacija?
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II. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 1

1. Dokazi, da je 52"F1.2n+2 4 3nt+2.92n+1 deljivo z 19 pri vsakem n € NU {0}.

2. Resi neenacbo
22 —[z* = 1]| <1 (z €R).

3. Naj bosta

(z) = 3z —1 ;lz| <2 o) = -1 ;2>-1
IEZ sinw | > 2 Tl 2+ ;<1

Poiséi funkciji (g o f)(z) in (f o g)(x) in narisi njuna grafal

4. Naj bosta

(z) = 3r—1 ;x| <2 o) = -1 ;0>-1
IE= sinw | > 2 Tl 2+ ;<1

Poiséi funkciji (g o g)(z) in (f - ¢g)(x) in narisi njuna grafal

5. Ali je funkcija

(a) injektivna ?

(b) surjektivna 7

Ce ni injektivna, skréi definicijsko obmocje, da bo postala injektivna; ée ni surjek-
tivna, ustrezno skréi zalogo vrednosti. Poiséi tudi inverzno funkcijo od tako dobljene
funkcije.
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ITI. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 1

1. Preveri, ce sta funkciji f,g: R — R, definirani s predpisom

sin(x); x € [-m/2,7/2]
fraxw— 47T—m;; x>7/2 g:x—x+ |z

r+7m/2-1;, z<-—m/2

2. Doloé¢i naravni definicijski obmod¢ji funkcijama

f(z):=Inv1+tanzx g(x) :=tanv1+Inzx

3. Preveri, ce je funkcija

injektivna oz. surjektivna.

4. Poisci osnovno periodo funkcije
. 1.
f(t) :=3+sint — §sm2t.

5. Poisc¢i najvecjo podmnozico v R, da bo zozitev funkcije f : R — R, definirane s

predpisom
_ 3—a% || <1
frx— 4, )
EE sicer

cije.
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IV. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 1

1. Pokazi, da je
1

1
— +—=+- >\/n
VioV2 f
2. Pokazi, da je

arccos(iiz) = |2 arctan x|
3. Resi sistem neenachb
le+2|+y—2| <3 |z|+ |y <2

4. Poisci vse reSitve neenacbe

15 (-1

M < 43+ 152
x4+ 2x

5. Stevilo, ki ima v petiskem sistemu zapis

n = 123'40(12340)

zapisi v enajstiskem. (Stevke, ki so znotraj oklepaja, se periodiéno ponavljajo. Za
zapis znaka 10 v enajstiskem sistemu uporabi 'a’.)
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V. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 1

1. Pokazi, da ima mnozica
M = {xeR; x3§3}

supremum, ki ga ozna¢imo z s. Nato preveri, da s redi enacbo z® = 3.

2. Naj bodo a,b,¢,d € C, in |c| # |d|. Pokazi, da velja neenakost

jal — [9]
e[ +1d] | —

la] + [9]
e = |d]

a+b‘ -
c+d| —

3. Pokazi, da je cos() = 1%‘/5. Nato izracunaj se cos(k%) za k € Z.

S

4. Pokazi, da je sin(§) = \/;2 . Nato izracunaj se sin(k%) za k € Z.

5. Pokazi, da med poljubnima dvema razlicnima realnima Steviloma lezi vsaj eno ira-
cionalno.

6. Razbij polinom z° + 1 na produkt samih linearnih in kvadratnih polinomov.
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VI. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 1

1. S pomocjo matematicne indukcije pokazi veljavnost formule

n(n+1)(n+2)(n+3)

ik(k+1)(k+2): .

k=1

2. Izracunaj
n
E sin k6
k=1
3. Poiséi mnozico tock v kompleksni ravnini, ki zadosc¢ajo enacbi

z+2Z = |z|

4. Denimo, da je ¢*" = 1, in ¢ # 1. PokaZi, da je za vsako naravno Stevilo k, ki ni
deljivo s 17 izpolnjeno:

5. Pokazi, da za vsako naravno Stevilo n obstaja polinom p,, z realnimi koeficienti, da
je
cosnf = p,(tanf) - cos™ 0

6. Pokazi, da je polinom 22" + 2" + 1 deljiv s polinomom 2% + z + 1 natanko tedaj, ko
naravno Stevilo n ni deljivo s 3.
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VII. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 1

l+a+ad®+--4a"
lim

noool4 1+ 4+ 1m

2. Poisci naravno definicijsko obmocje funkcijama
f(z):=Inv1+tanzx g(z) :=tanVv1+Inz,

¢e ves, da je In: (0,00) — R.

3. Preveri, ¢e za naravna sStevila n velja trditev

21
<> -<n
1=1

|3
Q.| =

4. Definirajmo zaporedji

sin(5n
Ay = 51 ) b, := arctan(n?)

)

Za vsako posebej odgovori: Ali je monotono? Omejeno? Dolodi stekalis¢éa in limito,
¢e obstaja!

5. Poisci vsa kompleksna Stevila z, za katera je
—i—1\?2
(#) € R
1z 41

+\/2+n2—\/ﬁ

EoVE L (can

a, =1
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VIII. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 1

1. Zapisi prvih pet ¢lenov zaporedja, pokazi, da je zaporedje monotono in navzgor
omejeno, ter izracunaj limito

a =1, Ant1 =V 2a,

Ly,
Qy i=
2-1 3-2 4-3 n(n —1)
3. Poisci limiti
. (n+ 2+ (n+1)! B A S L
lim lim ——

4. Pokazi, da za vsako naravno Stevilo n velja

1 1

5. Funkcija f : C\{1} — C je podana s predpisom

Poisci vsa kompleksna stevila z, za katera je f(z) € R.
6. Poisci vsa kompleksna Stevila z, za katera je

32|

=1
22— 4

39



IX. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 1

1. Preveri, ce vrsta
[ee]

1
; vn(n+1)

konvergira.

2. Pokazi, da vrsta

>
n3
n
n=1
konvergira, in izra¢unaj koliko ¢lenov moramo sesteti, in na koliko decimalk moramo
rezati delne rezultate, da bi jo izracunali na pet decimalk.

3. Izracunaj limiti

lim Ve lim (1’ +v1— x3)

T—00 T—00
r+\x+

B

4. V ravnini so dane paralelne premice L, Lo, L3, kjer je Ly med Ly in L3. Razdalja
med L; in Ly je a, med Lo in L3 pa b. Pokazi da je ploscina enakostranicnega
trikotnika, ki ima oglis¢a na teh premicah, enaka @(a2 + ab + b%)

5. Dana je funkcija

x

R\{—1,1 R; T
PRI SR oo

je g : R\{—1,1} — Z; funkcija z istim predpisom kot f.
6. Rekurzivno je podano zaporedje

3 — 9z,

r1 =1, Tpil = 16

S pomocjo indukcije pokazi, da je —|z,| < % < wnl; (8 J2asa] < |x))

in |z,| <5. Pokazi, da je zaporedje alternirajoce (torej so lihi ¢leni zaporedja pozi-
tivni, sodi pa negativni).
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X. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 1

1. Ali lahko poisces realno stevilo a, da bo funkcija

a (Bz= Ve o
flz) = {sin((;f—li_)g'x)

e sicer

povsod zvezna?
2. Dana je funkcija
1
‘= T cos —.
() = cos

Poisci njeno definicijsko obmocje; v tockah, kjer ni definirana ji dodeli take vrednosti,
da bo postala zvezna na celotni realni osi, nato pa izracunaj odvod tako dobljene
funkcije.

3. Ali je funkcija

T sin sicer

xT

o) = {0; Y

zvezna v tocki 07 Poisci tudi njene nicle in skiciraj njen graf.

4. Izracunaj limiti

1- 2
(a) lim Va2 + 1 — Va2 — 4, (b) lim — 2=t

z—0 xsinx
brez uporabe L‘Hospitalovega pravila!

5. Izracunaj limiti

(a) lim (1’ — 1) (b) lim cos'/*"

z—oo \ & + 1 z—0

6. Dana je funkcija

fioe r;, r€Q
' 0; zeR\Q

Poiséi tocke nezveznosti in tocke zveznosti.

7. Izracunaj odvod funkcije

f(x) = 2.
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XI. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 1

1. Denimo, da alternirajoca vrsta S := > (—1)"a,; (a, > 0) zadosca Leibnitzevemu
pogoju, torej

lans1| < |anl; lim |a,| = 0.
Pokazi, da je
N
S=Y (—1)"an| < lansl-
n=1

2. Poisci kot, pod katerim se sekata implicitno podani krivulji

3. Pokazi, da se tangenta na krivuljo xy = a? le-te dotakne v tocki, ki razpolavlja
odsek te tangente med koordinatnima osema.

4. Dokazi da gredo vse normale krivulje

2at a(l —t?)
x = L Y=
142 142

(a>0)

skozi isto tocko. Katera je ta skupna tocka?

5. Poisci tisti pravokotnik, ki ima pri danem obsegu najvecjo ploséino (tj. obseg pravo-
kotnika je konstantno enak o).

6. Doloci definicijsko obmocje, asimptote, ekstreme, konveksnost oz. konkavnost in
¢im natancneje narisi funkcijo
1
Y= re 2

7. Izracunaj kot, pod katerim se sekajo parabola y = 2? in premica z enacbo 3z —y = a;
v posebnem, ko je a = 2.

8. Izracunaj ekstreme funkcije

rarcsinz + V1 — x2

na njenem naravinem definicijskem obmocju.
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9. Izracunaj vsoto vrste

PRt

i=1
na pet decimalk natanc¢no; doloé¢i tudi, na koliko decimalk je potrebno rezati delne
rezultate (delamo v fiksni decimalni vejici z rezanjem odveénih decimalk).

43



XII. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 1

1. Pokazi, da lahko funkcijo 2 — e=1/*" definiramo v tocki = = 0 tako, da bo postala

zvezna in dvakrat zvezno odvedljiva. Izracunaj, koliko je f/(0).

2. Po kroznici Kl((—l,O), 1) s srediséem v tocki T7(—1,0), polmera 1 krozi kolesar
v pozitivni smeri s konstantno hitrostjo. 7 isto hitrostjo in v isti smeri krozi
drugi kolesar po kroznici Kg((—l, 0), 1); ko je prvi kolesar v tocki (0,0), je drugi v
tocki (1, —1). Pois¢i najvecjo in najmanjso medsebojno razdaljo med kolesarjema.

3. Tockasto telo se giblje po koordinatni ravnini z enakomerno hitrostjo vy, kadar
je x > 0 in z enakomerno hitrostjo v, ¢e je z < 0. Po kaksni poti bo najhitreje
prislo iz tocke T’ (a,0) do tocke Ty(b, c), kjer je a > 0 ter b < 07

4. Preveri, da lahko funkcijo % definiramo v tocki x = 0, da bo postala zvezna.
Poiséi tudi (¢e obstajajata) prva dva nenicelna odvoda dobljene razsiritve pri x = 0.

5. Odvajaj funkciji y; (x) := |z| ter yo(x) := x|z|. Kolikokrat sta odvedljivi na celotni realni osi?

6. Koliko je f™ od funkcije f(z) := —2492-522 9

1—z—x2+a3 *

7. Preveri, da je za vsako naravno Stevilo n izjava

(Po = p1) = ((pl = D) = ( e ((pn—l = Pn) = (Po = pn)) - ))

tavtologija.
8. Izracunaj ploscino lika, omejenega s krivuljami
t =a%; y:x—;; Yy = 2.
9. Koliko meri ploscina asteroide z enacbo

g2 4 g2l3 = 23

Nasvet: v integral uvedi novo substitucijo z2/3 := t. Nato uporabi izrek Cebiseva, ki ga
najdes v Bronstejn—Semendjajevem priro¢niku na strani 396.
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I. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA I

1. Pokazi, da so za vsako naravno Stevilo izjave

Ay = (po = p1) = (po = p1) (i)
Ay == (po = p1) = ((p1 = p2) = (po = p2))

tavtologije.

2. Preveri veljavnost naslednjega sklepa.
,Ce delam, imam denar. Ce lenarim, sem zadovoljen. Ce delam, nisem zadovoljen,
¢e pa lenarim, nimam denarja. No, lahko le delam, ali pa lenarim. Torej: Zadovoljen
sem ¢e in samo ce sem brez denarja.”

3. Doloci sestavljeno izjavo, ki bo imela v pravilnostni tabeli nasledne vrednosti:

1000011101110111

4. Pokazi, da za poljubne mnozice A, B, C, D velja:

AUBUCUD = (A\B)U (B\C)U(C\D)U(D\A)U(ANnBNCND,)

5. Pokazi, da za poljubne mnozice A, B, C velja:
(A\B) € (A\C) U (C\B)
Kdaj velja celo enacaj?

6. Dane so mnozice A, B,C. Resi sistem enacb (tj. kdaj je sistem resljiv, in ce je
resljiv, koliko in katere resitve ima?)

AX =X\B X\A=C\X
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7. Bodi A:={r € Q; 0<r <+/2}. Pois¢i mnozici

U [—r,r]  ter ﬂ [—r,7].

reA reA

Mogoce ni odvec pripomniti, da je potrebno utemeljiti vsak korak ;-)
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II. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 1

1. Stevilo S je stekalisce zaporedja (an)n, ¢e za vsak pozitiven € in za vsako naravno
stevilo N obstaja tako naravno Stevilo n > N, da je |a, — S| < . Napisi to
izjavo z logi¢nimi simboli, nato napisi negacijo te izjave, in jo spremeni v logi¢no
ekvivalentno obliko, kjer negacije stojijo le neposredno pred predikati. Kon¢no povej

z besedami, kdaj S ni stekalisce zaporedja (an)

n

2. Mnozica 2 C X XY je pravokotnik, ¢e je oblike 2 = Ax Bkjerje AC XinBCY.
Denimo, da sta ; = A; x By in )y = Ay X By dve taksni mnozici. Pokazi, da je
pravokotnik tudi €4 N Q. Preveri Se, da lahko razliko €\ zapisemo kot unijo

najve¢ dveh pravokotnikov. (Precej ti bo pomagala primerna skical!)
3. Naj bo A := {(z,y) € R*; y = —z}. Definirajmo druzino mnozic
By = {(z,y) €R% (v —a)’ + (y—b)* =1}.
Pois¢i mnozico U(a’b)e 4 Blay)-

4. Naj bosta

(2) = 3r—1 ;lx] <2 o) = =1 ;2>-1
I = sing ] > 2 Tl 242 < —1

Poiséi funkciji (g o f)(z) in (f o g)(z) in narisi njuna grafa!

5. Naj bosta

(2) = 3r—1 ;lx] <2 ) = =1 ;2>-1
I sing ] > 2 Tl 242 <1

Poiséi funkciji (g o ¢)(x) in (f o g)(z) in narisi njuna grafa!

6. Poisci (f o f)(x), ¢e je f: R — R definirana s predpisom

aigs ol #1
flz) =142 =1
0; r=—1
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7. Ali je funkcija

(a) injektivna?

(b) surjektivna?

Ce ni injektivna, skréi domeno, da bo postala injektivna; ée ni surjektivna, ustrezno
skréi kodomeno. Poiséi tudi inverzno funkcijo od tako dobljene funkcije.
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ITI. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 1

1. Preveri, ce sta funkciji f,g: R — R, definirani s predpisom

sin(x); x € [-m/2,7/2]
fraxw— 47T—m;; x>7/2 g:x—x+ |z

r+7m/2-1;, z<-—m/2

2. Doloé¢i naravni definicijski obmod¢ji funkcijama

f(z):=Inv1+tanzx g(x) :=tanv1+Inzx

3. Preveri, ce je funkcija

injektivna oz. surjektivna.

4. Poisci osnovno periodo funkcije
. 1.
f(t) :=3+sint — §sm2t.

5. Poisc¢i najvecjo podmnozico v R, da bo zozitev funkcije f : R — R, definirane s

predpisom
_ 3—a% || <1
frx— 4, )
EE sicer

cije.
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IV. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 1

1. Poisc¢i neskon¢no unijo in presek

LJ B(a,p) r] Ba,p);

(a,3)€A (a,8)€A

Pri ¢emer je indeksna mnozica A := {(«, ) € R?; o? + 3% = 9}, ter so

Bl = {(w) ER% alr—a)=B(3—y)A

b b a a
———<r<at+—= ) A (b-——=<y<b+ ——=
(a JareE o \/a2—|—b2> ( Va? + b == \/a2+b2>}

tangente na kroznico A v tocki (a, 3) dolzine 2.

2. Dani sta mnozici A, B. Ugotovi, kdaj je sistem enacb resljiv, in poisci vse resitve

XNA=A
XNA=XnNBhB;
XUA=ANB

3. Dani sta preslikavi f,¢g: {1,2,3,4,5,6} — {1,2,3,4,5,6}
f—123456 (1 2 3 456
263141 97 \6 46 21 3
Poisci vse mozne preslikave h : {1,2,3,4,5,6} — {1,2,3,4,5,6}, da bo foh = g.
Poisci tudi vse take, da bo ho f = g.

(Opomba: Tabela pomeni, da se Stevilo iz gornje vrstice preslika v stevilo iz spodnje
vrstice; npr. f(1) =21in f(6) = 1.)

4. Dani sta preslikavi f,g:1,2,3,4,5,6 — 1,2,3,4,5,6
f_123456 (123456
263141 9=\6 46 21 3
Poisc¢i vse mozne preslikave h: 1,2,3,4,5,6 — 1,2,3,4,5,6, da bo goh = f. Poisci
tudi vse take, da bo hog = f.
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5. Pokazi, da je
(A\B)x C C (AxC)\ (B xD).

Kdaj velja enacaj?

6. Pokazi, da je
(A\B) x (C\D) C (Ax C)\ (B x D).

Kdaj velja enacaj?
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V. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 1

1. Pokazi, da je f(x) := arcsin lifﬂg = — 2arctanz, ¢e je x > 1. Nato na podoben

nacin doloci Se ostale vrednosti funkcije f.

2. V anketi je sodelovalo 100 dijakov. Iz njihovih odgvorov zvemo, da jih

32 zanima Sport

20 zanima glasba

45  zanima tehnika

15 zanimata Sport in glasba

7 zanimata Sport in tehnika

9 zanimata glasba in tehnika, ter

31 ne zanima nic, kar se sporta, glasbe ali tehnike tice.

Doloci stevilo dijakov, ki jih zanima natanko ena od teh dejavnosti, torej Sport,
glasba in tehnika.

3. Koliko je med lihimi stevili od 1 do n takih, ki so hkrati popolni kvadrati (torej so
oblike k? za nek k € N), in niso deljiva s 5.

4. Naj bo I := (0,1). Pokazi, da je kvadrat, tj. I x I enako moéna mnozica z njegovo
stranico, tj.

5. Naj bo f:(—1,1) — R definirana z
fiae {F r<0

z . :
T—1° sicer
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VI. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 1

1. Pokazi, da ima mnozica
M = {xeR; x3§3}

supremum, ki ga ozna¢imo z s. Nato preveri, da s redi enacbo z® = 3.

2. Pokazi, da ima mnozica

M:={zeR; 2°>3}
infimum, ki ga ozna¢imo z ¢. Nato preveri, da ¢ resi enacho 23 = 3.

3. Poisci vse resitve enacbe
sin |x + y| = cos |z — y|.

4. Preveri, da je za poljubni naravni stevili a,n stevilo (¢! — a) deljivo s 30.

5. Pokazi, da med poljubnima dvema razlicnima realnima Steviloma lezi vsaj eno ra-
cionalno.

6. Pokazi, da med poljubnima dvema razlicnima realnima steviloma lezi vsaj eno ira-
cionalno.
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. S pomocjo matematicne indukcije pokazi veljavnost formule

n(n+1)(n+2)(n+3)

ik(m 1)(k+2) =

4
k=1
. Izracunaj
n
g sin k6
k=1
Poiséi mnozico tock v kompleksni ravnini, ki zadoscajo enacbi

z+2Z = |z|

Denimo, da je (17 = 1, in ¢ # 1. Pokazi, da je za vsako naravno stevilo k, ki ni
deljivo s 17 izpolnjeno:

Pokazi, da za vsako naravno stevilo n obstaja polinom p,, z realnimi koeficienti, da
je
cosnf = p,(tanf) - cos™ 0

Pokazi, da je polinom 22" + 2™ + 1 deljiv s polinomom 2% + z + 1 natanko tedaj, ko
naravno Stevilo n ni deljivo s 3.
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VII. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 1

1. Alije f:R2\{(0,0)} — R2\{(0,0)}, ki

(LU, y) = (%4_3127 x2—+yy2)
injektivna?

2. Alije f: R2\{(0,0)} — R2\{(0,0)}, ki

(SL’, y) = (x2f_y27 x2+yy2)
surjektivna?
3. S pomocjo matematiéne indukcije pokazi veljavnost neenacbe
nl < ()" (l=1-2-3---(n—1)n),

kjer je n € N. (Nasvet: Mogoce ti bo koristila formula 2n™ < (14 n)", ki jo preveris
z binomskim izrekom.)

4. S pomocjo matematicne indukcije pokazi veljavnost formule

zn:k:(k: D (k+2) = n(n + 1)(n4+ 2)(n+3)

k=1

5. Za katere vrednosti parametra A je funkcija
fl) =\ = A=2)2> + 2 =1
vedno pozitivna?

6. Poisci vse resitve enach

a)\/x—1+\/1’+1:2 b) Vo +2+V3z -2 =4 c)2x+V222+r—-1=1
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VIII. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 1

1. Izracunaj
n
E sin k6
k=1
2. Poiséi mnozico tock v kompleksni ravnini, ki zadoscajo enacbi

z+2Z = |z|

3. Denimo, da je ¢!" = 1, in ¢ # 1. Pokazi, da je za vsako naravno §tevilo k, ki ni
deljivo s 17 izpolnjeno:

4. Pokazi, da za vsako naravno stevilo n obstaja polinom p,, z realnimi koeficienti, da
je
cosnf = p,(tanf) - cos™ 0

5. Pokazi, da je polinom z?" + 2" + 1 deljiv s polinomom 22 + z + 1 natanko tedaj, ko
naravno Stevilo n ni deljivo s 3.
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. Zapisi prvih pet clenov zaporedja, pokazi, da je zaporedje monotono in navzgor
omejeno, ter izracunaj limito

a = 1; i1 =V 2a,

Lyt
Qy i=
2-1 3-2 4-3 n(n —1)
Poisci limiti
. (n+ 2+ (n+1)! B A S L
lim lim ———
n—o0 (n+3)! n—oo 30 4 Hn

. Pokazi, da za vsako naravno stevilo n velja

1 1
1+ﬁ+---+%>2(\/W—1)

. Funkcija f : C\{1} — C je podana s predpisom

Poisci vsa kompleksna stevila z, za katera je f(z) € R.
. Poisci vsa kompleksna Stevila z, za katera je

3|7]

=1
22— 4

o7



IX. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 1

1. Dana je funkcija

x
ﬁ
1+ |z

fi(=o00,—1)U(l,00) = R; =z
g:(—00,—1)U(1,00) — Zy, ki argument slika v isto stevilo kot f.

2. Poisci vsa razlicna kompleksna stevila z, w, da bo istoc¢asno

kjer je p(z) = 2° + z in q(z) = 2° + 22
3. Naj bodo a,b,¢,d € C, in |¢| # |d|. Pokazi, da velja neenakost

jal — 0]
e[ +ld[| ~

lal + 0]
e[ = |d]

a—l—b‘ -
c+d| —

4. Pokazi, da je cos(%) = 1%/5. Nato izracunaj e cos(k%) za k € Z.

55
5. Pokazi, da je sin() = Y/ 5—. Nato izracunaj se sin(k%) za k € Z.

6. S pomocjo prejsnjih dveh nalog razbij polinom z® 4 1 na produkt samih linearnih
in kvadratnih polinomov.
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. Preveri, ce vrsta
o0

1
; vnn+1)

konvergira.

. Pokazi, da vrsta

>
n3
n
n=1
konvergira, in izra¢unaj koliko ¢lenov moramo sesteti, in na koliko decimalk moramo
rezati delne rezultate, da bi jo izracunali na pet decimalk.

. Izracunaj limiti

lim Vi lim (x +v1— :c3)

T— 00 rT— 00
T+ /T +

B

.V ravnini so dane paralelne premice L, Lo, L3, kjer je Ly med Ly in L3. Razdalja
med L; in Ly je a, med Ly in L3 pa b. Pokazi da je ploscina enakostranicnega
trikotnika, ki ima oglis¢a na teh premicah, enaka ?(a2 + ab + b?) Poiséi tocki

. Rekurzivno je podano zaporedje

3
x, — 9z,

xy =1 Tpt1 = 16

S pomocjo indukcije pokazi, da je —|z,| < ﬁ‘}% < xnly (8. |zpaa] < xal)
in |z,| <5. Pokazi, da je zaporedje alternirajoce (torej so lihi ¢leni zaporedja pozi-

tivni, sodi pa negativni).
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X. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 1

1. Zapisi prvih pet ¢lenov zaporedja, pokazi, da je zaporedje monotono in navzgor
omejeno, ter izracunaj limito

a = 1; i1 = V2a,

SR I S UPNT
=513 2713 n(n — 1)
3. Poiséi limiti
. 2+ (n+1)! . 3ntl g pnd2
lim lim ——
n—o0 (n+3)! n—oo 3n 4 5"

4. Naj bosta z; in 2o poljubni tocki v kompleksni ravnini. Pois¢i tocki z3 in z4, da
bo z1, 29, 23, 24 kvadrat.

5. Pokazi, da za vsako naravno stevilo n velja
1

1

6. Funkcija f: C\{1} — C je podana s predpisom

Poisci vsa kompleksna Stevila z, za katera je f(z) € R.
7. Poisci vsa kompleksna Stevila z, za katera je

3|7]

=1
22— 4
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. Ali lahko poisces realno stevilo a, da bo funkcija

f(x) = {“ (f’;”;;‘w)\@; r<1

sin(z—1) |
z—1 7

povsod zvezna?

. Dana je funkcija
1
f(x) := x cos —.
x
Poisci njeno definicijsko obmocje; v tockah, kjer ni definirana ji dodeli take vrednosti,

da bo postala zvezna na celotni realni osi, nato pa izracunaj odvod tako dobljene
funkcije.

. Ali je funkcija

o) = {0; .

T sin sicer

o
zvezna v tocki 07 Poisci tudi njene nicle in skiciraj njen graf.

. Izracunaj limiti

(@) lm VT V2 — 4z, (b) lim o

T—00 z—0 xsinx

brez uporabe L‘Hospitalovega pravila!

. Izracunaj limiti

. Dana je funkcija

0; ze€R\Q

Poisci tocke nezveznosti in tocke zveznosti.

f':l:"—){I; reQ

. Izracunaj odvod funkcije

f(x) = 2.
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XI. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 1

1. Rekurzivno je podano zaporedje

3
x, — 9z,

16

r1 =1, Tpil =
S pomocjo indukcije pokazi, da je —|z,| < xf‘}% < |x,|; (kar je isto kot: |x,11] <
|z,]), in |z,| < 5. Pokazi, da je zaporedje alternirajoce (torej so lihi cleni zaporedja
pozitivni, sodi pa negativni).

2. Preveri, ce vrsta
[ee]

Zm

konvergira.

l+a+ad®+---4a"
lim T T T
"—’°°1+Z+ﬁ+"'+4_n

4. Poisci naravno definicijsko obmocje funkcijama
f(z) :==InV1+tanz  g(x):=tanV1+Inw,
¢e ves, da je In: (0,00) — R.
5. Definirajmo zaporedji

sin(5n
ay, = 512 ) b, := arctan(n?)

Za vsako posebej odgovori: Ali je monotono? Omejeno? Dolodi stekalis¢a in limito,
¢e obstaja!

6. Poisci vsa kompleksna Stevila z, za katera je
—i—1\?2
(#) €R
1z 41
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a, =1

V24n? —/n

n
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. Denimo, da alternirajoca vrsta S := > (—1)"a,; (a, > 0) zadosc¢a Leibnitzevemu
pogoju, torej

lans1| < |an; lim |a,| = 0.
Pokazi, da je
N
‘5 =Y (=1)"an| < |ansl-
n=1

. Poisci kot, pod katerim se sekata implicitno podani krivulji
Ty = a’; 2? —y? = b
. Pokazi, da se tangenta na krivuljo zy = a® le-te dotakne v tocki, ki razpolavlja
odsek te tangente med koordinatnima osema.
. Dokazi da gredo vse normale krivulje
2at a(l —t?)
r=-—-7, =——" a>0
1+ YT T (a>0)

skozi isto tocko. Katera je ta skupna tocka?
. Poiséi tisti pravokotnik, ki ima pri danem obsegu najvecjo ploséino (tj. obseg pravo-
kotnika je konstantno enak o).
. Dolo¢i definicijsko obmocje, asimptote, ekstreme, konveksnost oz. konkavnost in
¢im natancneje narisi funkcijo

1

Y= re =2

. Izracunaj kot, pod katerim se sekajo parabola y = 22 in premica z enacbo 3z —vy = a;
v posebnem, ko je a = 2.

. Izracunaj ekstreme funkcije

rarcsina + V1 — 22

na njenem naravinem definicijskem obmocju.

. Izracunaj vsoto vrste

il
= 3
na pet decimalk natanc¢no; doloé¢i tudi, na koliko decimalk je potrebno rezati delne
rezultate (delamo v fiksni decimalni vejici z rezanjem odve¢nih decimalk).
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XII. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 1

1. Preveri, da je vrsta konvergentna, in doloci koliko ¢lenov moramo sesteti, da bi jo
izracunali na pet decimalk natanéno.

[e.9]

5
il
Pl
2. Ali lahko poisces realno stevilo a, da bo funkcija
Jaz
z244x—5 .
Fz) = a<m> ;o r<1
7512(::1) : sicer
povsod zvezna?
3. Dana sta funkciji
r—1; <0 242, <0
flz)=¢1—2; O<x<l1 gx):=<3-21; 0<z<1
1 1<z 3x; 1<z

Preveri, ali sta funkciji f o g in g o f zvezni.

Fa) e {0; 1 =0

T sin sieer

4. Ali je funkcija

z
zvezna v tocki 07 Poisci tudi njene nicle in skiciraj njen graf.

5. Izracunaj limiti

1-— 2
(a) lim Va2 41— Va2 — 4, (b) lim — 2=t

z—0 xsinx

brez uporabe L‘Hospitalovega pravila!

6. Izracunaj limiti

(a) lim (1’ — 1) (b) lim cos'/*"

z—oo \ & + 1 z—0
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I. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 1I za visjesolce

1. Izracunaj integral

/ sin(ln x) dr
1 x

2. Izracunaj integrale

(a) /_lﬂdm

qrt—ax?+1

1 2
1
(b) / v+l dx
0

xt— 2?41

(c) /Oﬂdx

_11'4—$'2+1

3. Izpelji rekurzivno formulo za integral

4. Izracunaj
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II. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA II

1. Ali konvergira integral
/ < zlnz d
————dx
1 (1 -+ 372)2
2. Izracunaj ploscino lika, ki ga omejujejo krivulje y = e~
krivulje y = ™™, ki poteka skozi koordinatno izhodisce.

¥ y = 0 in tista tangenta

3. Zavrti krivuljo

omejeno z x = 1, y = 0 okoli

(a) abscisne osi

(b) ordinatne osi.
V obeh primerih izracunaj volumen dobljenega telesa.

4. Na prvem loku cikloide
x:=a(t—sint) y:=a(l— cost)

poisci tocko, ki deli ga deli v razmerju 1 : 3.
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II. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 1I za visjesolce

1. Ali konvergira integral

/ 2 dz
o /(1—x)
2. Izracunaj dolzino loka prvega zavoja Arhimedove spirale, podane v polarnih koor-

dinatah z
r=ap; (a>0).

3. Zavrti krivuljo
1
R
omejeno z x = £1, y = 0 okoli abscisne osi in izracunaj volumen dobljenega telesa.

Y

4. Na prvem loku cikloide
x:=a(t —sint) y:=a(l— cost)

poisci tocko, ki deli ga deli v razmerju 1 : 3.
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ITI. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA II

1. Ali konvergira vrsta

Odgovor utemelji!

2. Izracunaj vsoto vrste

c 1
; (n+k)(n+k+1) (k€ N)!

o | s
/ | sin z| s
0 T

4. Koliko ¢lenov moramo sesteti, da bi dobili vsoto

o _1TL
BRI

2
n=0 ns+

3. Dokazi, da integral

divergira.

na 6 decimalk natancno?
(Opomba: najprej dokazi, da vrsta res konvergira!)
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ITI. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 1I za visjesolce

1. Ali konvergira vrsta

Odgovor utemelji!

2. Izracunaj vsoto vrste

S 1
Z (n+k)(n+k+1) (k€ N)!

n=0
3. Dokazi, da vrsta konvergira in jo tudi priblizno izracunaj na dve decimalki natan¢no

= (~1
:Z(n4)

n=1

n

(Nasvet: najprej ugotovi, koliko ¢lenov moramo sesteti!)
4. S pomocjo Raabejevega kriterija odloci, ali vrsta
n!

Z (a+1)(a+2)---(a+n)

n=1

konvergira!
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ITI. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA II

1. Dano je zaporedje funkcij

un(a?) — 6n(lnm—l) )

Poiséi definicijsko obmodje funkcije u(x) := lim,, o u,(z). Ali zaporedje konvergira
enakomerno na (1,¢e)?

2. Upostevaj, da je D 1" =& = %2 in izracunaj
0o 0 1
[ (St o
0 ! e +n
(Nasvet: Najprej dokazi, da vrsta konvergira enakomerno.)

3. V odvisnosti od parametra o« € R preuci absolutnost, pogojnost in enakomernost

konvergence
S ()
—\T+ 1

4. Razvij v Taylorjevo vrsto funkcijo

f(z) := 2sin(2?) + 3.

Koliko ¢lenov moramo sesteti, da bi izracunali f(1) na tri decimalke?
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ITI. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 1I za visjesolce

1. Dano je zaporedje funkcij

un(a?) — 6n(lnm—l) )

Poiséi definicijsko obmodje funkcije u(x) := lim,, o u,(z). Ali zaporedje konvergira
enakomerno na (1,¢e)?

in izracunaj

n=1

2. Upostevaj, da je D 1" =& = %2

(Nasvet: Najprej dokazi, da vrsta konvergira enakomerno.)

(1 (—1)")

Dzt

> (545
4. Razvij v Taylorjevo vrsto funkcijo

f(z) :==2V1—2a?+3.

3. Poiséi vsoto
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II. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 11

1. Poisci ploscino lika, ki ga omejujeje krivulja z enacbo

ORION

2. Poisci volumen telesa, ki nastane z rotacijo ploskve, omejene z

okoli abscisne in okoli ordinatne osi.
3. Poisci ploscino lika, ki ga omejuje krivulja

3
2 x

y :2a—x

na svojem naravnem definicijskem obmocju.

4. Poisci dolzino loka tistega dela krivulje

2 x
y C 2a—1x

pri katerem ordinata (y—os) lezi med 0 in a.
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IV. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA II

1. Poiséi volumen torusa (avtomobilske zra¢nice)
(Nasvet: torus dobimo z rotacijo kroga polmera r s srediséem v tocki T'(0, R);
R>r.)

2. Poisci naravno definicijsko obmocje, nicle, pole, ekstreme ter asimptote krivulje
9y? = 2(3 — z)?

in jo nato narisi. Izra¢unaj tudi povrsino telesa, ki nastane z rotacijo krivulje okoli
abscisne osi.

3. S pomocjo primerne substitucije pokazi, da je

/2 /2
I, ::/ sin” x dx :/ cos" x dx
0 0

Nato izrazi [,, s pomocjo I,,_1, in izracunaj [g.

4. Naj bosta p,q € N. S pomocjo parcialne integracije izracunaj

B = [ # - op
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V. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA II

1. Razvij funkcijo 1/2? v Taylorjevo vrsto reda n v okolici tocke z = 1.

2. S pomocjo Taylorjeve formule izracunaj cos 15° na $tiri decimalke natanéno. (Na-
svet: Najprej s pomocjo formule za ostanek izra¢unaj, koliko ¢lenov moramo sesteti.)

3. S pomocjo Taylorjeve formule izracunaj

1/4
/ V1423
0

na stiri decimalke natanéno.

4. S pomocjo Taylorjeve formule izracunaj

/lsinx
0 VT

na tri decimalke natanc¢no.
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VI. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA II

pot, ki bo cesto zapustila v tocki 7'(2,1) in se na krizisce prikljucila v 7'(1/2, 2+2‘/§)

2. S pomocjo razvoja funkcije f(z) := 1/4/1 —x v Taylorjevo vrsto izracunaj na eno
decimalko nihajni ¢as matemati¢nega nihala pri odklonu 6y := 120°, ¢e je dolzina
enaka [ := 1/16g s?; g je gravitacijski pospesek. Torej je treba izracunati integral

/7‘(‘/2 d¢
0 \/1—/f2sinz¢7

3. S pomocjo aproksimacije funkcije f(z) := 1/y/1 — 2 v tockah zg, z1,..., 2, s poli-
nomom stopnje n izracunaj na eno decimalko nihajni ¢as matemati¢nega nihala pri
odklonu 6y := 120°, ¢e je dolzina enaka [ := 1/16g s; g je gravitacijski pospesek.
Torej je treba izracunati integral

/7‘(‘/2 d¢
0 \/1—/f2sinz¢7
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VII. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA II

1. Poisci kubicni zlepek, ki gre skozi tocke 77(0,0), T5(1,1),75(2,0), 74(3, —1).

2. Z metodo najmanjsih kvadratov aproksimiraj funkcijo sin(x) v tockah = = 0, &7 /4, £+
s pomocjo linearne kombinacije funkcij Inz, e”, 1.

3. Poiséi sin(2?)™(0).

4. Interval [—1/2,1/2] razdeli na 2n enakih delov in poisci polinom stopnje 2n, ki apro-
1

ksimira funkcijo f() := ;=2 na tem intervalu na 2 decimalki natancno. Zahtevamo

Se, da poteka skozi tocke T(%, f(%))7 k=-n,—(n—1),...,n—1,n.
1 k2 k2

(Nasvet: Pomagaj sis funkcijo g(t) := =, ki jo aproksimiras v tockah T(W’ g9( any? )).)
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I. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 11

1. Poisc¢i povrsino, ki jo omejuje astroida

2?3 4?3 = a3, (a>0)

2. Poisci povrsino med strofoido

o _ w(x—a)?
y_ 2(1,—1’ ) (CL>0)

in njeno absciso.

3. Poisci povrsino avtomobilske zracnice, ki jo multinacionalka Michelin dela tako, da
kroznico
2* + (y — b)? = a% (b>a>0)

zavrti okoli abscise.

4. Poisci dolzino sklenjenega dela krivulje

9ay® = x(x — 3a)?
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II. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 11

1. Poisci ploscino lika, ki ga omejujeje krivulja z enacbo

ORION

2. Poisci volumen telesa, ki nastane z rotacijo ploskve, omejene z

okoli abscisne in okoli ordinatne osi.
3. Poisci ploscino lika, ki ga omejuje krivulja

3
2 x

y :2a—x

na svojem naravnem definicijskem obmocju.

4. Poisci dolzino loka tistega dela krivulje

2 x
y C 2a—1x

pri katerem ordinata (y—os) lezi med 0 in a.
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ITI. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA II

1. Razvij funkcijo

1
flw) = 22 4+ 31 + 2
v Taylorjevo vrsto po potencah (z + 4).

2. Ragzvij funkcijo
f(z) = (1+e%)?

V Taylorjevo vrsto okoli tocke x = 0.

3. Razvij funkcijo
f() = vz

V Taylorjevo vrsto po potencah z — 4.

4. S pomocjo Simpsonove metode izra¢unaj integral
2
/ cos(2?) dx
0

5. S pomocjo primerne substitucije pokazi, da je

w/2 w/2
I, ::/ sin” x dx :/ cos" x dx
0 0

Nato izrazi [,, s pomocjo I, o, in izracunaj [g.

na tri decimalke natanc¢no.

6. Naj bosta p,q € N. S pomocjo parcialne integracije izracunaj

B@ﬂwzéﬂfwr%w*
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IV. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA II

1. Koliko c¢lenov Tayloreve vrste je treba vzeti, da bi izracunali
cos 18°

na tri decimalke? Ko to ugotovis, tudi izracunaj cos 18° na tri decimalke.

2. Koliko clenov Tayloreve vrste za funkcijo f(z) := In(1 4 x) je treba vzeti, da bi
izracunali

In2 = f(1)

na tri decimalke?

3. S pomocjo razvoja sin x v Taylorevo vrsto okoli tocke 0 izracunaj
/ V2 gin g
0 x

v Taylorevo vrsto izracunaj integral na tri decimalke:

na dve decimalki natancno.

4. S pomog¢jo razvoja funkcije e®/2

1/9
/ vVaer dx
0
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V. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA II

1. S pomo¢jo primerne substitucije izracunaj direktno doloCena integrala (torej brez
prehoda na nedoloceni integral).

4 dr In2
d ver —1d
/0 1+\/§ X . e i

2. Direktno izracunaj doloCena integrala (torej brez prehoda na nedoloceni integral).

! 1 — a2 3 dx
——dz -
V2/2 x 1 xvar® +5r+1

3. Poisci konvergenéni polmer za vrsti

i n (m)" 2. nl g2
n+1\2/ "’ nn

4. Poisci vsoto vrste

= on—1
ZnQn

n=1
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VI. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA II

1. Poisci vsoto vrste

s(x) == Zn(n + 1)t

n=1

in izracunaj, za katere x je konvergentna.

2. Poisci vsoto vrste

99 _ 1)an—1
n=1 3
3. Razvij funkcijo
eVt £
x) =
o {0; 7

v Taylorjev polinom reda n = 2 okoli tocke a = 0, in natanéno izracunaj pri tem
storjeno napako, ¢e z € [0, 1] (hocemo torej vedeti, pri katerem z € [0, 1] je napaka
najvecja, in koliksna je).

4. S pomocjo trapezne metode izracunaj

1 2
/ e V7 dy
0

na dve decimalki natancno.
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VII. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA II

1. Razvij 1/2? v potenéno vrsto po potencah x — 1 in poisci konvergenéni interval.

2

2. Razvij cos® z v potencno vrsto po potencah x — /4.

3. Razvij

po potencah .

4. Poisci vsoto vrste
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VIII. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 11

1. S pomoc¢jo interpolacijskega polinoma izracunaj integral

1/2 dr

o V1i+at
in oceni napako. Funkcijo aproksimiramo v tockah 0,1/8,1/4,1/2.

2. S pomocjo interpolacijskega polinoma izracunaj integral

w/2
/ cos 2% dx
0

in oceni napako. Funkcijo aproksimiramo v tockah 0,02,04,06, \/7/2.
3. S pomocjo interpolacijskega polinoma izracunaj integral

sin 2% dx

/\/772

0
in oceni napako. Funkcijo aproksimiramo v tockah 0,02,04,06, \/m/2

4. S pomocjo interpolacijskega polinoma izracunaj integral

! 2
/ew dx
0

in oceni napako. Funkcijo aproksimiramo v tockah 0,03,06,09, 1.
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3 Analiza I in II — teoreti¢ne naloge



Domace naloge iz teorije pri predmetu Analiza I — temelji analize
(2008-2009)

Slika 1: Zgornji trikotnik smo razdelili na 4 like, in jih premaknili, da smo dobili spodnji
trikotnik. Plos¢ine naj bi se pri premikih ohranjale. Toda kljub vsemu ima spodnji
trikotnik vecjo ploscino kot zgornji (saj je v njemu en dodatni kvadratek). Zakaj plos¢ini
nista enaki?

2. Ali za mnozice A, B, C in D vedno velja, da je
(Ax B)U(CxD)C(AUuC) x (BUD)?
Kdaj pa velja celo enakost?

3. Pokazi, da ima v mnozici realnih Stevil vsaka navdol omejena neprazna podmnozica
2 C R infimum (tj. najve¢jo mozno spodnjo mejo).
Nasvet: Bodi
S:={s €R; sjespodnja meja Q}.

Pokazi, da je (i) S navzgor omejena, neprazna (torej ima po Dedekindovem aksiomu
supremum), in (ii) da je sup S = inf Q.

87



4. Preveri, da je n-ti ¢len Fibonaccijvega zaporedja

a1:1:a2

Apt1 = Ap + Qp_1

podan s formulo
~GO-vE))" + (G +VE)"
V5

Ay —
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