VESTI

STIRINAJSTO MEDNARODNO TEKMOVANJE
STUDENTOV MATEMATIKE

Med 3. in 9. avgustom 2007 je v Blagoevgradu v Bolgariji potekalo zZe §ti-
rinajsto mednarodno tekmovanje §tudentov matematike. Prva tekmovanja
so bila organizirana v okviru projekta Tempus in so bila namenjena primer-
javi kvalitete §tudija na evropskih univerzah. Zadnjih nekaj let pa prihaja
tekmovat tudi cedalje ve¢ Studentov iz Amerike in Azije in tekmovanje po-
Casi postaja Studentski ekvivalent srednjesolskih matemati¢nih olimpijad.
Rastoci ugled tekmovanja se kaze tudi v dejstvu, da so najboljsim tekmo-
valcem nekatere tuje univerze ponudile polne Stipendije za dodiplomski in
podiplomski §tudij pri njih. Za bodoce kadre so se zelo opazno potegovale
tudi finan¢ne institucije.

Slika 1. Slovenska ekipa: Nik Stopar, Sara Kalisnik, Uro§ Kuzman in Kris Stopar. éepi
vodja ekipe Marjan Jerman.

Iz prejsnjih let vsega hudega navajeni tekmovalci in vodje ekip smo bili
pozitivno preseneceni nad zahodnimi standardi tekmovanja in bivanja, ki
sta bila organizirana v okviru Amerigke univerze v Bolgariji. Blagoevgrad
je eno najlepsih in najbolj urejenih bolgarskih mest. Po tekmovanju so
si §tudentje ogledali mesto Bansko, ki je pravi naravni biser in bolgarsko

Obzornik mat. fiz. 55 (2008) 2 7



Vesti

smucarsko sredisc¢e; bolj radovedni pa so obiskali Se bliznji znameniti rilski
samostan.

Ljubljansko univerzo so zastopali Sara Kalisnik iz drugega, Kris Stopar
in Nik Stopar iz tretjega ter Uro§ Kuzman iz Cetrtega letnika.

Naloge so bile letos tezje kot po navadi. Le 50 (od 249) studentov je do-
seglo ve¢ kot polovico moznih toc¢k. Nik Stopar je prejel drugo nagrado, Uros
Kuzman pa je dobil pohvalo. Tradicionalno je vsaka ekipa, ki predstavlja
univerzo, sestavljena iz Stirih Studentov, nekatere univerze pa na tekmovanje
posljejo tudi vec¢je ekipe. Letos je bil prvi¢ objavljen tudi vrstni red ekip,
kjer so za merilo vzeli vsoto tock najbolje uvrséenih tirih studentov iz ekipe.
Prva tri mesta so zavzeli Madzari, Rusi in Iranci. Slovenska ekipa je zasedla
33. mesto med Sestdesetimi univerzami.

Tako kot vsa leta je tekmovanje potekalo v prijetnem in prijateljskem
ozracju. Nenavadno dezevno in hladno vreme je preprecilo ze skoraj tradi-
cionalno tekmovanje ekip v nogometu.

Dva dneva so studentje vsak dan po pet ur reSevali po Sest nalog. Teza
nalog priblizno narasc¢a z zaporedno $tevilko. Praviloma je prva naloga na-
menjena ogrevanju, zadnja pa je zelo tezka.

Radoveden bralec lahko vseh dvanajst nalog najde na Studentskih stra-
neh Fakultete za matematiko in fiziko. Na tem mestu navedimo le §tiri.
Bralce vabim, da jih poskusajo resiti sami. Za boljsi uvid v tezo nalog
objavljamo tudi njihove resitve.

1.3. Za polinom p v spremenljivkah 1, ..., x; pravimo, da je dober, ce
obstajajo realne matrike Ay, ..., Ax velikosti 2 X 2, za katere velja

k
p(x1, ..., xE) = det (Z miAZ) )
=1

Poisci vsa naravna Stevila k, za katera so vsi homogeni polinomi v k
spremenljivkah stopnje 2 dobri.

I.6. Za polinom p s celimi koeficienti velja |p(z)| < 2 za vsa kompleksna
Stevila z, ki lezijo na enotskem krogu. Kolik§no je najvecje Stevilo
nenicelnih koeficientov polinoma p?

II.1. Naj bo f: R — R zvezna funkcija, za katero velja: za poljubno realno
stevilo ¢ > 0 lahko graf funkcije ¢f dobimo le s togim premikom (to je,
7z zaporedjem rotacij in translacij) grafa funkcije f. Ali je graf funkcije
f nujno premica?

11.3. Naj bo C neprazna, zaprta in omejena podmnozica realne osi, f: C —
C' pa nepadajoCa zvezna funkcija (to je, f(x) < f(y) za vse x < y).
Pokazi, da obstaja totka p € C, za katero je f(p) = p.
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Slika 2. Takole je bilo videti popravljanje naloge II.3, ki je trajalo do jutranjih ur.
Vsako regitev, ki mora biti napisana v angles¢ini (vsak tekmovalec je skrit pod §ifro),
neodvisno pregledata vsaj dve vodji ekip in jo ocenita po vnaprej dolo¢enem kriteriju. Ko
je popravljanje konc¢ano, morajo popravljavci uskladiti ocene. V naslednjih dneh sledi Se
prizadevanje vodij ekip za vi§je ocene, s katerimi se morajo strinjati vsaj trije popravljavci.
Na sliki je mednarodno pisana ekipa, spomnim se Brazilca, MadZzara, Poljaka, Slovaka,
Nizozemca in Ukrajinke.

Ne pokukajte prehitro v resitve:

1.3. 'V primeru ene spremenljivke so edini homogeni polinomi stopnje dva
oblike p(x) = ax? za primerno realno Stevilo a. Tedaj lahko vzamemo za
A= (30,

Vsi homogeni polinomi stopnje dva v dveh spremenljivkah so oblike
p(z,y) = ax? + by? + cxy. Ker je

|z by
p(may) - _y CL.%'+Cy )
enakosti v nalogi zados¢ata matriki Ay = [§9] in Ay = [ 9 8].
Sedaj privzemimo, da je k > 3. Pokazimo, da polinom p(z1,...,x) =
k
> :c? ni dober. V nasprotnem primeru bi za vse izbire z1, ..., x; veljalo
i=1
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k

p(xy, ..., x5) = det<2 xZAZ> Prvi stolpci treh 2 x 2 matrik so zagotovo
i=1

linearno odvisni, zato lahko izberemo taksna Stevila v, ..., yg, da je prvi

stolpec netrivialne linearne kombinacije y1 A1 + ... + ypAr enak [8]. V

tem primeru je det(y1 A1 + ... + yrAx) = 0, hkrati pa je p(y1,...,yx) =

Y2+ ..ty #£0.

1.6. Pokazali bomo, da ima lahko takSen polinom najve¢ dva nenicelna
koeficienta. Pogoj, recimo, izpolnjujejo polinomi 0, 1 in 1 + z.

Privzemimo, da tudi polinom p(z) = a,z"+...4+ag, z ve¢ kot dvema ne-
nic¢elnima koeficientoma, izpolnjuje zahtevane pogoje. Ker lahko brez skode
za splosnost polinom p delimo s primerno potenco z in morda zamenjamo
p z —p (pri tem se ne spremeni §tevilo nenic¢elnih koeficientov in absolutna
vrednost polinoma na enotski kroznici), lahko privzamemo, da je neniceln
7e prosti ¢len ag > 0.

Naj bo q(2) = a1z + ... + a,_12"" 1. Pokazali bomo, da je ¢ = 0.

Na enotski kroznici izberimo $tevila wy, ..., wy,—1, za katera je anwfl =
lan|, to je
e2kmi/n ce je ap > 0;
Wk =1 _(@k+Dmi/n  x, :
e , Cejean<0.
Tedaj je
n—1 n—1 n—1 ‘n—l k
Z q(wy) = Q(woe%m/") :Z ajw} Z <e237”/”) =0
k=0 k=0 j=1 k=0

Zadnja vsota je enaka 0, ker si lahko Stevila (er”i/”)k predstavljamo kot
oglis¢a pravilnega n-kotnika, njihovo vsoto pa kot vsoto krajevnih vektorjev
oglis¢. Prav tako bi jo lahko izracunali tudi kot vsoto ¢lenov konénega
geometrijskega zaporedja.

Izra¢un povpreéne vrednosti polinoma p v to¢kah w; nam da

n—1 n—1
LN “plwe) = 2 (a0 + qlwy) + apw}l) = ag + |an|
k=0 k=0
zato je
— n—1
Z%Z > (2> " p(wy)| = ag + |an| > 2.
k=0 k=0

Odtod sledi, da je ag = |an| = 1 in |p(wg)| = |2 + q(wg)| = 2 za vse k. Vse
vrednosti g(wy) torej lezijo na kroznici |z — (—2)| = 2, njihova vsota pa je
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enaka 0. To je mozno le, ¢e je q(wy) = 0 za vse k. To pa pomeni, da ima
polinom ¢, ki je stopnje najve¢ n — 1, vsaj n razli¢nih nicel. Zato je g =0
in ima polinom p(z) = ag + a, 2™ najve¢ dva nenicelna koeficienta.

Kot zanimivost povejmo $Se, da je vodja madzarske ekipe Geza Kos opazil,
da se lahko resitvi naloge priblizamo s pomoc¢jo Parsevalove enakosti. Drugo
normo polinoma lahko izra¢unamo na dva nacina, s pomocjo koeficientov in
z integralom kvadrata absolutne vrednosti po enotski kroznici:

27 21
ol 4+ fanl? = [Ip(e P < & [ad =4,
0 0

Odtod sledi, da so lahko najvec §tirje koeficienti polinoma nenicelni in enaki
+1. Kljub precejsnjim naporom pa nam naloge, tudi ob upostevanju te
omejitve, na tak nacin ni uspelo regiti do konca.

I1.1. Ker velja ce® = e*11°8¢ temu pogoju zados¢a tudi eksponentna funk-
x

cija f(x) = e”.

I1.3. Parecimo, da je f(x) # z za vse x € C. Naj bo [a, b] najmanjsi zaprt
interval, ki vsebuje C. Zaradi zaprtosti mnozice C' mora veljati a,b € C.
Ker slika funkcija f nazaj v C in nima negibne tocke, mora veljati f(a) > a
in f(b) < b. Sedaj uporabimo standardni trik iz Analize 1 in definirajmo

p=sup{z € C; f(x) > z}.

Ker je mnozica C zaprta, funkcija f pa je zvezna, je f(p) > p, zato je
f(p) > p. Za vse z € C, ki so vecji od p, pa velja f(x) < x. Tako pridemo
do protislovja f(f(p)) < f(p) z dejstvom, da je f nepadajoca funkcija.

Marjan Jerman

STROKOVNA EKSKURZIJA DMFA V IDRIJO
Ogled tehniske dedi$¢ine (10. ali 17. maja 2008)

Ogledali si bomo muzejske zbirke v gradu Gewerkenegg, kanomeljske
klavZze, Antonijev rov, idrijsko kamst, stroje ob jagku Franciske, rudarsko
higo z etnolosko zbirko in Se kaksne znamenitosti Idrije.

DMFA Zeli obnoviti strokovne ekskurzije. Naslednja bo predvidoma sep-
tembra v institute v okolici Trsta. Ce se zanimate za ekskurzijo v Idrijo
ali za naslednje ekskurzije, se oglasite na naslov Mitja.Rosina®ijs.si,
da vam bomo pogiljali nadaljnja obvestila. Poglejte tudi na spletno stran
http://www.dmfa.si/.

Mitja Rosina
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