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TRZAJ - SPREMEMBA POSPESKA VvV CASU

Studenti pri nas ufitelja ne zasipajo z vpra$nji, zato jih u€itelj — na splo¥no
— spodbuja, naj spradujejo. Pred €asom me je po takdnem spodbujanju pre-
senetilo vpradanje: "Zakaj v Newtonovem zakonu ni tretjega odvoda koor-
dinate po Zasu?" Pogovor je razkril, da je Student primerjal zakon gibanja
z zakonom o temperaturnem raztezanju ali kakim drugim zakonom, ki vse-
buje snovno lastnost. Relativno spremembo prostornine telesa postavimo so-
razmerno spremembi temperature, sorazmernostni koeficient je prostorninski
raztezek. Zveza velja, &e je sprememba temperature dovolj majhna. Pri ve&ji
temperaturni spremembi dodamo €len, sorazmeren s kvadratom temperaturne
spremembe, pri e ve&ji Elen s kubom temperaturne spremembe . ..

Zakon o temperaturnem raz:tezanju.

Prostornina telesa je odvisna od temperature: V = V/(T). Funkcijo razvijemo okoli
temperature Tg v Taylorjevo vrsto:

V(T) = V(To) + (dV/dT)AT + L(d2V/dT2)o(AT)? + H(&V/dT3)o(AT) + ...

Pritemje T — Tg = AT, V — \{ = AV indeks 0 pa nakaZle, da vzamemo koliino pri
temperaturi Tg, na primer Vg = V(7). Iz tega izhaja zaken o temperaturnem raztezanju

AV/Vo = BAT +p'(AT) +B"(AT) + ...,
kier je B = (dV/VdT)y, B! = (d?V/2VdT?),, B" = (d3V/6VdT3)q ... Pri dovolj

majhni temperaturni razliki se zadovoljimo s prvim &lenom, s konstantnim prostorninskim
raztezkom 3. : !

Zaradi laZjega pripovedovanja mislimo na totkasto telo, ki se giblje v eni
razseZnosti, denimo, po osi x. Po Studentovi zamisli naj bi silo drugega telesa
na to telo izrazili kot vsoto Elenov: koeficient krat koordinata, koeficient krat
odvod koordinate po €asu, to je hitrost, koeficient krat drugi odvod koordi-
nate po &asu, to je ‘pospedek, ... Sila se ne sme spremeniti, & prestavimo
izhodiZe po osi x; zato mora biti koeficient prvega Elena enak nié. Sila se
ne sme spremeniti, &e opazujemo telo iz vozelega vlaka; zato mora biti ko-
eficient drugega Zlena enak ni€. (Aristotel je z dana3njega vidika predvidel
zakon gibanja, po katerem bi bila sila sorazmerna s hitrostjo. Ni vedel za
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ugotovitev, do katere se je pozneje dokopal Galileo Galilei.) Tretji koeficient
je masa in zakon gibanja je Newtonov zakon: sila je masa krat pospe3ek.
Studenta je zanimal razlog, zaradi katerega so koeficienti Eetrtega Elena in
vseh nadaljnjih Elenov enaki ni€. Opozoril sem ga na to, da je pri razmisljanju
zavil na napano pot. Newtonov zakon ni nekak3na Taylorjeva vrsta, ampak
tak, kot je, zakon narave, ki ga podpirajo opazovanja in merjenja, €e je hitrost
teles dovolj majhna in so telesa dovolj velika.

Newtonov zakon po studentovo?

Koordinata gibajotega se telesa je odvisna od Zasa: x = x(t). Funkcijo razvijemo okoli
vrednosti tg v Taylorjevo vrsto:
x(t) = x(tg + At) =
= x(to) + (dx/dt)o At + F(d?x/dt?)o(At)? + §(d?x/dt3)o(At)® + ....

Indeks O nakaZe, da vzamemo koli€ino pri €asu t = tp. Prestavimo ga od odvodov k
tasovnim razlikam, pa dobimo za silo F:

FE Kx+K'v+mat K'b+...,

teso K, K', K", ... konstantni koeficienti. Navedli smo razloga, zaradi katerih je K = 0
in K’ = 0. Zakaj pa naj bi bil ni¢ tudi koeficient K"?

Indeksa seveda ne smemo tako prestaviti in tu je napaka! Ni osnove za misel, da bi
upostevali v zakonu gibanja tretji odvod koordinate po Zasu ali kateri koli vigji odvod.

Odslej sem se vedno, ko sem zasledil kako misel o spreminjanju pospetka
s tasom, spomnil tega Studenta. Ali niso najbolj nerodna vpraZanja najbolj3a?
O spreminjanju pospetka ve¥ razpravljajo, kakor bi pri€akovali. A razprava
tece v okviru veljavnosti Newtonovega zakona, nih&e ne pride na misel, da bi
mu dodal Elen te vrste. '

Hitrost totkastega telesa meri spreminjanje koordinate s €asom in pospe-
Zek spreminjanje hitrosti s €asom. V nadaljnjem koraku vpeljejo koli&ino,
ki meri spreminjanje pospeska s asom. Imenujejo jo trzaj (anglesko jerk,
nemiko Ruck). Po Slovarju slovenskega knjiZnega jezika je trzaj sunkovit
premik zaradi nehotenega kréenja mi3ic in s tem kar dober prevod angletkega
in nem3kega izraza. UpoZtevati moramo, da je beseda “sunek” zasedena na
primer s produktom sile in Easa, &e je sila konstantna.
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Menda je koli&ino prvi vpeljal francoski geometer A.Transon leta 1845.
Pozneje so o njej precej razpravljali drugi, ne da bi omenili, zakaj je korist-
na. Leta 1928 je nemski inZenir P.Melchior menil, da jo je smiselno vpeljati
zaradi tega, ker med gibanjem &utimo spreminjanje pospetka. Po izkuZnjah
pri telovadbi in voZnji z Zeleznico je dolo€il, kolikSen najmanji trzaj zaznamo
in koliksen zbudi neugodnost ali nam celo $koduje. Clovek naj bi brez tkode
prenesel ¥e trzaj 2. 10* m/s3. Sledila je razprava o tem, ali zares ob&utimo
trzaj ali ne. Nekateri so predlagali, naj imenujemo trzaj le nenadno spre-
membo pospeska. Ostalo pa je pri starem. Ni malo utbenikov mehanike,
ki obravnavajo trzaj. V posameznih knjigah o merilnikih najdemo tudi opise
merilnikov trzaja. V redno pou&evanje fizike trzaj zagotovo ne sodi. Morda
pa bo kratek zapis o njem pritegnil katerega od Presekovih bralcev.

Zatnimo s tem, da nadaljujemo po obiZajni poti, po kateri lahko vpeljemo
hitrost in pospe$ek totkastega telesa pri premem gibanju. Vzemimo, da se
telo giblje po osi x. Koordinata togkastega telesa, ki miruje, se ne spreminja
s &asom. Pri najpreprostejsi spremembi koordinata s fasom enakomerno
nara$€a. To je enakomerno premo gibanje, pri katerem lahko vzamemo, da je
koordinata sorazmerna s €asom in sorazmernostni koeficient hitrost v (slika

1a):
x = vt, v=x/t.

Enota hitrosti je m/s. Pospe3ek je pri takem gibanju enak nig.

Pri enakomerno pospesenem premem gibanju hitrost s €asom enakomerno na-
ra¥€a. Vzamemo lahko, da je hitrost sorazmerna s €asom in je sorazmernostni
koeficient pospeSek a (slika 1b):

v = at, a=v/t.

Enota pospeska je m/sg. Trzaj je pri takem gibanju enak ni&.

Pri gibanju s konstantnim trzajem pospeSek enakomerno narata s €asom.
Vzamemo lahko, da je pospeek sorazmeren s €asom in je sorazmernostni
koeficient trzaj b (slika 1c):

a= bt b=ajt.

Enota trzaja je m/s>. Gibanje je e bolj zapleteno, €e se trzaj spreminja s
€asom.
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Slika 1. Koordinata, hitrost, pospedek in trzaj pri premem gibanju v odvisnosti od Zasa:
za enakomerno gibanje (a), enakomerno pospeseno gibanje (b) in gibanjze s konstantnim
trzajem (c). Da je diagrame laZe risati, smo izbrali v =1 m/s, a=1m/s? in b=1m/s>.
Pri drugih podatkih so risbe uporabne, &e na navpi&ni osi uporabimo razliZne enote.
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Ostanimo pri premem gibanju.
Zanimivo premo gibanje je sinusno
nihanje. Tako bi se gibala drob-
na utez, obeZena na vijaéno vzmet,
ko bi jo premaknili iz ravnovesne
lege in spustili, & ne bi bilo treba
upostevati zragnega upora. Odmik
od ravnovesne lege se spreminja ta-
kole (slika 2):

X = xg coswpt,

ge je xg amplituda odmika, wg =
= 27/ tg kroZna frekvenca in tp ni-
hajni €as. Hitrost je

v = —wgXg sin wot.

Amplituda hitrosti je woxg. Za po-
spesek dobimo

a= —w%xg coswgt.

Amplituda pospeska je ngo. Za
trzaj dobimo

h= ngg sinwot.

Amplituda trzaja je ngo. Uposte-
vali smo, da je hitrost odvod koordi-
nate po &asu v = dx/dt, pospeiek
odvod hitrosti po asu a = dv/dt
in trzaj odvod pospegka po &asu b =
= da/dt. Pospesek je torej dru-
gi, trzaj pa tretji odvod koordinate
po &asu. (V pomo€ pri odvajanju
povejmo, da je odvod coswgt in
sinwgt po €asu —wgsinwgt in
wg cos wot.)
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Slika 2. Odmik od ravnovesne lege, hitrost,
pospesek in trzaj pri premem sinusnem ni-
hanju. lzbrali smo wg = 1 5™, da so vse
amplitude enake.



121

Enaébe postanejo zanimiveje, a tudi bolj zapletene, ko od premega
gibanja preidemo k ravninskemu. Dobra pot za ta prehod je kroZenje.
KroZenje si lahko mislimo sestavljeno iz dveh nihanj v pravokotnih smereh, ki
sta drugo glede na drugo zakasnjeni za Eetrtino nihajnega &asa. V ravnini vpe-
ljimo koordinatni sistem z osema x in y. Za&nimo z enakomernim kroZenjem,
pri katerem narag€a zasuk sorazmerno s &asom: wgt. Za komponente na osi
x lahko kar prevzamemo zapisane izraze, le xp zamenjamo z radijem kroga
ro, komponente na osi y pa dobimo s premikom za Eetrt nihaja:

X = rgcoswgt y = rgsinwpt,

Vx = —wqrgsinwgt vy = worgcoswot.
_ 2 _ 2 .

ax = —wqrpcoswol ay = —wgrosinwgt,
B - — 3

bx = wgrosinwot by = —wprp coswot.

Nariimo dobljene vektorje: krajevni vektor r = (x, y), vektor hitrosti v =
= (vx.vy), vektor pospetka a = (ax, ay) in vektor trzaja b = (bx, by)
(slika 3).

| Qb

v b
Slika 3. Krajevni vektor, vektor hitrosti, vektor pospeska in vektor trzaja pri enakomernem
kroZenju. Vektorji se vrtijo, ne da bi se spreminjale njihove velikosti. Izbrali smo wp =

= 1s~!, da so vsi vektorji enako veliki. Pri drugih podatkih so risbe uporabne, e na oseh
v razliznih risbah uporabimo razli¢ne enote.

Pri enakomerno pospesenem kroZenju naras€a zasuk sorazmerno s kva-
dratom Zasa %agt2, &e je ap konstantni kotni pospefek. Produkt funkcij
odvajamo tako, da drugo funkcijo pomnoZimo z odvodom prve in pridtejemo

s prvo funkcijo pomnoZeni odvod druge: d(fg)/dx = gdf /dx+ fdg/dx.
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Odvod t2 je 2t in odvod t je 1. Naposled dobimo:

X = rpcos %agt2, y = rpsin %aotz;
vx = —agtrgsin %aatz, vy = aqgtrg cos %ag t2;
ax = -(agt}zrg cos %agtz — agrg sin %agt2‘

_,(aot)? ro sin %ath + agro cos %aot:?;

w
=<
1]

by = —3cx%trg cos %Cxa!‘z + [ant)arg sin %agtz,
by = -—3&5”9 sin %agt'z - (agt)3rg cos %agtz.

Naridemo dobljene vektorje in jih Ze razstavimo na radialno komponento
v smeri zveznice totkastega telesa z izhodi¥€em in tangentno komponento
pravokotno na to (slika 4). Hitrost ima smer tangente, pospeSek ima radialno
komponento (cxgt)? rg proti izhodiéu in tangentno komponento cgrg v smeri
hitrosti, trzaj pa radialno komponento 3a%frg proti izhodi€u in tangentno
komponento (agt)®rg v nasprotni smeri hitrosti.

v

DQ

Slika 4. Krajevni vektor, vektor hitrosti, vektor pospeska in vektor trzaja pri enakomerno
pospeEenem kroZenju in njihove radialne in tangentne komponente. lzbrali smo trenutka,
ko je Lo:nt enako 111' in gx ter ag = % FTe

atg

<t
o
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Zanimivo bi bilo obdelati ¥e kako bolj zapleteno gibanje. Od mogotih
zgledov nam pridejo na misel gibanje po Arhimedovi spirali, ko zveznica
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tofkastega telesa z izhodis€em enakomerno kroZi, njena dolZina pa narasta
sorazmerno s asom: r = v t:

X = vptcoswpt, ¥ = vrtsinwgt,
gibanje po eni od Lissajousovih krivulj:
X = Xp €os nxwot, Y = yosin nywot,

¢e sta ny in ny majhni celi 3tevili, gibanje planeta po elipsi. Vendar z
raéunanjem ne kaZe pretiravati.

Ne kaZe zamol&ati, kako obZutimo pospefek in trzaj. Mislimo si, da
se peljemo v avtobusu po gladki in ravni cesti. Po poskusih v avtobusu ne
moremo ugotoviti, kako hitro se giblje, dokler se giblje s konstantno hitrostjo.
Potnik lahko doloé& hitrost le tako, da pogleda iz avtobusa, poskusi v njem
pa potekajo enako, kot Ze bi avtobus miroval. Opazovalni sistem, ki ga
vpelje potnik v avtobusu, je enakovreden sistemu opazovalca s ceste. Oba sta
inercialna opazovalna sitema. To Galilejevo spoznanje, ki ga lahko imenujemo
zakon relativnosti, smo Ze omenili.

DrugatZe je, e se avtobus giblje s konstantnim pospe$kom, ker pa€ nanj
delujejo telesa iz okolice s konstantno vsoto zunanjih sil. Potnik v avtobusu
§e naprej opazuje pojave s svojega stali3€a, zase on miruje. Vidi, da se
telesa ob cesti gibljejo s konstantnim pospe$kom v nasprotni smeri voZnje,
in upodteva ta pospedek kot sistemski pospesek. S tem pospeikom poveZe
sistemsko silo. Sistemski pospe¥ek in sistemska sila imata enako velikost, a
nasprotno smer kot pospefek avtobusa in vsota vseh zunanjih sil, s katero
delujejo telesa iz okolice na avtobus. Sistemski pospedek in sistemska sila
imata smer voZnje, €e avtobus zavira. Po sistemskem pospegku in sistemski
sili sklepa potnik v avtobusu, da se giblje pospe3eno. (Glej 3e Zlanek A.Likarja
Vrte&i se opazovalni sistem, Presek 6 (1979) 145.)

Mislimo si, da pospe3ek avtobusa enakomerno narasta, torej da je trzaj
avtobusa konstanten in ima smer voZnje. Po tem, kar smo ugotovili, tudi
sistemski pospegek in sistemska sila v nasprotni smeri voZnje enakomerno
naras€ata. Potnik v avtobusu vpelje sistemski trzaj, ki je enako velik kot trzaj
avtobusa, a ima nasprotno smer. Ta sistemski trzaj ob&uti potnik, ki se giblje
z narai€ajofim pospeSkom.

V tem prispevku se zadovoljimo z obdelanimi preprostimi zgledi za premo
gibanje in gibanje v ravnini. Na eni strani smo se vadili v odvajanju, na drugi
pa izracunali ne samo hitrost in pospeZek, ampak tudi mnogoe manj znani
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trzaj. Prvi dve koli&ini moramo poznati, za trzaj pa si lahko mislimo, da smo
ga dodali, ne da bi ga morali poznati, in ga lahko spustimo - kot tisti, ki se
je od tasa do &asa udaril po prstu, zato da mu je bilo bolje, ko se ni udaril.

Obravnavali smo samo gibanje in se nismo spradevali po vzroku zanj.
Ni tezko vklju&iti Newtonovega zakona, samo pospeSek pomnoZimo z maso,
pa dobimo silo, s katero deluje na opazovano totkasto telo drugo telo in ki
povzrota opisano gibanje. Da bi spoznali globlje ozadje trzaja, pa bi morali
gnati razpravo $e precej dlje.!

Janez Strnad

1 Bralcu, ki ga to zanima, priporotamo &lanek Stevena H. Scotta, Jerk: The time rate
of change of acceleration, American Journal of Physics 46 (1978) 1090. Zanimiv je tudi
Zlanek T. R. Sandina, The jerk, The Physics Teacher 28 (1990) 36, v katerem je obdelan
trzaj tudi v teoriji relativnosti. V Newtonovi mehaniki se trzaj pri prehodu iz inercialnega
opazovalnega sistema v drug tak sistem sploh ne spremeni. V posebni teoriji relativnosti
pa je enaZba, ki opife prehod veliko bolj zapletena. V nekem inercialnem opazovalnem
sistemu je lahko trzaj enak ni€&, pa je v drugem od nit razliten.





