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Izvlecek: V disertaciji je razvit sploSni simbolni pristop k avtomatizaciji metode sto-
hasti¢nih konénih elementov v modeliranju konstrukeij. Uporabljen je hibridni simbolno-
numeri¢ni pristop, v katerem so kombinirani: program za simbolno racunanje Mathe-
matica, avtomatski generator kode z vgrajeno tehniko avtomatskega odvajanja AceGen,
ter okolje za kon¢ne elemente AceFEM. Za opis in diskretizacijo stohasti¢nega polja je
izbrana Karhunen-Loévova (K-L) dekomporzicija. Za izra¢un deterministic¢nih ¢lenov K-L
dekompozicije je razvita formulacija stohasti¢nih kon¢nih elementov, ki je primerna in
uporabna v poljubnem standardnem okolju za kon¢ne elemente, ki omogoca vkljucevanje
uporabnisko definiranih kon¢nih elementov. Posebna pozornost je namenjena poenosta-
vljeni eksponentni kovarian¢ni funkciji, ki se z namenom pocenitve numeri¢nega postopka
v primeru srednje koreliranih stohasti¢nih polj pogosto uporablja v literaturi. V disertaciji
je podan dokaz, da predlagana poenostavljena kovarian¢na funkcija ni pozitivno definitna,
zaradi Cesar je problem numeri¢no nestabilen. Predlagani sta dve alternativni modifika-
ciji kovarian¢ne funkcije, ki pocenita numeri¢no reSevanje problema in hkrati zagotavljata
boljso numeri¢no stabilnost. Za izracun odziva stohasti¢nih problemov je uporabljena
perturbacijska metoda viSjega reda. V ta namen je razvita na avtomatskem odvajanju
bazirana ob¢utljivostna analiza (poljubnega) vigjega reda. Izra¢unani odvodi so analiti¢ni.
Zaradi visoke numeri¢ne ucinkovitosti postopka je mozna izvedba perturbacijske metode
vi§jega reda za neprimerno visje stevilo uporabljenih ¢lenov Karhunen-Loévove dekompo-
zicije, kot je mozno z drugimi metodami za izracun odvodov. Rac¢unski primeri so izbrani
tako, da je razvita formulacija metode stohasti¢nih konc¢nih elementov verificirana za vse
osnovne primere, pomembne za inZenirsko prakso, in sicer za razlicne koli¢ine, ki se jih
modelira s stohasti¢nim poljem ter za razli¢ne porusne mehanizme, tako za mejno stanje

materiala, kot za mejno stanje stabilnosti.
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Abstract: In the thesis, the automation of stochastic finite element method to deal
with stochastic fields is developed. The automation is based on hybrid symbolic-numeric
approach. In this approach symbolic and algebraic computational system Mathematica,
AceGen for the automatic code generation and the general-purpose finite element envi-
ronment AceFEM are combined. The discretization of the stochastic field is done via
Karhunen-Loéve (K-L) expansion. Stochastic finite elements are developed to calculate
the deterministic terms in K-L expansion. Further on, the approximation of exponential
covariance function that reduces the cost of numerical calculation of K-L expansion is
investigated. The thesis provides a proof that the approximation of covariance function
that can often be found in the literature is not positive definite. The consequence is
possible numerical instability of the problem expressed as loss of positive definiteness of
covariance matrix. The thesis presents two alternative modifications of the covariance
function that reduce the computation cost and at the same time significantly improve the
numerical stability of the procedure. For the calculation of the stochastic system response,
higher-order perturbation method is chosen, based on the sensitivity analysis. For this
step, the automatic differentiation based (ADB) formulation of higher-order sensitivity
analysis is developed. The advantages of the developed formulation are calculation of
the exact derivatives, high numerical efficiency and abstract symbolic description of the
finite element code to derive higher-order derivatives. The proposed formulation of sto-
chastic finite element method is verified on all basic types of numerical examples that are
important in the engineering practice, i.e. for various quantities modelled by stochastic
field and for different failure modes: for excessive plastic deformations, as well as loss of

structural stability.
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1 Uvod

1.1 Predstavitev problema

V inzenirskih problemih imamo opravka z naklju¢nostjo pri skoraj vseh parametrih pro-
blema. Naklju¢no se spreminjajo lastnosti materiala, obtezba, geometrijske nepopolnosti,
proces korozije, poroznost in druge spremenljivke. To pomeni, da konkretna vrednost
posameznih parametrov ni dolocljiva vnaprej, temve¢ je bolj ali manj naklju¢na in se

obi¢ajno naklju¢no spreminja tudi preko obmocja problema.

Skozi zgodovino clovestva se je razvilo vec¢ razli¢nih pristopov, kako resevati inZenirske
probleme. Najenostavnej$a metoda, ki se je uporabljala v dolgem obdobju v zgodovini in
se na manj razvitih obmocjih sveta uporablja Se danes, je metoda poskuSanja in napak.
Na ta nacin so se konstrukcije spreminjale in izboljSevale predvsem na podlagi preteklih
izkuSenj. Z razvojem analiti¢nih matemati¢nih metod in kasneje z razvojem rac¢unalnikov
je bil narejen pomemben korak k novim pristopom in izboljSevanju metod resSevanja inze-
nirskih problemov. Dandanes je, poleg uporabnosti in udobja, ki naj bi ga konstrukcija
nudila uporabnikom, glavno vodilo pri na¢rtovanju konstrukcij varnost. Zahteva se, da je
verjetnost porusitve manjsa od predpisane. Koliksna mora biti zanesljivost konstrukcije,
je odvisno predvsem od namembnosti konstrukcije, od predvidenega Stevila uporabni-
kov v njej ter od velikosti skode, ki bi jo imela porusitev konstrukcije na okolje (npr.
jedrske elektrarne in naftne plos¢adi). V tem okviru sta se razvila dva pristopa: stoha-
sticni in deterministi¢ni. Zahtevnejsi izmed njiju, ki probleme obravnava bolj realno, je
stohasti¢ni pristop. Ta pristop uposteva, da vhodni parametri problema nimajo to¢no
doloc¢enih vrednosti, temvec¢ z neko verjetnostjo zavzamejo nakljuéno vrednost na ome-
jenem ali neomejenem obmocju. Nadalje obstajata v grobem dva nacina stohasti¢nega
pristopa: enostavnejsi, ki privzame, da nek parameter zavzame sicer naklju¢no vrednost,
vendar je le-ta konstantna po celotnem obmocju problema. Drugi, zahtevnejsi stohasti¢ni
pristop, uposteva, da je vrednost stohasti¢nega parametra naklju¢na in da se naklju¢no
spreminja tudi po domeni problema. Glavna tezava stohasti¢nega pristopa je, da upo-
Stevanje stohasti¢nosti pojavov bistveno poveca numeri¢no zahtevnost in kompleksnost
problema. Zaradi tega se v inzenirski praksi ve¢inoma uporablja enostavnejsi, determini-
sti¢ni pristop. V tem primeru ima vsak vhodni parameter to¢no dolo¢eno (determinirano)
vrednost, vse mozne scenarije zaradi stohasti¢ne narave pojavov pa se poskuSa zajeti z

upostevanjem ekstremov ali srednjih vrednosti stohasti¢nih parametrov.

Standardi, ki urejajo podroc¢je projektiranja gradbenih konstrukcij in k uporabi katerih
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so inzenirji v Sloveniji in vecini preostalih evropskih drzav zakonsko zavezani, se imenu-
jejo Evrokodi in dovoljujejo uporabo obeh pristopov, stohasticnega in deterministi¢nega.
Vendar se pomanjkanje enostavnih in uc¢inkovitih metod za stohasti¢ni pristop kaze tudi
tu, saj predpisani standardi temeljijo predvsem na deterministi¢nem pristopu, stohasti¢ni
pristop pa se uporablja predvsem pri nadaljnjem razvoju Evrokodov, kar je v delu Evro-
kodov, ki obravnava osnove projektiranja konstrukcij (SIST EN 1990), tudi eksplicitno

zapisano.

Primerjave rezultatov, dobljenih s stohasti¢nim in deterministi¢nim pristopom, pokazejo,
da deterministic¢en pristop kljub uporabi ekstremnih vrednosti parametrov, ki so na videz
na varni strani, ne zajamejo nujno najslabsega moznega scenarija, do katerega lahko pride
zaradi naklju¢ne kombinacije posameznih parametrov. Poleg tega deterministicen pristop
ne vodi do optimalnih dimenzij inZenirskih konstrukcij. Ob upoStevanju dejstva, da se
zaradi konkuren¢nega boja na svetovnem trgu iS¢e vedno nove izboljSave in moznosti ni-
zanja stroskov, je dolgoro¢no korak v smeri stohasti¢nega modeliranja neizogiben. Prav
zaradi tega je stohasti¢ni pristop (kot najbolj realen priblizek opisa dejanskega problema)
ze od nekdaj delezen velike pozornosti, kljub temu pa je le redko uporabljen v praksi.
Kot receno, so glavni razlogi, da je stohastic¢ni pristop tako redko uporabljen v praksi,
nepoznavanje stohasti¢nih lastnosti inzenirskih problemov, kompleksnost stohasti¢nega
pristopa in dejstvo, da uporaba parametrov z verjetnostno porazdelitvijo enormno poveca
velikost in numeri¢éno zahtevnost problema. Razvoj novih metod je tako pogojen z zmo-
gljivostjo racunalnikov. V zadnjih dveh desetletjih je, vzporedno z rastjo in napredkom v
racunalniski tehnologiji, raslo tudi zanimanje za stohasticen pristop in posledi¢no je raslo
Stevilo novo razvitih metod. Vendar potreba po enovitem pristopu, ki bi omogocal sin-
tezo modeliranja stohasti¢nih pojavov ter mehanske analize inZenirskih problemov, ostaja.
Prav tako Se vedno ostaja potreba po izboljSavah in razvoju novih metod, s katerimi bi

bilo modeliranje stohasti¢nosti enostavnejSe in ucinkovitejse.

1.2 Predstavitev stanja na obravnavanem podrodéju

Vrednost spremenljivk, ki se stohasti¢no spreminjajo po prostoru in/ali ¢asu, se lahko opise
s stohasti¢nim poljem (prostor) ali procesom (¢as). V doktorski disertaciji se omejimo na
probleme, kjer se obravnavane koli¢ine stohasti¢no spreminjajo po domeni problema, kar
opisemo s stohasti¢nim poljem (Phoon et al., 2002, Ghanem in Spanos, 2003, Grigoriu,
2006). Kot je bilo ze v uvodu omenjeno, se kljub velikemu interesu raziskave na tem
podrocju intenzivneje opravljajo Sele v zadnjih dveh desetletjih, saj upostevanje stoha-
sti¢nosti bistveno poveca numeri¢no zahtevnost problema. Tendenca vecine v zadnjem
¢asu razvitih metod je v smeri moznosti uporabe metode konc¢nih elementov, ki se na ta
nacin razsiri v metodo stohasticnih koncnih elementov. Metoda stohasti¢nih koncnih ele-

mentov je v splosnem sestavljena iz dveh korakov. Prvi korak predstavlja reprezentacijo
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in diskretizacijo stohasti¢nega polja, drugi korak pa izracun statistike odziva konstrukcije.
Mreza konc¢nih elementov je za posamezen korak lahko razlicna. V naslednjih treh pod-
poglavjih je predstavljeno obstojece stanje in do danes razvite metode za vsakega izmed
obeh korakov ter posebej za perturbacijsko metodo, ki je ena izmed metod za izracun
statistike odziva konstrukcije. Tem trem podpoglavjem sledi Se podpoglavje, v katerem
so predstavljena pomembnejSa do danes razvita programska okolja za metodo konc¢nih

elementov, ki omogocajo aplikacijo stohasti¢nega pristopa.

1.2.1 Diskretizacija stohasti¢nih polj

Stohasti¢no polje je za implementacijo v metodo stohasti¢nih koné¢nih elementov potrebno
ustrezno diskretizirati. Diskretizacija stohastiCnega polja pomeni, da se zvezno stoha-
sti¢no polje aproksimira s kon¢nim Stevilom stohasti¢nih spremenljivk. Metode diskreti-

zacije na splosno razdelimo v dve skupini.

V prvo skupino lahko razvrstimo metode, po katerih se stohasti¢no polje reprezentira
tako, da se celotno domeno, na kateri je problem definiran, razdeli na ve¢ poddomen ozi-
roma koncne elemente. Na vsakem koncnem elementu je stohasti¢no polje diskretizirano
z eno ali vec¢ slucajnimi spremenljivkami. Stevilo sluc¢ajnih spremenljivk je tako proporci-
onalno Stevilu konc¢nih elementov. Koreliranost vrednosti stohasti¢nega polja preko roba
elementa dolo¢a kovariancna funkcija. V sploSnem je za visjo natanc¢nost potrebnih vec
kon¢nih elementov, vendar gostejsa mreza pomeni viSjo koreliranost kon¢nih elementov
in posledi¢no korelacijsko matriko blizu singularnosti, kar lahko povzroc¢i numeri¢ne ne-
stabilnosti (Matthies et al., 1997, Liu, 1993, Keese 2003, Stefanou 2009, Schuéller 2006).
Poleg tega z narascanjem Stevila kon¢nih elementov narasca stevilo slucajnih spremenljivk.
Stevilo slu¢ajnih spremenljivk dolo¢a dimenzijo stohasti¢nega prostora, numeri¢na zah-
tevnost problema zato na sploSno raste eksponentno s stohasti¢no dimenzijo. Resljivost
je tako pogojena z velikostjo deterministi¢nega problema, Zeleno natancnostjo rezultatov

in hitrostjo rac¢unalnika. V to skupino lahko uvrstimo:

e interpolacijsko metodo ali metodo oblikovnih funkecij (Liu et al. 1986a,b), po kateri

se sluc¢ajno polje interpolira z oblikovnimi funkcijami kon¢nih elementov,

e metodo srediséne tocke (ang. midpoint method), pri kateri vrednost slu¢ajne spre-
menljivke posameznega konc¢nega elementa predstavlja vrednost stohasti¢nega polja

v sredigéni tocki tega elementa (Li in Kiureghian, 1993),

e metodo lokalnega povprecenja (Vanmarcke, 1983), pri kateri se stohasti¢ni proces
preko konénega elementa predstavi s povprec¢no vrednostjo procesa na tem elementu

ter

e metodo uteznih ostankov (ang. weighted integral method, Noh, 2005).
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Korak naprej v smislu resljivosti problema so naredile metode, ki stohasti¢no polje repre-
zentirajo z vrsto. Prednost teh metod je redukcija velikega Stevila koreliranih stohasti¢nih
spremenljivk na manjSe Stevilo nekoreliranih stohasti¢nih spremenljivk. V to skupino me-
tod spadajo:

e Razvoj v Karhunen-Loévovo vrsto ali Karhunen-Loévova dekompozicija (Ghanem in
Spanos, 2003), ki predstavlja razvoj stohasti¢nega procesa v ortogonalno vrsto, v
kateri so ortogonalne funkcije izbrane kot lastne funkcije homogene Fredholmove

integralske enacbe druge vrste s kovarian¢éno funkcijo kot jedrom.

e Spektralna reprezentacija (predstavljena npr. v Stefanou, 2007) stohasti¢no polje
razvije v trigonometri¢no vrsto z amplitudami in faznim zamikom kot stohasti¢nimi

spremenljivkami problema.

e Razvoj z linearnim optimalnim ocenjevanjem (ang. expansion optimal linear esti-
mation method, Li, 1993) stohasti¢ni proces izrazi kot linearno funkcijo vektorja

vozlis¢énih vrednosti v smislu njegove spektralne dekompozicije.

Ucinkovitost zgoraj naStetih metod je pogojena z zahtevnostjo racunanja deterministic-
nih ¢lenov v vrsti ter odvisnostjo natancnosti rezultatov od Stevila ¢lenov v vrsti. Glede
slednje zahteve je metoda razvoja v Karhunen-Loévovo (v nadaljevanju K-L) vrsto op-
timalna, saj je napaka aproksimacije za izbrano stevilo ¢lenov vrste minimalna v smislu
srednje kvadratne napake (ang. mean square error). Zaradi tega v okviru doktorske
disertacije za opis stohasti¢nega polja uporabljamo K-L vrsto in si je potrebno nekoliko

natancneje pogledati stanje do danes razvitih metodologij za izracun ¢lenov K-L vrste.

Pri razvoju v K-L vrsto deterministi¢ne dele ¢lenov vrste predstavljajo lastne vrednosti
in lastne funkcije, ki so resitev homogene Fredholmove integralske enacbe druge vrste, pri
kateri je jedro kovarian¢na funkcija. Sibka tocka K-L vrste je prav v tezavnosti reSevanja
te enacbe, saj analiti¢ne reSitve obstajajo le za doloc¢ene tipe kovarian¢nih funkcij ter za
enostavne in pravilne geometrijske domene problema (za tak enostaven primer so izpeljane
analiti¢ne resitve npr. v Ghanem in Spanos, 2003). V sploSnem je to ena¢bo potrebno re-
Siti numeri¢no. Razvitih je bilo ve¢ metod numeri¢nega reSevanja, npr. uporaba diskretne
kosinusne transformacije (Courmontagne, 1999), reSevanje z uporabo razli¢nih ortogonal-
nih baz (npr. triangularnih, Babolian et al., 2008, valckov (ang. wavelet), Phoon et
al., 2002, metoda mnogokratnih polov, Frauenfelder et al., 2005, in Galerkinova metoda,
Ghanem in Spanos, 2003). Za implementacijo problema v okoljih za metodo kon¢nih
elementov je od nastetih najprimernejsa Galerkinova metoda, ki Fredholmovo integral-
sko enac¢bo prevede na posplosen problem lastnih vrednosti. Slabost te metode je, da je
dobljena kovariancna matrika polna in zato zelo draga za reSevanje. Da bi pocenili reseva-
nje tega posplosenega problema lastnih vrednosti, je bila zato s strani nekaterih avtorjev
(Phoon et al., 2002, Li et al., 2008, Stefanou et al., 2005, Stefanou, 2009) uporabljena poe-



Melink, T. 2014. Metoda stohasti¢nih kon¢nih elementov v modeliranju konstrukcij. 5
Doktorska disertacija. Ljubljana, UL FGG, Podiplomski §tudij gradbenistva, Konstrukcijska smer.

nostavljena kovarian¢na funkcija, s katero je v primeru nizko koreliranih stohasti¢nih polj
kovariancna matrika razprsena in je zato mozna uporaba ucinkovitejsih algoritmov. Ven-
dar imajo ti poskusi uporabe modificirane kovariancne funkcije tudi negativne posledice,
saj le-ta lahko privede do numeri¢ne nestabilnosti postopka, ki pa je v obstojecih ¢lankih

vec¢inoma prezrta. Vzroki in posledice numeri¢ne nestabilnosti so podrobneje predstavljeni
v poglavju

1.2.2 Izrac¢un statistike odziva konstrukcije

Drugi del analize v metodi stohasti¢nih kon¢nih elementov predstavlja izracun statistike
odziva konstrukcije. Obstojece metode za izrac¢un statistik odziva lahko razdelimo na tri

tipe:

e simulacije Monte Carlo. Pri tej metodi se vrednost stohasti¢nih spremenljivk v
vsaki simulaciji dolo¢i nakljuéno (z generatorji naklju¢nih Stevil, ki so vgrajeni v
veCino programskih jezikov). S temi vrednostmi se nato resuje deterministi¢ni pro-
blem. Izvede se Zeleno Stevilo simulacij, v vsaki simulaciji se belezi Zelena kolicina
(npr. pomik, kriticna obtezba). Statistiko odziva se nato dolo¢i s standardnimi
statisticnimi metodami. Posledica tega je, da je natan¢nost resitve odvisna od Ste-
vila simulacij, kar omejuje uporabnost te metode predvsem pri problemih vecjih
dimenzij (deterministi¢nih in/ali stohasti¢nih) ali ko nas zanimajo repne vrednosti
odziva (npr. pri analizi zanesljivosti). Kljub temu ostaja metoda Monte Carlo ena
najbolj uporabljenih, saj je zelo robustna, enostavna za implementacijo, rac¢unski
¢as pa je zaradi medsebojne neodvisnosti posameznih simulacij mozno skrajsati tudi

s paralelizacijo procesa.

e Perturbacijska metoda (Sudret, 2002, Stefanou, 2009, Lin et al., 2008) vektor odziva
razvije v Taylorjevo vrsto okrog pricakovanih vrednosti in omogoca izracun statistik
drugega reda. Za izracun posameznih ¢lenov Taylorjeve vrste je potrebno izracu-
nati odvode odziva konstrukcije po sluc¢ajnih spremenljivkah. Analiza, s katero se
odvode izracuna, se imenuje obcutljivostna analiza. Obstaja ve¢ metod za izvedbo
obc¢utljivostne analize, ki bodo posebej predstavljene v poglavju [1.2.3] Natan¢nost
perturbacijske metode je odvisna od zveznosti in nelinearnosti odziva, koeficienta
variacije stohasti¢nega polja in reda, do katerega se Taylorjeva vrsta izra¢una. Sla-
bost te metode je, da je uporabna le za primere, ko je odziv v odvisnosti od spre-
minjajoc¢ih se vhodnih parametrov zvezen. V mehanskih problemih to pomeni, da
lahko metoda dovolj natan¢éno opiSe le primere, pri katerih se porusni mehanizem v
odvisnosti od spreminjajoc¢ih se vhodnih parametrov ne spreminja. Prednost per-
turbacijske metode je, da je ne glede na nacin izracuna clenov Taylorjeve vrste

praviloma numeric¢no veliko ucinkovitejSa v primerjavi z Monte Carlo metodo.
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e Spektralna metoda stohasticnih koncnih elementov odziv konstrukcije aproksimira
z ortogonalnimi Hermitovimi polinomi (polinomski kaos, Ghanem in Spanos, 2003,
Field in Grigoriu, 2004, Gaignaire et al., 2006). Ob zahtevi, da je napaka zaradi
uporabe kon¢nega Stevila polinomov minimalna, se problem pretvori v razsirjen sis-
tem enacb, katerega reSitev omogoca neposreden izra¢un statistike odziva. Slabost
te metode je, da je uporabna (numeri¢no u¢inkovita) le za linearne probleme. Me-
toda je tudi omejena z zmogljivostjo danasnjih racunalnikov, saj je razsirjeni sistem

linearnih enacb neprimerno vecji v primerjavi z deterministi¢nim sistemom.

1.2.3 Ob¢utljivostna analiza

Ob¢utljivostna analiza je analiza, ki izracuna obcutljivost (odvod) funkcije odziva glede
na izbrani parameter. Glede na red iskanega odvoda je potrebno izvesti obcutljivostno
analizo tega reda. Odvod prvega reda se izra¢una z obcutljivostno analizo prvega reda,
odvod drugega reda se izracuna z obcutljivostno analizo drugega reda ali v sploSnem:
odvod i-tega reda se izracuna z obcutljivostno analizo i-tega reda. V literaturi je zelo
redko zaslediti uporabo ob¢utljivostne analize vigjega reda (Bebamzadeh in Haukaas, 2008,
Rezaiee-Pajand in Kadkhodaye Bahre, 2011, Ozaki, Kimura in Berz 1995). Razlog je
predvsem v zahtevnhem in zamudnem ro¢nem izpeljevanju analiti¢nih izrazov za visje
odvode ali na drugi strani velikem rac¢unskem c¢asu in akumuliranju numeri¢nih napak ob

uporabi numeri¢nih metod.

Do danes se je razvilo ve¢ metod za izracun obcutljivostne analize:

e Metoda konénih diferenc (glej npr. Haftka in Adelman, 1989) je priblizna metoda
in najenostavnejsa izmed metod za izracun obcutljivostne analize. Metoda je iz-
peljana iz razvoja funkcije v Taylorjevo vrsto. Lahko so uporabljene “backward”
(izbira diferenc nazaj), “forward” (izbira diferenc naprej) ali simetriéne (ang. cen-
tral) diference. Prednost metode kon¢nih diferenc je, da je robustna in primerna za
poljubne probleme. Glavna slabost te metode je, da je zaradi neodstranljivih napak
nestabilna. Obstajata namre¢ dva vira napak: prvi vir je napaka zaradi zanema-
ritve visjih ¢lenov Taylorjeve vrste, iz katere je metoda konc¢nih diferenc izpeljana.
Drugi vir pa je zaokrozitvena napaka, ki nastane zaradi konc¢ne natancnosti zapisa
Stevil v racunalniku (t.i. formata plavajoce vejice), kar pomeni, da je ra¢unalniski
zapis posameznega realnega Stevila omejen le na doloceno Stevilo decimalnih mest
natancno. Medtem ko se prva napaka z manjSanjem konc¢ne diference manjsa, se
druga napaka veca. Zato je potrebno biti zelo pazljiv pri izbiri ustrezne diference,
pri ¢emer pri kompleksnejSih primerih, med katere v tem okviru spada tudi metoda
kon¢nih elementov, izbira ustrezne diference ni tako enoznac¢na in je obi¢ajno potreb-
nih vec iteracij, da se doseze ustrezno natanc¢nost rezultata. Zato je metoda koncénih

diferenc v primeru velikega Stevila ob¢utljivostnih parametrov in/ali kompleksnih



Melink, T. 2014. Metoda stohasti¢nih kon¢nih elementov v modeliranju konstrukcij. 7
Doktorska disertacija. Ljubljana, UL FGG, Podiplomski §tudij gradbenistva, Konstrukcijska smer.

mehanskih problemov numeri¢no zelo draga, pri posebnih, kompleksnejsih primerih
in obcutljivostih, ki so znatno nizjega velikostnega reda, kot je odziv sam, pa dovol]
natancne resitve zaradi neodstranljivih napak sploh ni mozno dobiti. V ta namen je
bilo narejenih nekaj izboljsav, s katerimi je dosezena boljsa stabilnost metode (npr.
Voorhees, Millwater in Bagley 2011, Cho in Kim, 2006) ali izboljSana numeri¢na
uc¢inkovitost (npr. Press et al. 1988). Uporabe koné¢nih diferenc za izrac¢un visjih
odvodov v literaturi skorajda ni, saj je problem predvsem v dolgih rac¢unskih casih
ter akumuliranju numeri¢nih napak, ki so v primeru odvodov vi§jega reda velikokrat

neodstranljive (Vorhees, Millwater in Bagley, 2011).

o Variacijska metoda obéutljivostne analize (ang. continuum derivatives). Po tej me-
todi se osnovne ena¢be mehanskega problema (to so parcialne diferencialne enacbe
ali integralska enacba, dobljena z uporabo principa o virtualnem delu) najprej od-
vaja, sledi diskretizacija enacb za uporabo v metodi kon¢nih elementov (Akbari et.
al, 2010). Obi¢ajno se uporabi enako diskretizacijo za mehansko in ob¢utljivostno

analizo, lahko pa sta tudi razli¢ni.

e Diskretna metoda obcutjivostne analize (ang. discrete derivatives). Po tej metodi

se osnovne enac¢be problema najprej diskretizira in Sele nato odvaja (Keulen et al.,
2005, Choi in Kim, 2005, Akbari et. al, 2010).

Za slednji, variacijsko in diskretno obcutljivostno analizo, se lahko uporabi pristop z di-
rektnim odvajanjem (ang. direct differentiation) ali pridruzeni pristop (ang. adjoint
approach) (Choi in Twu 1989, Michaleris et al. 1994, Keulen et al. 2005). Oba pristopa
vodita do istega rezultata, razlika pa je v numeri¢ni ucinkovitosti. V primeru stacio-
narnih linearnih sistemov je direktno odvajanje primernejSe, ko imamo majhno Stevilo
obc¢utljivostnih parametrov in veliko $tevilo funkcij odzivov, medtem ko je drugi pristop
primernejSi za primer, ko nas zanima manjse Stevilo funkcij odzivov in vecje Stevilo ob-
¢utljivostnih parametrov. Pri kompleksnejsih, ¢asovno odvisnih povezanih problemih ter
iskanih vigjih odvodih je izracun, po katerem pristopu je resevanje problema numeri¢no
ucinkovitejse, bolj zapleten, razlika med numeri¢no ucinkovitostjo enega ali drugega pri-

stopa pa je manjSa (za konkretne izracune glej npr. Michaleris et al. 1994).

Enacbe, dobljene z diskretizacijo v okviru metode kon¢nih elementov, se obi¢ajno impli-
citno resuje z uporabo Newton-Raphsonove iterativne metode. Ce se isti pristop uporabi
tudi pri obc¢utljivostni analizi, se dobi analiti¢cne vrednosti odvodov, zato sta variacijska
in diskretna obcutljivostna analiza analiticni metodi. Kljub vsemu pa je, ne glede na
uporabljeno variacijsko ali diskretno ob¢utljivostno analizo, izpeljevanje odvodov osnov-
nih enacb in ro¢no vnaSanje dobljenih izrazov v kodo kon¢nega elementa zelo kompleksno
in dolgotrajno delo, Se posebej v primeru ¢asovno odvisnih povezanih problemov in pri
iskanih vigjih odvodih. Zato se v praksi pogosto uporablja poenostavitev, ko se odvode

na nivoju kon¢nih elementov izra¢una numeri¢no z metodo kon¢nih diferenc, nato pa se
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globalni problem resi analiticno. Tak pristop k variacijski ali diskretni analizi se imenuje
semi-analiti¢cna obcutljivostna analiza. Problem semi-analiti¢ne obcutljivostne analize je
enak, kot je opisan pri metodi kon¢nih diferenc. Numeri¢na nestabilnost postopka, po-
sebno v primerih iskane obcutljivosti na oblikovne parametre problema, lahko vodi do
velikih napak. Temu problemu je pozornost posvetilo veliko studij, ki so natanc¢nost semi-
analiti¢ne obc¢utljivostne analize poskusale izboljSati z uporabo diferenc visjega reda ali z
bolj temeljnimi modifikacijami na nivoju koné¢nih elementov (Keulen in Boer, 1998, Boer
et al., 2002).

Napredek v racunalniski znanosti je ponudil Se dve moznosti: odvajanje z uporabo simbol-
nega in algebrai¢nega sistema kot je npr. Mathematica (Mathematica 9.0) ter avtomatsko
odvajanje (ang. automatic differentiation ali computational differentiation). Medtem ko
odvajanje z uporabo splosnega algebrai¢nega sistema lahko vodi do problema nenadzoro-
vane rasti izrazov, pri avtomatskem odvajanju tega problema ni. Avtomatsko odvajanje
je zasnovano na dejstvu, da vsak racunalniski program izvaja zaporedje elementarnih
aritmeti¢nih operacij (seStevanje, odstevanje, mnozenje ...) in elementarnih funkcij (log,
sin, cos ...). Poslediéno se odvodi lahko izra¢unajo avtomatsko s ponavljajo¢o uporabo
veriznega pravila na te operacije, dobljene vrednosti pa so analiti¢ne, to¢ne do natanc-
nosti ra¢unalniskega zapisa Stevil (Griewank, 2000). Avtomatsko odvajanje je za izracun
obcutljivostne analize lahko uporabljeno na globalnem nivoju problema ali pa na nivoju
konc¢nih elementov. Slabost uporabe avtomatskega odvajanja na globalnem nivoju je, da
je aplikacija te tehnike neprakti¢na in v primerih velikih komercialnih okolij za konc¢ne
elemente celo neizvedljiva. Na drugi strani aplikacija avtomatskega odvajanja na nivoju
posameznega konc¢nega elementa prav tako ni enostavna, saj so lahko prisotne odvisnosti
med posameznimi spremenljivkami, ki iz izrazov v programski kodi na nivoju kon¢nega
elementa niso eksplicitno razvidne. Ta problem je resil Korelc (2009a), ki je razgiril teh-
niko avtomatskega odvajanja z vpeljavo izjem in na ta nac¢in omogocil uporabo avtomat-
skega odvajanja tudi na nivoju konc¢nih elementov. Formulacija inzenirskih problemov,
ki temelji na uporabi razsirjene tehnike avtomatskega odvajanja, se imenuje Automa-
tic Differentiation Based formulation (ali okrajsano ADB formulacija) in je podrobneje
predstavljena v poglavju [3.2]

1.2.4 Programska okolja za metodo koné¢nih elementov, ki omogocajo aplika-

cijo stohasti¢nega pristopa

V zadnjih dveh desetletjih se, skladno s povecevanjem zanimanja za stohasti¢ni pristop,
po svetu razvija ve¢ programskih kod, ki omogocajo stohasti¢ni pristop. V vecini pred-
stavljenih programov se poleg moznosti ocene vpliva spremembe slu¢ajnih parametrov na
odziv konstrukcije (s ¢imer se ukvarjamo v disertaciji) veliko pozornost namenja predvsem
analizi zanesljivosti konstrukcij, s katero se oceni verjetnost porusitve konstrukcije. Oceno

zanesljivosti se sicer lahko dolo¢i tudi z uporabo simulacij Monte Carlo (ki jih omogo¢ajo
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prakti¢no vsi predstavljeni programi) ali perturbacijske metode (oz. drugih podobnih
“response surface” metod, ki odziv razvijejo v vrsto), obstajajo pa tudi aproksimativne
metode za izracun verjetnosti odpovedi konstrukcije. Najbolj znani sta metoda zaneslji-
vosti prvega reda (ang. first-order reliability method ali okrajsano FORM) in metoda za-
nesljivosti drugega reda (ang. second-order reliability method ali okrajsano SORM), ki jih
ima implementiranih vecina predstavljenih programov. Vecina predstavljenih programov
omogoca tudi izracun obcutljivostne analize, pri ¢emer se obcutljivosti razen izjemoma
izracunajo z metodo konc¢nih diferenc. Pomembnejse razlike med programi se pokazejo
tudi pri tem, ali omogocajo tudi opis stohasti¢nega polja ali le slu¢ajnih spremenljivk (ki
se preko domene problema ne spreminjajo) ter v numeri¢ni ué¢inkovitosti glede na $tevilo

slucajnih parametrov, kompleksnost problema, Zeleno natan¢nost rezultatov itd.

NESSUS je programski paket, ki je bil prvotno zasnovan na Southwest Research institutu
kot del Nasinega projekta (Thacker et al., 2006). NESSUS omogoc¢a simulacijo slu¢ajnih
spremenljivk, in sicer obtezbe, geometrije, materialnih parametrov in drugih, definira-
nih s strani uporabnika. V program je vgrajenih ve¢ razlicnih probabilisti¢cnih metod,
npr. simulacije Monte Carlo, FORM, SORM, Monte Carlo s prioritetnim vzorcenjem
(ang. importance sampling) in druge. NESSUS omogoca tudi izvedbo ob¢utljivostne
analize z metodo kon¢nih diferenc. Glavna prednost programa NESSUS je, da omogoca
tako izvedbo analize s pripravljenimi analiti¢nimi modeli kot tudi povezavo z razli¢nimi

komercialnimi programskimi okolji (kot npr. ABAQUS, ANSYS, NASTRAN itd.).

COSSAN je programski paket, katerega razvoj se je zacel leta 1992 na Institutu inzZenirske
mehanike univerze Leopolda Franzensa v Innsbrucku (Avstrija). Avtorja programa sta
Schuéller in Pradlwarter (2006). COSSAN sestavljata dve mnozici komponent in sicer
“Stand Alone Tool Box” ter “Third Party Communication Tools”. Prvi je zasnovan kot
odprto splosno namensko programsko orodje, ima predpripravljenih vec razli¢nih modulov,
razvrSCenih v posamezne skupine, in omogoca reSevanje razlicnih mehanskih problemov,
kot so optimizacija, modeliranje Sirjenja razpok, naklju¢ne vibracije itd. Omogoca tudi
modeliranje stohasti¢nih polj, vendar v predstavitvi programa ni podatka o nacinu in
uporabljeni metodi za modeliranje le-teh. Komponenta “Third Party Communication
Tools” ponuja moznost komunikacije z zunanjimi kodami in omogoca stohasti¢no analizo
brez spreminjanja izvorne kode deterministi¢nih kon¢nih elementov. COSSAN omogoca

tudi izvedbo obcutljivostne analize z uporabo kon¢nih diferenc.

Na Kalifornijski univerzi so bili v okviru raziskovalnega dela Studentov na doktorskem
Studiju razviti trije programi za probabilisti¢no analizo: CalREL, FERUM in OpenSees
(Kiureghian, Haukaas in Fujimura, 2006). Vsi trije programi so brez graficnih vmesni-
kov, znacilnih za komercialne programe, temvec¢ so razviti za namen raziskovanja in se
kontinuirno razvijajo in dopolnjujejo. Prvi je bil razvit CalREL leta 1980, druga dva
programa izhajata iz tega, zato imata vec¢inoma iste lastnosti in moznosti. CalREL je

namenjen predvsem analizi zanesljivosti konstrukcij in omogoca uporabo razli¢nih metod,
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npr. simulacije Monte Carlo, FORM, SORM, Monte Carlo s prioritetnim vzoréenjem itd.
Pri tem omogoca modeliranje medsebojno neodvisnih ali dolocenih odvisnih sluc¢ajnih
spremenljivk z ve¢ razli¢nimi funkcijami gostote verjetnosti (ki jih CalREL avtomati¢no
preslika v prostor standardnih normalnih slu¢ajnih spremenljivk). Nadalje omogoca ob-
¢utljivostno analizo, in sicer avtomati¢no s strani programa po metodi konénih diferenc,
lahko pa izraze za odvode uporabnik v izvorni kodi implementira sam (pristop z direktnim
odvajanjem). Najvedja razlika med vsemi tremi programi so programski jeziki, v kate-
rih so kode napisane. CalREL je napisan v programskem jeziku FORTRAN, FERUM
v Matlab skriptu (ang. Matlab scripting), OpenSees pa v C++. Prednost FERUM-a
pred drugima dvema je tako predvsem v tem, da je napisan v programskem jeziku, ki je
zaCetnim uporabnikom lazje razumljiv. Slabost je slabSa numeri¢na uc¢inkovitost. Glavna
razlika OpenSees-a v primerjavi z drugima dvema pa je predvsem ta, da uporablja objek-
tno orientiran pristop k modeliranju mehanskih problemov, kar pomeni, da ima vnaprej
predpripravljene standardizirane izmenljive komponente, ki uporabniku olajsajo branje in
uporabo v primerjavi z akademskimi programi, pri katerih je opis problema stvar razisko-
valca in je zato lahko napisan nekonsistentno in nepregledno. Po drugi strani je prednost
tega pristopa tudi njegova slabost, saj je zaradi tega bolj omejen in veliko manj fleksibilen
v primerjavi s sistemom, ki omogoca popolno svobodo pri opisu problema in izpeljavi

podprogramov.

Sadcheva in Keane (2007) v svojem ¢lanku predstavita formulacijo projekcijske sheme z
reducirano bazo (ang. reduced basis projection schemes) za reSevanje linearnih stohastic-
nih problemov z razvojem v sistem linearnih enacb, ki je primerna za implementacijo v
programska okolja za kon¢ne elemente. V tem pristopu se izhaja iz semi-diskretiziranih
parcialnih diferencialnih enac¢b mehanskega problema. ReSitev problema se na ta nacin
aproksimira z linearno kombinacijo neznanih koeficientov in stohasti¢nih baznih vektorjev,
ki so izbrani z metodo stohasti¢nih Krylovih podprostorov ustreznih dimenzij (Nair, 2001).
Metoda je uporabna za stohasti¢no polje. Za diskretizacijo le-tega avtorja uporabita ra-
zvoj v K-L vrsto z uporabo Galerkinove metode, pri ¢emer ne predstavita podrobnosti
modeliranja tega koraka. Omejitev predstavljene formulacije modeliranja stohasti¢nih

procesov je, da je uporabna le za linearne mehanske probleme.

Reh et al. (2006) v ¢lanku predstavijo analizo probabilisti¢nih konénih elementov z upo-
rabo programa ANSYS. Razviti sta dve komponenti, ki omogocata stohasti¢ni pristop:
ANSYS Probabilistic Design System in ANSYS DesignXplorer. Prva komponenta ima
enak graficni vmesnik kot ANSYS in je namenjena predvsem zahtevnejsim uporabnikom,
medtem ko slednja temelji na objektno orientiranem pristopu in je namenjena predvsem
parametricnim Studijam. DesignXplorer omogoca le modeliranje stohasti¢nih spremen-
ljivk, medtem ko Probabilistic Design System omogoca tudi modeliranje stohasti¢nega
polja, vendar o podrobnostih o nac¢inu in metodi modeliranja le-tega ni podatka. Prednost

ANSYS-a v primerjavi z drugimi programi, ki omogoc¢ajo stohasti¢ni pristop, je moznost
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izracuna odvodov z avtomatskim odvajanjem. ANSYS je po nasih podatkih edini program
s stohasti¢nim pristopom, ki omogoc¢a razvoj odziva v Taylorjevo vrsto vigjega reda (kar
pomeni perturbacijsko metodo vigjega reda) z uporabo tehnike avtomatskega odvajanja.
Avtomatsko odvajanje je aplicirano brez moznosti uporabe izjem in podajanja podatka
o implicitnih odvisnostih, ki iz kode kon¢nega elementa niso razvidne, zaradi Cesar je iz-
vedljivost odvajanja omejena z dostopnostjo programske kode in odvisna od tipa vhodne

spremenljivke, katero se odvaja, ter tipa parametra odziva, ki je predmet raziskave.

Allaix in Carbone (2012) v svojem ¢lanku predstavita numeri¢no orodje za diskretizacijo
stohasti¢nega polja v K-L vrsto. Program je napisan v jeziku FORTRAN 90. Za izra-
¢un lastnih vrednosti in lastnih vektorjev avtorja uporabita Galerkinovo proceduro, pri
¢emer je izracun kovarianc¢ne matrike izveden s kombiniranjem dveh poddomen diskre-
tizacijske mreze fizikalne domene na podoben nacin, kot je predstavljen v disertaciji (in
smo ga premierno predstavili na konferenci ECCOMAS v Benetkah, Korelc in Melink,
2008). Program se v okviru diskretizacije stohasti¢nega polja posveca predvsem avtoma-
tizaciji dolocCitve ustrezno goste mreze, da je napaka variance zaradi diskretizacije polja
zeleno majhna. Poleg tega avtorja v ¢lanku predstavita prednosti opisa stohasti¢nega
odziva konstrukcije z uporabo perturbacijske metode visjega reda, vendar ni podatka o

uporabljeni metodi za izracun odvodov.

Shang in Yun (2013) predstavita moznost diskretizacije stohasti¢nih polj v K-L vrsto z
uporabo sploSnega programskega okolja za metodo kon¢nih elementov ABAQUS. Clanek
je posvecen predvsem predstavitvi uporabe razli¢no gostih mrez za diskretizacijo fizikalne
domene za izra¢un lastnih vrednosti in lastnih funkcij K-L vrste z uporabo Galerkinove
metode ter za izvedbo izrac¢una odziva konstrukcije. Nadalje je predstavljena splosna
metoda preslikave in interpolacije izra¢unanega stohasti¢nega polja na mrezo za izvedbo

izracuna odziva konstrukcije, ki je implementirana v predstavljeno programsko kodo.

1.3 Tema doktorske disertacije

Glavni cilj doktorske disertacije je bil razviti sploSen simbolni pristop k avtomatizaciji mo-
deliranja mocno in srednje koreliranih stohasti¢nih procesov v okolju za konc¢ne elemente.
Kot receno, je stohastic¢ni pristop k modeliranju inZenirskih problemov zelo kompleksen
za analizo. Zato je bilo glavno vodilo iskanje numeri¢nih algoritmov in izboljSav obsto-
jecih razvitih metod, ki bi bile kompatibilne z obstoje¢imi numeri¢nimi postopki, ki se
uporabljajo v metodi konc¢nih elementov. Metoda kon¢nih elementov je v inzenirskih pro-
blemih zaradi svoje robustnosti namrec¢ najpogosteje uporabljena metoda po svetu. Temu
primerno je preizkuSena, ustrezno prilagojena in potrjeno natanc¢na za zelo Sirok spekter
inzenirskih problemov. Razvoj avtomatizacije modeliranja stohasti¢nih procesov, ki je
kompatibilna za uporabo in analiziranje v okolju za kon¢ne elemente, se zato ponuja kot

najboljsa izbira, vkolikor Zelimo, da je razvita avtomatizacija doprinos k Sirsi uporabnosti
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v inzenirskih problemih. Razvoj tak$ne avtomatizacije ima posledi¢no enake prednosti ro-
bustnosti in neomejenosti uporabe kot metoda konc¢nih elementov sama, in sicer se jo da

aplicirati na splosSne geometrijsko in materialno nelinearne stati¢ne mehanske probleme.

Za razvo] avtomatizacije smo uporabili hibridni simbolno-numeri¢ni pristop, ki zdruzuje
program za simbolno ra¢unanje, avtomatski generator kode AceGen (Korelc, 2009b) z
vgrajeno tehniko avtomatskega odvajanja in programski jezik za numeri¢ne operacije.
Prednost tega pristopa je simbolni zapis enac¢b konc¢nega elementa, ki jih avtomatski
generator kode AceGen nato prevede v poljubni izbrani programski jezik. Razviti kon¢ni
elementi so tako brez spreminjanja simbolnega zapisa uporabni v poljubnem izbranem
programskem jeziku (npr. FORTRAN, C, Mathematica script, Matlab script itd.) in
poljubnem okolju za metodo koné¢nih elementov (npr. ABAQUS, AceFEM, FEAP itd.).

V okviru diskretizacije stohasti¢nega polja smo se posvetili razvoju formulacije stohastic-
nih kon¢nih elementov, ki omogocajo operiranje s stohasti¢nimi polji za poljubne topo-
logije in poljubno geometrijo problema. Cilj je bil razviti formulacijo, ki je robustna in
ki jo je moZno uporabiti v poljubnem splosnem okolju za metodo konc¢nih elementov. Za
diskretizacijo stohasti¢nega polja smo uporabili Karhunen-Loévovo dekompozicijo, saj le-
ta predstavlja optimalno redukcijo v smislu potrebnega Stevila ¢lenov vrste in je hkrati
primerna za poljubno variabilne stohasti¢ne procese. Za izracun ¢lenov K-L. dekompozi-
cije smo zaradi njene aplikativnosti na metodo konc¢nih elementov uporabili Galerkinovo
metodo. Nadalje smo v okviru razvoja v K-L vrsto raziskovali moznost za numeri¢no poce-
nitev tega postopka. Znotraj teh raziskav smo posebno pozornost posvetili poenostavljeni
kovarian¢ni funkciji, ki se z namenom pocenitve reSevanja v primeru srednje koreliranih
stohasti¢nih polj pogosto uporablja v literaturi. Dokazali smo, da poenostavljena kova-
riancna funkcija (predlagana v Phoon et al., 2002, Li et al., 2008, Stefanou et al., 2005
in Stefanou, 2009) ni pozitivno definitna. Posledi¢no je problem numeri¢no nestabilen.
V doktorski disertaciji predstavimo dve alternativni modifikaciji kovarian¢ne funkcije, ki

pocenita numeri¢no resevanje problema in hkrati zagotavljata boljso numeri¢no stabilnost.

Za realizacije stohasti¢nih problemov smo uporabili simulacije Monte Carlo in perturba-
cijsko metodo. V okviru slednje smo avtomatizacijo obc¢utljivostne analize prvega reda,
ki z uporabo avtomatskega odvajanja izracuna analiti¢ne vrednosti odvodov, razsirili za
obc¢utljivostno analizo (poljubnega) visjega reda. Na ta nacin dobimo analiti¢ne vredno-
sti odvodov visjega reda, ki omogocajo razvoj odziva v Taylorjevo vrsto viSjega reda, kar
pomeni perturbacijsko metodo vi§jega reda. Razvito obc¢utljivostno analizo visjega reda,
ki temelji na avtomatskem odvajanju, odlikujejo natan¢nost, numeri¢na uc¢inkovitost ter
zelo kratek in strnjen zapis kode kon¢nega elementa. Metoda izracuna analiti¢ne vredno-
sti odvodov ob visoki numeri¢ni uc¢inkovitosti. Posledi¢no je mozno izvesti obc¢utljivostno
analizo viSjega reda za znatno vecje Stevilo obcutljivostnih parametrov, kot je bilo izve-
dljivo z drugimi metodami v preteklosti. Enako numeri¢no ucinkovitost in natanc¢nost

bi bilo mozno doseci le Se z ro¢nim izpeljevanjem izrazov za izra¢un odvodov znotraj
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programske kode kon¢nega elementa, vendar je ta postopek v primeru kompleksnejsih
problemov in viSjega reda obcutljivostne analize tako zamuden, da je vnos celotnih izra-
zov v kodo kon¢nih elementov prakti¢no neizvedljiv in se ga zato ne uporablja, temvec
se za izra¢un odvodov uporablja druge metode, ki pa so numeri¢no drazje in manj zane-
sljive. Celotna shema razvite avtomatizacije metode stohasti¢nih kon¢nih elementov je
prikazana na sliki

(1. korak: DISKRETIZACIJA STOHASTICNEGA POLJA h
(Razvoj stohasti¢nega polja v Karhunen-Loévovo vrsto. )
\_ J
( v )
2. korak:[IZRACUN STATISTIKE ODZIVA|KONSTRUKCIJE
y v
I
MONTE CARLO [ PERTURBACIJSKA METODA ]
SIMULACIJE
.
4 + N\
Poljubno Stevilo realizacij
stohasti¢nega polja z ADB FORMULIRANA | g)\MBOLNI| | METODA KONCNIH
uporabo generatorja OBCUTLJIVOSTNA || pRisTOP || DIFERENC
naklju¢nih stevil. ANALIZA
. J .
. ! | !
Izracun vektorja odziva za
vsako realizacijo Razvoj vektorja odziva v Taylorjevo vrsto okrog
stohasti¢nega polja. pri¢akovanih vrednosti.
\. w,

Slika 1.1: Procedura metode stohasti¢nih konénih elementov.
Figure 1.1: Stochastic finite element procedure.

1.4 Zasnova doktorske disertacije

Doktorska disertacija poleg uvodnega vsebuje Se 8 poglavij:

e 2. poglavje: Predstavitev teorije in temeljnih enach metod, ki so v disertaciji upo-

rabljene za numeri¢no reSevanje stohasti¢nih problemov.

e 3. poglavje: Predstavitev hibridnega simbolno-numeri¢nega pristopa, uporabljenega

v disertaciji.

e /. poglavje: Opis razvite avtomatizacije postopka diskretizacije stohasti¢nega polja
v K-L vrsto.
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e 5. poglavje: Predstavitev problema numeri¢ne nestabilnosti postopka ob uporabi
aproksimirane K-L dekompozicije ter predlogi modifikacije aproksimacij za izbolj-

Sanje numericne stabilnosti postopka.

e 6. poglavje: Prikaz postopka izvedbe obcutljivostne analize visjega reda po metodi
direktnega odvajanja ter predstavitev postopka ob uporabi tehnike avtomatskega

odvajanja.

e 7. poglavje: Predstavitev rezultatov in ucinkovitosti predstavljene avtomatizacije
diskretizacije stohasti¢nega polja in perturbacijske metode visjega reda z uporabo
tehnike avtomatskega odvajanja na racunskih primerih, v katerih sta stohasti¢no

modelirani geometrijska nepopolnost in korozija.
e 8. poglavje: Zakljucki disertacije.
e 9. poglavje: Povzetek vsebine doktorske disertacije.

e 10. poglavje: Povzetek vsebine doktorske disertacije v angleScini.
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2 Numeriéno reSevanje stohasti¢nih pro-

blemov v mehaniki kontinuuma

V tem poglavju bomo podrobneje predstavili teorijo in temeljne enacbe za vsakega izmed
korakov stohasti¢nega pristopa, ki smo ga privzeli v tej doktorski disertaciji in je prikazan
na sliki [[.I} Predstavljene bodo tudi prednosti in slabosti ter obrazlozitve odlo¢itve za
vsako izmed izbranih metod. Kot je zapisano Ze v uvodu, nam je bilo temeljno vodilo
pri naboru ustreznih metod razvoj sploSnega simbolnega pristopa k avtomatizaciji mode-
liranja stohasti¢nih procesov v okolju za konc¢ne elemente, ki se da aplicirati na splosne
geometrijsko in materialno nelinearne stati¢ne mehanske probleme z moc¢no in srednje
koreliranimi stohasti¢nimi polji. Zaradi tega je bila morda prezrta katera izmed metod,
ki za specifi¢ne probleme daje natanc¢nejSe rezultate ob morebitni vi§ji numeri¢ni uc¢inko-
vitosti. Vendar se ob uporabi ozje omejenih metod izgubi eleganca reSitev, ki so robustne
in uporabne neodvisno od specifike in topologije problema. Vodilo k izboru primernih
metod nam je bilo, da je na podroc¢ju stohastike pomanjkanje predvsem v smeri uporab-
nih aplikacij stohasti¢nih metod, ki bi omogocale resevanje problemov na podoben nacin

kot se z metodo kon¢nih elementov resuje sploSne mehanske probleme.

2.1 Diskretizacija stohasti¢nega polja

Stohasti¢no polje je definirano v dveh razli¢nih prostorih: fizikalnem prostoru ter prostoru
slu¢ajnih dogodkov. Narava prostora slucajnih dogodkov je taksna, da se v tem prostoru
stohasticnega polja ne da diskretizirati z deljenjem na konc¢no Stevilo poddomen, kot se
to naredi pri fizikalni domeni v deterministi¢ni analizi kon¢nih elementov. Zato je pristop
k diskretizaciji stohasticnega polja drugacen kot pri obi¢ajni metodi kon¢nih elementov.
Razvoj teorij, ki so ponudile temeljne koncepte teorije predstavitve stohasti¢nih polj, sega
v sredino prejsSnjega stoletja. V tem obdobju se je razvilo ve¢ pristopov od katerih jih

vecina razvije slucajno polje v vrsto.

Naj bo w(X, 6) stohasti¢no polje, definirano na d-dimenzionalni fizikalni domeni D < R?,
kjer je X vektor prostorskih koordinat in € dogodek iz prostora sluc¢ajnih dogodokov (2.
Stohasti¢no polje je dolo¢eno s pri¢akovano vrednostjo polja w(X) in kovarianéno funkcijo
C(X1, X»). Kovarian¢na funkcija je funkcija, ki dolo¢a medsebojno koreliranost vrednosti

preko stohasti¢nega polja.

Stohasti¢no polje se lahko razvije v vrsto
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w(X,0) = Y Ni(X)&(6) = N(X) &(6), (2.1)

kjer so & sluc¢ajne spremenljivke, Nj funkcije (najpogosteje so to oblikovne funkcije
kon¢nih elementov), ki jih zdruzimo v vektorja N(X) = {Ny(X), No(X), ..., Ny (X)} ter
&(0) = {(0), &(0), .. Em (0) )

Pricakovana vrednost in kovarian¢na funkcija aproksimiranega polja sta

w(X) = N(X)Tw
C(X1, X5) = N(X)"CN(Xy), (2.2)

kjer je w = E(&(0)) vektor pricakovanih vrednosti in C kovarian¢éna matrika sluc¢ajnega
vektorja &(0).

V preteklosti je bilo razvitih ve¢ metod, ki se razlikujejo v izbiri funkcij NV in sluc¢ajnih
spremenljivk & v enacbi (2.1). Nekatere izmed njih so predstavljene v naslednjih vrsticah
(povzeto po Keese, 2003).

Interpolacigska metoda ali metoda oblikovnih funkcij (Liu et al., 1986a, 1986b) interpolira
stohasti¢no polje z oblikovnimi funkcijami kon¢nih elementov Ny (X) v vozlis¢ih X;. Ker
so oblikovne interpolacijske funkcije Nj obicajno vzete tako, da so v vozlis¢u k enake 1,
v preostalih vozlis¢ih pa 0, iz tega sledi & = &(Xj). Pri¢akovana vrednost in kovarianéna
matrika iz izraza sta v tem primeru

Wy, = U)(Xk)
Chs = C( X, X;). (2.3)

Metoda srediséne tocke je poseben primer metode oblikovnih funkcij, pri kateri so Ny (X)

odsekoma konstantne in kjer je Xj sredis¢na tocka kon¢nega elementa.

Metoda lokalnega povprecenja (Vanmarcke, 1983) je metoda, pri kateri se prav tako upo-
rabi odsekoma konstantne funkcije Ny (X), le da se po tej metodi & izbere kot prostorsko
povpredje stohasti¢nega polja w(X,0) preko domene k-tega kon¢nega elementa (D}.) z
volumnom |Vj|: & (6) = \71kl SDk w(X, 0)dX. Pricakovana vrednost in kovarian¢na matrika

se v tem primeru izracunata po izrazu

1
Vil Jp,

1
C-:—f f C( Xy, X;)d X dX;. 2.4
kj H/kH‘/j’ Dy Dj ( k ]) k J ( )

w(X)dX

Wy
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Zaradi povprecenja to¢ne statistike metoda lokalnega povprecenja nekoliko podceni vari-

abilnost stohasti¢nega polja.

Kot je bilo predstavljeno zZe v uvodnih poglavjih, je glavna slabost zgoraj nastetih metod
ta, da je Stevilo sluc¢ajnih spremenljivk sorazmerno Stevilu kon¢nih elementov, s kate-
rimi je diskretizirana fizikalna domena problema. Poleg tega so slucajne spremenljivke
medsebojno korelirane. 7 gostenjem mreze konc¢nih elementov se koreliranost sluc¢ajnih
spremenljivk visa, kar posledi¢no pomeni kovarian¢no matriko blizu singularnosti. Ta

problem je bil reSen z razvojem metod, ki so stohasti¢no polje razvile v ortogonalno vrsto.

Metode razvoja v ortogonalno vrsto za funkcije N}, izberejo medsebojno ortogonalne funk-

cije. Posledi¢no so sluc¢ajne spremenljivke medsebojno nekorelirane

1

) = T

J w(X,0)Nu(X)dX. (2.5)
D
Pri¢akovana vrednost in kovarian¢na matrika se v tem primeru izrac¢unata po izrazih
w= JD w(X)N(X)dX
C- fD L N(X,)C(Xy, Xo)N(X,)Td X, d X, (2.6)

Glavna omejitev uporabnosti metod ortogonalnega razvoja v vrsto je, da so primerne le za
stohasti¢na polja z Gaussovo porazdelitvijo. Izmed metod razvoja v ortogonalno vrsto je v
smislu srednje kvadratne napake (ang. mean square error) pri omejenem Stevilu ¢lenov v
vrsti ponudila najboljgo reitev Karhunen-Loévova (K-L) dekompozicija, ki so jo leta 1947
neodvisno razvili Karhunen ter Kac in Siegert ter leta 1948 Loéve in je predstavljena v
veliko literaturah, npr. Ghanem in Spanos, 2003, Huang, Quek in Phoon, 2001, Stefanou
in Papadrakakis, 2007. K-L dekompozicija je spektralna reprezentacija stohasti¢nega po-
lja, pri kateri so za funkcije N, izbrane lastne funkcije homogene Fredholmove integralske
enacbe drugega reda. Glavna omejitev uporabnosti K-L dekompozicije je, kot pri ostalih
metodah razvoja v ortogonalno vrsto, da je primerna le za stohasti¢na polja z Gaussovo
porazdelitvijo. Za primere drugih, ne-Gaussovih porazdelitev, so bili sicer razviti pristopi,
kako aplicirati razvoj teh procesov v K-L vrsto (npr. Schevenels et al., 2004), vendar se
bomo v doktorski disertaciji omejili le na Gaussova stohasti¢na polja in se bomo opisu teh
pristopov zato na tem mestu izognili. Ker je zaradi svojih prednosti K-L vrsta izbrana za
diskretizacijo stohasti¢nega polja v disertaciji, je podrobneje predstavljena v naslednjem

poglavju.
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2.1.1 Diskretizacija stohasti¢nega polja v Karhunen-Loévovo vrsto

Stohasti¢no polje w(X, @) se lahko razvije v K-L vrsto, ki se jo za potrebe aplikativnosti

diskretizacije odreze in obdrzi le prvih M ¢lenov vrste (Ghanem in Spanos, 2003)

w(X,0) = ®(X) + Y VM Se( X (0) ~ @(X) + Y A/ N fu(X)(6), (2.7)

kjer je w(X) pricakovana vrednost stohasti¢nega polja, Ay in fx(X) so lastne vrednosti
in lastne funkcije, 6 je dogodek iz prostora slu¢ajnih dogodokov €, &.(f) pa so normi-
rane nekorelirane slu¢ajne spremenljivke. V primeru Gaussovega stohasti¢nega polja, so
&k(0) spremenljivke z Gaussovo porazdelitvijo z ni¢elno pri¢akovano vrednostjo ter enotsko
varianco ali t. i. standardizirano normalno porazdelitvijo. A; in fp(X) so resitev homo-
gene Fredholmove integralske enac¢be drugega reda v kateri je jedro kovariancna funkcija
C(Xy, Xs)

L C( Xy, Xo) fo( XA X = Mo (o). (2.8)

Integralske enacbe Fredholmovega tipa so podrobneje opisane v knjigi Mikhlina (1957).
Enacba se imenuje homogena, ker je t.i. prosti ¢len Fredholmove enacbe v tem
primeru enak ni¢. Kovarian¢na funkcija je po definiciji omejena, simetri¢na in pozitivno
definitna. A, v tej enachi, ki odgovarjajo netrivialni reSitvi enacbe, so karakteristicne
vrednosti ali lastne vrednosti, fi, pa so karakteristicne funkcije ali lastne funkcije. Lastne

funkcije tvorijo kompletno mnozico ortonormiranih funkcij, tako da velja

| nosoix s (2.9)

kjer je dr; Kroneckerjev simbol. Lastne vrednosti predstavljajo magnitudo lastnih funk-
cij. Ker je kovariancna funkcija pozitivno definitna, so tudi lastne vrednosti pozitivne
in ¢e jih uredimo v padajofem redu Ay > Ay > ... > 0, ima vsak naslednji ¢len K-L
vrste manjSo ali enako magnitudo in zato vpliv vsakega naslednjega ¢lena na obnaSanje
stohasticnega polja v splosnem pada. Kot je znano iz funkcionalne analize, hitreje kot
pada kovarian¢na funkcija proti ni¢ (kar pomeni, da je stohasti¢no polje manj korelirano),
SirSa je odgovarjajoCa sprektralna gostota, kar pomeni da je za dovolj natan¢no pred-
stavitev stohasti¢nega polja potrebnih veé¢ ¢lenov K-I. dekompozicije. Ali obratno, bolj
kot je stohasticno polje korelirano, hitreje padajo vrednosti \; z narascajoc¢im indeksom
i. Lastne vrednosti z vi§jim indeksom imajo zato v tem primeru bistveno manjse (do
nekaj velikostnih redov) vrednosti v primerjavi z lastnimi vrednostmi z zacetnimi indeksi
in zato znatno manjsi vpliv na odziv polja. Stohasti¢no polje je zato v primeru visoke
koreliranosti dovolj natan¢no opisano zZe z nekaj zacetnimi ¢leni K-L vrste. V skrajnem

primeru, ko je C(X;, X,) = 02, zadostuje samo en ¢len vrste.
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Iz (2.7)) z upostevanjem ortogonalnosti sledi spektralna dekompozicija kovarian¢ne funkcije
e}
C(Xy, X;) = 2 e fie(X0) fr( Xo). (2.10)

Kovarian¢na funkcija in njene lastnosti bodo podrobneje predstavljene v poglavju |5l V
disertaciji se omejimo na stohasti¢ne procese drugega reda (ang. second order random
process). Stohasti¢ni proces drugega reda je proces, za katerega velja, da je pri¢akovana
vrednost F(w?) < +oo za vsak slucajni dogodek iz prostora slu¢ajnih dogodkov. To
pomeni, da so pricakovana vrednost, korelacija in kovarian¢na funkcija tega procesa dobro
definirane in kon¢ne. S to zahtevo ne izgubimo splo§nosti, saj je velika vecina fizikalno
merljivih stohasti¢nih procesov, s katerimi se srecamo pri mehanskih problemih, drugega
reda.

Za boljso predstavo, kaksna je povezava med ena¢bama (2.8)) in K-L dekompozicijo, si

poglejmo naslednjo izpeljavo. Zapisimo kovarian¢no funkcijo za stohasti¢no polje w(X, 6):

(X1, X,) = E(w(X:,0)w(Xs,0) —Ew(Xi,0))E (w(Xs,0)) (2.11)

Ob razvoju stohastifnega polja v vrsto (enacba (2.7))), sledi

C(X1, Xp) =E ((w(Xl) + Z \/rkfk(X1>§k(9)> <w(X2) + Z mfm(Xz)fm(9)>)
- B <U7(X1) + Z \/)\»kfk(Xl)ka)) E <U7(X2) + Z mfm(Xz)fm(9)>
— o(X)@(X,) + E (2 VAF(XDEO) DT AV Anfin(Xa) fm(9)> -

— w(X;)w(Xz)
= 30 3 BEGO)&mO)V AeAm s (X1) fon(Xo). (2.12)

Ker sta & (0) in &,,(0) slucajni spremenljivki z Gaussovo porazdelitvijo z nic¢elno pric¢ako-

vano vrednostjo in enotsko varianco, je bilo v izpeljavi upostevano

E(&:(0)) = 0. (2.13)

Pricakovana vrednost produkta dveh sluc¢ajnih spremenljivk s standardizirano normalno
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porazdelitvijo je
E(§x(0)6m(0)) = . (2.14)

Iz tega sledi
a0
C(Xy, X) Z Fiu(X0) fr(Xo). (2.15)

Ker so lastne vrednosti pozitivna realna Stevila, velja v/ AxA\r = A\g. Sedaj pomnozimo
obe strani enacbe 1) z fn(X2) in integriramo po domeni D. Ce nato upostevamo
ortogonalnost lastnih funkcij (en. (2.9)) ), dobimo

| ez pxax, - fDZAkfk (X0) fo(Xa) fo( X)X

k=1
= ZAkfk(Xl)f fio(Xo) fu( Xo)d X (2.16)
k=1 D

= )\:Lfn(Xl)a

kar je to¢no homogena Fredholmova integralska enacba druge vrste.

Poglejmo si $e dokaz, da je posploSeni koordinatni sistem, ki ga definirajo lastne funkcije,
optimalen v smislu srednje kvadratne napake, ki nastopi zaradi zanemaritve visjih ¢lenov
K-L dekompozicije. Naj bo hy (X) kompletna ortonormalna mnoZzica funkcij. Stohasti¢no
polje w(X, 0) z nicelno pri¢akovano vrednostjo w(X) = 0 aproksimiramo s konvergen¢no
vrsto oblike

0
= > Al (X)6(0). (2.17)
k=1
Odrezimo vrsto (2.17) po ¢lenu M. Napaka zaradi zanemaritve ¢lenov je

D1 Al (X)E(6). (2.18)

k=M+1

Enacbo (2.17) pomnozimo s hy(X), integriramo po domeni D in upostevamo ortogonalnost
mnozice funkcij hy(X). Ce enatbo preuredimo tako, da izrazimo £(0), sledi

1 f W(X, 0)hy(X)dX. (2.19)

&(0) = N
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Sedaj ¢len & (0) v (2.18) zamenjamo z (2.19)) ter zapiSemo srednjo kvadratno napako

0

&= D Z hi(X) (X JJ w(Xy, 0) w(Xs, 0)) (X)) (X)) d X dX,

k=M+11l=M+1

— 2 Z hi(X)h(X J J C (X1, Xo)hi(X1) i (X2)d X, d Xs. (2.20)

k=M+11l=M+1

V naslednjem koraku integriramo enac¢bo ([2.20) po domeni D. Ob upostevanju ortogo-

nalnosti mnozice h,(X) sledi

Leﬁﬂzx = i fJC(Xl,Xg)hk(Xl)hk(XQ)XmdXz. (2.21)

k=M+1YDJD

Da bo napaka minimizirana, zahtevamo da je ortogonalna na prostor, ki ga razpenjajo

funkcije h,(X), kar pomeni da bo resitev minimizirala funkcional

F(hy(X) = > f f C(X1, Xo) hi (X)) hi(X)d X1 d X,

k=M+1YDJD

i ( L hye (X) hy, (X) dX — 1). (2.22)

Ker zahtevamo, da je funkcional minimiziran, ga odvajamo po h;(X) in i8¢emo resitev,
ko je odvod enak 0
OF (hi(X))
h

TG T L UD C(Xy, Xo)hi(X))d X, — )\ihi(Xg)) dX, =0, (2.23)

kar je izpolnjeno v primeru, ko je

f C(X1, Xo)hi( X)) dX, = Mhi(Xo). (2.24)

2.1.2 Galerkinova procedura za numeri¢no reSevanje homogene Fredholmove

integralske enacbe drugega reda

Fredholmova integralska enacba (2.8)) je analititno resljiva le za doloCene kovariancne
funkcije in za enostavnejSe oblike domen. Izpeljava resitve za enega takih primerov je
podana npr. v Ghanem in Spanos, 2003. V splosnem je Fredholmovo integralsko enac¢bo
potrebno resiti z numeri¢nim postopkom. Za aplikacijo metode stohasti¢nih konénih ele-
mentov znotraj standardnega okolja za metodo koné¢nih elementov je za numeri¢no reseva-

nje Fredholmove enacbe najprimernejsa Galerkinova procedura. Po tej proceduri se vsaka



22 Melink, T. 2014. Metoda stohasti¢nih konénih elementov v modeliranju konstrukcij.
Doktorska disertacija. Ljubljana, UL FGG, Podiplomski §tudij gradbeni§tva, Konstrukcijska smer.

izmed lastnih funkcij aproksimira z linearno kombinacijo J oblikovnih funkcij N;(X)
J
(X))~ ) fuNi(X), k=12, M (2.25)
j=1

kjer so fjr neznani koeficienti. Ena¢bo (2.25) ustavimo v (2.8) in zamenjamo vrstni red

seStevanja in integriranja
J
> fik U C(Xy, Xo)N;(X,)d X, — AkNj(Xg)dXQ) ~ 0. (2.26)
j=1 b

Leva in desna stran enacbe (2.26) nista povsem enaki, zaradi aproksimacije lastnih funkeij
(en. [2.25))). Z uporabo Galerkinovega pristopa, se zahteva, da je napaka zaradi aproksi-

macije otrogonalna na prostor, ki ga razpenjajo oblikovne funkcije. Sledi
J
Z fik (J J C( X1, Xo)N;j(X;)N;(X5)d X d X, — )\kj Nj(XQ)Ni(.Xg)dXQ) = 0(2.27)
j=1 D JD D

Ob uporabi oznak

Cij = JDJDC(XbX2)Nj(Xl)Ni(X2)dX1dX2,

Nij = fNj(X2)Ni(X2)dX2; (2.28)
D
A = o,

enacbo (12.27)) lahko preoblikujemo v matri¢no obliko
Cf = ANT. (2.29)

Enacba (2.29) predstavlja posploSen problem lastnih vrednosti. Resitev te enacbe so
matrika lastnih vektorjev f in lastne vrednosti \.. Lastne funkcije je potrebno dodatno
normirati skladno z enacbo (2.9).

Za boljso predstavo, kako izgledajo lastne funkcije, so na sliki prikazane prve $tiri la-
stne funkcije za primer enodimenzionalnega stohasti¢nega polja, definiranega na intervalu
[0,1], s pri¢akovano vrednostjo 0, standardno deviacijo 1 ter eksponentno kovarian¢no
funkcijo z enotsko korelacijsko dolzino [,

_lxe—xi|

C(X), Xp) =0 = XXl (2.30)

Kot je razvidno na sliki, se z vsakim visjim indeksom poveca Stevilo polvalov lastne

funkcije.
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Slika 2.1: Prve §tiri lastne funkcije za enodimenzionalno stohasti¢no polje z ni¢elno prica-
kovano vrednostjo in enotsko standardno deviacijo ter eksponentno kovarian¢no funkcijo.
Figure 2.1: First four eigenfunctions for one-dimensional stochastic field with zero mean,
unit variance and exponential covariance function.

Slika pa prikazuje prvih 10 lastnih vrednosti A\x,k = 1,...,10 za enodimenzionalno
stohasti¢no polje, definirano na intervalu [0, 1], s pri¢akovano vrednostjo 0, standardno
deviacijo 0 = 1 ter eksponentno kovarianc¢no funkcijo za tri razli¢no korelirana stohasti¢na
polja. Koreliranost stohasti¢nega polja je doloc¢ena s korelacijsko dolzino [.. Vecdja kot je
korelacijska dolzina, bolj so vrednosti preko polja povezane in, kot je razvidno tudi na
sliki 2.2] hitreje padajo lastne vrednosti.

Da bi bralec dobil boljsi obc¢utek, kaj pomeni koreliranost stohasti¢nega polja, so na sliki
prikazane Stiri naklju¢no izbrane realizacije dvodimenzionalnega stohasticnega polja
z nicelno pricakovano vrednostjo in enotsko standardno deviacijo ter korelacijskimi dol-
zinami [. = 0.1;0.5;2.0 in co. Kot je razvidno s slike, je v primeru vecje koreliranosti
stohasti¢no polje bolj gladko, medtem ko vrednosti stohasti¢nega polja pri nizji korelira-

nosti opazno bolj variirajo.

V nadaljevanju bomo namenili nekaj pozornosti izbiri gostote diskretizacijske mreze za
uporabo Galerkinove procedure ter izbiri potrebnega Stevila ¢lenov, ki jih obdrzimo v K-L
dekompoziciji. V deterministi¢ni metodi kon¢nih elementov se velikost kon¢nih elemen-
tov obicajno doloca glede na pricakovani gradient napetosti in geometrijo problema. Pri
diskretizaciji stohasti¢nega polja pa je gostota mreze odvisna predvsem od koreliranosti
stohastitnega polja. Kot je razvidno na sliki[2.2] v splosnem velja: bolj kot je stohasti¢no
polje korelirano, hitreje padajo lastne vrednosti. Spomnimo se, da lastne vrednosti pred-
stavljajo magnitudo oz. utezi lastnih funkcij. Ker v primeru visoko koreliranega polja
vrednosti lastnih vrednosti z visanjem indeksa sorazmerno hitro padajo, to pomeni da
imajo prvi ¢leni K-L vrste sorazmerno vec¢ji vpliv v primerjavi s ¢leni z visjimi indeksi.

V primeru nizko koreliranih stohasti¢nih polj pa lastne vrednosti padajo zelo pocasi, kar
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Slika 2.2: Prvih deset lastnih vrednosti za enodimenzionalno stohasti¢no polje z ni¢elno
pri¢akovano vrednostjo in enotsko standardno deviacijo ter eksponentno kovarian¢no funk-
cijo s tremi razlicnimi korelacijskimi dolzinami.

Figure 2.2: First ten eigenvalues for one-dimensional stochastic field with zero mean, unit
variance and exponential covariance function for three different correlation lengths.

pomeni, da imajo tudi ¢leni K-L vrste z vi§jim indeksom Se vedno pomemben doprinos k
obnaSanju polja, vrednosti stohasti¢nega polja pa preko domene mocneje variirajo (slika
(a)). Zato mora biti v tem primeru mreza elementov gostejsa, da lahko zajame bistvene
znacilnosti slucajnega polja. Narejenih je bilo ze ve¢ Studij, v katerih se je raziskovalo
ustrezno gostoto mreze za opis stohasti¢nega polja, iz katerih lahko povlecemo splosno
oceno, da mora biti velikost kon¢nih elementov taksna, da sta vzdolz ene korelacijske dol-
7ine vsaj 2 konc¢na elementa. NatancnejSa ocena je, da naj bi bila razdalja med vozlis¢i
kateri (glede na izbrano Zeleno natan¢nost) odrezemo K-L vrsto (povzeto po Matthies et
al., 1997).

Natanc¢nost diskretizacije stohasti¢nega polja se lahko oceni s pomocjo variance stohastic-

nega polja w(X, 6), ki je definirana kot
0
Var(w(X, 0) = 3 A fA(X) (231)
=1

ter variance aproksimiranega stohasti¢nega polja, ki je definirana kot Zﬁl \if3(X). Lo-

kalna napaka diskretizacije je tako

_SENFIX) - S X
i MifE(X) '

Ocena globalne diskretizacijske napake je formulirana v smislu povprec¢ne napake stoha-

erry(X) (2.32)
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Slika 2.3: Primerjava realizacij dvodimenzionalnega stohasti¢nega polja z nicelno prica-
kovano vrednostjo, enotsko standardno deviacijo ter eksponentno kovarian¢no funkcijo za
(a) I, =0.1, (b) I. = 0.5, (¢) I, =2.0in (d) I, — o0.

Figure 2.3: Comparison realizations of stochastic field with zero mean, unit variance and
exponential covariance function with (a) [, = 0.1, (b) I, = 0.5, (¢) . = 2.0 and (d) [, — 0.

sti¢nega polja
1
ETTy = —J erry,(X)dX, (2.33)
Vb

kjer je V volumen (oz. v primeru dvodimenzionalnega problema povrsina, v primeru

enodimenzionalnega problema pa dolZina) domene.

V praksi je pogosteje uporabljena numeri¢no nekoliko cenejsa ocena napake, ki zanemari,
da se varianca stohasti¢nega polja, diskretiziranega s K-L vrsto, dejansko spreminja preko
domene. V tem primeru je Var(w(X,#0)) = o2, kjer je 0% varianca stohasti¢nega polja.

Ocena napake je tako

=izl (2.34)
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Ker je Galerkinova procedura numeri¢na metoda reSevanja Fredholmovega integrala, je na
tem mestu prav omeniti, da ima kot vse numeri¢ne metode tudi ta metoda diskretizacijsko
napako. Dobljene lastne vrednosti so manjse ali enake analiti¢cnim ter so to¢nejSe lastne
vrednosti kot lastne funkcije (Ghanem in Spanos, 2003). To pomeni, da aproksimacija K-
L vrste, dobljena z Galerkinovo metodo, izgubi del natan¢nosti, zaradi katere je K-L vrsta
sicer superiorna nad ostalimi razvoji v vrsto. Li in Kiureghian (1993) v ¢lanku, v katerem
predstavita metodo razvoja v vrsto z linearnim optimalnim ocenjevanjem, trdita, da so
aproksimacije, ki z vpeljavo oblikovnih funkcij resujejo razvoj v vrsto preko diskretnega
problema lastnih vrednosti, med katere spada tudi predstavljena Galerkinova procedura
za reSevanje Fredholmove enacbe, v smislu napake variance celo slabse od njune razvite
metode, ki uporablja optimalne oblikovne funkcije. Omeniti velja Se, da je napaka K-
L vrste nekoliko vecja v robnih obmocjih domene, kar je znacilnost metod spektralne
dekompozicije. Prav tako K-L vrsti ni v prid, da je homogenost stohasti¢nega polja,
opisanega s K-L vrsto vprasljiva, saj se varianca preko domene nekoliko spreminja. Kljub
navedenim slabostim metode, smo se v doktorski disertaciji odlocili za K-I vrsto, saj je
v primerjavi z drugimi razvitimi metodami $e vedno najve¢ argumentov v prid K-L vrsti.
NajpomembnejSa prednost je, da od vseh razvitih metod K-L vrsta najbolj reducira stevilo
dimenzij stohasti¢nega prostora ter je posploseni koordinatni sistem, ki ga definirajo lastne
funkcije, optimalen v smislu srednje kvadratne napake. Poleg tega Galerkinova procedura
7 gostenjem mreze konvergira k analiti¢nim resitvam, kar z drugimi besedami pomeni, da

se ob dovolj gosti mrezi s to metodo Se vedno lahko poljubno priblizamo optimalni resitvi.

2.2 Diskretni sistemi v mehaniki kontinuuma

Za celoten vpogled v reSevanje mehanskih problemov s perturbacijsko metodo je prav, da
se na zaCetku najprej predstavi osnove resevanja problemov v mehaniki kontinuuma. Teo-
rija kontinuuma zanemari, da je snov sestavljena iz delcev (npr. atomov na mikroskopski
ravni ali diskontinuitet, vkljuckov, razpok itd. na makroskopski ravni), zato je natan¢na
le za primere, ko so dimenzije mehanskih problemov veliko ve¢je v primerjavi z razda-
ljami med temi delci. Mehanika kontinuuma se deli na mehaniko tekoc¢in in mehaniko
trdnih teles. V doktorski disertaciji se ukvarjamo s primeri, ki sodijo v mehaniko trdnih
teles, vendar se ideja in pristop lahko prenese tudi na mehaniko tekocin. V disertaciji
bomo osnove mehanike trdnin predstavili kolikor se da na kratko in zgoSceno. Za poglo-
bljene studije naj se bralec obrne npr. na Wriggers 2008, Zienkiewicz in Taylor (1991) ali
Crisfield (1996).
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2.2.1 Osnovne enac¢be v mehaniki kontinuuma

Trdno telo je definirano na nekem obmodju D, ki ga omejuje rob obmocja 0D. Na posame-
znih delih roba obmoc¢ja so lahko predpisani pomiki ali obtezba. Zanima nas odziv telesa
(pomik, deformacije, napetosti itd.), do katerega pride zaradi delovanja sil in predpisanih
pomikov. ObnaSanje teles se opiSe s tremi sklopi enacb: kinemati¢nimi, konstitutivnimi
in ravnoteznimi. Enacbe so lahko zapisane glede na zacetno ali trenutno konfiguracijo
teles. V spodnjih vrsticah je ob vsakem sklopu enach zapisana mocna oblika teh enacb
za staticen problem in hiperelasticen material glede na zacetno konfiguracijo. V tem pri-
meru imamo ve¢ moznosti opisa mer napetosti, t. i. prve Piola-Kirchoffove napetosti ali
druge Piola-Kirchoffove napetosti, kar vodi do dveh razli¢nih formulacij (prva moznost je

prikazana v levem, druga pa v desnem stolpcu):

e Kinematicne enacbhe, s katerimi se opise deformacije in gibanje telesa, mere defor-

macij in ¢asovne odvode kinematic¢nih koli¢in

F E=}F'F-1),

kjer je F deformacijski gradient in E Green-Lagrangev deformacijski tenzor.

e Konstitutivne enacbe, s katerimi se opiSe materialne lastnosti telesa (npr. odnos
napetost-deformacija)

el = W
P =GF 5= %

kjer je P prvi Piola-Kirchoffov napetostni tenzor, S drugi Piola-Kirchoffov napeto-

stni tenzor in W funkcija, ki definira elasti¢no energijo.

e Ravnotezine enacbe, s katerimi se zagotovijo zakoni ravnotezja (ravnotezje sil in

momentov, ohranjanje mase, prvi zakon termodinamike)

DivP + pob =0 Div(F S) + pyb = 0,

kjer pob definira volumsko silo.

Tako definiran problem, pri katerem moramo resiti enac¢be ob upostevanju danih robnih
pogojev (predpisanih pomikov in predpisane obtezbe), se imenuje robni problem. Ne-
znanke problema, ki nas zanimajo, so obi¢ajno pomiki u. V disertaciji se omejimo na me-

hanske probleme, pri katerih je temperatura konstantna in je termodinamsko ravnovesje



28 Melink, T. 2014. Metoda stohasti¢nih konénih elementov v modeliranju konstrukcij.
Doktorska disertacija. Ljubljana, UL FGG, Podiplomski §tudij gradbeni§tva, Konstrukcijska smer.

med telesi in okolico avtomati¢no izpolnjeno. Za reSitev robnega problema se kinema-
ti¢ne enacbe in enacbe snovi vnese v ravnotezne enache. Rezultat je v sploSnem sistem

diferencialnih enach, tak opis problema se imenuje mocna oblika robnega problema.

Resitev mocne oblike robnega problema izpolnjuje pogoj ravnotezja v vsaki tocki telesa.
Ker so diferencialne enacbe v taki obliki resljive le za dolo¢ene enostavnejSe oblike telesa
in doloc¢ene robne pogoje, so se v preteklosti razvile aproksimativne metode, npr. metoda
kon¢nih diferenc, Ritzova metoda, Galerkinova metoda in metoda kon¢nih elementov, s
katerimi se robne probleme resuje aproksimativno z numeriénimi metodami (Zienkiewicz
in Taylor, 1991).

Izmed numeri¢nih metod je zaradi svoje splosnosti in numeri¢ne stabilnosti v inzenirskih
problemih najpogosteje uporabljena metoda konc¢nih elementov. Metoda kon¢nih elemen-
tov prevede robni problem na variacijski problem. Po metodi kon¢nih elementov se moc¢no
obliko enacbh preoblikuje v Sibko obliko, kar vodi v formulacijo minimiziranja napake, ki

nastane zaradi aproksimacije s kon¢nimi elementi.

Pri formulaciji Sibke oblike ravnoteznih enac¢b dejanski pomik wu, ki predstavlja toc¢no

reSitev ravnoteznih enacb, aproksimiramo s pomikom wuy.
DivP(u,) + pob = Ry, (2.35)

kjer rezidual R, predstavlja napako zaradi aproksimacije pomikov.

7 namenom minimizacije napake zaradi aproksimacije nato zahtevamo, da je napaka enaka
0 v Sibkem smislu in sicer tako, da se rezidual skalarno pomnozi z utezno funkcijo i ter
njun produkt integrira preko celotne domene. Funkcija 7 mora izpolnjevati predpisane
robne pogoje pomikov in se imenuje virtualni pomik ali testna funkcija. ReSujemo torej

enacho
J R, ndV =0 = f DivP(uh)'ndV—i—J pob-mdV = 0. (2.36)
D D D
Enacba (22.36]) je izpolnjena tudi za toc¢en pomik w.

J DivP-ndV#—J pob-mdV = 0. (2.37)
D D

7 integracijo per partes prvega ¢lena enacbe (2.37), z upoStevanjem divergen¢nega izreka
in vpeljavo robnega pogoja predpisane obtezbe se Sibko obliko ravnotezne enacbe lahko

zapise kot

J P~GradndV—f pob-ndV—J t-ndA=0. (2.38)
D D

0D
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Gradient testne funkcije Gradn se lahko interpretira kot smerni odvod deformacijskega

gradienta D F -7, poznan kot variacija 0 F deformacijskega gradienta.

V enacbi (2.38) se prvi Piola-Kirchoffov napetostni tenzor ob upostevanju povezave P =

F S lahko zamenja z drugim Piola-Kirchoffovim napetostnim tenzorjem, kar vodi v
1
P Gradn = 8- F Gradn=§- §(FT Gradn + Grad' n F) = §- §E, (2.39)

pri ¢emer je bilo upoStevano, da je skalarni produkt simetri¢nega tenzorja S z antisi-
metri¢nim delom tenzorja enak ni¢. JE predstavlja variacijo Green-Lagrangevega defor-
macijskega tenzorja. Ob upostevanju enacbe (2.39)), se enac¢bo (2.38)) lahko preoblikuje

v
J S~5EdV—J pob-ndV—J t-ndA=0. (2.40)
D D oD,

Prvi ¢len v tej enacbi predstavlja virtualno delo notranjih sil, preostala dva ¢lena pa

virtualno delo zunanjih sil.

Enacba je primerna za vse probleme. V primeru da ima problem potencial, lahko
uporabimo enostavnejSi pristop. Pristop se imenuje princip stacionarnega elasti¢nega
potenciala. Za hiperelasti¢ni material obstaja funkcija W, ki definira elasti¢no energijo,
shranjeno v materialu. Pod predpostavko konservativne obtezbe (to pomeni, da je obtezba

neodvisna od poti), lahko opiSemo statiéni problem s funkcionalom

() =L (W(C(p)) — pob- ) dV—L t-pdA — STAT, (2.41)

Do
kjer je C desni Cauchy-Greenov deformacijski tenzor.

Izmed vseh moznih deformacij ¢ je deformacija, ki zgotovi pogoje ravnotezja, tista de-
formacija, ki ima za posledico stacionarno vrednost potenciala II. Stacionarna vrednost
IT se lahko izra¢una z variacijo II glede na deformacije. V ta namen se uporabi smerni
odvod

d
oIl = DIl(p) -m = ——Il(¢ +am)| | (2.42)
da a0
kar vodi do
DH(cp)-n:f (a—W-n—poi)-'rO dV—f t-ndA=0. (2.43)
D\ 0¥ 0D,

Definicija mehanskega problema z uporabo principa stacionarnega elasti¢nega potenciala
ima ve¢ prednosti. Med drugim vodi (ob uporabi avtomatskega odvajanja) do numeri¢no

najbolj ucinkovite formulacije konc¢nih elementov.
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2.2.2 Formulacija mehanskega problema z uporabo avtomatskega odvajanja

Kot je bilo predstavljeno, je sibka oblika ravnoteznih ena¢b mehanskega problema oblike
SD a-obdV + ... =0, kjer sta a in b tenzorja poljubnega reda, db pa je smerni odvod ali

variacija tenzorja b.

V naslednjem koraku se §ibko obliko enacbe diskretizira. Variacijo tenzorja b se izracuna
kot

db(p
db(p) = Db(p)dp = %5@ (2.44)
kjer je p = {p1, p2, ...,pnps}T mnozica neznanih parametrov problema in
op = {op1,0p2, ..., 0p,,.}" variacije neznanih parametrov problema. Skalarni produkt
a(p) - 0b(p) se izrazi kot
b(p) db(p)
-0b(p) = : op = - ———= | Ip. 2.45
a(p) - 6b(p) = a(p) p 0P a(p) o ) OP (2.45)
Izrazimo produkt a(p) - at;_g)) po komponentah
b(p) b(p) 77b(p)
. — ) —t 2.46
(at0) ) = aie) 22 e (TR ) (2.40)

kjer tr pomeni sled matrike. Iz tega sledi diskretizirana oblika Sibke oblike enacbhe me-

hanskega problema

JD a(p)-db(p)dV + ... = nz (JD a(p) - b(p) dv) Opm + ... = 0. (2.47)

OPm,

m=1

in se lahko formira v sistem n,, algebrajskih enacb

R - JD a(p) - ag;") dV + .= 0. (2.48)

V primeru, da je mehanski problem definiran kot minimum potenciala IT = §, W (p) dV/,
kjer je p = {p1,p2, ..., pn,,}* mnoZica neznanih parametrov problema, se variacijo II(p)

izracuna kot

STI(p) = aﬂai)p)ép - L) MZS’) dV ép = 0. (2.49)

Enac¢ba (2.49)) se lahko formira v sistem nelinearnih algebrajskih ena¢b oblike

R = J W) g (2.50)
p 0P
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Rezultirajo¢ sistem algebrajskih enacb imenujemo primarni problem. FEnacbe so lahko

linearne ali nelinearne, odvisno od narave mehanskega problema.

2.2.3 Klasifikacija mehanskih problemov in njihova formulacija v metodi kon¢-

nih elementov

Mehanske probleme se najpogosteje klasificira glede na to ali so casovno odvisni ali neod-

visni ter glede na to, kako so diskretizirane enac¢be formirane, v povezane ali nepovezane.

V primeru najenostavnejSih izmed mehanskih problemov, t.j. nepovezanih in ¢asovno

neodvisnih problemov resujemo sistem algebrajskih enac¢b
R(p) = 0. (2.51)

Kot receno, se v metodi kon¢nih elementov domeno problema razdeli na poddomene ali
kon¢ne elemente. Nato se na nivoju posameznega koncénega elementa izracuna prispevek
tega elementa R, k globalnemu rezidualu. Prispevke vseh konc¢nih elementov se nato s

proceduro zdruzevanja kon¢nih elementov seSteje v globalno matriko konstrukcije
R = AR., (2.52)

pri Cemer je potrebno upoStevati tudi kinemati¢ne kompatibilnosti med elementi. Ker
je rezidual R definiran z integracijo preko celotne domene problema, je tudi prispevek
kon¢nega elementa R, formiran z integracijo preko domene elementa. Za integriranje
se najpogosteje uporabi numeri¢na integracija in sicer Gaussova kvadratura. Gaussova
kvadratura je numeri¢na metoda integracije, pri kateri se integral izracuna tako, da se v
dolocenih tockah g domene izra¢una vrednosti funkcije in jih pomnozi z ustreznimi utezmi

ter produkte sesteje

Ng
R. = > w,R, (2.53)
g=1

Enacbe so, odvisno od mehanskega problema, lahko linearne ali nelinearne. Ne-
linearnost lahko izvira iz razli¢nih vzrokov in sicer je nelinearnost lahko posledica npr.
geometrije problema ali nelinearnih konstitutivnih enacb. Metoda, ki je najpogosteje
uporabljena za reSevanje nelinearnih sistemov algebrajskih enacb in ki jo bomo upora-
bljali tudi v disertaciji je Newton-Raphsonov iterativni postopek. Newton-Raphsonov

postopek namre¢ odlikuje kvadrati¢na konvergenca v blizini pravilne resitve.

Do tu je bil v grobem predstavljen postopek reSevanja najenostavnejSega izmed razredov
mehanskih problemov - ¢asovno neodvisnega in nepovezanega. V doktorski disertaciji

bomo predstavili in izpeljali formulacijo perturbacijske metode za najzahtevnejsi razred
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mehanskih problemov: casovno odvisne povezane probleme, saj je aplikacija na ostale
nato enostavna, pri ¢emer se iz enacb le ¢rta odvecne c¢lene. V skupino ¢asovno odvisnih
povezanih problemov spadajo npr. elasto-plasti¢ni problemi. Za primerjavo, kako izgleda
perturbacijska metoda za enostavnejse primere, bo na koncu podano tudi poglavje, v
katerem bojo predstavljeni izrazi za casovno neodvisne in nepovezane probleme, kot so

npr. elasti¢ni ali hiperelasti¢ni problemi.

V primeru ¢asovno odvisnih povezanih problemov se znotraj Newton-Raphsonove zanke
(ki se izvaja na globalnem nivoju problema) uporabi Se eno Newton-Raphsonovo zanko
v kateri se iterativno linearizira ta dodatni sistem nelinearnih enach. Povezan problem

torej sestavljata odvisen in neodvisen problem, ki sta izrazena z reziduali

Qq
R

0, g=12..N, (2.54)
0, (2.55)

kjer je R neodvisni rezidual, definiran in formiran na globalnem nivoju problema, Q, pa je
g-ti odvisni rezidual, obi¢ajno definiran v Gaussovi integracijski tocki g in resen na nivoju
koncnega elementa z vgnezdeno Newton-Raphsonovo iteracijsko zanko. ReSitve enacb
so odvisni vektorji resitve hy, reSitev enacbe pa neodvisni vektor resitve p.
Pri ¢asovno odvisnih povezanih problemih, se ¢asovna domena (psevdo ali realnega ¢asa)
razdeli v ng,,. Casovnih korakov. Vsakemu c¢asovnemu koraku pripada neodvisni vektor
reSitve Po, P1,--sPn—1, PnsPnt1s---s Pn,,, il odvisni vektorji reSitve hy o, hg1,....hg 1, g,
hgniiy, g, 9 = 1,2,..., Ng. 'V sploSnem je reSitev v trenutnem casovnem koraku
odvisna od resitev v vseh prejsnjih korakih, vendar so v procesu avtomatizacije pomembni
le tisti vektorji resitve, ki se v formulaciji kon¢nih elementov pojavijo eksplicitno. V
doktorski disertaciji bomo tako privzeli najenostavnejso moznost, pri kateri so ¢asovni
odvodi aproksimirani s kon¢nimi diferencami prvega reda. V tem primeru je problem
eksplicitno odvisen le od vektorjev resitve v prejsnjem (p, in h,,) in trenutnem ¢asovnem
koraku (pp+1 in hy 41, ki jih bomo, z namenom boljse preglednosti, pisali brez indeksov:
p in hy). V primeru, da je reSitev odvisna od ve¢ predhodnih korakov, ostaja proces
avtomatizacije enak, le da je v posamezne enacbe potrebno dodati Se vektorje reSitve iz

predhodnih korakov, od katerih je resitev odvisna.

Na podlagi privzete formulacije se povezan ¢asovno odvisen problem lahko zapise kot

R(p7h7 pnahn> = 07
Qg (pe7hg»pe,nahg,n) = 07 g = 1727 ~-~7Ng- (256)

Za izracun prispevka R, je potrebno poznati tudi vektorje resitve povezanega problema
h, in h,,. Zato je v vsaki Newton-Raphsonovi iteraciji potrebno resiti najprej sisteme

enacb Qg = 0, ki se jih definira in resi v vsaki Gaussovi integracijski tocki koncénega
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elementa. Odvisen rezidual Qg je eksplicitno odvisen le od h,, h,, in podmnozic p. in
Pe,n globalnega neodvisnega vektorja reSitve p. V primeru elasto-plasti¢nih problemov je
h, vektor spremenljivk stanja za g-to integracijsko tocko in vsebuje komponente plastic-
nega deformacijskega tenzorja in plasticnega mnoZitelja, ena¢be Q, = 0 pa predstavljajo
nelinearni sistem evolucijskih enacb. Vektor p predstavlja prostostne stopnje problema,
ki so obi¢ajno pomiki in zasuki v vozliS¢ih konc¢nih elementov. Rezultirajo¢ povezani sis-
tem enach predstavlja enacbe primarnega problema in se obicajno resi z uporabo
Newton-Raphsonovega iterativnega postopka, ki je prikazan v levem okvirju na sliki [2.4]
Ko vektorji resitve p in h, skonvergirajo, kar pomeni da je norma razlike resitve v trenutni
iteraciji od reSitve v prejsnji iteraciji manjsa od izbrane natancnosti, se primarna analiza

zakljuci.

[ \ / \
| | | Obcutljivostna analiza prvega reda |
I [ I
[ s I
I | R N i=1,2,...,M} |
: | | Dé:l D§I |
I I : v I
| | [h i, +0Q Db, |
: : : D‘); ’ ’ 6pe Dérl :
|
| =12, M,9=12,..,N, |
| | | )
| [P \
: | | 1 Obcutljivostnalanaliza drugega reda |
| L] v
I | | 2 o 2 |
| ]! OP __ ign, PP i,j=1,2,...,M}:
| |
:- 1oy, a9 DR |
: | || D&DE; * % op, DEDE; :
: Ne Ja | : ,j=12,.,M,9=12,..,N, :
- | N ] L _________________ /
L I
Naslednji Casovni korak ! Obcutljivostna analiza n-tega reda

Slika 2.4: Procedura primarne analize in ob¢utljivostne analize viSjega reda.
Figure 2.4: Procedure of primal analysis and higher-order sensitivity analysis.

2.3 Perturbacijska metoda

Perturbacijska metoda za izrac¢un statistike odziva konstrukcije v mehaniki konstrukcij je

direktno povezana z matemati¢no formulacijo perturbacije. Bistvo perturbacijske metode
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je, da se izhaja iz enostavnejSega (v stohasti¢nem pristopu to pomeni deterministi¢nega
oz. primarnega) sistema, za katerega je resitev enostavno izrac¢unljiva. Nato se v ta eno-
stavnejsi sistem vnese motnjo (perturbacijo). Na ta nacin se fizikalne koli¢ine (npr. vektor
reSitve primarnega problema p, ki v mehaniki trdnin obi¢ajno predstavlja prostostne sto-
pnje - pomike in zasuke vozlis¢ konénih elementov) ob predpostavki zveznosti sistema
lahko izrazijo kot popravki enostavnega sistema. V perturbacijski metodi se popravke

izrazi z metodo aproksimacije z razvojem odziva v Taylorjevo vrsto.

Pri perturbacijski metodi nas torej ne zanima le deterministi¢na resitev vektorjev p in hy,
temvec iSCemo razvoj vektorjev reSitve v Taylorjevo vrsto okrog pricakovanih vrednosti
spremenljivk, katerih vpliv na odziv sistema nas zanima. V metodi stohasti¢nih konc¢nih

elementov so to slucajne spremenljivke &,

S1 S2 SM 1

p(517527-'-7£M) = Z Z Z m

11=012=0 =0
all+l2+-..+l]\/[p

" Aell Al 1
0611085 .0}

(6 - )" (62— °&)" ... (€ — "6ar)™

& =%,
i=1,..,

(2.57)

S1 2 SM 1

hg(€1752,..-,§M) = Z Z Z m

11=012=0 =0
i +lo+... 4+l
8 h,

: m (& - 051)l1 (& — 052)12 (- 05M)lM :

& =%,
i=

LS}

(2.58)

kjer je s; red razvoja v vrsto za i-ti parameter in M Stevilo parametrov, za katere nas
zanima odziv konstrukcije oz. sistema v odvisnosti od tega parametra. V okviru me-
tode stohasti¢nih kon¢nih elementov predstavlja M Stevilo ¢lenov K-L dekompozicije. V
primeru Gaussovega stohasti¢nega polja, ki smo ga privzeli v disertaciji, je § = 0 in
bi se zato iz zgornjih izrazov lahko odstranili, vendar smo jih kljub temu pustili v iz-
razih z namenom, da je postopek primeren tudi za druge verjetnostne porazdelitve ali
nestohasti¢ne spremenljivke. Enac¢be in namre¢ veljajo tudi za sploSen, de-
terministicen mehanski problem - v tem primeru so &, &, ..., &y poljubni parametri, za

katere nas zanima vpliv spremembe teh parametrov na odziv konstrukcije. Zaradi boljse
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preglednosti, zapiSimo izraza (2.57)) in (2.58]) v bolj splosni obliki

S1 S2 SM

P(ELEoennbar) = D Do Y. Pratyeiy (61— °6)" (€ - &) (€ar — )™,

11=012=0 Iar=0
(2.59)

S1 S2 SM

by (6,620 60) = D Do > By, (6 -6)" (&= °6)" . (&ar — €)™,

11=013=0  Iy=0

(2.60)

kjer so pi1,..1,, in h koeficienti razvoja v Taylorjevo vrsto. Priporocilo o izbiri

gsl1la...lny
ustreznega reda, do katerega se vrsto razvije, je odvisno predvsem od nelinearnosti pro-

katerem je odziv dovolj natan¢no opisan. Zato je red, do katerega bi bilo potrebno raz-
viti Taylorjevo vrsto za izpolnitev Zelene natan¢nosti, odvisen od narave in nelinearnosti

posameznega problema. Bolj kot je problem nelinearen, ve¢ ¢lenov vrste je potrebnih.

Prednosti razvoja odziva v vrsto, izrazeno kot funkcijo sluc¢ajnih spremenljivk, sta pred-
vsem dve. Prva je, da je metoda, ne glede na uporabljeno tehniko izra¢una koeficientov
vrste, znatno cenejSa v primerjavi z metodo Monte Carlo. Druga pomembna prednost
pa je, da je rezultat polinom, pri katerem so sluc¢ajne spremenljivke izrazene simbolno,
kar omogoca enostavno analizo narave polinoma. Glavna slabost perturbacijske metode
je, da je primerna le za zvezen odziv sistema in ne zmore zajeti diskretnih dogodkov.
Kar pomeni, da ce je npr. v primeru uklonske analize rezultat deterministicnega sistema
globalni uklon konstrukcije, bo perturbacijska metoda opisala odziv konstrukcije za spre-
membe slucajnih spremenljivk v smislu globalnega uklona, v resnici pa bi pri dolocenih
vrednostih slucajnih spremenljivk lahko prislo prej do lokalnega uklona kot globalnega.
Druga slabost je, da nam tudi ob predpostavki zveznega odziva sistema da odgovor o
obnaSanju odziva dovolj natan¢no le na doloc¢enem obmocju v okolici tocke, okrog katere
smo razvili Taylorjevo vrsto, medtem ko se iz dobljene vrste ne da z gotovostjo oceniti
odziva za vrednosti stohasti¢nih spremenljivk, ki so dale¢ od pri¢akovanih. Vendar, kljub
navedenim slabostim metode, ostaja perturbacijska metoda ena bolj priljubljenih in po-
gosto uporabljenih metod. Ob upostevanju njenih omejitev so rezultati te metode dokaj

natan¢ni (pricakovane vrednosti in variance odziva) in numeri¢no uéinkoviti.

V naslednjih poglavjih so predstavljene tri moznosti za izrac¢un koeficientov py,;, 1,,: sim-
bolna obcutljivostna analiza, analiticna obcutljivostna analiza in metoda koncénih diferenc.
Simbolna obcutljivostna analiza spada v kategorijo semi-analiticnih resitev primarnega
problema (Iokamidis, 1992, Tokamidis, 1993, Zhiming in Jianming, 1998, Pavlovi¢, 2003,
Korelc, 2011). Ta metoda uporabi programsko okolje, ki omogo¢a simbolno ra¢unanje. Na
ta nacin se razvoj v vrsto izracuna med samim resevanjem problema po metodi kon¢nih

elementov in sicer tekom izvajanja programa znotraj Newton-Raphsonovih iteracij. Zato
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je metoda lahko direktno aplicirana za poljuben red vrste.

ey o 1es . . W+lo+otiyig . gltlattlimh .
Analiticna ob¢utljivostna analiza racuna odvode £ b 2 (enacbe
ot pel2  petm pellpel2  pelm
€1 085" 08y 081" 085" .. 08 i

(2.57) in (2.58))). Dobljene odvode je nato za izra¢un ¢lenov vrste potrebno pomnoziti z

lev' Pri tej metodi je, za razliko od simbolne obcutljivostne analize, kot je prikazano
1:2thbpgt

v naslednjem poglavju, potrebno predhodno izpeljati ustrezne izraze in jih vnesti v kodo

za koncne elemente. Metodo odlikuje visoka numeri¢na uc¢inkovitost.

JlitletHyp .

Metoda koncnih diferenc je numeri¢na metoda, ki izra¢una odvode PP in
1 2 VSM

plitlat +larp,
1 ~ls Al
€11 085> .08
Njena slabost je tudi numeri¢na neucinkovitost.

in je popolnoma splosna, vendar nestabilna in zato nezanesljiva metoda.

2.3.1 Analiti¢na obcutljivostna analiza

Ob¢utljivostna analiza is¢e odvode (poljubnega reda) vektorjev resitve po izbranih ob-
¢utljivostnih parametrih & = {&}, i = 1,2,..., M. Za iskane odvode se uporablja tudi
izraz obcutljivosti. V splosnem je lahko predmet proucevanja obcutljivosti lahko poljuben
funkcional odziva, npr. napetosti, deformacije, prostornina, pomiki ipd. Ker so funk-
cionali odziva odvisni od vektorjev resitve p in hy, je zato potrebno najprej izracunati
obcutljivosti vektorjev resitve.

Za izra¢un odvodov vektorjev reSitve je potrebno odvajati osnovne enacbe (2.56) po

olitHa+. .+l

11 Aol Tar -
061 06" .26 1 . L . .
ljubne primere, privzamemo da obcutljivostni parametri v ena¢bah rezidualov lahko na-

Ker zelimo, da je avtomatizacija obcutljivostne analize uporabna za po-

stopajo eksplicitno in/ali implicitno, zato osnovne rezidualne enacbe ¢asovno odvisnega

povezanega problema zapisemo kot

R(p(E,) 7h(£> 7pn<£) 7hn(£)7£) = 0,
Qg (Pe (&), (&), Pen (§) 1y (), &) =0, g =12, N, (2.61)

Enacne nato odvajamo po enem ali ve¢ parametrih &;, §;,... Po preureditvi dobimo linearen
sistem enach za izracun obcutljivosti vektorja p, ki je analogen lineariziranemu sistemu
enacb za primarni problem. Sledi izra¢un obcutljivosti vektorjev h, ki se izvede na nivoju
posameznega koncnega elementa. Celoten postopek obcutljivostne analize viSjega reda in

pristop z avtomatskim odvajanjem, razvit v okviru doktorske disertacije, je predstavljen
v poglavju [6

2.3.2 Simbolna obé¢utljivostna analiza

Pri simbolni obcutljivostni analizi se spremenljivke, okrog katerih zZelimo razviti odziv

konstrukcije v Taylorjevo vrsto, pusti v simbolni obliki. Zaradi tega je ta nacin reSevanja
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stohasti¢nih problemov mozen le ob uporabi programskih okolij, ki omogocajo simbolno
racunanje, to je npr. Mathematica. Prednost uporabe simbolnega sistema je, da je za
uporabnika vlozek, ki ga mora v primerjavi z opisom problema za primarno analizo dodati
v opis problema, da dobi razvoj resitve v Taylorjevo vrsto, zanemarljiv, dobljena reSitev
pa je analiti¢na. Glavna slabost simbolne ob¢utljivostne analize je, da je uporaba simbol-
nega sistema Casovno zelo potratna in obi¢ajni mehanski problemi zelo hitro prerastejo

zahtevnost, ki bi bila Se sprejemljiva za izracun problema v doglednem casu.

Bistvena razlika med analiti¢no in simbolno ob¢utljivostno analizo je, da se pri prvi odvaja
le rezidual za konvergirano resitev, medtem ko se pri slednji odvaja vse korake Newton-
Raphsonove iterativne zanke in je zato potrebno razviti v vrsto tudi tangentno matriko
K. Zato se bomo pri aplikaciji simbolne obcutljivostne analize omejili na najenostav-
nejse, numeri¢no najcenejse mehanske probleme: ¢asovno-neodvisne in nepovezane. Upo-
raba simbolne obc¢utljivostne analize nam bo sluzila predvsem za kontrolo izpeljane ADB

formulirane obcutljivostne analize.

Pri ¢asovno neodvisnih in nepovezanih problemih v rezidualni enacbi nastopa le iskani

vektor resitve p

R (p) = 0. (2.62)

V splosnem je ¢asovno-neodvisni nepovezani problem lahko nelinearen, bodisi zaradi ge-
ometrije problema ali zaradi materialnega modela. Zato se za reSevanje lahko uporabi
Newton-Raphsonova metoda. Pri simbolni obc¢utljivostni analizi se vektor reSitve v i-ti
Newton-Raphsonovi iteraciji p', tangentni operator K@ ter rezidual R izrazi v odvi-

snosti od spremenljivk &

K(z‘)(a) Ap(i)(a) R(Z’)(g) =0 (2.63)
A i)

KO (g) ;;Z_)((g (2.64)

p(i+1)<£) p(z)(£> +Ap(i)(i), (2.65)

kjer je Ap® inkrement vektorja resitve p v i-ti Newton-Raphsonovi iteraciji. Ker se

pri simbolni obc¢utljivostni analizi odvaja celotno Newton-Raphsonovo zanko, je potrebno
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razviti v vrsto vse koli¢ine, ki v Newton-Raphsonovi zanki nastopajo

S1 S2 SM

K(Z) (517€2a"'75M) = Z Z Z 1112 s (51 051)11 (527052)12---(€M*05M)IM7
11=012=0 l]w 0

RO (616 ) = 3 370 20 R, 4, (6-"6)" (6 °5)" - (6w — ")

11=012=0 Ip=0

S1 52 SM

p(i) (€182, &) = Z Z e Z Apl(zz,._lM (51 - 051)11 (52 - 052)12 e (fM - OfM)lM .

11=012=0 Iapr=0

(2.66)

Newton-Raphsonove iteracije se izvajajo dokler ni dosezena konvergenca vseh c¢lenov
(i)
Aplllz...l]\/j'

HAPZ(QQ._zMa =1, -~-75kH < &2. (2.67)

V Mathematici sta K in R izrazena z vrsto avtomatiéno, ¢im je kateri od vhodnih

parametrov izrazen z vrsto. Koeficienti ng loodyy I Rg lils..1y, SO 1zracunani v Gaussovih
tockah in se po pravilih Gaussove kvadrature pomnozuo z ustreznimi utezmi ter sestejejo
v prispevek koncénega elementa K61112 1, n Re lila.iy - Prispevki posameznih koncnih

elementov se nato s standardno proceduro formiranja seStejejo v globalne matrike in
vektorje koeficientov K() and R Ker sta K® in R® v obliki vrste, je tudi

A
izra¢unani Ap®” v obliki vrste.

I1la... Iy

Zaradi uporabe simbolnega algebrajskega sistema za racunanje z vrstami je za izvedbo
simbolna obcutljivostna analiza reSevanja linearnega sistema enach potrebno veliko Stevilo
operacij, zaradi ¢esar so rac¢unski ¢asi zelo dolgi. Obstaja tudi drugacen pristop, ki stevilo
operacij zmanjsa in s tem skrajSa racunski ¢as. Po tem postopku se koeficiente Apl(QQ‘_.lM

izra¢una z rekurzivno formulo

i I Iy

Z Z Z K Ap(i)

lila...1 — —r9)... —ra)?
r1=0rs=0 rap=0 12 tM (h=r1)(2=r2)...(Ln —7r)

except:ry=ro=--=rj=0

Kég...OApgzgz...lwf - _R(

il I

(2.68)
lk = 0, 1, ooy Sk

(%)

Ob tem velja opozoriti, da imajo koeficienti matrik K;7;

enako strukturo razprSenosti
kot matrika K@ ter da je v tem primeru potrebno izracunati le razcep (ki je draga
numeri¢na operacija) matrike Kézo)mo. Iz enachbe 1) je tudi razvidno, da koeficienti visjih

redov Apl(fg nimajo vpliva na koeficiente nizjih redov. Na podlagi te ugotovitve, se

2.y
lahko numeri¢no ué¢inkovitost e poveca, kot je prikazano na sliki[2.5] pri ¢emer se Newton-
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Raphsonovo zanko razdeli na dva dela. V prvem delu se isce reSitve nicelnih koeficientov
Poo..o- Ta del Newton-Raphsonove zanke je popolnoma numeric¢en in predstavljata reSitev
deterministi¢nega primarnega problema za pricakovane vrednosti slu¢ajnih parametrov
0f. Za regitev tega dela se torej lahko uporabi povsem numeri¢ne programe, kot je npr.

CDriver (ki je napisan v programskem jeziku C).

Po dosezeni konvergenci Newton-Raphsonovih iteracij za ni¢ni ¢len pgg.. o se pri¢ne drugi
del Newton-Raphsonove zanke. V tem delu se izvaja rekurzivno rac¢unanje preostalih
koeficientov vrste, kot prikazuje slika . V tem delu je potrebno uporabiti simbolni
algebrajski sistem, ki omogoca simbolno operiranje z vrstami. V ta namen se lahko upo-
rabi MDriver, ki je komplementaren modul CDriverju. MDriver je v celoti zapisan v
simbolnem jeziku programskega okolja Mathematica in ima enak input, strukturo podat-
kov in ukazni jezik kot CDriver. Avtomatski generator kode AceGen izvede avtomatsko
generacijo podprogramov za koné¢ne elemente za MDriver in CDriver iz istega simbolnega
opisa kon¢nega elementa (podrobnejsi opis AceGen-a in simbolno-numeri¢nega pristopa
je v poglavju . Ko je dosezena konvergenca vseh koeficientov, se pri¢ne izra¢un za

naslednji ¢asovni korak.

Lastnost Newton-Raphsonove procedure, da je kvadraticno konvergentna, velja tudi za
koeficiente razvoja v vrsto. To pomeni, da ko je enkrat dosezena konvergenca nic¢elnega
koeficienta pgo..0, se Stevilo pravilno izracunanih koeficientov vrste z vsako iteracijo pod-
voji. Kar pomeni, da je potrebno najve¢ ceiling <1og2 (1 + Zf\il sz>> iteracij. Funkcija
ceiling (z) = min {m € Z|m > z} izrac¢una najmanjse celo §tevilo ve¢je ali enako vrednosti

x.

2.3.3 Metoda koné¢nih diferenc

Tudi tretja predstavljena metoda, metoda konc¢nih diferenc, sluzi v doktorski disertaciji
predvsem za kontrolo pravilnosti rezultatov in primerjavo numeri¢ne uc¢inkovitosti. Zato
bo v tem poglavju predstavljena metoda konc¢nih diferenc kolikor je mogoce strnjeno.
Osnovne enacbe metode konc¢nih diferenc so izpeljane iz razvoja funkcije v Taylorjevo

vrsto. Prvi in drugi odvodi funkcije ve¢ spremenljivk f (z,y) se po tej metodi izra¢unajo

é’f(a:,y) f(x+h,y)—f(x—h,y) (?Qf(a:,y)7f(a:+h,y)—2f(a:,y)~|—f(a7—h,y)

ox 2h ’ ox? h? ’
*f(z,y) _ fx+hi,y+ho) = f(x—hi,y+ ho) — f(x 4+ hi,y —ha) + f(z — hi,y — hy)
oxdy 4hyhy '

(2.69)

Najvedja slabost metode konc¢nih diferenc je, da metoda ni stabilna. Razlog temu je,
da ima dva izvora napak: napaka metode zaradi zanemaritve visjih ¢lenov Taylorjeve

vrste in zaokrozitvena napaka, ki je posledica racunalniskega zapisa Stevil na omejeno
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Slika 2.5: Newton-Raphsonova procedura resevanja, prilagojena za reSevanje razvoja vek-
torja resitve v vrsto za ¢asovno neodvisne mehanske probleme.

Figure 2.5: Newton-Raphson solution procedure adjusted for power series solution to the
system of nonlinear equations.

natancnost v t.i. formatu plavajoce vejice. Medtem ko napaka zaradi zanemaritve ¢lenov
pada z manjSanjem h, se zaokrozitvena napaka z manjsanjem h povecuje. Posledi¢no
je ustrezen h potrebno izbrati zelo previdno, da se skupna napaka minimizira. Vendar
pa izbira optimalnega h, Se posebej pri kompleksnejsih funkcijah, ni tako preprosta in
jo je nemogoce doloc¢iti vnaprej. Zato je obicajno potrebnih nekaj iteracij, da se oceni
ustrezen h in doseze zeleno natantnost. Ce ob tem upostevamo, da v metodi konc¢nih
elementov vsak klic funkcije f(x,y) v izrazih pomeni izvedbo celotne primarne
analize, to pomeni, da je v vsaki iteraciji potrebno izvesti 2 do 4 primarne analize ter
to Stevilo pomnoziti s Stevilom iteracij, potrebnih da se oceni ustrezen h. Hitro postane
jasno, da je metoda, predvsem v primeru kompleksnih mehanskih problemov, zelo draga.
Za pocenitev ra¢unskega postopka metode konénih diferenc v disertaciji uporabljamo iz-
boljsano metodo konénih diferenc. V tej metodi se uporabi Riddersova implementacija
Richardsonove ekstrapolacije h — 0 ter Nevillovega algoritma, po katerem je vsak izra¢un
kon¢ne diference uporabljen hkrati za ekstrapolacijo vi§jega reda in ekstrapolacijo pred-
hodno izra¢unanih konénih diferenc, vendar tokrat z manjsim h. h se v vsaki iteraciji
manjsa. Z uporabo ekstrapolacije, ki je neprimerljivo numeri¢no uc¢inkovitejsa od celo-

tne primarne analize, se Stevilo potrebnih iteracij in posledi¢no numeri¢na ucinkovitost
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postopka praviloma izboljsa. Podrobnosti algoritma so podane v Press et al. (1988-92).

2.4 Metoda Monte Carlo za izra¢un statistike odziva konstrukcije

Metoda Monte Carlo je metoda, pri kateri se izvede veéje (poljubno) $tevilo simulacij.
V vsaki simulaciji se skladno z verjetnostno porazdelitvijo naklju¢nih spremenljivk gene-
rirajo naklju¢ne vrednosti teh spremenljivk. Nato se z uporabo teh vrednosti resi (de-
terministi¢ni) primarni problem in belezi zZeleni funkcional odziva (npr. pomik, plasti¢ne
deformacije, porabljeno energijo itd.). Iz mnozice resitev se nato s standardnimi statistic-
nimi metodami dolo¢i statistiko odziva. Prednost metode Monte Carlo je v tem, da je zelo
splosna in uporabna ne glede na naravo problema. Tudi natanc¢nost vseh novo razvitih
metod za izracun verjetnosti se zaradi tega obi¢ajno preverja prav z metodo Monte Carlo.
Slabost metode je, da rezultat, ne glede na to, koliko simulacij izvedemo, vedno vsebuje
nekaj negotovosti, saj zaradi nakljuc¢ne izbire parametrov ne moremo vedeti ali je bila
izbrana tipi¢na mnozica moznih vrednosti slu¢ajnih parametrov. V splosnem velja groba
ocena, da je natan¢nost metode Monte Carlo za vecje Stevilo simulacij proporcionalna

1/4/n, kjer je n Stevilo simulacij.

Za generiranje nakljuc¢nih Stevil se obicajno uporablja psevdo-nakljuc¢en generator na-
klju¢nih stevil (ang. pseudorandom number generator). Vefina programskih jezikov ima
generatorje naklju¢nih spremenljivk Ze vgrajene. Vrednosti, ki jih dobimo na ta nacin
niso povsem naklju¢ne, temvec¢ se po dolo¢enem algoritmu iz relativno majhne mnozice
zacetnih vrednosti generira zaporedje Stevil, ki aproksimirajo lastnosti slu¢ajnih spremen-
ljivk. Obstajajo tudi algoritmi, pri katerih so generirane spremenljivke Se blizje sluc¢ajnim,
vendar so numeri¢no bolj zahtevni. Za oceno ustreznosti generatorjev naklju¢nih stevil
obstajajo posebni testi. Eni najbolj znanih so naprimer t.i. “diehard testi”, ki jih je razvil
G. Marsaglia, 1995.

V splosnem so za simulacije Monte Carlo dovolj natan¢ni tudi generatorji psevdo-nakljuc-
nih Stevil, ki so numeri¢no ucinkovitejsi in $e vedno dovolj dober priblizek povsem na-
kljuénim spremenljivkam. V disertaciji so naklju¢ne spremenljivke za simulacije Monte
Carlo generirane po metodi “extended cellular automata”; ki je ena od vgrajenih metod
za generiranje psevdo-naklju¢nih Stevil v Mathematici in jo odlikuje visoka kvaliteta ge-
neriranih Stevil. Po tej metodi se generira vektor stanja dolzine 5120, ki ga skladno z
deterministi¢nim pravilom sestavljajo ni¢le in enice. Nov vektor stanja se nato dolo¢i na
podlagi vrednosti doloc¢enih sosednjih celic v prejsnjem vektorju stanja. Podmnozice celic
predstavljajo nakljucne bite, iz katerih se generirajo psevdonaklju¢na Stevila. Na ta nacin
obstaja dolocena korelacija med trenutno in petimi predhodnimi celicami. V praksi se
izkaze, da se ob sestavljanju psevdonaklju¢nih Stevil na nacin, da se v vektorju stanja
preskakuje po 4 celice (kar smo uporabili tudi pri generiranju naklju¢nih $tevil v diserta-

ciji), doseze visoko stopnjo kvalitete nakljuénosti generiranih $tevil, ki izpolnijo tudi zelo
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stroge teste nakljuc¢nosti.

Za metodo Monte Carlo v sploSnem velja: vec¢je kot je Stevilo simulacij, ve¢ja bo natanc-
nost izracunane statistike odziva. Kar pomeni, da je metoda numeri¢no precej draga, saj
n simulacij Monte Carlo pomeni izvedbo n primarnih analiz. Dobra stran pri tem je,
da so posamezne simulacije med seboj neodvisne in se racunski ¢as zato lahko skrajsa s
paralelnim izvajanjem analiz na ve¢ procesorjih. Ob tem je potrebno biti pozoren le na
to, kaksen algoritem uporablja program za generiranje naklju¢nih Stevil oz. za generiranje
semena, iz katerih se pri¢ne generiranje psevdo nakljucnih Stevil. V primeru, da bi se pri
paralelnih izra¢unih osnovnih $tevil, uporabilo isto seme, bi se namre¢ v teh izracunih
generirala identi¢no ista Stevila, kar bi posledi¢no pomenilo korelacijo med generiranimi

Stevili in rezultat ne bi imel Zelene nakljuc¢nosti.
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3 Hibridni simbolno-numericéni pristop

Kot pove ime, simbolno-numeri¢ni pristop predstavlja kombinacijo razli¢nih pristopov
in metod k reSevanju numeri¢nih problemov. Cilj kombiniranja razlicnih metod je, da
se uporabi prednosti vsake izmed kombiniranih metod, medtem ko se na podrocju, na
katerem je posamezna metoda Sibka, aplicira drugo metodo. Koné¢ni rezultat je zato boljsi
kot ¢e bi uporabili le eno izmed njih. V uporabljenem simbolno-numeri¢nem pristopu v

doktorski disertaciji smo kombinirali

e program za simbolno racunanje Mathematica,

e avtomatski generator programske kode z vgrajeno tehniko avtomatskega odvajanja

AceGen in

e okolje za numeri¢no modeliranje po metodi kon¢nih elementov AceFEM.

Program za simbolno racunanje (ang. computer algebra system) omogoca operiranje z
izrazi na simbolni ravni. V disertaciji je izbran program za simbolno racunanje Mathe-
matica (Mathematica 9.0). Glavna prednost programov za simbolno racunanje je, da
omogocajo simbolno izpeljavo in poenostavitev izrazov. Uporaba programa za simbolno
racunanje v metodi kon¢nih elementov tako omogoca zapis enacb in algoritma kon¢nega
elementa v zelo strnjeni in splosni obliki. Prednost tako kratkega in preglednega zapisa
enacb je tudi v tem, da je iskanje morebitnih napak zato veliko lazje. Slabost programov
za simbolno racunanje je, da so zaradi simbolnega zapisa funkcij izracuni v teh programih
zelo zahtevni, velikost izrazov pa eksponentno narasc¢a z naraScajo¢im Stevilom matema-
ti¢nih operacij (kot so npr. odvajanje, razlicne transformacije) in $tevilom prostostnih
stopenj. Zaradi tega so racunski Casi analiz lahko zelo dolgi in je izvedljivost analize
mehanskih problemov na simbolni ravni zato omejena le na matemati¢no enostavnejse
probleme z majhnim Stevilom kon¢nih elementov. Programi za simbolno ra¢unanje sicer
omogocajo tudi numeri¢ne operacije, vendar so kljub temu numeri¢no manj uc¢inkoviti v
primerjavi s programskimi jeziki kot sta na primer FORTRAN ali C. Na tem mestu se po-
kaze prednost hibridnega pristopa, ki s prevedbo simbolnega zapisa v poljubni programski

jezik omogoca, da se izkoristi prednosti obeh pristopov - simbolnega in numeri¢nega.

Povezavo med simbolno izpeljanimi ena¢bami in prevedbo enacb v izbrani programski
jezik omogoca avtomatski generator kode kon¢nih elementov AceGen (Korele, 2009b).
AceGen je programski paket, zdruzljiv s programom Mathematica. Uporabnik enac¢be

zapiSe v simbolni obliki. AceGen enac¢be nato prevede v izbran programski jezik. Tu se
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pokaze Se ena prednost AceGena, ki omogoca prevedbo simbolnega zapisa enac¢b v mnoge
programske jezike (C, C++, FORTRAN, Mathematica, Matlab), ne da bi bilo potrebno
v izvornem simbolnem zapisu karkoli spreminjati. Pri tem sta za numeri¢no u¢inkovitost
izpeljane kode pomembni predvsem dve tehniki, ki sta vgrajeni v AceGen: avtomatsko
odvajanje in simultana stohasti¢na poenostavitev numeri¢nih kod. Avtomatsko odvajanje
je numeri¢no zelo uc¢inkovita tehnika odvajanja, ki temelji na uporabi veriznega pravila in
je podrobneje predstavljena v poglavju 3.2} Simultana stohasticna poenostavitev nume-
ricnith kod je alternativa obicajnemu pristopu optimiranja izrazov, po katerem se izraze
optimira, tik preden se jih prevede v numeri¢ni jezik in sicer tako, da se iS¢e morebitne
enake clene ali dele ¢lenov v izrazih. Tak pristop se pri splosnem nelinearnem mehanskem

problemu namrec izkaze kot neucinkovit.

S tehniko simultane stohasti¢ne poenostavitve izrazov se enakost izrazov isce z izvrednote-
njem le-teh z uporabo naklju¢nih vrednosti posameznih spremenljivk med samo izpeljavo
izrazov (Korelc, 1997). Delom izrazov, ki se v razli¢nih izrazih ponavljajo, se nato av-
tomatsko dodeli nove pomozne spremenljivke, kot je prikazano na sliki Izkaze se,
da je simultana stohasti¢na poenostavitev numeri¢nih kod ucinkovita in primerna tudi
za bolj kompleksne, nelinearne probleme. Po konc¢ani optimizaciji izraza ima uporabnik
omogoceno svobodno manipuliranje z optimiranim izrazom, ki ga izpelje AceGen. Re-
zultat vseh omenjenih tehnik, vgrajenih v AceGen, je uspesno manjSanje problema rasti
programske kode in izboljSanje numeri¢ne ucinkovitosti izpeljane in prevedene program-
ske kode. Shema uporabljenega hibridno simbolno-numeri¢nega pristopa k avtomatizaciji

stohasti¢ne metode kon¢nih elementov je predstavljena na sliki [3.2]

Podoben pristop, ki je v praksi pogosto uporabljen, je hibridni objektno-orientiran pristop
(Eyheramendy in Zimmermann, 1999, Beall in Shephard, 1999, Logg, 2007).

3.1 Uporaba AceGen-a v metodi kon¢nih elementov.

V splognem so inZenirski problemi opisani s skupkom diferencialnih ali integralnih enacb.
Ob predpostavki poljubnih domen je direktna analiti¢na reSitev le-teh celo ob enostav-
nejsih konstitutivnih zakonih materialov neizracunljiva. Zato se za reSevanje enach, ki
opisujejo inzenirske probleme, obi¢ajno uporablja numeri¢ne metode. Najpogosteje upo-
rabljena metoda v reSevanju inZenirskih problemov je metoda kon¢nih elementov. Metoda
kon¢nih elementov je variacijska metoda, po kateri se zvezni problem diskretizira in nato
z ustreznimi matemati¢nimi postopki pretvori v sistem nelinearnih algebrajskih enacb, ki
se jih lahko nato resi s standardnimi metodami, npr. Newton-Raphsonovo metodo. Opis

metode kon¢nih elementov za analizo mehanskih problemov je bil podan v poglavju [2.2]

AceGen je zasnovan tako, da je primeren tako za generiranje poljubnih programskih kod,

definiranih s strani uporabnika, kot za generiranje kode za uporabo v metodi konc¢nih
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Slika 3.1: Simultana stohasti¢na poenostavitev izrazov, vgrajena v AceGen.
Figure 3.1: Simultaneous optimization of the expressions that is built in AceGen.

elementov. V primeru, da se kodo generira za uporabo v metodi kon¢nih elementov,
AceGen izpeljano kodo kon¢nega elementa prilagodi zahtevam okolja za kon¢ne elemente,
v katerem bo generirana koda kon¢nega elementa uporabljena (npr. AceFEM (Korelc,
2009¢), ABAQUS, ELFEN, FEAP). Ob tem ni potrebno v izvorni simbolni kodi kon¢nega

elementa nicesar spreminjati.

Za reSevanje problemov z metodo kon¢nih elementov ima AceGen pripravljene standar-
dne podprograme s privzetimi imeni in argumenti. To so npr. podprogram za izracun
tangentne matrike in reziduala, podprogram za postprocesiranje, podprograma za izracun
obcutljivosti neodvisnega in odvisnih vektorjev resitve, podprogram za izvedbo poljubne
naloge, ki zahteva izvedbo standarne procedure sestavljanja matrik na globalnem nivoju
(ang. assembly procedure) itd. V doktorski disertaciji smo za diskretizacijo stohasti¢nega
polja uporabili zadnjo moznost. Za izracun statistike odziva konstrukcije, smo za simula-
cije Monte Carlo, kjer je bilo to potrebno, ustrezno razsirili oz. prilagodili podprogram za
izracun tangentne matrike in reziduala. Za perturbacijsko metodo smo morali ustrezno

definirati podprograma, ki sta prilagojena za izra¢un obcutljivostne analize.

Ker je AceGen uporabljen za definiranje in generiranje programskih kod, ki so razvite v
okviru te disertacije in so deli posameznih kod v kasnejsih poglavjih tudi predstavljeni,
je prav, da se predstavi standardno proceduro za generiranje kode v Ace(GGenu. AceGen
je dodatni programski paket Mathematice, zato uporablja jezik Mathematice, razsirjen

z dodatnimi ukazi, ki imajo predpono SMS ter dodatnimi operatorji (-, -, = in =),
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Slika 3.2: Hibridni simbolno-numeric¢ni pristop k avtomatizaciji metode stohasti¢nih kond-
nih elementov.

Figure 3.2: Hybrid symbolic-numeric approach to automation of stochastic finite element
method.

ki spremenljivki priredijo vrednost in nadomescajo standardni operator Mathematice =.
Standardna procedura za generiranje kode konc¢nega elementa v AceGenu je sestavljena

iz naslednjih korakov

o SMSInitialize - znotraj tega ukaza se poda ime kode generiranega koncnega ele-

menta, v katerem jeziku naj bo generiran in za katero programsko okolje.

e SMSTemplate - tu se poda glavne karakteristike kon¢nega elementa (Stevilo vozlis¢,
topologija, katere vhodne parametre je potrebno podati in njihove privzete vrednosti

ipd.) ter pravila za simbolno-numeri¢ni vmesnik.

o SMSStandardModule - definira zacetek standardnega podprograma s privzetim stan-
dardnim imenom in argumenti. Posamezen element ima lahko ve¢ razli¢nih stan-

dardnih podprogramov, ki se jih poda enega za drugim, v poljubnem vrstnem redu.

e SMSWrite - ukaz, ki AceGenu sporoci, da je vhodna datoteka za koncni element

zakljucena in zaCne generiranje datoteke s kodo konc¢nega elementa.
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Posamezni deli procedure si morajo slediti v vrstnem redu, kot je predstavljen v zgornjih

alinejah.

3.2 Avtomatsko odvajanje

Avtomatsko odvajanje je alternativa numeri¢nemu in simbolnemu odvajanju. Avtomatsko
odvajanje je zasnovano na dejstvu, da vsak racunalniski program izvaja zaporedje elemen-
tarnih aritmeti¢nih operacij (seStevanje, odstevanje, mnoZenje...) in elementarnih funkeij
(log, sin, cos...). Posledi¢no se odvodi izra¢unajo avtomatsko, s ponavljajo¢o uporabo
veriznega pravila na te operacije, dobljene vrednosti pa so analiti¢ne, to¢ne do natan¢no-
sti ra¢unalniskega zapisa $tevil (Griewank, 2000). Da se tehniko avtomatskega odvajanja
lahko uporabi za izpeljavo kon¢nih elementov, jo je potrebno razsiriti z dodatnimi ope-
ratorji, ki jih imenujemo izjeme avtomatskega odvajanja. Pristop, kjer bomo probleme
opisali z uporabo avtomatskega odvajanja bomo imenovali na avtomatskem odvajanju ba-
ziran opis problema. Zanj bomo v nadaljevanju uporabljali okrajSsavo ADB opis, ki izhaja
iz angleskega izraza “automatic differentiation based”. Na tem mestu bomo predstavili

kratek povzetek ADB pristopa, podrobnejsi opis je podal Korelc (2009a).

Odvajanje poljubne funkcije f po mnozici medsebojno neodvisnih spremenljivk a z upo-
rabo tehnike avtomatskega odvajanja oznacimo z
df(a)

Vf:= 5@ (3.1)

Z operatorjem 5(0)/5(-) opiSemo, da je za odvajanje funkcije f po spremenljivkah a

uporabljena tehnika avtomatskega odvajanja.

Obstajata dve moznosti avtomatskega odvajanja: “forward” in “backward” nac¢in. Prikaz
obeh moZnosti avtomatskega odvajanja si poglejmo na naslednjem primeru (povzeto po

zapiskih semi-plenarnega predavanja Korele, 2012). Imamo funkcijo f

f = bC, (32)

b= \ a; in (3.3)
i=1

¢ = sin(b), (3.4)

kjer so a; neodvisne spremenljivke. “Forward” nac¢in akumulira odvode vmesnih spremen-
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ljivk po neodvisnih spremenljivkah

Vb = {5{2} = {2a,}, 1=1,2,....n, (3.5)
de :
Ve = T (= {cos(b)Vb;}, i=1,2,...,n, (3.6)
df :
Vf = da = {VbZC—FbVCl}, 1= 1,2,...,”. (37)
“Backward” nacin avtomatskega odvajanja propagira pridruzene spremenljivke & = %7 ki
so odvodi kon¢nih vrednosti po vmesnih spremenljivkah
_df
=2 =1 1 .
f df Y ’ (3 8)
__df _df 5 ¢
= — = — = b ]. .
=t = f=bf. ENEE)
- df of dc _ - _
b—%——bf—i—%C—cf—i—cos(b)c, 1, (310)
db - -
Vf={a}= {d b} = {2a;b}, i=1,2,..,n. (3.11)
a;

Pri odvajanju N skalarnih funkcij F = {f;,i = 1,..., N} po M neodvisnih spremenljivkah
a={aj,j=1,..., M} je numeri¢na ucinkovitost “forward” nacina v splosnem sorazmerna,
s Stevilom neodvisnih spremenljivk M, medtem ko je “backward” nac¢in sorazmeren s Ste-
vilom funkcij N. V primerih, ko je stevilo funkcij majhno, je “backward” nacin superioren
nad “forward” nac¢inom. Njegova slabost je le, da potrebuje potencialno ve¢ prostora za
shranjevanje vmesnih podatkov med izvrednotenjem funkcije, ki je lahko enako Stevilu iz-
vedenih numeri¢nih operacij. Za ucinkovito uporabo avtomatskega odvajanja je zazeleno,
da je mozna uporaba obeh nac¢inov. AceGen omogoca uporabo obeh nacinov, pri ¢emer v
posameznem klicu procedure avtomatskega odvajanja samodejno izbere nacin odvajanja

glede na razmerje Stevila funkcij in spremenljivk.

Kot je bilo ze predstavljeno, je tehniko avtomatskega odvajanja za uporabo v metodi
kon¢nih elementov potrebno razsiriti z dodatnimi operatorji, ki jih imenujemo izjeme
avtomatskega odvajanja. V nadaljevanju so predstavljeni formalizmi za vpeljavo razli¢nih
tipov izjem in razli¢nih nac¢inov vpeljave izjem, lokalno in globalno definiranih (povzeto po
Korelc, 2009a). Vpeljavo lokalno definirane izjeme k proceduri avtomatskega odvajanja

oznaéimo 7z

Vf:.= M , (3.12)
d(a) Db)
D(a)

kjer je f poljubna funkcija, a je mnozica medsebojno neodvisnih spremenljivk, b je mno-

zica medsebojno neodvisnih vmesnih spremenljivk, ki so del izvrednotenja funkcije f, G je
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mnozica poljubnih funkcij, odvisnih od a, tako da je b := G(a), in M je poljubna matrika.

Izjema % = M definira, da je odvod poljubne mnozice medsebojno neodvisnih vme-
snih spremenljivk b po neodvisnih spremenljivkah a (ne glede na dejansko medsebojno

odvisnost ali neodvisnost teh spremenljivk) enak matriki M.

V primeru, da za odvajanje funkcije f po a ni definirana nobena izjema, je rezultat

procedure avtomatskega odvajanja enak parcialnemu odvodu f po a

fa) _df(a)

AEREION (3.13)

Loc¢imo §tiri osnovne tipe izjem avtomatskega odvajanja, ki so prikazane v preglednici
B.1l Tip A je predstavljen Ze v enacbi (3.12). Uporaba tega tipa izjeme avtomatskega
odvajanja je lahko numeri¢no ugodna tudi v primeru, ko odvisnost b od a dejansko
obstaja, vendar se na ta nacin izognemo racunanju odvodov b po a preko veriznega
pravila. Tipi izjem B, C in D predstavljajo posebne primere izjeme tipa A. Tip izjeme
B se uporabi, ko v algoritmu programske kode sicer obstaja odvisnost b od a, vendar se
zahteva, da se med proceduro avtomatskega odvajanja te odvisnosti ne uposteva. Ta tip
izjeme pride v mehanskih problemih v postev npr. ko je namesto totalne variacije potrebno
izvrednotiti poljubno variacijo obravnavane koli¢ine. Tip izjeme C pride v postev, ko v
algoritmu ne obstaja odvisnost b od a, vendar iz formulacije problema sledi, da obstajajo
(obi¢ajno implicitne) odvisnosti, ki jih je pri odvajanju potrebno upostevati. Izjemo tipa
A se lahko tudi posplosi. Naj bo ¢ mnozica vmesnih spremenljivk, ki so del izvrednotenja
funkcije f, tako da je b := G(c) in H mnozica poljubnih funkcij, odvisnih od a, tako da je
c := H(a). Na ta nacin se v veriznem pravilu lahko naredi most, ki premosti viesno pot
med b in c. Verizno pravilo, ki povezuje ¢ z a se nato propagira avtomatsko s proceduro

avtomatskega odvajanja.

Izjema avtomatskega odvajanja, ki se tice mnozice vmesnih spremenljivk b je lahko vpe-

ljana na dva nacina:

e Lokalna definicija izjeme: izjema (ena ali vec) je definirana neposredno na mestu,
kjer se pokli¢e proceduro avtomatskega odvajanja, kot je prikazano v (3.12)) in v
srednjem stolpcu v preglednici

e Globalna definicija izjeme: podatek o izjemi avtomatskega odvajanja, ki se tice
mnozice vmesnih spremenljivk b se poda v algoritmu na mestu, kjer je mnozica

vmesnih spremenljivk b vpeljana, kar za sploSen primer lahko zapisemo

b = G(a) |D(b)—M
R D(a)
Vf:i= 0/(a,bla)) (3.14)
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in je za posamezne tipe izjem prikazana v desnem stolpcu v preglednici

Preglednica 3.1: Tipi¢ne izjeme avtomatskega odvajanja.
Table 3.1: Typical automatic differentiation exceptions.

tip Lokalna definicija Globalna definicija
izjeme izjeme izjeme
- Sf(a,b(a)) b:= G(a)|D b
A Via= ==5"|pwm) (b)
" o 3 ( Db(;)))
Via= 50
._ df(ab(a)) b:= G(a
B Viei= T o @low,
) _ $f(ab(a)
Vie: 5(a)
of(a,b) b:= G(a)|D b
C Vic:= == ’D(b) (®)
o(a) D) =M . li)(a)
Ve m f(g(,a)(a))
Uy = Hlable) c:=Hla)
D)™™ b= G(c)|pw)
D(c) —

Izbira med enim in drugim nac¢inom vpeljave izjem je odvisna od posameznega primera.
V splosnem je bolj prikladna uporaba globalnih definicij izjem, $e posebej, ko imamo
opravka s kompleksnejSimi racunskimi modeli, v katerih je med izvajanjem algoritma

potrebno veckrat ra¢unati odvode.
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4 Avtomatizacija diskretizacije stohastic-

nega polja

4.1 Stohasti¢ni konéni elementi

V okviru doktorske disertacije je bila razvita avtomatizacija postopka diskretizacije sto-
hasti¢nega polja v K-L vrsto, predstavljenega v poglavju 2.1l V ta namen smo razvili
stohasticne koncne elemente. Koda stohasticnega konc¢nega elementa je sestavljena iz
treh podprogramov:

e podprogram za izracun prispevka posameznega stohasticnega koncnega elementa h
globalni matriki oblikovnih funkciy N

e podprogram za izracun prispevka posameznega stohasticnega koncénega elementa h
globalni kovariancni matriki C

e podprogram za izracun integrala produkta dveh lastnih funkcij (leva stran enacbe

29))

Procedura avtomatizacije diskretizacije stohasticnega polja v KL vrsto je prikazana na
sliki .11

DISKRETIZACIJA STOHASTICNEGA POLJA

Diskretizacija domene D z Dy poddomenami

Definicija 2xN-vozli§¢nih stohasti¢nih kon¢nih elementov
Izrac¢un matrik C in N

Resitev posploSenega problema lastnih vrednosti Cf = ANf
Normiranje lastnih funkcij f

0(%.0)= ()« 22 4 (%) (o)

Slika 4.1: Procedura avtomatizacije diskretizacije stohasti¢nega polja.
Figure 4.1: Procedure of automation of stochastic field discretization.
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Glavni problem, ki ga je bilo potrebno resiti v procesu formulacije stohasti¢nih kon¢nih
elementov je izracun prispevka posameznega stohasti¢nega kon¢nega elementa h kova-
rian¢ni matriki C, saj je v tem izracunu potrebno poznati razdaljo med posameznimi
elementi. Klasi¢no formulirani kon¢ni elementi informacije o koordinatah preostalih ele-
mentov ne vsebujejo, zato bi, ¢e bi zeleli resiti problem na ta nacin, morali izvesti temeljne
posege v okolje za kon¢ne elemente. Temu smo se zeleli izogniti in problem resiti tako, da
je resitev primerna in uporabna v poljubnem standardnem okolju za konc¢ne elemente, ki
omogoca odprto kodo kon¢nih elementov. Tako se nam je porodila ideja definicije novih
kon¢nih elementov po naslednjem postopku. Najprej smo fizikalno domeno D razdelili na
np poddomen, kot je prikazano na sliki

D =] Ds (4.1)

D D, D,D; ...

Py
o/

Slika 4.2: Razdelitev fizikalne domene D na np poddomen.
Figure 4.2: Discretization of physical domain D into np subdomains.

V naslednjem koraku se vsaka poddomena Dy, k = 1,2,...,np kombinira z vsako posame-
zno poddomeno D; € Dl = k,k+1,...,np, vkljuéno s samo sabo. Vsaka izmed kombinacij
dveh poddomen predstavlja 2x N-vozliséni stohastiéni koncéni element. Primer takega sto-
hasti¢nega konc¢nega elementa za dvodimenzionalno domeno D, diskretizirano z linearnimi

Stirivozlisénimi elementi je prikazan na sliki[4.3]

V primeru, da je polje nizko korelirano in se kovarianc¢na funkcija poenostavi tako da se
uposteva le do neke omejene razdalje med elementi, ki jo ozna¢imo z l.¢ (kar je podrobneje
razlozeno kasneje v poglavju , se vsako izmed poddomen kombinira le s poddomenami,

ki so od domene D), oddaljene manj ali enako od l.g, kot je prikazano na sliki

Po obi¢ajnem postopku, ki se uporablja v metodi kon¢nih elementov, se nato koli¢ine oz.
prispevki posameznih stohasti¢nih kon¢nih elementov izra¢unajo na referen¢nih koncénih
elementih. Referen¢na konc¢na elementa, na katerih se izraCuna prispevke, sta oblike
kvadrata z dolzino stranice 2, kot je prikazano na sliki[4.5] Za prerac¢unavanje koli¢in med

globalnim in referen¢nim koordinatnim sistemom se uporabi izoparametri¢na preslikava.
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2x4-vozli§¢ni stohasti¢ni koncni element:
8 7
D,
D,

Dy, 5 6

4 3

D D,
1 2

Slika 4.3: Diskretizacija dvodimenzionalne domene D in formulacija 2x4-vozlis¢nih sto-
hasti¢nih kon¢nih elementov.

Figure 4.3: Discretization of twodimensional domain D and formulation of 2x4-noded
stochastic finite elements.

2x4-vozliséni stohasti¢ni konéni element:
— 8 7
-
/B \\ 5
|
Dy J 5 6
i 4 3
D Dy
1 2

Slika 4.4: Diskretizacija dvodimenzionalne domene D in formulacija 2x4-vozliS¢nih sto-
hasti¢nih konc¢nih elementov na razdalji l.4, z upoStevanjem simetrije problema.
Figure 4.4: Discretization of two-dimensional domain D and formulation of 2x4-noded
stochastic finite elements on [z region with consideration of problem simmetry.

Ker originalni in referenc¢ni koncni element v splosnem nista enake oblike in dimenzij, je
potrebno koli¢ine, izrac¢unane v referenénem koordinatnem sistemu, pri prevedbi v globalni

koordinatni sistem pomnoziti z determinanto Jakobijeve matrike preslikave.

Prispevek posameznega stohasticnega kon¢nega elementa h globalni kovarian¢ni matriki
C in matriki oblikovnih funkcij N se znotraj stohasti¢nega konc¢nega elementa izracuna z

uporabo numeric¢ne integracije

Ng Ng

Co o= 0> wewnCY, (4.2)

g=1h=1

)

Ng
N& = ng]vgj, (4.3)
g=1
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s 7 (-1,1) (1,1)
,
3 % (-1,-1) (1-1)
2

(-1,1) (1,1)
m,
1
Y, 3
. 1- 1-1

Slika 4.5: Izoparametri¢na preslikava iz globalnega v referenc¢ni koordinatni sistem za
primer dvodimenzionalnega, 2x4-vozliS¢nega stohasti¢nega konc¢nega elementa.

Figure 4.5: Isoparametric mapping from global to reference coordinate system for two-
dimensional 2x4-noded stochastic finite element.

kjer je N, Stevilo integracijskih tock, w, in wy, sta utezi Gaussovih integracijskih tock g
in h ter C’fjh in N}, sta prispevka k matrikama C in N, izracunana v Gaussovih tockah po

enacbi

Cf = Jedho®C (X Xa) N; (X,) N (X3)
NG = JN(X,) N (), (44)

kjer sta J, in J; determinanti Jacobijeve matrike preslikave referenc¢nih koordinat &, m
oz. &3, m2 v globalni koordinatni sistem. Racunanje prispevka Cf’]h se izvede po vseh
stohasti¢nih kon¢nih elementih, medtem ko se izrac¢un prispevka ij izvede le, Ce sta
indeksa k-te in [-te domene, ki sta kombinirani v stohasti¢nem kon¢nem elementu (Dy in
D,), enaka. Razlog je v tem, da je za izra¢un matrike N potrebno izrac¢unati le enojni
integral produktov oblikovnih funkcij. Integral je sicer potrebno izvesti preko celotne
domene, vendar so oblikovne funkcije v metodi kon¢nih elementov definirane tako, da so
le lokalno razli¢ne od ni¢ (npr. oblikovna funkcija NV; je razli¢na od ni¢ le v poddomenah,
ki se stikujejo v vozlis¢u i), zato je produkt dveh oblikovnih funkcij N;(X,) in N;(X),)
razlicen od nic¢ le v primeru, da vozliséi ¢ in j pripadata isti poddomeni. Potrebno je torej
narediti zanko, ki gre le po vsaki poddomeni enkrat. Zato se, da se izognemo veckratnemu
integriranju po isti domeni, izra¢un prispevka Nf’j izvede le, ¢e sta v stohasti¢nem elementu

kombinirani isti poddomeni (Dy = D).
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Globalni matriki C in N sta nato formirani s standardno proceduro sestavljanja po kond-

nih elementih

c = (Jo, (4.5)

N = [N (4.6)

Ob tem je potrebno dodati Se eno opombo. Lastnost, da je matrika C simetri¢na, smo
izkoristili za izboljSanje numeri¢ne uc¢inkovitosti, se pravi da se sestavi le zgornja trikotna
matrika C in N. Ker so domene Dy in D; kombinirane po vnaprej dolo¢enem zaporedju
(k=1,2,...,np, l = k,k+ 1,np), je bilo v okviru formulacije kode za proceduro sesta-
vljanja prispevkov C;; posameznih stohasti¢nih elementov v globalno matriko potrebno
upostevati, da se ob upostevanju simetri¢nosti matrike sestavlja le zgornji trikotnik ma-
trike. Indeks ¢ naredi namre¢ zanko po vozlis¢ih domene Dy, indeks j pa po vozlis¢ih
domene D;. IzraCunani prispevek Cf; se v tem primeru namesto po izrazu 1} izracu-

najo po izrazu

o Y 2 i=jArk#I
Ce = E E W, W aC’gh; a = N 4.7
Y g=1h=1 s { L sicer 4D

Ce (j<i)n(k#1), shrani Cj; na mesto C5;

Izra¢unani prispevek ijh je zaradi vnaprej dolo¢enega vrstnega reda domen Dy in D
potrebno pristeti k C7; v primeru da je indeks j manjsi od indeksa ¢ in da domeni Dy, in
D, nista isti (k # 1), saj se pri simetri¢ni tangenti sestavlja le zgornji trikotnik tangentne
matrike in se tega prispevka sicer ne bi upostevalo. Druga posebnost, ki jo je potrebno
uposStevati ob simetri¢ni tangenti, pa je, da v primeru, ko domeni D; in D; nista isti
(k # 1), imata pa skupno vozlis¢e (v tem primeru i = j), je prispevek (zopet zaradi
vnaprej dolocenega vrstnega reda indeksov kombinacij domen Dj in D;, ker se indeksa
ne zamenjata) potrebno upostevati dvakrat, saj bi se sicer izgubil del prispevka, ki bi ga

imela kombinacija domene D; — Dy, (in je zaradi ¢ = j enak, od tu faktor 2).

Ko sta globalni matriki N in C sestavljeni, sledi izra¢un lastnih vrednosti in lastnih funk-
cij. Ta izracun je opravljen v Mathematici, ki ima vgrajen algoritem rac¢unanja problema
lastnih vrednosti in vektorjev in omogoca tudi nekaj dodatnih opcij za izboljSanje nume-
ri¢ne u¢inkovitosti in natan¢nosti, npr. Arnoldijev algoritem, ki v primeru, da nas zanima
le majhno Stevilo ¢lenov K-L vrste in je matrika C razprSena in pozitivno definitna, reSeva-
nje problema lastnih vrednosti ob¢utno poceni. Na tem mestu morda ni odve¢ opomniti,
da so vrednosti dobljenih lastnih vektorjev zaradi narave oblikovnih funkcij, ki imajo vre-

dnost 1 v enem vozlis¢u in 0 v vseh ostalih, ravno vrednosti (sicer $e nenormiranih) lastnih
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funkeij v vozlis¢ih (enacba (2.25))).

Izra¢unani lastni vektorji oz. lastne funkcije so v sploSnem nenormirane, saj je njihova
norma izbrana avtomati¢no s strani numeri¢ne knjiznice. Lastne funkcije je zato potrebno
normirati skladno z enatbo (2.9). Tretji podprogram stohasti¢nega kon¢nega elementa

izracuna prispevek posameznih elementov k izracunu integrala

Iy = f 11(X) fi(X)dX. (4.8)
D
Zaradi ortogonalnosti lastnih funkcij je potrebno kombinirati le produkt lastnih funkcij z
istim indeksom.

Za integriranje kot obi¢ajno v metodi konc¢nih elementov uporabimo Gaussovo numeri¢no
integracijo, po kateri izraGCunamo vrednost izraza, ki ga integriramo, v to¢no dolocenih

tockah. Te vrednosti nato pomnozimo z ustreznimi utezmi
Ng
I;k = Z wg];?k,,
g=1
J 2
[]gzk = ‘]g (Z fjk,nenormNj (Xg)> 5 (49)
j=1

Iy = | JI5

Prispevek I ]%’k se izrac¢una le v tistih stohasti¢nih koncénih elementih, pri katerih sta kombi-
nirani dve domeni z istim indeksom (k=1). Razlog je enak kot pri izra¢unu matrike N in
sicer se na ta nacin izognemo veckratnemu integriranju po isti domeni. Skladno z enacbo

(2.9) se lastne funkcije nato normira po izrazu

fk _ fk,nenorm ‘ (410)

ﬂ/lfk
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Algoritem 1 ADB formulacija stohasti¢nega kon¢nega elementa (Dy U D)
if task = “Nij” and k = [ then

N¢:=0
for g:=1,...,n, do > Zanka po integracijskih tockah
Jg = det (gfq) > Jacobijeva determinanta
=g

fori:=1,...J;7:=14,..,J do
N = JgNi (Xg) Nj (Xg);  Nij = Nfj +wyN;

end for
end for
end if
if task = “Cij” then
Ce:=0
for g:=1,...,n4 h:=1,...,n4 do > Zanki po integracijskih to¢kah na Dy in D;
Jy = det (352); ;o= det (22
for Vi,je[1,2,...,J] do
C’fjh i= JyJno?C (Xy, Xp) N; (X,) Ni (X5) > Prispevek Gaussove tocke k Cj;

a:=1If(i=j Ak <l), then 2, else 1
If(j <i Ak #1), then C5, := C5; + ww,CY', else Cf; := CF; + wywy,aCy'
end for
end for
end if
if task = “Ifk” and k = [ then
I, =0
for g:=1,...,n, do

6X,
Jy = det (322

); 19y, = fe-frdgs 1§y, = I, +wglf, = Prispevek Gaussove tocke k Iy
end for
end if

4.2 Izvedba diskretizacije stohasti¢nega polja v okolju za kon¢ne elemente Ace-
FEM

V tem poglavju je prikazan primer vhodne datoteke za izvedbo diskretizacije dvodimen-
zionalnega stohasti¢nega polja. Na sliki je prikazana oblika domene problema, preko
katere je definirano stohasti¢no polje. Podatki stohasti¢nega polja so podani v preglednici
4.1l Fizikalna domena problema je v prvem koraku diskretizirana s 600 poddomenami

(15 razdelkov v navpi¢ni smeri in 40 razdelkov v vodoravni smeri).

Preglednica 4.1: Parametri stohasti¢nega polja.
Table 4.1: Parameters of stochastic field.

Pri¢akovana vrednost (w) 0
Standardna deviacija (o,,) 1
Korelacijska dolzina ({.) 0.5
Kovarian¢na funkcija Ce, leg = 31,
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Slika 4.6: Skica fizikalne domene, preko katere je definirano stohasti¢no polje za prikaz
izvedbe diskretizacije v AceFEM-u.

Figure 4.6: Sketch of physical domain on which twodimensional stochastic field is defined
for demonstration of AceFEM procedure.

Generiranje mreze pomoznih generi¢nih 4-vozlisénih Q1 elementov

<< AceFEM?Y;
L=10.; R1=L/4;R2=L/2; h=2.5;

ml = Flatten[

MapThread[Table, {{{X+L/4, h/ 2+~ R1? - x2 } {x+3L/4, h/2-~R1? - x° }}

({x, -L/4+1/10, L./ 4, L/20}, {x, -L/4+1/20, L/4-1/10, L/ZO}}H, 1},-

TableHx+L/2, “h/2-+/R22-x? } (x, -L/2+1/10, L/2-1/10, L/ZO}];

ml[[All, 2]] +m3[[ALL, 2]] H

m3

m2 = Transpose Hml [[AlL, 177,
2

mastermesh = {m3, m2, ml};
SMTInputDatal];

SMTAddDomain ["D", "Q1", {}];

SMTMesh ["D", "Q1", {40, 15}, mastermesh];
SMTAnalysis|[];

Generi¢no 4-vozlis¢no mrezo potrebujemo zato, da bomo v naslednjem koraku domene

kombinirali v 2x4-vozlis¢ne stohasti¢ne konc¢ne elemente. V prvih dveh vrsticah vhodnih
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podatkov za AceFEM se nalozi AceFEM in definirajo vhodni parametri. SMTInputData
definira, da gre za zacCetek novega problema. Z SMTAddDomain se definira ime domene in
ime koncnega elementa, s katerim se domena diskretizira. Sledi SMTMesh, kjer se doloc¢i

generi¢na 4-vozlis¢na mreza.

Definiranje parov poddomen, ki bodo tvorile 2 x4-vozlis¢ne stohasti¢ne konc¢ne

elemente

wexp =0; ow= 1; lc = 0.5; leff =3l1c;
elem = SMTElementData["Nodes"];
nodeCoor = Join[{Range [SMINoNodes]}, SMINodeData["X"]"]";
TeziscaEL = Map[Total [nodeCoor [ [#, {2, 3}]]] / Length[#] &, elem];
NoElements = SMTIData["NoElements"];
VozliscaElementovDoLeff =
Partition[Flatten[Table[If[Norm[TeziscaEL[[i]] - TeziscaEL[[]]]] <= leff,
{elem[[i]], elem[[3]]}, {}],
{i, 1, SMINoElements}, {j, i, SMINoElements}]], 8];
elementi = SMTElementData["ElemIndex"];
IndeksiElementov =
Flatten[Table[If[Norm|[TeziscaEL[[1i]] - TeziscaEL[[]]]] =< leff,
{elementi[[1]], elementi[[Jj]]}, Sequence@@ {}],
{i, 1, Length[elementi]}, {Jj, i, Length[elementi]}], 1];

Tu se izra¢unajo tezis¢a posameznih domen, s katero je diskretizirana fizikalna domena,
ter na podlagi razdalj med tezis¢i dolo¢i, katere domene so med seboj oddaljene za manj
kot l.g. Nato se v vektor VozliscaElementovDoLeff shranijo vozlisca, ki bojo tvorila
stohasti¢ne kon¢ne elemente, v vektor IndeksiElementov pa indeksa obeh poddomen,

ki tvorita posamezen stohasti¢en konc¢ni element.

Generiranje dejanske mreze 2x4-vozli§¢nih stohasti¢nih kon¢nih elementov in
reSitev Fredholmove integralske enac¢be

SMTInputDatal];

SMTAddDomain ["A", "StohasticniEL_2x4v_Ql_modExpLinTang",
{"ox" ->ow, "lcx" -> 1c, "leffx" > leff}];

SMTAddMesh ["A", nodeCoor, VozliscaElementovDolLeff];

SMTAnalysis["NodeReordering" — False];

SMTElementData["Data", IndeksiElementov];

Nij = SMTTask["Nij"];

Cij = SMTTask["Cij"];

{A, fknenorm} = Eigensystem|[{Cij, Nij}];
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V prvih vrsticah se definirajo vhodni parametri za stohasti¢ne konc¢ne elemente. Z
SMTElementData se poda podatek o indeksih obeh poddomen, ki tvorita posamezen
stohasti¢ni kon¢ni element. Sledi klic podprogramov “Nij” in “Cij”, s katerima se se-
stavita matriki IN in C. Nato se v Mathematici opravi izrac¢un lastnih vrednosti in lastnih
vektorjev kot reSitev posploSenega problema lastnih vrednosti. V prikazanem primeru se
izracunajo vse lastne vrednosti in vsi lastni vektorji (Stevilo le-teh je enako stevilu vozlisé
domene, v tem primeru 656). Vkolikor bi nas zanimalo le manjse $tevilo lastnih vredno-
sti, kar je v diskretizaciji stohasti¢nega polja obi¢ajno, bi tu lahko dodali opcijo, naj se
reSi problem lastnih vrednosti po Arnoldijevi metodi, ki je v tem primeru numeri¢no bolj

ucinkovita.

Normiranje lastnih funkcij

Ifk = Table[SMINodeData["at", Partition[fknenorm[[i]], 1]];
SMTTask["Ifk"], {i, 1, Length[fknenorm]}];
fknenorm
fk= ————;
Sqrt [Ifk]

V zadnji fazi diskretizacije stohasti¢nega polja se izvede Se normiranje lastnih funkcij.

Prve §tiri izra¢unane lastne funkcije so prikazane na sliki
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Slika 4.7: Prve stiri lastne funkcije za prikazani primer postopka diskretizacije stohastic-
nega polja v AceFEM-u: (a) fi, (b) fa2, (¢) f3in (d) f4.

Figure 4.7: First four eigenfunctions of numerical example for demonstration of stochastic
field discretization procedure in AceFEM: (a) fi, (b) f2, (¢) f3 in (d) f4.
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5 Problem stabilnosti Karhunen-Loévove

dekompozicije

Jedro Fredholmove integralske enacbe, ki jo je potrebno resiti za dolocitev K-L dekompo-
zicije stohasti¢nega polja, je kovarian¢na funkcija. Kovarian¢na funkcija predstavlja mero,
kako se spreminja povezanost (korelacija) vrednosti stohasti¢nega polja glede na polozaj
in medsebojno oddaljenost opazovanih tock na polju. Pri homogenem stohasti¢nem polju
je koreliranost stohasti¢nega polja v dveh poljubnih toc¢kah odvisna izklju¢no od razdalje
med tema dvema tockama, medtem ko je pri nehomogenem odvisna tudi od polozaja
tock in se lahko v razli¢ne smeri razlicno spreminja. V tem poglavju se bomo omejili na
homogena stohasti¢na polja. Kovarian¢na funkcija je po definiciji omejena, simetri¢na in

pozitivno definitna.

Oblika kovarian¢ne funkcije doloc¢a koreliranost stohasti¢nega polja. Kovarian¢na funk-
cija stohasti¢nega polja se z oddaljenostjo od izhodis¢a spreminja, njena vrednost obi¢ajno
pada. V primeru, da bi bila konstantna, bi namre¢ imeli opravka s popolnoma koreliranim
stohasti¢nim poljem, kar pomeni da je stohasti¢no poljo preko celotne domene konstan-
tno, kar pomeni stohasticno spremenljivko in ne polje in K-L. dekompozicija ne bi bila
potrebna. Moznost, da bi kovarian¢na funkcija monotono narascala ne ustreza pogoju, da
je kovarian¢na funkcija po definiciji omejena. Obstajajo sicer posebni primeri, ko lahko
kovarian¢na funkcija na nekem omejenem delu naraiéa (npr. kovarian¢na funkcija za opis
koreliranosti geometrijskih nepopolnosti cilindra v radialni smeri), vendar je tudi v tem

primeru Se vedno omejena.

Na tem mestu je prav omeniti, da se v praksi zelo redko opravijo eksperimentalne meritve
porazdelitve dolo¢enega parametra po domeni, iz ¢esar bi se lahko izrac¢unalo dejansko
obliko kovarianc¢ne funkcije. Razlogov za to je ve¢. Eden od pomembnejsih je izvedljivost
taksnih meritev, saj je za dolofene parametre (npr. elasti¢ni modul, Poissonov koli¢nik,
meja plasti¢nega tecenja itd.) izvedba meritev preko celotne domene problema neprak-
ticna. V literaturi se obicajno privzame, da koreliranost vecine fizikalnih parametrov
preko domene pada eksponentno, kar se opiSe z eksponentno kovarian¢no funkcijo. Zato
si bomo v naslednjih podpoglavjih to funkcijo natanéneje pogledali in se seznanili z neka-
terimi njenimi aproksimacijami ter numeri¢nimi problemi, ki ob tem nastanejo. Pri nizko
in srednje koreliranih stohasti¢nih poljih namre¢ kovariancna funkcija z oddaljenostjo od
izhodisc¢a (t.j. z veCanjem razdalje med dvema to¢kama) hitro pada. V okviru Galerkinove

metode to pomeni, da red velikosti ¢lenov kovariacne matrike z oddaljevanjem od diago-
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nale hitro pada, kar ponuja moznost, da se dovolj majhne ¢lene zanemari in na ta nacin
dobi razprSeno matriko. Vendar se izkaze da ta pristop vodi do numeri¢no nestabilnega

problema, kar je podrobneje predstavljeno v naslednjih poglavjih.

5.1 Eksponentna kovarianéna funkcija

Kot je bilo predstavljeno v uvodnem odstavku tega poglavja, se za stohasti¢na polja za

opis mehanskih koli¢in najpogosteje uporablja eksponentna kovarian¢na funkcija

_xe—xa

CA<X17X2> = 0'26 le , (51)

kjer je o2 varianca stohasti¢nega polja in [, korelacijska dolzina. Korelacijska dolzina je
parameter, ki doloca koreliranost polja ali z drugimi besedami opisuje stopnjo fluktuacije
slucajnega polja. Vecja kot je vrednost [., pocasneje pada graf kovarianc¢ne funkcije, kar
pomeni, da je stohasti¢no polje bolj korelirano. Eksponentna kovariancna funkcija in vpliv
korelacijske dolzine na obliko kovarian¢ne funkcije prikazuje slika [5.1] Vpliv korelacijske
dolzine na obliko stohasti¢nega polja je bil prikazan v poglavju [2.1.2] na sliki[2.3] V zvezi z
eksponentno kovarianc¢no funkcijo je potrebno opozoriti na dve stvari. Prvi¢, kljub temu,
da se z vecanjem razdalje med dvema tockama (dolo¢enima s pozicijskima vektorjema
X, in X5), C4 asimptoti¢no priblizuje ni¢li, te vrednosti nikoli ne doseze. Zaradi tega
je kovarian¢na matrika (en. (2.28)) polna. Drugi¢, eksponentna kovarian¢na funkcija je
v izhodis¢u (ko je | Xy — Xi| = 0) neodvedljiva. Nezveznost prvega odvoda v izhodis¢u
ima za posledico slabo konvergenco K-L vrste v blizini te tocke (Huang et al., 2001). Obe
nasteti lastnosti eksponentne kovarian¢ne funkcije kazeta smeri, v katerih se lahko isc¢ejo

reSitve za izboljSave numeri¢ne uc¢inkovitosti K-L dekompozicije.

Ca(X1,X2)

0.2

- - - R - X=X
0.1 1 2 3 4 g 1%l

Slika 5.1: Eksponentna kovarian¢na funkcija C4 za tri razli¢ne korelacijske dolzine.
Figure 5.1: Exponential covariance function C4 for three different correlation lengths.
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5.2 Okrnjena eksponentna kovariané¢na funkcija

V literaturi je mo¢ najti dva pristopa, ki vodita do razprSene kovarianc¢ne matrike. Oba
pristopa na nek nacin enako pristopata k modifikaciji kovarian¢ne funkcije. Phoon et al.
(2002) v svojem ¢lanku predstavijo pristop k izra¢unu razprSene kovarianéne matrike z
uporabo sheme, ki je kombinacija val¢kov in Galerkinove metode (ang. “wavelete-Galerkin
scheme”). Uporaba valckov za bazo prostora ima to prednost, da “dekorelira” koeficiente
razvoja v vrsto in posledi¢no oslabi vpliv globalne povezanosti. Uporaba valckov in Ga-
lerkinove metode zato vodi do razprSene matrike. Po priporocilu avtorjev omenjenega
¢lanka, se stopnjo razprSenosti lahko Se poveca z zanemaritvijo tistih ¢lenov kovarian¢ne
matrike, katerih vrednost je nizZja od izbrane mejne vrednosti (ang. threshold value). V
¢lanku Li et al. (2008), avtorji predstavijo Fourier-Karhunen-Loévovo diskretizacijsko
shemo in definirajo aproksimacijo eksponentne kovariancne funkcije tako, da privzamejo

da je njena vrednost od neke izbrane razdalje naprej enaka nic.

Poimenujmo razdaljo, od katere naprej je kovariancna funkcija enaka 0, efektivna dolZina
in oznac¢imo z l.g. Kovarianc¢no funkcijo, ki jo dobimo na ta nacin, poimenujmo okrnjena

eksponentna kovariancéna funkcija in oznac¢imo s Cpg
[[X2— X1 |

CB _ 026_ le ||X2 _— X]_H < leﬁ (52)
0 sicer

Okrnjena eksponentna kovarian¢na funkcija je prikazana na sliki Aproksimacija ek-
C(X1,X2)

o2k

— X=Xl

lo leff

Slika 5.2: Eksponentna kovarian¢na funkcija in njene modifikacije (C4 - eksponentna, Cg
- okrnjena eksponentna, Cc - modificirana okrnjena eksponentna kovarianéna funkcija).
Figure 5.2: Exponential covariance function and its modifications (C4 - exponential, C'g
- truncated exponential, C - modification of truncated exponential).

sponentne kovarian¢ne funkcije s funkcijo, ki je od neke izbrane razdalje naprej, pri kateri

je vrednost relativno majhna v primerjavi z vrednostjo v izhodis¢u (Ca(log) << C4(0)),
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enaka nic je vsekakor razumna odloc¢itev. Vendar se izkaze, da tako aproksimirana kova-

rian¢na funkcija ni pozitivno definitna.

Posledica izgube pozitivne definitnosti je numeri¢na nestabilnost postopka, ki se lahko
odrazi v negativnih lastnih vrednostih. V literaturi je dejstvo, da tako aproksimirana
kovariancna funkcija in dobljena kovarian¢na matrika nista pozitivno definitni, preprosto
spregledano. O problemih z dobljenimi negativnimi lastnimi vrednostmi so Stefanou et.
al (2005) sicer porocali v svojem prispevku na konferenci ICCOSAR, vendar so negativne

lastne vrednosti pripisali izklju¢no slabi pogojenosti matrik.

5.2.1 Dokaz, da okrnjena eksponentna kovarian¢na matrika ni pozitivno defi-

nitna

Dokaz, da aproksimirana kovarianc¢na funkcija Cp ni pozitivno definitina si poglejmo
na enostavnem enodimenzionalnem primeru. Po definiciji je pozitivno definitna funkcija
taka funkcija, pri kateri je matrika A dimenzij n x n, katere ¢leni so dobljeni kot A;; =
Cp(z;,z;), pozitivno definitna za poljubno izbrano mnozico realnih Stevil zy, z, ..., z,.
Izberimo si tri tocke, za katere izra¢unamo vrednost Cp(z;,x;): x1 = 0,22 = lgg — € in
r3 = leg+ €, Kjer je € poljubno pozitivno realno stevilo in velja € < l.z/2. Brez zmanjSanja

veljavnosti dokaza, privzemimo da je o = 1. Matrika A za izbrane tri tocke je

1 ef(leﬁfg)/lc 0
A — 6_(leﬁ_5)/l5 1 e—2¢/le (53)
0 6—25/1C 1

Lastne vrednosti matrike A so

AN =1+ 6—2(zeﬂ+2s)/lc\/64(zeﬁ+s)/lc 4 62(16ﬂ+55)/16’
Ao =1, (5.4)

Ay = 1— e—z(zeﬁﬁa)/zc\/64(l5ﬁ+s)/zc n ez(zeﬁ+5a)/zc

(5.5)

A1 in Ay sta v vsakem primeru pozitivni. Za dokaz, da je A3 negativna ne glede na vrednosti
leg in [, izraCunajmo limito lastne vrednosti A3, ko gre € proti 0

lim Az =1 — Ve ZHeplle 4 1. (5.6)

Izraz pod korenom e~ e/l + 1 je veéji od 1 za poljubna leg in . kar pomeni da je A3, za
izbrane tri razdalje x1, z9, x5 ko gre ¢ — 0 v vsakem primeru negativen. Kar pomeni, da

matrika A ni pozitivno definitna.
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Kljub temu pa se ob uporabi Galerkinove metode za reSitev Fredholmove integralske
enaCbe dejstvo, da Cg ni pozitivno definitna matrika zlahka spregleda. Mreza kon¢nih
elementov in lokacija Gaussovih tock je namre¢ lahko taka, da je rezultirajoca kovari-
an¢na matrika pozitivno definitna. Vendar lahko na numeri¢nem primeru pokazemo, da
se negativne lastne vrednosti pojavijo, ¢im je mreza konc¢nih elementov dovolj gosta in z
nadaljnjim gostenjem mreze konvergirajo k fiksnim vrednostim. Na sliki [5.3 je prikazana,
konvergenca prvih treh negativnih lastnih vrednosti K-L vrste (Aj27, Adjgg in A130) za pri-
mer enodimenzionalnega Gaussovega stohasti¢nega polja z ni¢elno pricakovano vrednostjo
in enotsko varianco, definiranega na enotski domeni [—0.5,0.5]. Uporabljena je kovari-
anc¢na funkcija Cp z lop = 3l. in korelacijsko dolzino [, = 0.25. Rezultati so izraCunani s

standardno Galerkinovo proceduro, predstavljeno v poglavju [2.1.2]

Aj

—0.00007

—0.000072

A130

A129

—0.000074

—0.000076

)

0 500 1000 1500 2000 2500 ©

Slika 5.3: Konvergenca prvih treh negativnih lastnih vrednosti K-L vrste kot funkcije
Stevila kon¢nih elementov (n;) vzdolz enotske domene.

Figure 5.3: Convergence of first three negative eigenvalues of K-L decomposition as a
function of the number of finite elements (n.) along unit domain.

V okviru $tudije vpliva izbora oblikovnih funkcij, uporabljenih v Galerkinovi proceduri,
so bili narejeni tudi primeri z Lagrangevimi polinomi visjega reda. Razen pri¢akovanih
razlik v primeru redke mreze kon¢nih elementov, so bili rezultati za gostejSe mreze enaki.
Dodatno smo preverili tudi vpliv uporabljene Gaussove numeri¢ne integracije in v ta
namen za nekaj primerov izvedli tudi analiti¢no integriranje. Negativne lastne vrednosti

so bile dobljene tudi z analiti¢nim integranjem.

Ker so dobljene negativne lastne vrednosti visjega reda in po velikosti majhne, na sam re-
zultat razvoja v K-L vrsto ne vplivajo bistveno. Pomemben pa je vpliv negativnih lastnih
vrednosti na numeri¢no uc¢inkovitost reSevanja problema lastnih vrednosti. Ucinkovitih

algoritmov, kot je Arnoldi, v primeru izgube pozitivne definitnosti ni mozno uporabiti.
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5.2.2 Priporocilo o izbiri minimalne efektivne dolzine, da je kovarian¢na ma-

trika pozitivno definitna

V okviru doktorske disertacije smo z namenom, da bi izkoristili prednosti okrnjene kova-
rian¢ne funkcije in se hkrati izognili problemu izgube pozitivne definitnosti kovariancne

matrike, naredili parametri¢no Studijo pri kateri smo variirali

o efektivno dolZino l.g,
e korelacijsko dolzino [. in

e gostoto mreze.

Rezultati studije so pokazali, da je mo¢ priporociti smernice v pomoc¢ pri izbiri ustreznega
razmerja med [,z in gostoto mreZe kon¢nih elementov, tako da je dobljena kovarian¢na
matrika pozitivno definitna. Studija je bila izvedena na pravilnih eno- [—0.5,0.5], dvo-
[—0.5,0.5] x[—0.5,0.5] in trodimenzionalnih [—0.5,0.5] x [—0.5, 0.5] x[—0.5, 0.5] domenah,
diskretiziranih s pravilnimi mrezami N, N x N in N x N x N kon¢nih elementov. Za [. so
bile izbrane vrednosti od 0.05 do 0.3 glede na reprezentativno dimenzijo fizikalne domene.
Mero gostote mreze kon¢nih elementov dolo¢a velikost elementa I, = 1/N. Rezultati
so pokazali, da manjsi kot je ., ve¢ji mora biti [.g, da je dobljena kovarianéna matrika

pozitivno definitna.

Imenujmo najmanj$o mozno dolzino [.z, pri kateri je kovarian¢na matrika Se pozitivno
definitna, minimalna efektivna dolZina in jo oznacimo z legmin. Na sliki [5.4] je prikazana
Leffmin, nOrmirana z [. v odvisnosti od razmerja [/l za eno-, dvo- in tridimenzionalne
domene ter razli¢ne korelacijske dolzZine [.. Za abscisno os je izbrano logaritmi¢no merilo.
Izmed krivulj, ki pripadajo domeni iste dimenzije, so nizje krivulje dobljene za stohasti¢na
polja z vecjo [.. Razlog, da so za trodimenzionalno domeno prikazane le tri krivulje je,
da velikost 3D problemov z nara$¢anjem Stevila konénih elementov zelo hitro narasca in
posledi¢no hitro preraste zmoznosti ra¢unalniskega spomina. Na sliki [5.4] opazimo, da je
v logaritmi¢nem merilu odvisnost med leg min/lc in l./le priblizno linearna in da obstaja
neka povezava med razlicnimi dimenzijami. Na podlagi izracunanih krivulj lahko podamo

empiri¢no oceno za enacbo ovojnic leg min/l. za vsako izmed treh dimenzij problema

Lgrmin/le = aln (I./1e) + B. (5.7)

Parametra o in 3, ki dolo¢ata enacbo ovojnice leg min/l. za kovarianéno funkcijo Cp sta
podana v preglednici Ovojnice, doloc¢ene po enachi s parametri kot so prikazani
v preglednici [5.1] so na sliki [5.4] narisane z debelejso ¢rto. Enacba je sicer ocenjena
na podlagi specifi¢nih ra¢unskih primerov, predstavljenih v tem poglavju, vendar se lahko
uporabi kot enostavna smernica za dolocitev [.g mi, tudi za probleme z nepravilnimi do-

menami. Seveda pa je v vsakem primeru, Se posebej ko imamo opravka s poljubnimi
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Slika 5.4: Minimalna efektivna dolZzina za eno-, dvo- in tridimenzionalno domeno, ki
je potrebna, da je kovarian¢na matrika ob uporabi kovariancne funkcije C'g pozitivno
definitna.

Figure 5.4: Minimum effective length to obtain positive eigenvalues in the case of trun-
cated exponential covariance function for 1D, 2D and 3D domain.

Preglednica 5.1: Ocena parametrov « in /3 za ovojnico leg min in kovarianéno funkcijo Cp.
Table 5.1: Parameters a and /3 that define envelopes for estimation of I g m, for covariance
function Cg.

dimenzija domene | o (8
1D 1.0 1.0
2D 1.4 2.5
3D 1.7 3.2

oblikami domen in koné¢nih elementov, potrebno verificirati ustrezno izbiro [,z s samim
izracunom lastnih vrednosti. V primeru, da so dobljene lastne vrednosti negativne, je

potrebno povecati [.g.

5.3 Modificirana okrnjena eksponentna kovarian¢na funkcija

Na podlagi rezultatov Studije v poglavju [5.2.2] je razvidno, da gostejsa kot je mreza koné-
nih elementov, vecji mora biti legmin, Ce Zelimo dobiti pozitivno definitno kovarianéno
funkcijo. Po drugi strani je znano, da je v primeru Sibko koreliranega stohasti¢nega polja
potrebno vecje Stevilo ¢lenov K-L vrste in s tem vecje Stevilo lastnih vrednosti za spreje-

mljivo natancnost predstavitve stohasti¢nega polja. To pomeni, da je v primeru aplikacije
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Galerkinove procedure potrebna gostejsa mreza koné¢nih elementov. Ce zdruzimo ti dve
opazanji, je moznost zmanjSanja Stevila numeri¢nih operacij z uporabo Cz namesto Cy
omejena z ustrezno izbiro legmim. Kar pomeni, da je v primeru Sibko koreliranega stoha-
sticnega lahko g min znatno vecji v primerjavi z [ g, ki bi bil potreben da bi bila doseZena
zadovoljiva natanc¢nost. Posledica je nepotrebno vec¢ja numeri¢na zahtevnost izracuna. V
izogib temu problemu predlagamo manjso modifikacijo okrnjene eksponentne kovarian¢ne
funkcije, ki znatno zmanjsa legmin. V tej modifikaciji je kovariacna funkcija do izbrane
dolzine [y enaka funkciji C4. Od te tocke naprej pa je kovariancna funkcija aproksimirana
s tangento do tocke, ko tangenta seka absciso, kot je prikazano na sliki Od te tocke
dalje je privzeto, da je vrednost kovarianc¢ne funkcije enaka 0. Splosna lastnost eksponen-
tne funkcije je, da je lg = lp + .. Dobljeno modificirano kovarianéno funkcijo ozna¢imo
s Co

_Ixe—x4

o’e le HXQ — XlH < leﬁ— l,
2 (leﬁ*lc) (leff*lc)
Co (X1, Xy) = - (leﬁe e o—e ke || Xy — X1H> leg— 1l < | Xo — Xi|| < legg
0 HX2 — XlH > leﬁ

(5.8)

Za oceno minimalne efektivne dolZine lqg mimn, pri kateri je kovarianéna matrika pozitivno
definitna je bila narejena obsezna parametri¢na Studija za parametre, kot v primeru okr-
njene eksponentne kovarian¢ne funkcije. V primeru enodimenzionalne domene so bile
dobljene lastne vrednosti za vse uporabljene kombinacije parametrov vedno pozitivne. V
primeru dvo- in trodimenzionalnih domen je dobljen l.g i znatno manjsi za kovarianéno
funkcijo Co kot pri Cg. Na sliki so prikazane dobljene krivulje za leg min/l. v 0dvi-
snosti od [./l;. Parametra v in 8 za dolo¢itev ovojnice po enacbi ocenjena iz teh

parametri¢nih $tudij, sta podana v preglednici

Preglednica 5.2: Ocena parametrov o in 3 za ovojnico leg min in kovarian¢no funkcijo Ce.
Table 5.2: Parameters a and /3 that define envelopes for estimation of I g ms, for covariance
function Cc.

dimenzija domene | o (8
1D 0.0 0.0
2D 0.5 1.8
3D 1.0 3.0

Primerjava parametrov « in 3 za kovarian¢ni funkciji C'g in C¢ pokaze, da poleg tega, da
je minimalna efektivna dolZina l.g min za Cc obCutno manjsa, z gostenjem mreze koncnih
elementov tudi pocasneje narasca. Vpliv obeh modifikacij kovarian¢nih funkcij Cg in C¢

na rezultate K-L vrste je raziskan v poglavju
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Slika 5.5: Minimalna efektivna dolZzina za eno-, dvo- in tridimenzionalno domeno, ki
je potrebna, da je kovarian¢na matrika ob uporabi kovarian¢ne funkcije C¢ pozitivno
definitna.

Figure 5.5: Minimum effective length to obtain positive eigenvalues in the case of covari-
ance function C¢ for 1D, 2D and 3D domain.

5.4 Gladka kovarianc¢na funkcija

Kot je bilo predstavljeno v poglavju je druga moznost izbolj$anja numeri¢ne uéin-
kovitosti v iskanju resitve za odpravo neodvedljivosti eksponentne kovarianc¢ne funkcije v
njenem izvoru (| Xy — X;| = 0). Spanos, Beer in Red-Horse (2007) so predlagali naslednjo

modifikacijo eksponentne funkcije
Cp (X1, X,) = o?e @1 X=Xl (1 4o | X, — X)), (5.9)

kjer je a poljubna konstanta. Priporocilo, podano s strani avtorjev ¢lanka je, da se
vrednost parametra a izbere tako, da se dobljena funkcija ¢im bolje ujema s krivuljo ori-
ginalne eksponentne kovarian¢ne funkcije. To se lahko izracuna tako, da je povprecen
kvadrat odstopanja na obravnavani domeni najmanjsi mozen. Kovarian¢na funkcija Cp
je prikazana na sliki Prednost kovarian¢ne funkcije Cp je, da je zaradi zveznosti
prvega odvoda Stevilo ¢lenov K-L vrste, s katerim je dosezena izbrana natanc¢nost opisa
stohasti¢nega polja, znatno manjse v primerjavi s potrebnim Stevilom ¢lenov K-L vrste ob
uporabi originalne eksponentne kovariancne funkcije. Podrobnejsa matemati¢na razlaga
o vplivu gladkosti jedra na stopnjo konvergence povezane z razvojem v vrsto je opisana v
¢lanku Nashed in Wahba (1974). Drugo dejstvo, ki lahko govori v prid gladki kovarian¢ni

funkciji je, da je na voljo zelo malo eksperimentalnih raziskav, ki bi dale odgovor o tem,
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katere kovariancne funkcije so v naravi dejansko najprimernejSe za opis koreliranosti po-
sameznega parametra preko domene. Zdi se, da je neodvedljivost kovarian¢ne funkcije v
njenem izhodiscu nefizikalna lastnost in tudi ni nujno diktirana iz eksperimentalnih rezul-
tatov (Spanos et al., 2007). Vendar pa je, kljub temu da je $tevilo potrebnih ¢lenov K-L
vrste znatno manjSe, kovarianéna matrika, dobljena s kovarianc¢no funkcijo Cp, Se vedno

polna in zato draga za reSevanje.

— l1X2=X4ll

Slika 5.6: Gladka kovarian¢na funkcija (Cp) in modificirana gladka kovarian¢na funkcija

(Cr).

Figure 5.6: Smooth (Cp) and modified smooth (Cg) covariance function.

5.5 Modificirana gladka kovarian¢na funkcija

Z namenom, da bi obdrzali vi§jo kovergenco, dosezeno s kovarian¢no funkcijo C'p in hkrati
izboljsali numeri¢no ucinkovitost postopka na racun razprSenosti kovarianc¢ne matrike,
smo funkcijo C'p dodatno modificirali. V nagi modifikaciji smo za parameter a izbrali
vrednost 2/l.. Pri tej vrednosti parametra a sta namre¢ plos¢ini eksponentne (Cy) in
gladke (Cp) kovarian¢ne funkcije na neskonéni domeni enaki. Predlagana modifikacija
kovariancne funkcije je do dolZine ly = [,y — [. enaka funkciji Cp. Na intervalu med [
in [,z je doloCena s polinomom 5. stopnje. Polinom je v tocki ly enak funkciji Cp v
prvem in drugem odvodu, v tocki [,z pa je njegova vrednost enaka 0, prav tako sta prvi in

drugi odvod polinoma v tej toc¢ki enaka 0. Dobljeno funkcijo bomo imenovali modificirana
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gladka kovariancna funkcija in oznadili s Cg.

-

e XXl (1 42 X5 — X /1) | Xz — Xyl < leg— Lo

6(2’23?‘?)02 3
S (e — | Xo — Xa[])” (Aleg (Lep—

Ce (X X) =\ X, — X,))° + 100l (gt leg = Lo < | X2 = Xa| < Loy
X = Xo[) 4 12 (Tl + | Ko = X))
0 | X2 — Xa[ >leg

\

(5.10)

Modificirana gladka kovarian¢na funkcija Cg je prikazana na sliki Prav tako je bila za
modificirano gladko kovarian¢no funkcijo izvedena parametri¢na studija, v kateri so bili
parametri ., loy in [ kot pri okrnjeni kovarian¢ni funkeiji (Cp) in modificirani okrnjeni
kovarian¢ni funkciji (C¢) variirani za razli¢ne dimenzije domen. Rezultirajoce krivulje
lefr,min sO prikazane na sliki . Ocena parametrov « in [ za dolocitev enac¢be ovojnice
legrmin (en. (5.7)) je za prikazane krivulje podana v preglednici [5.3] V primerjavi z okr-
njeno kovarian¢no funkcijo (Cg), je legmin za Cg v vsakem primeru manjsi. V primerjavi
z rezultati, dobljenimi z modificirano okrnjeno kovariancéno funkcijo (Cc) je legmin za
redkejSe mreze (manjSe razmerje l./l.;) nekoliko vecji, vendar z gostenjem mreze nara-
SCa znatno pocasneje. Izbira med C¢ in Cg je tako odvisna od relativne gostote mreze
kon¢nih elementov. Vendar ob premisleku, da je za [,y smiselno vzeti vrednost 3/, ali vec
(primerjave lastnih vrednosti in lastnih funkcij za razli¢ne izbire [z so prikazane kasneje
v poglavju , pomeni, da je izbira kovarian¢ne funkcije v smislu ¢immanjse potrebne

dolzine [y praviloma vedno bolj naklonjena funkeiji Cg.

Preglednica 5.3: Ocena parametrov « in 3 za ovojnico leg,min in kovariancno funkcijo Cg.
Table 5.3: Parameters o and 3 that define envelopes for estimation of g i, for covariance
function Cg.

dimenzija domene | « B
1D 0.0 2.3
2D 0.25 2.7
3D 0.5 3.1

5.6 Vpliv efektivne dolzine na rezultirajo¢o Karhunen-Loévovo vrsto

V tem poglavju bo raziskan vpliv izbire razli¢nih efektivnih dolZin na resitev Fredholmove

integralske enacbe.

Za primerjavo je izbrano enodimenzionalno stohasti¢no polje, definirano na enotski do-

meni [—0.5,0.5] z ni¢elno pri¢akovano vrednostjo in enotsko varianco. Za primerjavo so
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Slika 5.7: Minimalna efektivna dolzina za eno-, dvo- in tridimenzionalno domeno, ki
je potrebna, da je kovarian¢na matrika ob uporabi kovariancne funkcije C'gr pozitivno
definitna.

Figure 5.7: Minimum effective length to obtain positive eigenvalues in the case of modified
smooth covariance function for 1D, 2D and 3D domain.

izbrane naslednje korelacijske in efektivne dolzine: [. = 0.01; 0.025; 0.05; 0.1; in 0.2 ter
leg/lc = 2; 3; 4in 5. Da se minimizira diskretizacijsko napako, je uporabljena gosta mreza
z 1024 konc¢nimi elementi. Ker za izbrano domeno in kovariacno funkcijo €'y obstaja
analiti¢na resitev problema, smo natanc¢nost uporabljene diskretizacije preverili na prvih
petih lastnih funkcijah in lastnih vrednostih. Dobljene numeri¢ne resitve lastnih funkcij
po Galerkinovi metodi so se po celotni domeni povsem prekrivale z analiti¢no izra¢unanimi
lastnimi funkcijami. Prav tako so se lastne vrednosti po Galerkinovi metodi z analiti¢nimi

ujemale na vsaj 5 decimalnih mest natanc¢no.

V §tudiji se primerja rezultate originalne eksponentne kovarianéne funkcije (C4) z rezul-
tati okrnjene kovarian¢ne funkcije (Cp) in modificirane okrnjene eksponentne kovarianéne
funkcije (C¢). Razlike v lastnih funkcijah zaradi uporabe modificiranih kovarianénih funk-
cij so prikazane na slikah [5.8|in [5.9]in sicer je prikazana primerjava prvih in ¢etrtih lastnih
funkcij za vse tri kovariancne funkcije ter izbrani razmerji lg/l. 2 in 3 ter korelacijski dol-
zini [, 0.01 in 0.2. Kot je razvidno iz diagramov in kar potrjujejo tudi rezultati, ki bodo
predstavljeni kasneje v tem poglavju, se opazno razlikujejo le lastne funkcije v primeru

izbrane efektivne dolzine l.q4/l.=2, pri ¢emer razlike naras¢ajo z naras¢anjem /..

Ker sta funkciji Cp in C¢ aproksimaciji funkcije C'4, so pricakovane doloc¢ene razlike v
primerjavi z originalno kovarian¢no funkcijo. 7 veCanjem .4 se razlika med aproksimirano

in originalno funkcijo manjsa, zato se manjsa tudi razlika v rezultatih. Pri konstantnem
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Slika 5.8: Primerjava prve lastne funkcije za razlicne korelacijske in efektivne dolzine.
Figure 5.8: Comparison of first eigenfunction for different correlation and effective lengths.

leg/l. pa doloditev razlik v odvisnosti od [. ni tako enoznac¢na in se razlikuje tudi preko
domene. Naslednjih nekaj vrstic je namenjenih primerjavi napake prve lastne funkcije
ob uporabi aproksimirane kovarianc¢ne funkcije. Glede na obliko prve lastne funkcije, je
za primerjavo napak v posameznih tockah domene najprimernejSa primerjava relativne
napake aproksimirane funkcije pri maksimumu in na robu domene. Vrednost relativne

napake je izra¢unana po enacbi

AX) - [1(X)
fN(X)

., j=B,C; T=005 (5.11)
X=T

€T el (ff(X)) =

kjer so f{1(X), f2(X) in f¢(X) prve lastne funkcije, dobljene s kovarian¢énimi funkcijami
Ca, Cp in C¢. Relativna napaka v temenu je prikazana v preglednici[5.4] relativna napaka
na robu domene pa v preglednici

Iz primerjave relativnih napak v preglednicah in vidimo, da relativha napaka
funkcije v temenu z naras¢anjem /. nara$¢a (razen v primeru, ko se l.g priblizuje dolzini
celotne domene, ko napaka pricakovano pada), medtem ko je pri napaki na robu domene
ravno obratno, napaka pada z naraScanjem [.. Poleg tega so napake na robu domene,
kjer je sicer tudi napaka spektralne dekomporzicije najvecja, neprimerno vecje kot napake
v temenu. Ker se iz primerjave preglednic in Se ne da potegniti nekih smotrnih
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Slika 5.9: Primerjava cetrte lastne funkcije za razlicne korelacijske in efektivne dolzine.
Figure 5.9: Comparison of fourth eigenfunction for different correlation and effective
lengths.

zakljuckov, je smiselno narediti Se dodatno primerjavo, ki bo opisala razliko med lastno
funkcijo originalne in aproksimirane kovarian¢ne funkcije na celotni domeni problema.

Povprecna relativna napaka na celotni domeni, ki je izracunana kot

—_ (Jff(X)> _ | R (;f;;l— FM(X)) dX

je prikazana v preglednici Primerjava povprec¢ne napake pokaze zelo podobno sliko

kot primerjava napake funkcij v temenu. Napaka se z vecanjem [. povecuje vse do tocke,

ko je l.g Ze dovolj blizu celotne domene in je napaka posledicno manjsa.

Do tu smo primerjali lastne funkcije. Ker diskretizacija stohasti¢nega polja ni odvisna le
od lastnih funkcij, temve¢ tudi od lastnih vrednosti, ki predstavljajo magnitudo lastnih
funkcij, je za objektivno oceno vpliva aproksimacije kovarian¢nih funkcij potrebno oce-
niti predvsem skupni vpliv razlik v lastnih funkcijah in lastnih vrednostih. Spomnimo

se, da se natancnost diskretizacije stohasti¢nega polja oceni v smislu povprec¢ne napake

stohasti¢nega polja z ena¢bama ([2.33)) ali (2.34). Lokalno relativno napako variance sto-

hasti¢nega polja zaradi uporabe aproksimirane funkcije v primerjavi z uporabo originalne
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Preglednica 5.4: Relativna napaka prve lastne funkcije v temenu za razli¢ne korelacijske
in efektivne dolzine.

Table 5.4: Relative error of first eigenfunction in its turning point for different correlation
and effective lengths.

Cp Ce
leﬁ/lc leﬁ/lc

le 2 3 4 5) 2 3 4 )
0.01 | 0.005 0.003 0.002 0.001 | 0.005 0.004 0.002 0.001
0.025 | 0.012 0.008 0.005 0.003 | 0.013 0.009 0.006 0.003
0.05 | 0.023 0.014 0.009 0.005 | 0.025 0.016 0.010 0.006
0.1 |0.039 0.022 0.012 0.006 | 0.044 0.026 0.014 0.007
0.2 | 0.051 0.016 0.001 0.000 | 0.060 0.026 0.004 0.000

Preglednica 5.5: Relativna napaka prve lastne funkcije na robu domene za razli¢ne kore-
lacijske in efektivne dolZine.

Table 5.5: Relative error of first eigenfunction in boundary point of the domain for diffe-
rent correlation and effective lengths.

Cp Ceo
leﬁ/lc leﬁ/lc

l, 2 3 4 5) 2 3 4 5)
0.01 | 0.377 0.215 0.115 0.058 | 0.438 0.252 0.137 0.071
0.025 ] 0.364 0.200 0.104 0.051 | 0.424 0.239 0.127 0.064
0.05 | 0.337 0.178 0.088 0.041 | 0.398 0.215 0.109 0.052
0.1 ]0.285 0.133 0.066 0.022 | 0.345 0.167 0.074 0.029
0.2 | 0.186 0.059 0.012 0.000 | 0.246 0.086 0.022 0.002

kovarian¢ne funkcije ocenimo z

SN (X,0))2 =3 (L (X,0))?
SN (X, 0))2

Ocena globalne relativne napake variance stohasti¢nega polja zaradi uporabe aproksimi-

errpe (X, M) = , (5.13)

rane funkcije je tako

1
erT (M) = VJ errpe (X, M)dX,
D

(5.14)
kjer je V prostornina (oz. v primeru dvodimenzionalnega problema plo¢ina, v primeru
enodimenzionalnega problema pa dolzina) domene, na kateri je stohasti¢no polje defini-
rano. V preglednici je prikazana relativna razlika prvega clena K-L dekompozicije za
razli¢ne [z in [.. Izracunana je po enacbi (5.14)), pri ¢emer je Stevilo ¢lenov K-L vrste
M =1.
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Preglednica 5.6: Povprec¢na relativna napaka prve lastne funkcije preko celotne domene
za razlicne korelacijske in efektivne dolzine.

Table 5.6: Average error of first eigenfunction, calculated over the whole domain for
different correlation and effective lengths.

Cp Ce
leﬁ/lc leﬁ/lc

le 2 3 4 5 2 3 4 5)
0.01 | 0.009 0.006 0.004 0.002 | 0.010 0.006 0.004 0.002
0.025 | 0.020 0.013 0.008 0.004 | 0.022 0.015 0.009 0.005
0.05 | 0.034 0.021 0.012 0.006 | 0.038 0.024 0.014 0.008
0.1 |0.050 0.028 0.013 0.005 | 0.058 0.033 0.016 0.007
0.2 | 0.052 0.016 0.002 0.000 | 0.065 0.024 0.005 0.000

Preglednica 5.7: Povprec¢na relativna napaka prvega ¢lena K-L dekompozicije za razlicne
korelacijske in efektivne dolzine.
Table 5.7: Average relative error of the first term in K-L decomposition for different
correlation and effective lengths.

Cp Cc
ZEﬁ/lc ZEﬁ/lc

l. 2 3 4 5 2 3 4 5
0.01 | 0.172 0.078 0.036 0.016 | 0.222 0.097 0.044 0.020
0.025 | 0.191 0.089 0.042 0.020 | 0.242 0.111 0.053 0.025
0.05 | 0.197 0.091 0.043 0.021 | 0.249 0.115 0.053 0.026
0.1 |0.177 0.077 0.035 0.014 | 0.230 0.097 0.045 0.019
0.2 |0.125 0.038 0.005 0.000 | 0.161 0.058 0.011 0.000

Ker je pomembnost prvega ¢lena K-L dekompozicije v primerjavi z naslednjimi ¢leni
odvisna od koreliranosti polja, je za oceno skupne relativne napake variance stohasti¢nega
polja najbolj primerna primerjava, kako se napaka err,. (M) spreminja glede na $tevilo
uporabljenih ¢lenov v K-L vrsti. Na sliki je prikazana globalna relativna napaka
v odvisnosti od Stevila ¢lenov K-L vrste M za prvih 150 ¢lenov ter stohasti¢na polja s
korelacijskimi dolzinami [, = 0.025 in 0.2 ter razmerji l.5/l. = 2; 3; 4. Primerjava pokaze,
da napaka v primeru kovarian¢ne funkcije Cx v vseh primerih pada. Obnasanje napake
v primeru kovarian¢ne funkcije C'g ni tako predvidljivo. V vseh primerjanih korelacijskih
dolzinah in razmerjih l.5/l. napaka do nekega ¢lena M najprej narasca, nato pa zacne
padati proti ni¢. V vseh primerih napaka C'g pocasneje pada proti ni¢ kot napaka C¢, kar
pomeni da K-L vrsta s kovarian¢no funkcijo C bolje konvergira k originalni eksponentni

kovarian¢ni funkciji.

Ce torej povzamemo izsledke vseh zgornjih primerjav, lahko zaklju¢imo, da sta obe mo-
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Slika 5.10: Najmanj8a lastna vrednost za razli¢ne kovarian¢ne funkcije in [, = 0.05.
Figure 5.10: Minimum eigenvalue for different covariance functions and [. = 0.05.

difikaciji eksponentne kovarian¢ne funkcije ob izbiri ustreznega [,y upraviceni in razlike
lastnih funkcij in lastnih vrednosti v primerjavi s tistimi pri uporabi originalne eksponen-
tne funkcije majhni. Glede na primerjave bi lahko podali priporocilo izbire 31, < l.g < 5l..
Izbira znotraj teh vrednosti je odvisna predvsem od velikosti problema in Zelene natan¢no-
sti. Nadalje lahko iz primerjav zaklju¢imo, da je globalna napaka variance diskretiziranega
stohasti¢nega polja v primeru, ko v K-L. dekompoziciji obdrzimo le nekaj zacetnih ¢lenov,
nekoliko bolj v prid modifikaciji C'z, medtem ko z naras¢anjem ohranjenih ¢lenov v K-
L dekompoziciji napaka v primeru C'z na nekem obmodju celo narasca, medtem ko ob
uporabi C¢ vedno pada. Ker je napaka modifikacije Co tudi ob manjSem M le za nekaj
promilov vecja od Cg in ob upostevanju dejstva, da ima uporaba funkcije Cc znatno

boljso numericno stabilnost, je izbira med Cp in C¢ praviloma v prid Ce.

Na koncu je v okviru presoje aproksimacije kovarian¢ne funkcije narejena Se ocena vpliva
ler na stabilnost procedure za C'p in C¢. Na sliki so prikazane najmanjSe izra¢unane
lastne vrednosti v odvisnosti od izbire [ za [, = 0.05 in 250 kon¢nih elementov vzdolz
domene. Iz slike je razvidno, da je najmanjSa lastna vrednost, dobljena s kovarianc¢no
funkcijo Cp v primeru manjse l.g negativna, medtem ko je v primeru C¢ najmanjSa
lastna vrednost vedno pozitivna, ne glede na l.,g. Ocena najmanjSe efektivne dolZine
Legr,min PO predlagani enacbi je za Cp legmin/lc = 3.5, za Cc pa legmin/lc = 0. Obe
oceni ustrezata rezultatom, predstavljenim na sliki [5.10}
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Slika 5.11: Primerjava globalne relativne napake variance stohasti¢nega polja za aproksi-
mirano kovarianc¢no funkcijo.
Figure 5.11: Comparison of global relative error in case of modified covariance function.
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6 Analiticna obcutljivostna analiza vis-

jega reda

Kot je bilo predstavljeno v uvodnih poglavjih, obcutljivostna analiza izracuna odvode
poljubnega funkcionala odziva po izbranih obcutljivostnih parametrih & = {&}, i =
1,2,..., M, za kar je v sploSnem potrebno poznati odvode vektorjev resitve primarnega
problema p in hy po teh parametrih. V nadaljevanju je predstavljen postopek analiti¢ne
obcutljivostne analize viSjega reda za izra¢un odvodov po stohasti¢nih spremenljivkah &.
Na tem mestu je prav omeniti, da predstavljeni postopek velja tudi za obc¢utljivostno ana-
lizo glede na poljubne parametre, v tem primeru velja oznaka & za poljuben ob¢utljivostni

parameter, razlike nastopijo le pri podajanju izjem k avtomatskem odvajanju.

Postopek analiti¢ne obcutljivostne analize je prikazan za ¢asovno odvisne povezane me-
hanske probleme. V tem primeru se z izvajanjem obcutljivostne analize pri¢ne, ko je
primarna analiza v posameznem casovnem koraku zakljucena. Obcutljivostna analiza
vi§jega reda se lahko izvede Sele, ko so vse ob¢utljivostne analize nizjih redov zakljucene.
Racun obcutljivosti istega reda je medsebojno neodvisen, zato se na tem mestu lahko
uporabi paralelizacija, ki reSevanje problema pospesi. Celoten potek primarne in obcu-
tljivostne analize je prikazan na sliki Podrobnejsa izpeljava in razlaga posameznih

korakov je predstavljena v naslednjih poglavijih.

6.1 Definicija ob¢utljivostnega problema

Pri ob¢utljivostni analizi is¢emo odvode (poljubnega reda) vektorjev resitve po izbranih
parametrih &. Parametri & v enacbah rezidualov v splosnem lahko nastopajo eksplicitno

in/ali implicitno, zato osnovne rezidualne ena¢be napisemo

R(p(&).h(&),pn (&), h,(E),&) =0,
Qy (Pe (&) 1y (&) ,Pen (§) Dy (§),8) =0, g=1,2,.... N, (6.1)

Enac¢be (6.1 se nato odvaja po enem ali ve¢ parametrih &;, &;, odvisno od reda odvoda,

katerega iS¢emo.

Ob uporabi metode koné¢nih elementov, se domeno problema razdeli na poddomene ali
koncne elemente. Nato se na nivoju posameznega konc¢nega elementa z indeksom e izra-

¢una prispevek tega elementa R, k globalnemu rezidualu. Prispevke vseh kon¢nih elemen-
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tov se nato s standardno proceduro sestavljanja sesteje R = A R, pri ¢emer je potrebno
upostevati tudi kinemati¢ne kompatibilnosti med elementi. f(er je rezidual R definiran
z integracijo preko celotne domene problema, je tudi prispevek konc¢nega elementa R,
formiran z integracijo preko domene elementa. Za integriranje se najpogosteje uporabi
numeri¢na integracija in sicer Gaussova kvadratura. Gaussova kvadratura je numeri¢na
metoda integracije, pri kateri se integral izracuna tako, da se v doloc¢enih tockah domene

g izra¢una vrednosti funkcije in jih pomnozi z ustreznimi utezmi ter produkte sesteje

Ng
R. = Y w,R,. (6.2)
g=1

Za izvedbo obcutljivostne analize v metodi kon¢nih elementov uporabimo enak posto-
pek in sicer na nivoju kon¢nega elementa izracunamo odvode reziduala v Gaussovih toc-
kah (%), dobljene vrednosti pomnozimo z ustreznimi uteZzmi ter produkte se-
Stejemo. Rezultat je prispevek konc¢nega elementa k odvodu globalne rezidualne enac¢be
(%). Prispevke posameznih konc¢nih elementov se nato sesteje po standardni pro-
ceduri sestavljanja. Postopek odvajanja enacb rezidualov glede na red iskanega odvoda

je prikazan v naslednjih poglavjih.

6.2 Obcutljivostna analiza prvega reda

e qe . .. o Dp .. Dh .
Pri ob¢utljivostni analizi prvega reda se is¢e odvode prvega reda =2 in =3¢ odziva. Po-

Dg; D&;
trebno je torej odvajati enacbe rezidualov po &. Na nivoju kon¢nih elementov se izracuna

odvode v Gaussovih tockah R, (pe(&), hy(&), Pen(&), hyn(E), &), in Qu(pe(&), hy(&), pen(),
hy,.(8). &),

DR, _R,Dp.  0R,Dhy R, Dp., R, Dhy,  0R,

B 6.3

D¢~ op. D& | oh, D& Open D& | oh,, D& | o0& (6.3)
DQ, 0Q,Dh, Q,Dp. @Q, Dp., @Q, Dh,, 0Q,

- : ’ =0 =1,2,....N,.

D¢, ~ oh, D& T p. D& | pen D& | om,, D& T og 0 9T hEel

(6.4)

Iz enacbe 1} se izrazi %lg_g in ustavi v 1) Enacbo 1) se nato preuredi tako, da

se ¢lene, ki vsebujejo neznano obcutljivost prestavi na levo stran enacaja, ostale
¢lene pa na desno. Rezultat sestevka prispevkov po kon¢nih elementih je sistem linearnih
algebrajskih enacb, podoben lineariziranemu sistemu enac¢h primarnega problema (ki se

reSuje znotraj vsake Newton-Raphsonove iteracije primarnega problema),

Dp

K=- —
D¢;

—RI, (6.5)
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kjer je K neodvisni tangentni operator, dobljen iz prispevkov elementov

K= AK,
& (R, R, . ,0Q

K, = 9 g pA-10% ) .
;wf’<ape oh, 9 5pe> (6.6)

A, v tem izrazu je kovergirani odvisni tangentni operator 0Q,/dh,. Matrika K je ze
LU razcepljena in shranjena iz primarnega problema. Zato je za izracun obcutljivostne
analize potrebno izracunati le vektor ‘R na desni strani enacbe (6.5). Vektor ‘R’ vsebuje
¢lene iz enacb in (6.4)), ki vsebujejo neznano ob¢utljivost pomikov in se ga po metodi

kon¢nih elementov izracuna s sestevkom prispevkov po posameznih konc¢nih elementih

R — Azﬁé
Ng

R =D w,/R], (6.7)
g=1

kjer je Tié

it _ Ry DPen  0Ry Dhy, R, 7R, (0Q, Dp.,
g é’pe,n Dgz ahg,n DSZ ag@ ahg g ape,n D&
0Qg Dhy, N 0Q,
ahgm sz afz ’

(6.8)

Zaradi analogije sistema enacb (6.5)) z lineariziranim sistemom enac¢b primarnega pro-
blema, kjer vektor na desni strani sistema enacb predstavlja obtezni vektor, se pri ob-
cutljivostni analizi vektor ‘R’ poimenuje neodvisni obcutljivostni psevdo-obtezni vektor

prvega reda.

Resitev sistema enacb 1) je obcutljivost neodvisnega vektorja resitve g—g’_. To obcutlji-
vost se nato vstavi v enacbo (6.4)). Nakar se lahko izra¢una Se ob¢utljivosti spremenljivk

Dh
e 9= 1,2,..N,.

odvisnega problema

Ko so znane ob¢utljivosti p in hy se lahko izracuna obcutljivost funkcionala odziva. Ker
je funkcional odziva v splosnem lahko poljuben, ni smiselno podajati strogih pravil za
izracun in avtomatizacijo funkcionala odziva. Razvoj avtomatizacije, ki bi bil uporaben
le za dolocen tip funkcionala odziva bi uporabnost avtomatizacije le omejil in zato od njega
ne bi bilo posebne koristi. Na tem mestu je splosen simbolni sistem Mathematica prikladno
okolje za izra¢un ob¢utljivosti poljubnega funkcionala odziva. V primeru, da je funkcional

odziva odvisen le od vektorjev regitve v zadnjem ¢asovnem koraku (F(p(§),h(§),&)), se
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obcutljivost funkcionala odziva izra¢una po enacbi

DF B 0F Dp N oF Dh N oF
D¢; a op D¢&; ch Dg; 551'.

(6.9)

6.2.1 Avtomatizacija obc¢utljivostne analize prvega reda

Kot je bilo uvodoma na kratko predstavljeno, je za izvajanje obcutljivostne analize v
programski kodi kon¢nega elementa potrebno definirati ustrezne podprograme za izracun
obcutljivosti. Ker je matrika K izracunana in shranjena ze iz primarne analize, je za po-
stavitev sistema linearnih enach , potrebno izracunati le Se prispevke posameznega
koncnega elementa Zfig h globalnemu psevdo-obteznemu vektorju prvega reda ‘R’. V ta
namen smo uporabili ADB pristop, s katerim smo se izognili zamudnemu ro¢nemu izpe-
ljevanju in vnaSanju celotnega izraza v kodo kon¢nega elementa, temve¢ se v tem
primeru izracun prispevkov iRé izvede le z dvema klicema avtomatskega odvajanja. Ob
tem je potrebno le podati ustrezne izjeme k avtomatskemu odvajanju, za spremenljivke
(npr. pomike v prejinjem ¢asovnem koraku), za katere odvisnost od parametra, po kate-
rem odvajamo, sicer ni eksplicitno vidna iz programske kode samega konc¢nega elementa.
Te odvisnosti so implicitno vsebovane v vhodnih parametrih podprogramov. 7 uporabo

izjem pri odvajanju ena¢bo (6.8) zapisemo kot

. SR
'R} = 5 g (6.10)
&i DEE;” = D¢, Pe,n; DEE*;" = D¢, hyg n; 7%2? ="Zg; % =V Aifi;

kjer sta D¢, pen in Dg¢hy, obcutljivosti prvega reda vektorjev resitve, izratunani v pred-
hodnem c¢asovnem koraku, w pa predstavlja parameter, ki je v stohasti¢nem pristopu
opisan s stohasti¢nim poljem. Odvod stohasti¢nega polja w po slu¢ajnih spremenljivki &;
se opiSe s hitrostnim poljem, ki ga dobimo z odvajanjem enacbe (2.7)) po &;. Beseda hitro-
stno izhaja iz tega, da predstavlja mero za spreminjanje stohasti¢nega polja v odvisnosti

od hitrosti spreminjanja slu¢ajnega parametra &;

J
gg = VLX) = VA Z fi Nj(X) (6.11)

Odvodi visjega reda stohasti¢nega polja po &; so zaradi narave K-L vrste enaki 0.

Posebno pozornost velja nameniti kolicini ‘Z,, ki je vpeljana v enacbi (6.10)

0Q, Dpe.n N 0Qg Dhy, n an) _ (6.12)

’LZ _ _Afl
g 9 <8pe,n ng ahg,n Dgz aéz
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Koli¢ina ‘Z, je vpeljana iz dveh razlogov. Prvi je, da se z vpeljavo ‘Z, doseze zelo abstrak-
tno in jasno formulacijo za izracun psevdo-obteznega vektorja. ‘Z, namre¢ predstavlja
del zadnjega cClena v izrazu za psevdo obtezni vektor v enachi , ki vsebuje odvajanje
obeh rezidualov R, in Qg ter zato ne more biti izracunan s samo enim klicem procedure

by onaka

avtomatskega odvajanja. Opozoriti velja, da je dejanska vrednost odvoda 2 DE,

Dhy ., ,-10Q Dp

_ 6.13
sz 7 g ape D517 ( )

%};? = 'Z, vodi do matemati¢no
pravilne formulacije vektorja Zﬁé Drugi razlog za vpeljavo 'Z, je, da se to koli¢ino

lahko uporabi za izbolj$anje numericne u¢inkovitosti. V ‘Z, je namrec zajet ze velik

del izraza za izra¢un obcutljivosti Dgf’ (en. (6.12)) in (6.13)). Zato se lahko dejstvi, da

se neodvisni problem pri ob¢utljivostni analizi reSuje pred odvisnim in da je ‘Z, enakih

o . > . . .. . . . . Dh
koli¢ino ‘Z, zacCasno shrani v spomin, na mesto ki je pripravljeno za shranjevanje -

Dg; -
Med izvajanjem izracuna obcutljivosti odvisnega vektorJa 2h . Je tako ‘Z, Ze na VOlJO
in je potrebno le odsteti preostali ¢len A 15Q? g‘ge, se

nato preprosto shrani preko ‘Z,. Na tem mestu je prav opozoriti, da se kohcmo "Zy 2
namenom izboljsanja numeri¢ne u¢inkovitosti lahko, kot je prikazano na sliki 2.4] vpelje

tudi v tradicionalni izpeljavi ob¢utljivostne analize, predstavljeni v poglavju 6.2

V avtomatizaciji se koli¢ina ‘Z, izracuna z avtomatskim odvajanjem in ustreznimi izje-

mami

; L, 0Q
Zg = —Ag1 659

(6.14)

—D&penv DE —D& g,n;3 W— \/ ifis

Prispevke Gaussovih tock se sesteje na nivoju posameznega kon¢nega elementa. Prispevke
po konénih elementih se (ob upostevanju kinemati¢ne kompatibilnosti med elementi) se-
Steje po konc¢nih elementih in tako formira globalni psevdo-obtezni obc¢utljivostni vektor

prvega reda

Ny
RI=ARI=4 (Z ijé) . (6.15)
e e g:1
Sledi resevanje sistema linearnih algebrajskih enacb (6.5]), katerega resitev so ob¢utljivosti
Dp
D¢;*

Nato se izvede Se izracun obcutljivosti vektorja resitve odvisnega problema po enachi
(6.13), za kar je znotraj kon¢nega elementa generiran poseben podprogram. V tem koraku
se v ADB formulaciji ob¢utljivostne analize uporabi le en klic procedure avtomatskega
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odvajanja

~

Dhg _ ZZ A—l 5Q9

Dg& ’ ! 04; | Dpe
D¢,

(6.16)

Avtomatizacija do tu je bila predstavljena z uporabo lokalno definiranih izjem avtomat-

skega odvajanja. Ker se kar nekaj izjem v zgornjih izrazih veckrat ponovi, je morda

ustreznejSa globalna definicija izjem. Enacbe (6.10) do (6.14) se na ta nacin lahko zapise
kot

wi=w |g—2‘:=\/>\7fi ; (6.17)
Pe,n -= Pen ‘Dpem -D > (618)
DE; ¢;Pen
h n = h n g,n 3 6.19
g, 9, ‘%1—5;=Dgihg,n ( )
, 0
7, = —Aglﬁ; (6.20)
0&;
=1 OR
Ry = : (6.21)
0&; |Dhy .
De o
Ena¢bo (6.16) pa se lahko zapise kot
e *= Pe e ) 6.22
p p |%_I;;=D£ipe ( )
Dh, ,0Q
=2, — A2 6.23
D¢; g 9 o&; ( )

Ena¢be (6.21]) in (6.23) predstavljajo ADB formulacijo ob¢utljivostne analize prvega reda.

6.3 Obcutljivostna analiza drugega reda

D?p D?h,
D¢, D¢; D¢, D¢;
odvajati dvakrat in sicer po obc¢utljivostnih parametrih §; in ;. §; in §; lahko predstavljata

in

Za izracun obcutljivosti drugega reda , je potrebno reziduale R, in Q,

isti ob¢utljivostni parameter (v tem primeru i=j) ali pa gre za dva razli¢na ob¢utljivostna

parametra.
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0R, D’p. _ R, D*pun R, Dh, _ 0R, D’h,. @R, Dp.  O°R,
Ope DE DS Open DEDE; — dhy DEDE;  dhyy, DEDE;  Ipe0§; DE; 06,08
, R, Dp.Dp.. R, Dp.Dh, R, Dp. R, Dh,Dp.
O0PeOPen DE; D& 0pedhy DE; D 0ped€; DS dpechy DE; DE;
R, Dp.Dp. | R, Dh, &R, Dhy, &R, Dh,Dp.,
0p? DE, DE, ' ohyot, DE, | oy .0¢, D& | dhyope, DE, DE,
R, Dh, Db, R, Dp.Dh,, __*R, Dhy, R, Dhy,Dp.,
h2 DE; D& | pudh,, D, D& | Ohy,0& DE; | 0pendhy, DE DE,
°R, Dh,, Dh,, R, Dh,Dh,, @R, Dh,, "R, Dh,
oh2, D¢ DE | ohyoh,, DE D& | hy0f DE | Ohyd€; DE
N R, Dh,, Dpe+ R, Dpe’"—i— R, Dh,, Dhg+ PR, Dpcn
opeihy,, D&, DE, | dpundé, DE;, | by, DE D&  Opondé, DE
’R, Dp.n Dpw+ R, Dpen Dhg+ R, Dpe., Dp.
op:, D& D& 0penchy D& D 0peOPen D§; DE;

+

(6.24)

Q, D*h, 0Q, D’p,. 0Q, D?p., 0Q, Dh,,  0*Q, Dp.
chy, D§EDE;  0pe DEDE; Open DEDE;  Ohy, DEDE;  0pedE; DE;
*’Q, , 0°Qy Dp.Dh, *Q, Dp.

+.. =0 ~1,2,..N,. 6.25
06,06, op.dh, D& DE | 0p.&; DE; g o (629)

+

V enacbi (|6.25)) je zaradi velike dolzine enacb izpisanih le nekaj ¢lenov. Celotna oblika in
dolzina enacbe se lahko zapiSe s pomodjo enacbe (6.24), v kateri se R, zamenja s Q,.

. . . . . . o D2p - D2hg .
Iz enacb (6.24)) in (6.25) je razvidno, da je za izracun PeDE 1 DEDE potrebno pozr;)ahtl
o 7es p . M Dp Dpn
obclljlltlljlvostl prvega reda v trenutnem in predhodnem ¢asovnem koraku ( Ders Ders De
g,n

in k = i,j). Zato je pred izvedbo ob¢utljivostne analize drugega reda potrebno

D¢y
izvesti ob¢utljivostno analizo prvega reda. Za kompletno obc¢utljivostno analizo drugega

reda za M obcutljivostnih parametrov (ki jih je v primeru stohasti¢nega polja toliko,
kolikor je ohranjenih &lenov K-L dekomporzicije) je torej potrebno izracunati $M (M +
3) odvodov vektorjev resitve, od tega M odvodov prvega reda in $M (M + 1) odvodov
drugega reda. Odvodi istega reda so medsebojno neodvisni, kar pomeni da se lahko ra¢un
posameznega reda obcutljivostne analize paralelizira. To pomeni, da se racun obcutljivosti
po posameznih obcutljivostnih parametrih izvaja v istem ¢asu na ve¢ procesorjih, s ¢imer
se racunski ¢as skrajSa sorazmerno s Stevilom uporabljenih procesorjev. V primeru, da
nas izmed M obcutljivostnih parametrov zanima obcutljivost drugega reda le za omejeno
Stevilo obcutljivostnih parametrov, se Stevilo obc¢utljivostnih analiz drugega reda lahko

temu primerno zmanjsa.
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Podobno kot pri ob¢utljivostni analizi prvega reda, se iz enacb (6.25)) izrazi ob¢utljivosti
D2h,
D& D¢;

. .. “ .. . D2 « v s
ki vsebujejo neznane obcutljivosti —Dg-Dp§-7 preostale ¢lene pa da na desno stran enacaja.
S

in jih ustavi v (6.24). Po preureditvi, ko se na levo stran enacaja zdruzi ¢lene,

Z uporabo pravil Gaussove kvadrature in formiranjem globalnih matrik in vektorjev iz

prispevkov posameznih kon¢nih elementov, je rezultat zopet sistem linearnih enacb

D? o~
P _ _uRM (6.26)

KD&-DSJ‘ -

WRI v tem sistemu predstavlja neodvisni obcutljivostni psevdo-obteini vektor drugega
reda. Prispevki posameznega konc¢nega elementa k temu vektorju se izracunajo v Gaus-

sovih tockah in sestavijo v globalni vektor

e

Ng
R = AR = A D w"RI (6.27)
e =1
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kjer je

TR — IR, _ aRgA—1 0Qg \ D?pen n IR, _ aRgA—l 0Q,
g ape,n ahg 9 é’pe,n Dngé-] 0hg7n 6hg 9 6hg7n D{lﬁf]
(R, R, #Q,\Dp. ( PR,
apeagi ahg g apea& ng apeape,n
B ﬁRgA_l 2Q, Dp. Dpcn, N R, B é’RgA_l ?Q, \ Dpe. Dh,
chy, Y 0p.Open/) DE DE; op.ch, oh, Y 0Op.ch, /) D¢ DE,
N ( PR, Ry, , Q, ) Dp. ( R,
0p.d&;  h, 0 Op.g;) D& | \p.dh,
8R9A 102Qy oh, Dh, Dp, N R, B aRgAfl *Q,\ Dp. Dp.
ah g ape Dé] sz apeQ ghg g ape2 ng Dgz
. (R, @Ry, #Q,\Dh, ( @R,
oh,06,  oh, ¢ Oh,o¢;) DE | \ ohy,open
Ry, #Q, \Dh,Dp., (R, R, ,0*Q,\ Dh,Dh,
oh, ¢ oh,op.,) D DE oh2 ~ oh, " oh2 ) D& De
. (R, R, , #Q, \Dh, (&R,
oh,,06 Oh, ¢ Oh,,06) De; | \ohyog
Ry, , #Q,\Dh, (PR, R, ,0°Q,\ Dhy,Dh,,
oh, 9 0hyo¢;) D& \eh2, o, on2, ) D¢ Dg
( PR, R, , @Q, ) Dh, Dhy,, < PR,
oh,oh,, oh, ¢ oh,oh,, ) D& D& | \pendhy,
Ry, *Q, \Dhy Db, (PR, Ry, @#Q, \ Dpes
(9hg g 6pe,n8hg,n ng Déz 8pe,n8§i ahg g 8pe,n6£i ij
*R, @R, , , #Q, \Dh,Dp. ( &R, _
apeahg,n ahg g apeahg,n ng sz ape,nagj
Ry \ 1 Qg \ Dpew (PR, Ry, 17°Qy\ DPen DPen
ahg I ape,nag_j Dgl apg,n ahg I apg,n Dg] D£Z
@R, _R,, , @Q, \ Dp..Dh, PR,
ape,nah ah g apenéh Dg] Dfl apeape,n
_6R9A_1 Q, \ Dpen Dp. N R, &RQA L ?Q,
ahg g 5peape,n Dé-] Dgz

+

oh, ,0f,  oh, ahgnagj) D&
N ( PR, R, ¥Q, )Dpephg,n

é’peﬁhgm 8hg g ﬁpeéhgvn Déj D&
*R, @R, , , @#Q, \Dh,,Dh, R, @R,,  #Q,
oh,oh,, oh, ¢ dhyoh,,) DE; DE | 0606, oh, ¢ 0&0€,

(6.28)

Resitev sistema enacb (6.26)) je obcutljivost drugega reda D§ Dg Le-to se nato vstavi v
J

enacbo (6.25)), nakar se lahko izracuna Se obcutljivosti D;Dg ,9=1,2,..Ng.

Izra¢un obcutljivosti drugega reda funkcionala odziva %, v primeru da je le-ta odvisen
i85
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le od vektorjev resitve v zadnjem ¢asovnem koraku (F(p(&),h(E), §)), nato sledi kot

DF _OF Dp
D&DE;  dp DEDE;
0*F Dp Dp

OF Dh  &F Dp °F Dp
ch D§;DE;  dpdg; DE; - 0pd€; DE;
02F Dh  @*F Dh ¢°F Dh Dh

" op? DE; D& | oh€, DE; ' ohdg; DE, | on? DE, DE,

0*F Dp Dh

0*F Dh Dp

*F

" péh D¢, DE;

opoh DE, D€, | 06,06,

(6.29)

6.3.1 Avtomatizacija obc¢utljivostne analize drugega reda

Procedura avtomatskega odvajanja, vgrajena v AceGen je razvita za izracun odvodov

prvega reda. Izracun odvodov drugega reda se zato izvede z dvema zaporednima klicema

avtomatskega odvajanja za odvode prvega reda. Formulacija izjem avtomatskega odva-

janja mora biti temu primerna. Pri avtomatizaciji ob¢utljivostne analize drugega reda se

prispevki k neodvisnemu psevdo-obteznemu obcutljivostnemu vektorju drugega reda izra-

¢unajo v Gaussovih tockah, s proceduro avtomatskega odvajanja in z ustreznimi izjemami

kot
Il 0 oR,
Rg = = | DPesn _
0&; 0&; D?f'
D,
% =V Aifi;

Dgipe,n§ %712; = Dgipe;
Dh
= D¢, hygn; Dgf = D¢, hy;

Dgg,;‘n = D¢, Pen; D(lzfgijpn) = Dg,¢; Pe,ns % = D¢, Pe;
Dgg;" = De¢;hg.n; L)(Df)ig};g) = D¢,¢;hgn;

Dt = De hys et =92y,

B = Vit

(6.30)

kjer so Dg,¢;Pen in Dee hy, obcutljivosti drugega reda vektorjev resitev v predhodnem

casovnem koraku in D¢, pe, D¢, hy De,pen ter D¢ h ,, so obcutljivosti prvega reda vektorjev

reSitev v trenutnem in predhodnem ¢asovnem koraku. Na tem mestu morda velja opozoriti

na dejstvo, ki je bilo sicer omenjeno ze v prejSnjem poglavju, da zaradi narave K-L vrste, da

je linearna glede na slucajne parametre £, izjeme, ki bi definirala drugi odvod stohasti¢nega

polja po parametrih & in &; ni potrebno definirati, saj so drugi odvodi, ne glede na to

ali sta indeksa 7 in j enaka ali razli¢na, enaki ni¢. Na enak nacin kot pri obcutljivostni
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analizi prvega reda, tudi tu vpeljemo pomozno koli¢ino YZ,

iy _ _ AL (an D’p. 0Qy D’hy, n *Qy Dp. n *Q,
! OPen DGDE;  hy, DGDE;  0peds D 0608
*Qy 0p.Dp., Qg Dp.Dh, 0*Q, Dp. 0°Q, Dh, Dp,
OPeOPen 0§; D& 0pchy DE; D& 0ped€; DS dpedhy DE; DE;
#Q,Dp.Dp. | #Q, Dh,  #Q, Dh,, _&*Q, Dh,Dp.,
op2 DE; DE, | oh,0& DE; | oh,,06, D& | oh,op.n D& DE
#Q,Dh,Dh, ~ *Q, Dh,, &#Q, Dh, *Q,Dh,, Dh,,
0h2 D¢ D& | ohy a0 D& | dhydg; D | oh2, D& DE
#Q, Dh,Dh,, _#*Q, Dhy,Dp., _*Q, Dhy,Dp.
oh,oh,, DE;, DE | Oponch,, D& DE  op.oh,, DE DE
*Q, Dhy, Dhg+ 0*Qy Dpe,n+ 0’Qy Dpen +32Qg Dpe ., Dpe
chychy, DE D& 0pend& D& 0pendé; DG 0pZ, D& D
’*Q, Dp.,Dh, °Q, Dp.,Dp.  *Q, Dhy,
OPenChy DE; DE; OpeOpe, DE; D& dhy 08 DE;

62Qg Dp. Dhgn
+ : =1.2...N_. 6.31
dp.oh,,, D¢ DE; ) 9= 5% (6:31)

Razlogi za vpeljavo “Z, so enaki kot so razloZeni v poglavju Programska koda je na
ta nacin krajSa in preglednejsa, hkrati se poveca numeri¢na ucinkovitost, saj je dimenzija

“Z, tudi v tem primeru enaka kot o 1};2 in zato med proceduro formiranja globalnih
2

enacb lahko zacasno shranjena na mesto, ki je sicer pripravljeno za %. V okviru
S

avtomatizacije se YZ, izratuna z dvema klicema procedure avtomatskega odvajanja in

ustreznimi izjemami.

yy . _A—l g 5Qg b
g 9 3 ™ = D¢, Pen; pge = D¢, Pe;
55] 56 giPen gf]’ Gibe Dpe,n — D6 Pe.n; D(Dfipe,n) _ Dg-g-pen'
DE = Dgihg,m 7D£f = Dﬁihfl; D¢ J Dg; &5 Pe,
Dp

=D, = D¢ hy;

BE = VAifis Dé; ¢ Pes Ds T
Dhy . D(Dg;hgn) .
pe.~ = Deg;hgni —pg—— = De;e;hgn;

% = Vil
(6.32)

Kot pri obcutljivostni analizi prvega reda, se prispevke posameznih konc¢nih elementov

(ob upostevanju kinemati¢ne kompatibilnosti med elementi) seSteje in se tako formira

globalni psevdo-obtezni obc¢utljivostni vektor drugega reda

inII ZJR[I (Z wgszII> (633)
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Sledi resevanje sistema linearnih algebrajskih enacb (6.26)), katerega resitev so ob¢utljivo-

sti DZ;’E Nato se pri¢ne izvajati podprogram kon¢nega elementa za izrac¢un obcutljivosti
vektorja resitve odvisnega problema, v kateri se izvede en klic procedure avtomatskega

odvajanja

D?h, iz, — A 0Q,

D¢ DE; g 55%] (6.34)

—; = Deje;pe
iJ

Na tem mestu je prav opozoriti Se na eno pomembno ugotovitev. Naj spomnimo, da so
vse izjeme, ki se razlikujejo glede na red ob¢utljivostne analize, zajete v koli¢ini “Z, in da
je edina izjema, ki jo je potrebno podati pri izracunu odvisnih obcutljivosti ta, kaksna je
vrednost odvoda neodvisnega vektorja resitve po trenutnem obcutljivostnem parametru
(ali trenutnih obcutljivostnih parametrih). Ob pazljivem premisleku navedenih dejstev
ugotovimo, da je nacin, kako to podati v programski kodi neodvisen od reda trenutnega
iskanega odvoda (zato je v enacbi uporabljen zapis 5&7’)- Na tem mestu se torej
pokaZe e ena prednost vpeljave “Z,, saj je podprogram za izra¢un odvisnih ob¢utljivosti
na ta nac¢in enak ne glede na red obcutljivostne analize, obc¢utljivosti odvisnih vektor-
jev resitve pa ne glede na red izracunane s samo enim klicem procedure avtomatskega

odvajanja.

Z uporabo globalno definiranih izjem se avtomatizacija obcutljivostne analize drugega
reda, predstavljena v enac¢bah (6.30) in (6.32), zapise kot

wi=w Dw 6.3

‘ i2§7\/7f] ( )

e = Pe . 6.36

Pe =P ‘%@Z ~Depi 2D, (6.36)

Déipem = Dfipe,n |D(Dgipﬁ7n) X (637)
T:Dfifjpe,n

e,n = e,n | Dpe,n D ; 638

p s p s ’Dp;ggzDgipe n; Df _ngpe n ( )

h, :=hy | pn, Dh, ; 6.39

g:=hy| D by 2 n, (6.39)

sz‘hgm = D& g,m ‘D(Dgihg,n) ; (640)
— e =Deig;hon

hg,n = hg,n |Dhg7n Dhy 3 (641)

Dg; ~PeiboniTDg =

07, = —A*Ri <&> ; (6.42)
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- o (IR
YR = — | 2 (6.43)
55]‘ 5§z M:ijz
De, 9
in enacbo (6.34) se lahko preuredi v
Pe = e ‘5?5 =Dg;¢;pe’
D?h, y 0Q
— 2 =7, - A 6.44

6.4 Obcutljivostna analiza visjih redov

V tem poglavju bomo podali enacbe za izracun obcutljivosti poljubnega n-tega reda.
Stevilo indeksov je v tem primeru poljubno veliko. Oznac¢imo indeks obcutljivostnega

parametra s s;: s; € {1,2,...,M}. Iskane obcutljivosti n-tega reda tako oznadimo s
D"p 0 D"h,

D&, ,DEs,...Dés, D&, ,Désy ... Désy, *

cutljivostnega parametra, npr. &, in &, lahko predstavljata dva ista ali dva razlicna

Ob tem velja opomniti, da dva razlicna indeksa ob-

obcutljivostna parametra, saj je s; indeks poljubnega clena K-L dekompozicije.

Za izra¢un kompletne obcutljivostne analize n-tega reda je ob upostevanju komutativnosti
odvodov in dejstva, da moramo poznati tudi odvode nizjih redov, potrebno izvesti npa

izra¢unov odvodov

M+i—1 S (M +i—1)!
TLOA—Z< ) Z M1yl (6.45)

i=1 i=

(M+i—1)!

od tega W

odvodov i-tega reda.

Postopek izpeljave obcutljivostne analize n-tega reda je podoben kot za obcutljivostno

analizo prvega in drugega reda. Najprej odvajamo osnovne enacbe rezidualov

D"R, _ OR, D"p. . R, D"h, N
Dfsla DSSQ"'Dgsn B ape D£S1D€SQ e Dgsn ahg D€S1D582 e Dgsn
R, D" 'h,, "R,

(6.46)

T oh, .06, DELDE, - DE . T At e, 06
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DrQ, _Q, Dp, 0Q, D"h, )
DSS1D§52"'D§SH (’}pe D551D§SQH'D§87L ahg DSS1D552"'D£sn
62 anlh n on
+ R & +ot = Q —  (6.47)
ahg7na§sn D§51D§52 A D58n71 0581 6552 e Oé'Sn
g=1,2..N,.

D"h,
D€, D&, .. Dés,,
kot v primeru prvega in drugega reda se enacbo preuredi in po proceduri sestavljanja dobi

Iz enacbe (6.47)) se izrazijo obcutljivosti

in vstavijo v (6.46)). Na enak nacin

sistem linearnih enac¢b

D"p ~
K _ _5152...snR(n)’ 6.48
D& DEs, ... DE, ( )

kjer je s152-5n R neodvisni obcutljivostni psevdo-obtezni vektor n-tega reda. Resitev sis-
an
DE., DEs, .. Dés,

L . o e . Drh,
se lahko izracunajo Se obcutljivosti DE. DE., - DEw,
D"F

D¢€s,,DEsq ... DEsyy, *

tema enacb (|6.48|) je obcutljivost , ki se jo nato vnese v (6.47). Na ta nacin

. Sledi izrac¢un obcutljivosti funkcionala
odziva

6.4.1 Avtomatizacija obc¢utljivostne analize vi§jega reda

7 vgrajeno proceduro avtomatskega odvajanja se izracun odvoda n-tega reda izvede z n
zaporednimi klici avtomatskega odvajanja. Pri avtomatizaciji obcutljivostne analize n-
tega reda se prispevki k neodvisnemu psevdo-obteznemu obcutljivostnemu vektorju n-tega
reda izra¢unajo v Gaussovih toc¢kah, s proceduro avtomatskega odvajanja in ustreznimi

izjemami

A

- 5 B 5 [OR
3152~~~5nRé") =3 g g N . izjeme izjeme """ izjeme """ izjeme (649)
5§5n 55% 5§52 6551 za, za, za, za,
odvod odvod odvod odvod
po&s; PO &s,y po &s, po &s,,

Izjeme za prvi in drugi red so podane v preglednicah [6.1]in Izjeme, ki jih je potrebno
podati za k-ti red, k < n, so podane v preglednici [6.3] Izjeme, ki jih je potrebno podati
pri klicu avtomatskega odvajanja po &, pa so podane v preglednici

Na enak nacin kot pri obcutljivostni analizi prvega in drugega reda, tudi tu vpeljemo
D"h,
DE,, D&, .. D&y, *
V okviru avtomatizacije se *1525» Zén) izracuna z n klici procedure avtomatskega odvajanja

koli¢ino $1%2--5n Zg"), ki jo nato prav tako shranimo na mesto, pripravljeno za
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Preglednica 6.1: Izjeme, ki jih je potrebno podati h klicu avtomatskega odvajanja po
parametru &, .

Table 6.1: Exceptions that need to be defined for automatic differentiation with respect
to parameter &, .

Odvajanj . T
vajane Izjeme Stevilo izjem
spremenljivke
Dw .
w Dé&, — V Asy fors 1
Da .
a D&, Dy, a; 4

@ = Pe, Pen; hga hg,n

Preglednica 6.2: Izjeme, ki jih je potrebno podati h klicu avtomatskega odvajanja po
parametru &, .

Table 6.2: Exceptions that need to be defined for automatic differentiation with respect
to parameter &, .

dvajanj . T
© vajane Izjeme Stevilo izjem
spremenljivke
w l%:; = A/ sy [sa3 1
Da  _ :
a ngQ = Dg,,a; 4
D(Dfs a) .
Dgsla’ D£521 = D651552a7 4

a = Pe, Pen, hga hg,n

in ustreznimi izjemami.

~

g = A1 0 ( : ( 6 <5Qg o ) . ) - > ieme  (6-50)
g : g ¢ e e N izjeme izjeme """ izjeme """ 1zjeme '
06, \ &g, \ 0&s, \O&, |pm s va sa
odvod odvod odvod odvod
po&s;  poés, PO &5y, po &s,,

Izjeme za prvi, drugi, k-ti in n-ti red so enake kot so podane v preglednicah [6.1],
D(De, ¢uéan.ca - h .. .
in |6.4] razlika je le pri izjemi (Desy¢ QDEE’ LIS 3152“'5”Z§”), ki se je v tem primeru ne

poda.

Ob upostevanju kinemati¢ne kompatibilnosti med kon¢nimi elementi se nato formira glo-

balni psevdo-obtezni obc¢utljivostni vektor n-tega reda



96 Melink, T. 2014. Metoda stohasti¢nih konénih elementov v modeliranju konstrukcij.
Doktorska disertacija. Ljubljana, UL FGG, Podiplomski §tudij gradbeni§tva, Konstrukcijska smer.

Preglednica 6.3: Izjeme, ki jih je potrebno podati h klicu avtomatskega odvajanja po
parametru &, , k < n.

Table 6.3: Exceptions that need to be defined for automatic differentiation with respect
to parameter &, , k < n.

Odvajagje Izjeme Stevilo izjem
spremenljivke
w % =14/ )\skfsk; 1
Da .
a De.. — De, @ 4
De.a D%’g;k) = De e, a3 0=1,2k—=1| 4k-1)
D(Deg,e5,9) )
D, ¢,,a T b, Dente, 4 x < "y )
o=1,.k—=2;,p=o0+1,...k—1; 2
D(Deg e, €5, %) )
. Tpe, - Peotese,® Lo (k1
fSOﬁspfsqa o0 = 1,1{,‘—3’ p:O+1,,k—27 X 3
g=p+1,....k—1;
a = Pe, Pe,n; hga hg,n
Ng
slsg.A.snR(n) _ A(slsg...snRgn)> - A (Z wg<s182..AsnR§n)>> (651)
e € g=1

Sledi reSevanje sistema linearnih algebrajskih enacb (6.48)), katerega resitev so ob¢utljivo-

sti %. Sledi izvajanje podprograma v konénem elementu za izracun obcutljivosti
s1 89+ Ssn

vektorja reSitve odvisnega problema. V tem koraku se za izracun uporabi en klic procedure

avtomatskega odvajanja

Dnhg Z(n) _ A—l (SQg

= - 6.52
D£81D§SQ“'£Sn 7 I 551]71 ( )

Dpe

= D¢, ¢s,...65, P
Dgijmn ¢ 1602 Son P

Z uporabo globalno definiranih izjem se avtomatizacija obcutljivostne analize drugega
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Preglednica 6.4: Izjeme, ki jih je potrebno podati h klicu avtomatskega odvajanja po

parametru &, .

Table 6.4: Exceptions that need to be defined for automatic differentiation with respect

to parameter & .

Odvajanje . T
vajar) Izjeme Stevilo izjem
spremenljivke
w % = V Asnfsn; 1
D .
a ngn = D, a; 4
D(Dgy,a) .o
De, a e = Depe 05 0=1,2,..n -1 4(n—1)
D(Dgg ¢, @)
T Esolsp : -1
Dgsofsp Dfsn Dgsofspgsna7 4 % < n 2 )
o=1,.n—2;p=o+1,...,n—1;
D(Dey e, 65, ]
DgS: . - Dgsofspgsqgsna’ n — 1
Deotopte, @ o=1,.mn—=3; p=o+1,...,n—2; 4 X 3
gq=p+1,...n—1;
D(DES €sg8sg---Esyy b) .
D631£S2653"'£5n—1b : éfjn : = D551552583-~~€sn71£snb7 2
D(D§5 €59 &s: '“E‘Sn— hg) ...8n (n)
D651£52€53..-£5n_1hg - 2D€zn - = #1928 Zg ) 1

a = Pe, Pe,n; hga hg,n

b= Pe,ns hg,n

reda, predstavljena v enac¢bah (6.49) in (6.50) zapise kot

W= w | puw

- Sf Dw Dw _
Dgsl_ )‘51f51vD582— )‘52f527--'7D§Sn— )‘SnfSn

Déslé.sggsgu-gsn,l b = Désl 582553“-55”71 b | D(Désl €s9€sg---Esp_1 b)
Désn

Dgsogspgsqa = D55055p554a ’ D(Dgsofspﬁsq a)

De., = Dt pbepbagbe, @

I

=Dy opon.bsy_qEsn b

o=1,.n=3;p=o+1,..n—2;, g=p+1,..,.n—1, r=q+1,...,n

Dy, e.,a = De, ¢, a|pwe, . o

D.fb,q = Dgsufsz)ﬁs[l a,
o=1.n—2;p=o0o+1,...,n—-1, g=p+1,..,n;

Dg,,a:= Dg,,a |D£soa_—D =1,2,.n—1, p=o+1,..m;
Dﬁspai Esoﬁs;,av o=1,2,..n—1, p=o+1,..n;

a:=a| pa

_ ) ’
Dgso _Dﬁso a; VOE{LQ,...,TL}

(6.53)



98 Melink, T. 2014. Metoda stohasti¢nih konénih elementov v modeliranju konstrukcij.
Doktorska disertacija. Ljubljana, UL FGG, Podiplomski §tudij gradbeni§tva, Konstrukcijska smer.

kjer oznaki a in b stojita za a = pe, Pen, hy, hy, in b = pey, hyp.

S1S2~~~Snz(”) = _A_l A(S _ 0 A(S (ng ;
g J 5€sn 65577.71 5§S2 6551

< B 0 o [OR
5152...snRéTL) = — ~ N ~ J (654)
5€5n 55‘9”71 5552 5551 D(D551552§53-..§sn_1hg)_5152msnz(n>
DESH B g
in enac¢bo (6.52)) se z globalno definirano izjemo preuredi v
pe = pe |%=D531£S2M§SHP€ )
Dnhg = 8182~~~SnZ(”) — Afl ?Qg . (655)
D§S1D552 Désn I ! 5§wn

6.5 Avtomatizacija obc¢utljivostne analize za ¢asovno neodvisen nepovezan pro-
blem

Kot je bilo v disertaciji 7e predstavljeno, je ¢asovno neodvisen nepovezan problem najeno-
stavnejsi med razli¢nimi tipi mehanskih problemov. Primarni problem je v tem primeru
definiran le z neodvisnim rezidualom, ki je zaradi ¢asovne neodvisnosti odvisen le od

vektorja resitve p v trenutnem c¢asovnem koraku

R(p(&).&) =0. (6.56)

V primeru, da je problem nelinearen, je konstrukcijo sicer lahko potrebno obremenjevati
postopoma, da reSitev konvergira in sledi obtezni poti do kon¢ne podane obremenitve. Ker
pa je kon¢ni rezultat neodvisen od rezultatov prejsnjih korakov analize, je obc¢utljivostno

analizo potrebno izvesti le po zakljuc¢eni primarni analizi v zadnjem casovnem koraku.

DRg B ﬁRg Dp. 5Rg
D¢; B OPe D¢; afz' ’

(6.57)

Dpe
D¢,

preostale pa na desno. SeStejemo prispevke konc¢nih elementov v globalne matrike in
vektorje in dobimo zopet sistem linearnih algebrajskih enacb, oblike kot v en. (6.5). V

primeru ¢asovno neodvisnih nepovezanih mehanskih problemov se ob¢utljivostni psevdo-

Preuredimo enacbo tako, da prestavimo ¢len z neznano obcutljivostjo

na levo stran,
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obtezni vektor prvega reda ‘R’ izrac¢una kot

N, N,

s s S = 5 R

R = A'R! = A (2 wgz[{é) =A (Z wy &59) : (6.58)
g9=1 !

€ € g:1

V ADB formulaciji ga izra¢unamo z enim klicem procedure avtomatskega odvajanja

~

if{] . 5R!]

(6.59)

g

% =Vifi;

Za izracun obcutljivosti drugega reda odvajamo rezidual po §; in &; in v primeru ¢asovno

neodvisnega nepovezanega problema dobimo

/R, D%p. ”*R, Dp. R, Dp. &*R,Dp.Dp. 0*R,

6.60
0pe D§DE;  0pedés DE; - 0pedé; DE - o0p2 D& DE; 06,06 (6.60)

D?pe
D&, DE;
enacbe, preostale ¢lene pa na desno stran enacbe. Po seStevku prispevkov po koncénih

elementih dobimo zopet sistem linearnih algebrajskih enacb, oblike kot v en. (6.26]). Pri-

spevek k obcutljivostnem psevdo-obteznem vektorju drugega reda, izra¢unan v Gaussovi

na levo stran

Preuredimo enacbe tako, da prestavimo ¢len z neznano obcutljivostjo

tocki (VR!!) je v tem primeru

e O°Ry Dp.  *Ry Dp. = *Ry Dp.Dp. = °R,

- + 6.61
7 0ped& D 0pedg; DG opg DE D 0606 (6:61)
in ga z uporabo avtomatskega odvajanja izracunamo z
inéI — A5 & . (6.62)
55]' (551 D}gf = D¢, Pe;

Dpe _ p .
B = Aifis /| D& ¢ Pe;

D
De; = Vil

Za obcutljivost visjega reda zaradi boljSe razumljivosti zopet uporabimo zapis, predsta-
vljen v poglavju Izraz za obc¢utljivosti n-tega reda dobimo tako, da odvajamo rezidual
PO &spy Espyeonslsns Si € {1,2,..., M} in v primeru ¢asovno neodvisnega nepovezanega pro-

blema dobimo

R, D"p. R, D=Np, R, D=p,
=+ =+
OPe D¢, DE, ... DS, apeaga D¢, DE,,... DS, (9p65552 D¢, DEy,... DE,

+ ... (6.63)

Po zdaj ze znanem postopku se prvi ¢len enacbe (6.63), ki vsebuje neznano ob¢utljivost
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% prestavi na levo stran enacbe, preostali ¢leni pa predstavljajo prispevek v
Gaussovi tocki k obc¢utljivostnemu psevdo-obteznemu vektorju n-tega reda. Ob uporabi
ADB formulacije obc¢utljivostne analize se te prispevke lahko izra¢una z n zaporednimi

klici procedure avtomatskega odvajanja.

- b 5 (R
5132~~-3nRg") = 7 g N : izjeme izjeme """ izjeme (664)
65% 6552 5551 za za, za,
odvod odvod odvod
po &s; PO &sy po &s,,

Izjeme, ki jih je tokrat potrebno podati so le hitrostna polja g—g}i ter podatki o obcutlji-

vostih nizjih redov. Izjeme za prvi, drugi in n-ti red so podane v preglednicah in
6.7

Preglednica 6.5: Izjeme, ki jih je v primeru nepovezanega in ¢asovno-neodvisnega pro-
blema potrebno podati h klicu avtomatskega odvajanja po parametru &, .

Table 6.5: Exceptions that need to be defined for automatic differentiation with respect
to parameter &, in case of uncoupled and time-independent problem.

dvajanj . T
O vajanje Izjeme Stevilo izjem
spremenljivke
w DDéUl =\ )\31f51 1
Dpe .
Pe D£1 = Désl Pe; 1

Preglednica 6.6: Izjeme, ki jih je v primeru nepovezanega in ¢asovno-neodvisnega pro-
blema potrebno podati h klicu avtomatskega odvajanja po parametru &,.

Table 6.6: Exceptions that need to be defined for automatic differentiation with respect
to parameter &, in case of uncoupled and time-independent problem.

Sp?jrzzﬁﬁ‘ifeke Izjeme Stevilo izjem
w 5 = At 1
be pee = De,,Pe 1
De,, pe D(%T?QM = D¢, ¢,,Pe 1
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Preglednica 6.7: Izjeme, ki jih je v primeru nepovezanega in ¢asovno-neodvisnega pro-
blema potrebno podati h klicu avtomatskega odvajanja po parametru &, .

Table 6.7: Exceptions that need to be defined for automatic differentiation with respect
to parameter & in case of uncoupled and time-independent problem.

Odvajanj . TR
vajanje Izjeme Stevilo izjem
spremenljivke
w % = \/Tsnfsn ]-
Dpe
Pe Tzn = DSS,Lpe 1
D(Dg,, Pe)
D£sope % = DgSOgmpe; o=1,2,.n—1 (n — 1)
D(Dfs 55pp5)
—e— =D ; n—1
De, e, Pe Dt., Eoolplon Pe < ) )
o=1,.n—2;,p=o+1,...n—1;
D(Dfsoﬁsr &s pe) .
— e = De, e 60,60, Pes o1
Dgsofkgpfsqpe o=1,.n—3; p=o+1,...,n—2; 3
g=p+1,...n—1;
D(De¢s, €598s5..-5,,_o Pe)
D551€52653...£5n_2pe : 555271 2 = D£51€52§S3-~§sn_1 p@ 1

6.6 Elasto-plasti¢ni konéni element z vgrajeno obc¢utljivostno analizo drugega

reda

V tem poglavju je prikazana koda kon¢nega elementa za avtomatizacijo analiti¢ne obc¢utlji-
vostne analize prvega in drugega reda za primer elasto-plasti¢nih problemov z izotropnim

utrjevanjem. Kon¢ni element je zasnovan za probleme velikih deformacij.

Elasto-plasti¢ni problemi spadajo v razred ¢asovno odvisnih povezanih problemov in so
v splo$nem definirani s funkcijo W, ki definira plasti¢no energijo, funkcijo tecenja f ter
enacbami, ki doloc¢ajo evolucijo plasticnih deformacij Q,, ki morajo biti v primeru, ko
je material v plasti¢nem stanju, izpolnjene v Gaussovi integracijski tocki. V naslednjih
vrsticah je na kratko predstavljen diskretizacijski postopek reSevanja elasto-plasti¢nih
problemov, za podrobnejsi opis primarne analize in avtomatizacije primarne analize elasto-

plasti¢nih problemov, glej Zienkiewicz, 1991, Michaleris, 1994 in Korelc, 2009a.

Kot obi¢ajno v mehanskih problemih, tudi pri elasto-plasticnih problemih izhajamo iz

standardne Sibke oblike ravnoteznih enacbh, ki predstavljajo princip virtualnega dela in so
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opisane v poglavju

f PSFdV — J toudA = 0. (6.65)
D oD

Po diskretizaciji enacb po metodi konc¢nih elementov in diskretizaciji ¢asovne domene
konstitutivnih enac¢b dobimo mnozico povezanih nelinearnih enacb, ki jih moramo resiti

za trenutni ¢asovni korak

QQ(F(pe)7 hgv hg,n) =0, (6.67)

kjer je p vektor neznanih posploSenih pomikov v trenutnem ¢asovnem koraku in h, vek-
tor spremenljivk stanja materiala v Gaussovi toc¢ki v trenutnem casovnem koraku in si-
cer vsebuje komponente inverza desnega plasti¢nega Cauchy-Greenovega deformacijskega
tenzorja C;l ter akumulirano plasti¢no deformacijo v: hy, = {6;111 -1, C’;%Q -1, C;;;; -
1, 0;112, Cgllg, 017,213,7}, indeks n pa pomeni, da gre za vektor v prejsnjem casovnem ko-
raku. Kot je razvidno iz enac¢b in (6.67), je glavna razlika v primerjavi z enac¢bo
za splosni Casovno odvisni povezan problem, da je v primeru elasto-plasticnega
problema odziv v trenutnem ¢asovnem koraku neodvisen od neodvisnega vektorja resitve
v prej$njem Casovnem koraku (p,). Nadalje je pri elasto-plasti¢nih problemih odvisni

residual Q, od p. odvisen le posredno, preko deformacijskega gradienta F.

Enac¢ba R(p,h,h,) = 0 predstavlja diskretno obliko enacbe , medtem ko pred-
stavljajo enacbe Qu(F(p.),hy, h,,) = 0 mnozico inkrementnih konstitutivnih enac¢b v
Gaussovi tocki z indeksom g, p. pa je vektor posplosenih pomikov kon¢énega elementa z
indeksom e. Enacbe se resi za h, ob fiksnem p, z uporabo Newton-Raphsonove
metode

C,:= C,(h,); b,:=FC,F";

1 1
[1 = trbe; [3 = detbe; W .= 5,&([1 -3 - lnlg) + Z)\([g —1- lnlg),

T = 2b62—bM:; T =T %(tr(‘r))[;

fim Gr o) m= L (6.69)
Z:=FC," —exp(—2(y —1)n)FC, ;

by = {C, 1 = 1,Cp30 = 1.Cos = 1,Cp 1, Gy s Gy s

Qéj) = {211, 292, Z33, 212, Z13, 223, [},

kjer je j indeks trenutne iteracije, F' deformacijski gradient, C, in b. sta plasti¢ni in
elasti¢ni Cauchy-Greenov tenzor, I in I3 sta invarianti elasti¢nega Cauchy-Greenovega
tenzorja, i in A sta Laméjevi konstanti, 7 je Kirchoffova napetost, I je enotska matrika,

o, je napetost na meji tecenja, ki je odvisna od akumulirane plasti¢ne deformacije v, n
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je normala na ploskev tecenja v trenutni konfiguraciji, J, pa je determinanta Jakobijeve

matrike preslikave iz referen¢nega koordinatnega sistema v globalni koordinatni sistem.

Prav tako se z Newton-Raphsonovo metodo resuje globalno ravnotezno enacbo ([6.66)),
ki se jo definira v zunanji zanki. ReSevanje elasto-plasti¢nega problema torej poteka z

vgnezdeno iterativno-subiterativno zanko za neznana p in h.

repeat

ji=7+1

solve equations (6.68)

SOU)
AV = (SAQ‘[]A ;
‘" 5ny

ARY) = (A (j))leéj);

hU*t) .= h¥) + ALl
until [AhY)| < TOL

hg = hg |%1}‘ _(A; 16Qg);
end if
oW R
R,:=J; — ;o K, i= 2, (6.69)
0Pe | Dby _ 0P
DF ~

Ko je dosezena konvergenca primarnega problema, se pri¢ne z izvajanjem obcutljivostne
analize prvega reda, kot je predstavljeno v enacbah (6.21)), (6.5)) in (6.23). Razlika je le v
izracunu ‘Z, in %g , ki se ju z namenom pocenitve postopka resevanja v tem primeru lahko
definira glede na to ali je material v trenutnem c¢asovnem koraku v elasti¢nem (f < 0;
v tem primeru gre za nepovezan problem) ali plastitnem stanju (£ > 0). V primeru,

ko je material trenutno v elasti¢cnem stanju se obcutljivostim odvisnih vektorjev reSitve
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h, le pripiSe obcutljivosti iz prejSnjega Casovnega koraka.

ZZ Dgihg,n ftrml < 0
9= _Aflgﬁ ftm'al >0 ’
9 oL
Dh iZg ft'rial <0
B =1 s e (6.70)
i Zy— A >0

Kot opombo velja zapisati, da se koli¢ina ‘Z, v obeh primerih (f > ( in firial <
Dh

D&f'
je material v elasticnem stanju, se zato podprogram za izrac¢un obcutljivosti odvisnih

0) shrani na mesto, ki je v spominu pripravljeno za obcutljivosti V primeru, ko

vektorjev prekine takoj na zacetku, ko se prebere podatek o trenutnem stanju materiala

in na ta nacin prihrani nekaj nepotrebnega racunanja.

Ko so izracunane vse obc¢utljivosti prvega reda, se lahko pri¢ne z izracunom obcutljivosti
drugega reda, skladno z enac¢bami predstavljenimi v (6.43)), (6.26) in (6.44). Podobno kot

pri ob¢utljivostih prvega reda, se tudi tu razlikuje le nacin izracuna “Z, in %Bg
trial

ing L D&fjhgin 8 f riQ § 0 .

' _A—-106 [6Qg trial ’
AL (sJ) firiel > 0
D2h ijz, ftm'zzl <0

ﬁ R P ' 19Q trial (6'71)

D | vz, - A prie -

6.6.1 Simbolni opis kon¢nega elementa za elasto-plasti¢no obc¢utljivostno ana-

lizo drugega reda

V tem poglavju je prikazan simbolni opis konc¢nega elementa, ki omogoca izra¢un obcu-
tljivostne analize drugega reda za elasto-plasti¢en problem. Opis je napisan za uporabo v
programskem sistemu AceGen, ki je bil podrobneje predstavljen v poglavju Izbran je
4-vozliscni elasto-plasti¢ni kon¢ni element, pri katerem je elasto-plasti¢nost formulirana
kot je predstavljeno v poglavju Predstavljeni koncni element je napisan za primer,
ko je s stohasti¢nim poljem opisana oblika fizikalnega problema, t.j. ko stohasti¢no po-
lje vpliva na koordinate mreze kon¢nih elementov (npr. geometrijska nepopolnost). V
primeru, ko je stohasti¢no polje ena izmed spremenljivk, ki se v kodi elementa pojavi
eksplicitno (npr. elasti¢ni modul, debelina, Poissonov koli¢nik itd.), bi se simbolni opis
od prikazanega nekoliko razlikoval v smislu mesta, kjer je stohasti¢no polje povezano s
podatkom o odvodu stohasti¢nega polja po slu¢ajnih spremenljivkah. Naj na tem mestu
omenimo, da je mozen tudi simbolni zapis kon¢nega elementa, ki bi hkrati omogocal iz-
racun obcutljivosti tako za stohasti¢no polje oblike kot za stohasti¢no polje eksplicitnega

parametra, vendar je bila za prikaz v disertaciji namenoma izbrana moznost, ko je izracun
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obcutljivosti prilagojen izklju¢no za stohasti¢no polje oblike. Razlog za taksSno odlocitev
je, da je koda bralcu lazje razumljiva. Razsiritev uporabe na preostale tipe spremen-
ljivk pa je ob razumevanju predstavljenega simbolnega zapisa dokaj enostavna. Velikost
kode kon¢nega elementa, generiranega v programskem jeziku C, ki ga AceGen avtomatsko

generira iz spodaj napisanega simbolnega opisa, je 138 kB.

Podprogram konc¢nega elementa za izrac¢un prispevka k neodvisnemu psevdo-

obteznemu obcutljivostnemu vektorju prvega reda

<< AceGen?';
SMSInitialize["QlFiniteStrainSensitivity20rderl",
"VectorLength" - 10000, "Environment" -> "AceFEM"];
ngh = 5; 1gh = ngh + 1 + ngh idata$s$["NoSensParameters"];
leh = 1gh *es$$["id", "NoIntPoints"];
SMSTemplate ["SMSTopology" - "Q1",
"SMSSymmetricTangent" - False,
"SMSNoTimeStorage" — leh,
"SMSPostIterationCall" - True,
"SMSGroupDataNames" -> {"E -elastic modulus", "v -poisson ration",
"t —thickness", "oy -initial yield stress", "Kh -hardening coefficient",
"oyInf -residual flow stress", "6 -saturation exponent", "p0O -density",
"bX -force per unit mass X", "bY -force per unit mass Y"},
"SMSShapeSensitivity" -> True,
"SMSDefaultbata" -> {21000, 0.3, 1, 24, 0, 24, 0, 1, 0, O},
"SMSIntSwitch" -> Table [0, {maxSensPar (maxSensPar + 3) }]
1
SMSSensitivityNames = SMSGroupDataNames;

V SMSInitialize in SMSTemplate se poda ime generiranega konc¢nega elementa, v
kak$nem jeziku naj bo generiran in za katero okolje. Nadalje se poda osnovne lastnosti
koncnega elementa, koliko vozlis¢ ima, kakSna je topologija elementa, Stevilo integracijskih

tock za Gaussovo integracijo itd.

SMSStandardModule ["Sensitivity pseudo-load"];
i+ SMSFictive[]; §j+r SMSFictivel[];
SIndex + SMSInteger [idata$$["SensIndex"]];

SOrder + SMSIf [SMSInteger[es$S["IntSwitch", (SIndex-1) «2+2]] =0, 1, 2];
{Em, v, t&, oy0, Kh, oyInf, 6, p0, bX, bY} k
Table [SMSReal [es$$["Data", i]], {i, Length[SMSGroupDataNames]}];

NoIP + SMSInteger[es$S$["id", "NoIntPoints"]];

SMSDo[Ig, 1, NoIP];

Igh+ SMSInteger[(Ig-1) 1lgh];

IgS+ SMSInteger[Igh+ngh+ 1+ (SIndex-1) ngh];
staten + SMSInteger [ed$$["hp", Igh+ ngh+1]];
state r SMSInteger[ed$S["ht", Igh+ ngh+1]];
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Na tem mestu se pricne definicija podprograma za izracun ‘R’ ali “R!!. Podprogram
se bo ob izvajanju kompletne ob¢utljivostne analize (ki se jo v AceFEM-u pokli¢e z
SMTSensitivity[]) izvedel tolikokrat, kolikor je vseh odvodov, ki jih Zelimo izra-
¢unati (en. (6.45)). Slucajni spremenljivki &; in &;, po katerih se bodo izrazi odvajali sta
podani kot fiktivni spremenljivki, saj sluzita le za definicijo odvoda po njiju. Preberejo se
indeks trenutnega odvoda (SIndex, na podlagi indeksa posameznega odvoda se locirajo,
shranjujejo in preberejo podatki posamezne ob¢utljivostne analize), trenutni red ob¢utlji-
vostne analize (SOrder), eksplicitni parametri (Em, v, t(...) ter §tevilo integracijskih
to¢k konc¢nega elementa (NoIP). Trenutni red ob¢utljivostne analize se poda kot vhodni
podatek. 7Z SMSDo se pri¢ne zanka po integracijskih tockah. Za vsako od integracijskih
tock se locira, kje v elementu se v predpripravljenem spominu nahajajo vektorji hy in tre-
nutni iskani odvod (Igh in IgS) ter ali je itegracijska tocka v elasti¢nem ali plasti¢nem

stanju.

SMSIf[SOrder =1];
DKLDE1 E Table [SMSReal [nd$S$S[1i, "sX", SIndex, jl],
{i, SMSNoNodes}, {Jj, SMSNoDimensions}];
DhgnD&1i k Table [SMSReal [ed$$ ["hp", IgS+1i]], {i, ngh}];

(#en. (6.17)x)
Xh F Table [SMSReal [nd$$[1, "X", J], "Dependency" - {&i, DKLDEL[1i, J]}1,
{i, SMSNoNodes}, {j, SMSNoDimensions}];
pe £ SMSReal [Table[nd$$[i, "at", Jj], {i, SMSNoNodes}, {j, SMSNoDimensions}]];

(xen. (6.19)x)
hgn £ Table [SMSReal [ed$S$["hp", Igh+ 1],
"Dependency" —» {£i, DhgnD&i[i]}], {i, ngh}];
hg E Table [SMSReal [ed$$["ht", Igh+ i]], {i, ngh}];
FuncFEeq[];
SMSIf[state ==0];
Zgi 2 DhgnD&i;
SMSElse|[];
Ag E SMSD [Qg, hg];
LU k SMSLUFactor [Ag];

(#en. (6.20)x)
Zgi 4 SMSLUSolve [LU, -SMSD[Qg, §i]];
SMSEndIf[Zgi];
SMSExport [Zgi, Table[ed$$["ht", IgS+1i], {i, ngh}]];
SMSDo [
Rg r Jgd t£ SMSD [W - p0 u.bb, peF, k, "Constant" -> hg];

(xen. (6.21) %)
Rgti r SMSD[Rg, £i, "Dependency" -> {{hg, &i, Zgi}}];
SMSExport [wgp Rgti, p$$[k], "AddIn" -> True];

, {k, 1, 8}];
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Prikazani del zanke “If” se izvede v primeru, da je trenutni iskani odvod prvega reda.
V tem delu programske kode se izvrednoti prispevek konc¢nega elementa k globalnemu
neodvisnemu psevdo-obteznemu obcutljivostnemu vektorju prvega reda RI Komentarji,
v katerih so podane povezave enacb v prikazanem simbolnem opisu z enac¢bami, zapisanimi

v disertaciji, so podani v oklepajih z zvezdicami (*komentar®).

V zacetnih vrsticah se prebereta podatek o odvodu stohasti¢nega polja po §; (DKLDE1i=
VAifi) ter odvod vektorja h,, po & (DhgnDéi= Dgh,,,). Nato se preberejo prostorske
koordinate vozlis¢ kon¢nega elementa (Xh), vektorji p. (pe), h,, (hgn) in h, (hg). Ob
tem so z opcijo “Dependency” podane morebitne izjeme, ki naj se jih upoSteva ob
avtomatskem odvajanju teh spremenljivk. Sledi klic funkcije FuncFEeq, v kateri so
definirane interpolacijske funkcije ter konstitutivne in kinemati¢ne enacbe, predstavljene
v in (6.69). Ta del kode je enak ne glede na red ob¢utljivostne analize in zato
prikazan posebej kasneje. Sledi izra¢un koli¢ine ‘Z, (z2gi), eksportiranje ‘Z, na mesto,
predpripravljeno za Dhy/D¢; (“ht”). Na koncu se z zanko po vseh prostostnih stopnjah
izracunajo posamezni prispevki k obc¢utljivostnemu psevdo-obteznemu vektorju prvega

reda (Rgti), ki se jih z SMSExport shrani oz. pridteje na ustrezno mesto.
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SMSElse[];
SIndexi r Join[Table]
SMSInteger[es$$["IntSwitch", (SIndex-1)+x2+1i]], {i, 2}], {SIndex}];

IgSi+ Table[SMSInteger [Igh+ngh+ 1+ (SIndexi[[i]] -1) ngh], {i, 2}];
DKLDELE ] E Table [SMSReal [ndS$S$S[i, "sX", SIndexi[[k]], 311, {k, 2},

{i, SMSNoNodes}, {Jj, SMSNoDimensions}];
DpeDEi&j E Table [SMSReal [nd$S$[i, "st", SIndexi[[k]], 311, {k, 2},

{i, SMSNoNodes}, {j, SMSNoDimensions}];

(#vektor, ki vsebuje tudi en. (6.40) )

DhgnD&ifj F FoldList [Table[SMSReal [ed$S$ ["hp", IgSi[[H2]] +1],
If[#2 =1, "Dependency" - {&j, #1[i]}, Sequencee@e {}]], {i, ngh}] &,
Table [SMSReal [ed$$ ["hp", IgS+1i]], {i, ngh}], {1, 2}];

DhgD&1&j E Table [SMSReal [ed$S$S["ht", IgSi[[j]]1+1]1], {3, 2}, {i, ngh}];

(#en. (6.35)x)
Xh £ Table [SMSReal [nd$$[i, "X", j], "Dependency" — {{&i, DKLDELET[L, 1, J1},
{£3j, DKLDELETG[2, 1, JT} Y], {i, SMSNoNodes}, {Jj, SMSNoDimensions}];

(xen. (6.36)%)
pe £ Table [SMSReal [ndS$S$[1, "at", J], "Dependency" - {{&i, DpeD&i&I[1, 1, 1},
{£7j, DpeD&i&I[2, 1, 3T} 1} ], {i, SMSNoNodes}, {Jj, SMSNoDimensions}];

(*en. (6.41)x)
hgn £ Table [SMSReal [ed$$ ["hp", Igh+ 1], "Dependency" -
{{€i, DhgnD&i&j[2, 1]}, {&J, DhgnDS&i&I([3, i]}}], {i, ngh}];

(#en. (6.39)x)
hg k£ Table [SMSReal [ed$S$["ht", Igh+ 1], "Dependency" -
{{&€i, DhgD&i&j[1, il}, {&3, DhgD&i&jf2, i1}}], {i, ngh}];
FuncFEeq([];
SMSIf[state ==0];
2gij 4 DhgnD&i&J[[1]];
SMSElse[];
Ag = SMSD [Qg, hg];
LU £ SMSLUFactor [Ag];
DQgD&1 + SMSD [Qg, &1];

(#en. (6.42)x)
Zgij 4 SMSLUSolve [LU, -SMSD[DQgD&i, £311;
SMSEndIf[Zgij];
SMSExport [Zgij, Table[ed$$["ht", IgS+1i], {i, ngh}]];
SMSDo [
Rg r Jgd t£ SMSD [W - p0 u.bb, peF, k, "Constant" -> hg];

(*en. (6.43) *)
Rgti r SMSD[SMSD[Rg, £i], &7, "Dependency" —» {{DhgD&i&3[[1]1], &3, Zgij}} s
SMSExport [wgp Rgti, p$$[k], "AddIn" -> True];
k., 1, 8315
SMSEndIf[];
SMSEndDo [ ];




Melink, T. 2014. Metoda stohasti¢nih kon¢nih elementov v modeliranju konstrukcij. 109
Doktorska disertacija. Ljubljana, UL FGG, Podiplomski §tudij gradbenistva, Konstrukcijska smer.

Sledi drugi del zanke “If” (SMSE1lse), ki se izvede v primeru, da je trenutni iskani odvod
drugega reda. Tu se v prvih vrsticah prebere indeksa odvodov prvega reda sluc¢ajnih spre-
menljivk ¢ in §; (SIndexi), ki sta zajeti v trenutnem drugem odvodu ter lokacija rezul-
tatov za ob¢utljivosti prvega reda po teh dveh slu¢ajnih spremenljivkah (IgSi). Nato se
preberejo podatki o odvodih stohasti¢nega polja po &; in &; (DKLDELE 5= {v/ A f;, \/)\T-fj}),
obcutljivosti prvega reda vektorja p po §; in {; (DpeD&i€ j= {Dg,pe, D¢, Pe}), prvi in drugi
odvodi vektorja hy, po & in § (DhgnD{i&j= { D¢ hyn, Dehypn, Dehyyn}) ter obcutlji-
vosti prvega reda vektorja hy po & in §; (DhgD{i{j= {D¢hgy, D¢ hy}). Ob tem velja

opozoriti, da se v DhgnD{1&7 na mestu, kjer se poda D¢ h, ,,, z opcijo “Dependency”

D(Dg;hg,n)
&

koordinat vozlis¢ kon¢nega elementa, vektorjev p., h,, in hy, ob ¢emer se podajo ustre-

poda tudi izjema avtomatskega odvajanja = Dg,¢,h, .. Sledi branje prostorskih
zne izjeme za odvajanje po §; in §;. Sledi definicija konstitutivnih in kinemati¢nih enacb
(FuncFEeg[]) in nato izracun koli¢ine “Z, (Zgij) in prispevka k obc¢utljivostnemu
psevdo-obteznemu vektorju drugega reda ijﬁél (Rgti), podobno kot pri ob¢utljivostni
analizi prvega reda, le da se tu izvede po dve proceduri avtomatskega odvajanja in, kot

je predstavljeno v poglavju [6.3] poda ustrezne izjeme.

Podprogram kon¢nega elementa za izrac¢un obcutljivosti vektorja reSitve od-

visnega problema

SMSStandardModule [ "Dependent sensitivity"];
£i1ij+ SMSFictive[];

SIndex + SMSInteger [idata$$["SensIndex"]];
NoIP + SMSInteger[es$$["1d", "NoIntPoints"]];

SMSDo[Ig, 1, NoIP];
Igh+ SMSInteger[(Ig-1) 1lgh];
staten + SMSInteger [ed$$["hp", Igh+ ngh+1]];
state r SMSInteger [ed$$["ht", Igh+ ngh+1]];
SMSIf[state !=0];
Xh + Table [SMSReal [nd$$[1i, "X", j]], {i, SMSNoNodes}, {Jj, SMSNoDimensions}];
pe + SMSReal [Table[nd$S$[i, "at", j], {i, SMSNoNodes}, {j, SMSNoDimensions}]];
{Em, v, t&, oy0, Kh, oyInf, 6, p0, bX, bY} r Table|
SMSReal [es$S$["Data", 1]], {i, Length[SMSGroupDataNames] }];
hgn + Table [SMSReal [ed$$ ["hp", Igh+ i]], {i, ngh}];
hg + Table [SMSReal [ed$$["ht", Igh+ i]], {i, ngh}];
FuncFEeq([];

Enako kot podprogram za izra¢un obc¢utljivosti neodvisnega vektorja resitve, se tudi pod-
program za izracun obcutljivosti odvisnega vektorja resitve med izvajanjem analize poklice
tolikokrat, kolikor je vseh odvodov, ki jih Zelimo izrac¢unati in sicer se za vsak iskani odvod

pokli¢e najprej podprogram za izra¢un obcutljivosti neodvisnih vektorjev resitve in nato
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Se podprogram za izracun obcutljivosti odvisnih vektorjev reSitve. Znotraj podprograma
se izvede zanka po Gaussovih integracijskih to¢kah. V primeru da se posamezna tocka na-
haja v elastiénem stanju, se ob&utljivostim Dh,/D¢; and D*h,/D¢E; DE; pripiSe vrednost
Dh,,/D¢; in D*h,,,/DE DE; v podprogramu za izra¢un neodvisnih ob¢utljivosti (preko
definicije ‘Z, oz. “Z,) in se zanka za trenutno Gaussovo tocko prekine. V nasprotnem
primeru se izra¢un nadaljuje. Oznake, uporabljene na tem delu, so predstavljene pri opisu

podprograma za izracun obcutljivosti neodvisnega vektorja resitve.

IgS+ SMSInteger[Igh+ngh+1+ (SIndex-1) ngh];

Ag 4 SMSD[Qg, hg];

LU 4 SMSLUFactor[Ag];

Zg+ Table[SMSReal[eds$S$["ht", IgS+1i]], {i, ngh}];
DpeDEijEFlatten[Table[SMSReal [nd$s$[i, "st", SIndex, jl],
{i, SMSNoNodes}, {Jj, SMSDOFGlobal[[i]]}]]1;

(*en. (6.16) oz. (6.34) %)
DhgD¢&1ij r SMSLUSolve[LU,
-SMSD[Qg, £ij, "Dependency" - {{Flatten[pe], £ij, DpeD&ij}}]] + Zg;
SMSExport [DhgD&ij, Table[ed$$["ht", IgS+1i], {i, ngh}]];
SMSEndIf[];
SMSEndDo[];

Prebere se koli¢ina Z, (ki je bila shranjena v podprogramu za izracun ob¢utljivosti p
in, kot je predstavljeno v prvih treh podpoglavjih tega poglavja, je edina izjema, ki jo
je potrebno Se podati za izrac¢un obcutljivosti vektorja h,), podatek o odvodu vektorja
Pe PO trenutnem obcutljivostnem parametru (ali trenutnih ob¢utljivostnih parametrih v
primeru drugega reda), ki se je izra¢unal v prvem delu ob¢utljivostne analize (DpeD£1 j).
Podprogram je, kot je bilo predstavljeno ze predhodno, neodvisen od reda odvoda, ki se

trenutno rac¢una.

Del programske kode za izrac¢un osnovnih enac¢b problema

Za popolno sliko o delu kode kon¢nega elementa, v kateri se izvaja obcutljivostna analiza,
je prav da se prikaze tudi funkcijo FuncFEeq, v kateri se izrac¢unajo vse osnovne enacbe
problema. V prikazanem kon¢nem elementu so uporabljene enacbe, predstavljene v ({6.68))
in (6.69), v splosnem pa se na tem mestu lahko poda poljubne materialne zakone, modele

utrjevanja itd.
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FuncFEeq[] :=

=={&, n, £} +Table[SMSReal [es$S$["IntPoints", i, Ig]], {i, 3}1;
bb k {bX, bY, 0};

Nhel/4{(1-6) (1-n), (1+&) (L-n), (1+&) (L+n), (1-&) (L+n)};
X+ SMSFreeze [Append[Nh.Xh, C]];

Jg kE SMSD [X, =]; Jgd e Det [Jg];

peF = Flatten|[pe]; ur Append[Nh.pe, 0];

Dg k= SMSD [u, X, "Dependency" - {&, X, SMSInverse[Jg]}];

SMSFreeze [F, IdentityMatrix[3] +Dg, "Ignore" -> NumberQ];

{A, u} F SMSHookeToLame [Em, V];

wgp + SMSReal [es$$["IntPoints", 4, Ig]];

hg[1] | hg[4] 0
Cgpi = IdentityMatrix[3] + | hg[4] [hg[2] 0 ;
0 0 hg[3]

Y =hg[5];
SMSFreeze [be, F.Cgpi.Transpose[F], "Ignore" - NumberQ, "Symmetric" -> True];
Jbe k Det [be];

1 1 1
W= —u (Tr[be] -3) - — uLog[Jdbe] + — A (Jbe -1 -Log[Jbe]);
2 2 4

SMSFreeze|[T,
Simplify[2 be.SMSD[W, be, "Ignore" - NumberQ, "Symmetric" - True]],
"Symmetric" - True, "Ignore" -> NumberQ];
1
s =T- — IdentityMatrix[3] Tr[t];
3
oy k (oy0+ Kh ¥ + (oyInf -oy0) (1-Exp[-6Y]));

3
OoMises = SMSSgrt | — Total[s s, 2] |;
2

F £ oMises - oy;

hgn[1l] [hgn[4] 0
Cgpin = IdentityMatrix[3] + | hgn[4] |hgn[2] 0 ;
0 0 hgn[3]

yn = hgn[5];

A=S8SMSD[¥F, t, "Ignore" - NumberQ, "Symmetric" — True];
Me-2 (y-vn) &

ZEeSimplify [F.Cgpi - SMSMatrixExp[M, "Order" —» 4] .F.Cgpin];
Qg {Z[1, 11, Z[2, 21, ZI[3, 31, Z[1, 2], 7};

6.7 Izvedba obcutljivostne analize v okolju za konéne elemente AceFEM

V tem poglavju je predstavljena procedura za izvedbo obcutljivostne analize v okolju

za koncne elemente AceFEM. Za prikaz procedure je izbran primer elasti¢nega upogiba

konzole. Skica primera je prikazana na sliki [6.I] materialni in geometrijski podatki pa so
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podani v preglednici [6.8] Izbran je linearno elasti¢en materialni model. I$¢e se navpi¢ni
pomik na prostem robu konzole v, ter obcutljivost pomika v na dolzino konzole L ter na
viSino prec¢nega prereza konzole h. Zaradi lazjega razumevanja predstavljene procedure

racunanja obcutljivostne analize, parametra L in h nista stohasti¢ne narave.

Slika 6.1: Upogib konzole.
Figure 6.1: Bending of cantilever beam.

Preglednica 6.8: Materialni in geometrijski parametri.
Table 6.8: Material parameters and geometry.

E 1000 GPa
v 0.0

L 1000 mm
h 10 mm

t 10 mm

P 1kN
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Definicija domene, robnih pogojev ter obcutljivostnih parametrov

<< AceFEM?Y;
L =1000; h=10; t =10; P=-1; Em=1000; v=0.0;
nx = 25; ny =1;

SMTInputDatal];
SMTAddDomain["Cantilever", "HookeQ2", {"E x" - Em, "v " ->v, "t *" >t}];
SMTMesh["Cantilever", "Q2", {nx, ny},

{{{0, =h/ 2}, {L, -h/2}}, {{0, h/2}, {L, h/2}}}];
SMTAddNaturalBoundary |
{{Line[{{L, -h/2}, {L, h/2}}], 2> Line[{P/h}]},
{Line[{{0, -h/2}, {0, h/2}}], 2> Line[{-P/h}]}}];
SMTAddEssentialBoundary[{{"X" ==0¢&, 1 ->0.}, {"X" ==06&&"Y" =0¢&, 2 ->0.}}];
SMTAddSensitivity[{
{"w", 0, _-> {2, 1}},
{"h", 0, _> {2, 2}},
{"", 0, _-> {1, 0}},
{"Lh", 0, _ > {1, 0}},
{"hh", 0, _-> {1, 0}}}];
SMTAnalysis|[];
SMTDomainData["IntSwitch", dataSensitivityCombinations];
SMTNodeData["sX", &6X&68i];

V prvih vrsticah se pokli¢e programski paket AceFEM ter poda vhodne parametre. Do-
mena konzole je diskretizirana z 25 devetvozliSénimi linearno-elasti¢nimi koncénimi ele-
menti. Sledi vnos vhodnih podatkov za primarno in obcutljivostno analizo upogiba kon-
zole (SMTAddDomain): ime domene (“Cantilever”), ki ga uporabnik izbere poljubno,
kon¢ni element (“HookeQ2”) in eksplicitni parametri za domeno konzole. Nato se z
SMTMesh dolo¢i, kako naj bo domena diskretizirana s kon¢nimi elementi. Sledi po-
datek o obtezbi (SMTAddNaturalBoundary) ter podatek o bistvenih robnih pogojih
(SMTAddEssentialBoundary). Seznam ob¢utljivostnih parametrov se poda znotraj
ukaza SMTAddSensitivity. Za kompletno obcutljivostno analizo drugega reda za 2
obcutljivostna parametra je potrebno izracunati skupno 5 odvodov prvega in drugega
Dp Dp D?p D?p . D2

DL Dho DI2r Dipn I Hrz- Ime za posamezni odvod po obcutljivostnih parame-

trih (v tem primeru “L”, “h”, “LL”..) izbere uporabnik sam. 7Z SMTAnalysis se

reda:

zaklju¢i faza podajanja vhodnih podatkov, v AceFEM-u se pripravijo ustrezne podat-
kovne strukture in pri¢ne se faza analize. Ko so podatkovne strukture pripravljene, je
za odvode vigjega reda potrebno podati Se podatek o lokaciji odvodov nizjega reda (vek-
tor dataSensitivityCombinations) ter podatek o hitrostnem oblikovnem polju
(0%8&1i). V izbranem ra¢unskem primeru predstavlja hitrostno polje odvod prostorskih
koordinat po L in odvod prostorskih koordinat po h. Npr. koordinate tocke A so (L,0).
Odvod prostorskih koordinat po L je v tocki A torej (1,0), odvod po h pa (0,0). Na enak
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nacin se izracuna tudi vrednosti odvodov po obcutljivostnih parametrih v vseh ostalih
vozlis¢ih kon¢nih elementov, pri cemer si z uporabo simbolnega sistema Mathematice zelo

olajsamo delo.

Izvedba primarne analize

SMTINextStep[1l, 1];
While[SMTConvergence[107-12, 20], SMINewtonIteration[]];

V fazi analize se najprej izvede primarna analiza, v kateri se zahteva natanc¢nost rezultata
na 12 decimalk. Za konvergenco primarne analize so potrebne 3 Newton-Raphsonove
iteracije.

Izvedba obcutljivostne analize

SMTNewtonIteration[];
SMTSensitivity][];

Nato se izvede Se eno Newton-Raphsonovo iteracijo (SMTNewtonIteration), da se
v njej izvrednoti in razcepi tangentna matrika, ki pripada kon¢nemu vektorju resitve
primarne analize in je torej zahtevane natanc¢nosti. Sledi izvedba obcutljivostne analize
(SMTSensitivity).

Prikaz rezultatov primarne in obc¢utljivostne analize

vPrimal = SMINodeData ["X" =L&& "Y" =0. &, "at"][[1, 2]]

-399.922

vSens = Partition[SMINodeData ["X" ==L &&"Y" ==0¢&, "st"][[1]], 2] [[ALlLl, 2]]
{-1.19965, 119.965, -0.00239907, 0.359871, -47.9836}

V zgornjih dveh vrsticah se prebere rezultat primarne in obcutljivostne analize. vPrimal
je navpi¢ni pomik v tocki A, vSens pa je seznam obcutljivosti, v vrstnem redu kot

. . . .. Dvs Dvy D2vy D24 i D2y
so podane v vhodnih podatkih s strani uporabnika: —A, =54, 578, 55 in 58

Na sliki [6.2] je prikazana deformirana konzola. Slika prikazuje konture obcutljivosti
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navpi¢nega pomika preko celotne konzole v odvisnosti od dolzine konzole (L) in visine

precnega prereza (h).

SMTShowMesh|["DeformedMesh" —» True]

Slika 6.2: Skica deformirane konzole.
Figure 6.2: Deformed cantilever beam.

Primerjava rezultatov s hipotezo Bernoullijeve grede

Na tem mestu je zanimivo podati primerjavo rezultatov analize, izvedene z metodo konc-
nih elementov ter rezultatov, ki bi jih dobili analiticno ob predpostavkah Bernoullijeve

grede, ter e nekaterih poenostavitvah. Ob predpostavki Bernoullijeve grede je pomik v4

k pPL3

s57- Ob tem so upoStevane naslednje predpostavke in

v to¢ki A za dani primer ena

poenostavitve:

e material je idealno elastic¢en

e obtezba deluje v ravnini okvirja,

e geometrija prereza je simetri¢na glede na ravnino okvirja
e preprecene so lokalne nestabilnosti prereza

e precni prerezi ostanejo ravni tudi po deformiranju

e deformacije in zasuki so majhni

e upogibna togost (ET) je konstantna vzdolz prereza

Primerjava rezultatov za Bernoullijevo gredo ob uporabi metode konc¢nih elementov je
prikazana v preglednici [6.9] Konstitutivne in kinemati¢ne ena¢be konénih elementov,
uporabljenih v prikazani analizi z metodo konc¢nih elementov, so taki, da so v njih upo-
Stevane vse predpostavke, ki veljajo za Bernoullijevo gredo, edina razlika je ta, da je

Bernoullijeva greda izpeljana ob predpostavki, da prerez tudi po deformiranju ostane
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raven, medtem ko je v metodi konc¢nih elementov prerez po defomiranju dejansko pribli-
7zno raven zaradi narave problema. Druga razlika je, da je v metodi kon¢nih elementov
problem dvodimenzionalen, medtem ko so enac¢be Bernoullijeve grede izpeljane za enodi-
menzionalen problem. Da zaradi tega ne pride do razlik, je v modelu nosilca v AceFEM-u
potrebno podati ustrezne robne pogoje (bistvene in naravne) ter privzeti da je Poissonov
koli¢nik enak 0. Toc¢nost rezultatov metode koncénih elementov je ob uporabi ustreznega
materialnega in kinemati¢nega modela odvisna predvsem od diskretizacije problema. Za-
radi tega so med analiticnimi rezultati za Bernoullijevo gredo in rezultati, dobljenimi z
metodo kon¢nih elementov, majhne razlike. Vendar se kljub relativno redki mrezi kon¢nih
elementov rezultati ujemajo vsaj na tri decimalna mesta. Razlika bi se z gostenjem mreze

konc¢nih elementov Se zmanjsala.

Preglednica 6.9: Primerjava rezultatov metode kon¢nih elementov (MKE) in Bernoullijeve
grede.
Table 6.9: Comparison of the results of finite element method (MKE) and Bernoulli beam.

Bernoullijeva greda MKE

v —400 mm —399.92 mm

£ —1.2 ~1.1997

D—ZZ 120 119.97

3%2 —2.4 x1073  —2.3991 x1073
D“v

DLDh 0.36 0.35987
D7y

Dy —48 —47.98
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Dv/DL

-0.14
-0.29
-0.43
-0.58
-0.72
-0.87
—-0.10e1

Max.

Zo
=

~0.119ef
AceFEM

0.101e3
0.872e2
0.727e2
0.582e2
0.436e2
T T 0.291e2
0.146e2

Max.
0.1199e3
Min.

0

AceFEM

(b)

D?v/DLDh

0.305
0.261
0.218
0.174
0.131

I T 0.874e-1
0.438e-1

Max.
0.3598
Min.

AceFEM

()

Slika 6.3: Obcutljivost navpi¢nega pomika konzole v odvisnosti od dolzine konzole in
vigine precnega prereza konzole: (a) Dv/DL, (b) Dv/Dh in (c) D?*v/DLDh.
Figure 6.3: Sensitivity of vertical displacement of cantilever beam in dependence of beam
length and cross section height: (a) Dv/DL, (b) Dv/Dh in (¢) D*v/DLDh.
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7 Racunski primeri

7.1 Nelinearna analiza z upoStevanjem stohasti¢ne zacetne geometrijske ne-

popolnosti.

7.1.1 Zacetna geometrijska nepopolnost

Kot je znano, idealne, geometrijsko popolne konstrukcije v naravi ne obstajajo. Vedno je
prisotna neka nepravilnost, ki nastane bodisi med procesom proizvodnje (npr. hladno ali
vroc¢e valjanje jeklenih profilov), bodisi je prisotna v materialu samem (npr. razpoke) ali
pa se pojavi zaradi razli¢nih zunanjih vplivov (npr. neenakomernosti v nanosu obtezbe).
V racunskih primerih v nadaljevanju se bomo omejili na geometrijsko nepopolnost v smislu
zacetne neravnosti elementov. Taksne geometrijske nepopolnosti imajo velik vpliv pred-
vsem na stabilnost tankostenskih konstrukeij. Obstajata dve moznosti deterministi¢nega
pristopa dolocitve vpliva nepopolnosti in sicer da se direktno dolo¢i najbolj neugodna
oblika nepopolnosti (Kristani¢, 2008) ali kot predlagajo evropski standardi (Evrokodi),
da se za vsak primer smiselno razisce prostor moznih nepopolnosti in znotraj tega poisce
najbolj neugodno nepopolnost. Prva metoda lahko da zelo konservativne rezultate, ki niso
realni, saj so nepopolnosti omejene tudi v tehnoloskih procesih, verjetnost ekstremne ne-
popolnosti pa je majhna. Drugi pristop pa je zaradi subjektivne izbire oblike nepopolnosti
nezanesljiv, saj se na ta nac¢in vpliv nepopolnosti lahko podceni. Zaradi tega je stohasti¢ni
pristop k modeliranju geometrijskih nepopolnosti bolj primeren. V literaturi mu je bilo
posvecenih ze veliko $tudij, npr. Schenk in Schuéller, 2003, Kala, 2007, Papadopoulos
in Lagaros, 2009. Zaradi narave reSevanja stabilnostnega problema (npr. s problemom
zaCetne nestabilnosti ali nelinearno stabilnostno analizo) je implementacija poenostavi-
tev (npr. z uporabo polinomskega kaosa ali perturbacijske metode) precej zahtevnejsa in

Studije na tem podroc¢ju ve¢inoma uporabljajo simulacije Monte Carlo.

7.1.2 Upogib sinusoidnega panela

V tem poglavju je predstavljen racunski primer obojestransko vpetega sinusoidnega stre-
Snega panela s stohasti¢nimi geometrijskimi nepopolnostmi. Panel je na zgornji in spodnji
strani obdan z jekleno plocevino, na sredini pa zapolnjen z izolacijsko peno. Za mode-
liranje panela smo izbrali dvodimenzionalne 4-vozlis¢ne konc¢ne elemente, ki omogocajo
velike deformacije. Za interpolacijo pomikov in geometrije so uporabljene izoparametri¢ne

funkcije. Globalne neznanke problema so pomiki v vozliS¢ih kon¢nih elementov in sicer
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ima vsako vozlis¢e dve prostostni stopnji (pomika v smeri globalnih koordinatnih osi).
Podroben opis modeliranja taksnih kon¢nih elementov je npr. v Zienkiewicz in Taylor
(1991). Privzet je hiperelastiéni materialni model, definiran z Neo-Hookovo potencialno

energijo

W = JD (g (det (F) —1)* + p % (tr (FF") — 3) — log (det (F))D v, (7.1)

kjer sta A in p Lamejevi elasti¢ni konstanti, F je deformacijski gradient in D fizikalna

domena problema.

Izolacijska pena v sredini panela je diskretizirana z mrezo 120 x 4 koné¢nih elementov, za
vsako izmed plocevin na obodu panela pa je uporabljena diskretizacijska mreza 120 x 2

konénih elementov.

Geometrijsko idealen panel ima vzdolz abscisne osi obliko sinusoidne funkcije

T™r

fola) = "2 sin (mu ™) (72)

kjer je hyq pri¢akovana vrednost amplitude vala, L je dolzina panela in n,,; Stevilo polvalov
vzdolz dolzine L. V modelu je privzeto, da oblika panela v resnici ni idealna, temvec¢ se
amplituda valov stohasti¢no spreminja. Ker je sprememba amplitude valov nakljuc¢na, je
modelirana z enodimenzionalnih stohasti¢nim poljem vzdolz osi x. Izbrana je kovarian¢na

funkcija Cy. Stohasti¢no polje je diskretizirano s $tirimi ¢leni K-L vrste & = {&1, &, &3, &4}
) 4
hoat (2,0) = hoar () + > A/ Mefi () & (6) - (7.3)
k=1

Zanima nas navpi¢ni pomik v, v sredini panela v odvisnosti od stohasti¢nega polja. Odziv

konstrukcije je izracunan s

e perturbacijsko metodo 1., 2., 3. in 4. reda, odvodi v Taylorjevi vrsti so izra¢unani z

— ADB formulirano analiticno obcutljivostno analizo,
— simbolno obcutljivostno analizo in

— metodo koncénih diferenc ter

o simulacijami Monte Carlo, v okviru katere je bilo izvedenih 1000 in 50000 simulacij.

Rezultat analize je razvoj navpi¢nega pomika v, v sredini panela v Taylorjevo vrsto j-
tega reda, j € {1,2,3,4}. Razvoj v Taylorjevo vrsto j-tega reda pomeni, da je potrebno
izra¢unati tiste ¢lene v enacbi (2.57), pri katerih je vsota eksponentov Iy + Iy + I3 + Iy

manjsa ali enaka j.
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S1 82 83  S4 1 all+l2+l3+l4

pm l1 12 l3 l4
U , €9, = ’ . . ' .
o€ = 24 20 24 24 LTI ahaghoghoch e

11=012=013=014=0

3 ey

(7.4)

kjer je p,, komponenta vektorja p in sicer prostostna stopnja na mestu in v smeri v,,. Skica
modela, geometrijske in materialne karakteristike panela, obtezba panela ter lastnosti
stohasti¢nega polja so prikazane na sliki

oo Plo¢evina: Izolacijska pena:
plotevina g, . — 21000 kN/cm? E,.,, = 500 kN /cm?
pcnva . Vploc = 0.3 Vpena = 0.48
ploCevina toe = 0.2 cm thena = 2 cm
f Stohasti¢no polje:
5 _
h,, =10 cm
O-h =0.15 i?val
lp = L, kovarian¢na funkcija: Cy
Y
q = 10" kN/cm

L =400 cm

Slika 7.1: Sinusoidna panelna plosca.
Figure 7.1: Sinusoidal double skin cladding.

Diskretizacija stohasti¢nega polja v K-L vrsto

Za izracun lastnih vrednosti in lastnih funkcij za opis stohasti¢nega polja spremembe
amplitude valov je enodimenzionalna domena dolzine L = 400 cm razdeljena na 120 pod-
domen, tako da se koordinate vozlis¢ ujemajo s koordinatami panela v vzdolzni smeri.
Poddomene so nato, kot je opisano v poglavju kombinirane v 7260 2x2-vozlis¢nih
stohasti¢nih konc¢nih elementov. V podprogramih stohasti¢nih kon¢nih elementov se iz-
racunata in sestavita matriki N in C ter integral produkta lastnih funkcij /y,. Izracun
lastnih vrednosti in lastnih vektorjev posplosenega problema lastnih vrednosti je izve-
den v Mathematici. Velikost sistema je v danem rac¢unskem primeru dovolj majhna, da
uporaba posebnih algoritmov (npr. Arnoldijevega) za reSitev sistema nima posebnega
ugodnega ucinka na rac¢unski ¢as. Dobljene lastne vrednosti so zapisane v preglednici[7.1]

lastne funkcije pa so prikazane na sliki[7.2] Varianca diskretiziranega stohasti¢nega polja
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z upoStevanimi 4 ¢leni K-L vrste doseZe, izra¢unano po enacbi (2.34), 94,3 % dejanske
variance.
Preglednica 7.1: Prve 8tiri lastne vrednosti K-L vrste stohastiCnega polja spremembe

amplitude.
Table 7.1: First four eigenvalues of stochastic field of amplitude change.

A1 A2 A3 A4
664.9 124.2 40.6 19.2

fic
) o
| o - fy
s e ey o fy
i . 100 200, 300 400
~0.02] T
-0.04}
-0.06"

Slika 7.2: Prve stiri lastne funkcije K-L vrste stohasti¢nega polja spremembe amplitude.
Figure 7.2: First four eigenfunctions of K-L decomposition of stochastic field of amplitude
change.

Razvoj odziva v vrsto z uporabo perturbacijske metode

Kot je razlozeno v poglavju vsaka izmed treh primerjanih metod, simbolna obcutlji-
vostna analiza, ADB formulacija obc¢utljivostne analize in metoda kon¢nih diferenc vodi
teoreticno do istega rezultata, razlicen je le nacin, kako se do tega rezultata pride in nu-
meri¢na natanc¢nost rezultata zaradi zaokrozitvenih napak. Obravnavani hiperelasti¢ni
problem upogiba panela sodi v razred nepovezanih in ¢asovno neodvisnih problemov. Ker
je problem nelinearen (hiperelasti¢en material, geometrijska nelinearnost), izberemo naj
se konstrukcija obremenjuje postopoma, v 4 korakih, v katerih se obtezba enakomerno

dodaja na konstrukcijo.

Postopek izrac¢una analiticne obcutljivostne analize za nepovezane in ¢asovno neodvisne
problemov je opisan v poglavju Najprej je potrebno izvesti celotno primarno analizo.
Sledi dodatna Newton-Raphsonova iteracija, v kateri se izvrednoti in razcepi tangentna
matrika, ki pripada kon¢nemu vektorju reSitve primarne analize in je torej zahtevane
natanc¢nosti. Na koncu se izvede Se obcutljivostna analiza, v kateri se za vsak iskani

odvod pokli¢e podprogram za izrac¢un obcutljivosti vektorja resitve.
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Simbolna ob¢utljivostna analiza se reSuje po postopku, predstavljenem v poglavju [2.3.2]
Najprej se izvede celotno primarno analizo (za izra¢un se uporabi CDriver). Rezultat
primarne analize se oznaci s poogo- V drugem delu se K-L vrsto za stohasti¢no polje
amplitude valov (enac¢ba (7.3))) kot vhodni podatek vnese v simbolni obliki. Konvergirana
reSitev nicelnih koeficientov pgggo se nato uporabi v rekurzivni enacbi izrac¢una c¢lenov
vrste. Pri tem je uporabljen modul MDriver, ki omogoca simbolno racunanje. Da dobimo
koeficiente Taylorjeve vrste Zelene natancnosti, so v primeru Taylorjeve vrste 1. reda

potrebne 3 iteracije, v primeru Taylorjevih vrst 2., 3. in 4. reda pa 4 iteracije.

Tretja primerjana metoda za izrac¢un koeficientov (6ll+l2+"'+lf‘/fp)/(65i18&?...6&%) je me-
toda kon¢nih diferenc. Uporabljen je bil algoritem za izboljSanje numeri¢ne uc¢inkovitosti
metode, predlagan v Press et al. 1988. S to metodo so bile za izracun vsakega koeficienta

potrebne 3 do 4 iteracije.

Ker so rezultati obc¢utljivostne analize in metode koné¢nih diferenc vrednosti odvodov, je
za izracun koeficientov Taylorjeve vrste le-te nato potrebno Se faktorirati skladno z enac¢bo
(2.57). Kon¢ni rezultat vseh treh metod je navpi¢ni pomik v, v sredini panela, razvit v

Taylorjevo vrsto. V primeru perturbacijske metode 4. reda je le-ta

Uy = — 4.1374 — 0.0475&; + 0.0258¢, — 7.33571 - 10745 + 0.0123928¢, — 0.0044€, &,
— 4.1046 - 107%¢,£3 — 0.0021&,&4 + 0.0107€7 + 2.6483 - 107465 + 9.9333 - 107°&3
+8.2655 - 107 %¢,&3 + 6.4607 - 1074626, + 1.5595 - 1075636, + 4.4429 - 1074€2¢,
+6.11575 - 107°67&5 + 2.1704 - 107167¢, + 3.7587 - 107°¢,£5 + 4.0418 - 10796, 665
+3.13935 - 107°6,6&, + 1.5326 - 1074665 + 3.1572 - 107%¢,£3€, + 5.8069 - 107°&,£7
— 6.0855 - 107°¢5 — 3.7925 - 107°63&3 — 3.7396 - 107°£3¢, — 2.1958 - 107°&:65
— 3.0418 - 107 °&x636, — 1.4887 - 107°6,67 — 1.8606 - 107965 — 1.16568 - 107°£2¢,
—3.3519 - 107%¢367 — 4.6682 - 107°¢2 + 4.4610 - 107°&; — 3.6040 - 107°€3¢,
— 1.0521 - 107°6/€5 — 1.7849 - 107°£7¢, — 7.0517 - 107°E765 + 2.0131 - 107°67 €6
—2.6807 - 107 %¢2¢,8, — 2.3347 - 107°62€2 + 7.2403 - 107762636, — 1.0922 - 107°¢2¢3
+1.7933 - 107°&,&5 + 6.0802 - 1070€,£5¢5 + 8.1962 - 107%¢,£5¢, + 5.1016 - 1077&,£5
+5.2757 - 10796,6,85 — 8.4714 - 107765¢ + 2.5493 - 10706667 + 8.7293 - 1078¢;
+2.5529 - 10706656, + 6.5148 - 107766367 + 1.3467 - 1079663 + 9.7453 - 1077¢)
+ 3.7407 - 107 7€3¢5 4+ 8.6596 - 107°62 — 4.6377 - 107463 + 4.3179 - 1075€, 6,658,
+3.9264 - 107%63€5 + 6.5061 - 107 7€3¢38s — 5.7785 - 107655 + 1.2579 - 1077665
— 7.8429 - 107 €656 + 2.8047 - 1077626367 — 1.3763 - 107 76,63 + 2.7094 - 1078¢3¢,
— 5.6309 - 1078¢3¢7 + 4.3562 - 10736363 + 1.5761 - 1073%¢; (7.5)

V primeru perturbacijske metode reda nizjega od 4, je rezultat enak kot je prikazan v
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(7.5), le da v izrazu ni ¢lenov, pri katerih je vsota potenc slu¢ajnih spremenljivk vigja od

reda perturbacijske metode.

Primerjava numeri¢ne ucinkovitosti razli¢nih metod

V preglednici je prikazan racunski ¢as potreben za perturbacijsko metodo razli¢nih
redov ob uporabi razlicnih metod, s katerimi so ra¢unani koeficienti Taylorjeve vrste.
Izrac¢uni so bili izvedeni na rac¢unalniku z Intelovim procesorjem i7-950 (3.07 GHz), z 12
GB RAM-a, 4 jedri in 8 nitmi. Merjen je izkljuéno ¢as analize, potreben za izra¢un vseh
¢lenov Taylorjeve vrste odziva konstrukcije. Prvi del analize - izracun K-L ¢lenov je za
vse tri metode enak. éas, potreben za i zracun K-L vrste je 0.04 s. Kot je razvidno iz
primerjav ¢asov, je razvita ADB formulirana obcutljivostna analiza ¢asovno neprimerno

hitrejsa od vseh ostalih metod.

Preglednica 7.2: Racunski CPU ¢as, potreben za izra¢un razvoja odziva konstrukcije v
vrsto (pomen oznak: PA - primarna analiza, OA - ob¢utljivostna analiza, metoda KD -
metoda kon¢nih diferenc).

Table 7.2: CPU time needed for calculation of the response (abbreviations: PA - primal
analysis, OA - sensitivity analysis, metoda KD - finite difference method).

Perturbacijska metoda 1. reda

Simbolna OA ADB OA | Metoda KD || St. odvodov
CDriver 0.11s| PA 0.11s
MDriver 3464 s | OA 0.02 s 4
Skupni cas 3464 s 0.13 s 2.64 s
Perturbacijska metoda 2. reda
Simbolna OA ADB OA | Metoda KD || St. odvodov
CDriver 0.11s | PA 0.11s
MDriver 24106 s | OA 0.17 s 14
Skupni cas 24106 s 0.28 s 14.22 s
Perturbacijska metoda 3. reda
Simbolna OA ADB OA | Metoda KD || St. odvodov
CDriver 0.11s | PA 0.11s
MDriver 77607 s | OA 0.83 s 34
Skupni ¢as 77607 s 0.94 s 62.19 s
Perturbacijska metoda 4. reda
Simbolna OA ADB OA | Metoda KD || St. odvodov
CDriver 0.11s| PA 0.11s
MDriver 200984 s | OA 5.12s 69
Skupni cas 200984 s 5.23 s 173.24 s
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Primerjava z metodo Monte Carlo

Za oceno natanc¢nosti perturbacijske metode, so bile izvedene Se simulacije Monte Carlo
in sicer 2 seriji z razli¢nim Stevilom simulacij, 1000 in 50000. V preglednici[7.3]je podana
primerjava pricakovane vrednosti ¥y, in standardne deviacije o,,, navpi¢nega pomika v,,,

dobljenega s perturbacijsko metodo prvega, drugega, tretjega in Cetrtega reda.

Izvedba razli¢nih Stevil ponovitev simulacij Monte Carlo je bila izbrana predvsem zato, da
se pokaze, da je za konvergenco simulacij Monte Carlo potrebno veliko Stevilo simulacij,
vkolikor se Zeli dosec¢i da je nabor naklju¢no izbranih slu¢ajnih spremenljivk res tolikSen,
da predstavlja statisti¢no tipi¢no mnozico. éeprav deluje 1000 simulacij na pogled kar
veliko Stevilo ponovitev, pa se izkaze, da se rezulati predvsem za o, obcutno razlikujejo
od tistih, h katerim metoda konvergira, ko se uporabi vecje Stevilo simulacij. Kar potrju-
jeta tudi grafa na slikah [7.3]in Iz grafov je razvidno, da se v izvedenih simulacijah za
dani racunski primer pri¢ne pricakovana vrednost ustaljevati po priblizno 5000 simulacijah
Monte Carlo, standardna deviacija pa Sele po priblizno 30000 simulacijah Monte Carlo.
Primerjava rezultatov perturbacijske metode z ve¢jim Stevilom simulacij Monte Carlo nam
da informacijo, v kolik$ni meri vpliva red perturbacijske metode na natan¢nost rezulta-
tov. Primerjava rezultatov pokaze, da zaradi nelinearnosti odziva perturbacijska metoda

drugega in vi§jih redov v tem primeru pomembno vpliva na natan¢nost rezultatov.

Preglednica 7.3: Pri¢akovana vrednost (v,,) in standardna deviacija (o,,,) navpi¢nega
pomika v, v cm ter skupni CPU ¢as, potreben za izra¢un odziva.

Table 7.3: Expected value (v,,,) and standard deviation (o,,,) of the vertical displacement
v, in cm and total CPU time, needed to calculate the response of the cladding.

Perturbacijska metoda Monte Carlo
(ADB formulacija)

1. reda 2. reda 3. reda 4. reda | 10% sim. 5-10* sim.

U, —4.137 —4.126 —4.126 —4.126 | —4.128 —4.126
vy, 0.0555  0.0577  0.0585  0.0586 0.0571 0.0588
Skupni (CPU) ¢as | 0.13s 0.28s 094s 523s 112 s 2604 s

Na sliki so prikazani rezultati perturbacijske metode prvega, drugega, tretjega in
Cetrtega reda ter prvih 100 simulacij Monte Carlo za primer, ko je obdrzan le prvi ¢len
K-L dekompozicije (t.j. ostane le slu¢ajna spremenljivka &, ostale slu¢ajne spremenljivke
so & = &3 = & = 0). Prikazanih je le prvih 100 simulacij Monte Carlo zaradi boljSe pre-
glednosti diagrama. Rezultati obc¢utljivostne analize prvega, drugega, tretjega in cCetrtega
reda so primerjani z rezultati simulacij Monte Carlo. Kot je razvidno na sliki, perturbacij-
ska metoda prvega reda opise odziv konstrukcije dobro le v neposredni blizini pricakovane
vrednosti. Perturbacijska metoda drugega reda se rezultatom simulacij Monte Carlo pri-
bliza ze znatno bolje in odziv opiSe na videz dobro do oddaljenosti slucajne spremenljivke

1.5 standardne deviacije od pricakovane vrednosti. Perturbacijski metodi tretjega in Ce-
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Slika 7.3: Povpre¢na vrednost pomika na sredini panela v,, v odvisnosti od stevila simu-
lacij Monte Carlo.

Figure 7.3: Mean deflection in the middle of cladding v,, in dependence on the number
of Monte Carlo simulations.

trtega reda se na obmocju 3 standardnih deviacij v okolici pricakovane vrednosti ze zelo

dobro ujemata z dejanskim odzivom, ki je izracunan z metodo Monte Carlo.

Iz prikazanega racunskega primera lahko zaklju¢imo, da perturbacijska metoda viSjega
reda, izra¢unana z ADB formulirano obcutljivostno analizo visjega reda, izkaze veliko
prednosti v primerjavi z ostalimi metodami za izracun odvodov (simbolna obc¢utljivo-
stna analiza in metoda kon¢nih diferenc) in statistike odziva konstrukcije (metoda Monte
Carlo). Racunski ¢as je namre¢ za nekaj velikostnih redov krajsi v primerjavi z ostalimi
metodami. Perturbacijska metoda viSjega reda pa izrac¢una zelo natancne rezultate in

odziv konstrukcije opise zelo dobro tudi v Sirsi okolici odziva.

7.1.3 Cikli¢no obremenjevanje jeklene epruvete

Obravnavan je problem cikli¢nega elasto-plasti¢nega obremenjevanja jeklene epruvete s
stohasti¢no zacetno geometrijsko nepopolnostjo. Primer ciklicnega obremenjevanja je iz-
bran predvsem za prikaz, da je perturbacijska metoda drugega reda povezanih ¢asovno
odvisnih problemov z ADB formulirano ob¢utljivostno analizo tudi v primeru bolj kom-
pleksnih problemov izvedljiva za znatno vecje Stevilo obcutljivostnih parametrov kot z
metodami, ki se v znanosti sicer uporabljajo. Geometrijska nepopolnost epruvete je mo-
delirana s stohasti¢nim poljem, ki je diskretizirano s 45 ¢leni K-L vrste. V okviru per-
turbacijske metode drugega reda to pomeni, da je potrebno izra¢unati 1080 odvodov po
slucajnih parametrih, od tega 45 odvodov prvega in 1035 odvodov drugega reda. Za tako
kompleksen problem je izra¢un vseh 1080 odvodov z metodo konénih diferenc ali simbolno

obc¢utljivostno analizo zaradi dolgega racunskega casa prakti¢no neizvedljiv. Poleg tega
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Slika 7.4: Standardna deviacija pomika na sredini panela o, v odvisnosti od Stevila

simulacij Monte Carlo.

Figure 7.4: Standard deviation of the deflection in the middle of cladding o, in depen-
dence on the number of Monte Carlo simulations.

se pri uporabi metode kon¢nih diferenc za tako kompleksen mehanski problem pojavi Se
problem diskretizacijskih napak. V primeru relativho majhne vrednosti iskane obcutlji-
vosti je zaradi neodstranljive napake metode izracun posameznih obcutljivosti z metodo

kon¢nih diferenc sploh nemogo¢, kar je predstavljeno kasneje v poglavju.

Jeklena epruveta je izpostavljena dvema in pol cikloma vsiljenih pomikov, ki povzrocajo
izmenjujoce natezno in tlacno deformiranje epruvete, pri ¢emer se epruveta plastificira.
Pomiki se vsiljujejo na vrhu epruvete. Diagram, ki prikazuje ¢asovno spreminjanje vsilje-
nih pomikov, je prikazan na sliki[7.7] Vrednost vsiljenih pomikov je AL(t) = A(t) Lyaq, pri
¢emer je Ly,qe = D%L. Sirina epruvete je na odsekih A-B in C-D konstantna, oblika epru-
vete na prehodu med tema dvema Sirinama epruvete pa je modelirana s kubi¢no funkcijo
(odsek B-C). Osna in rotacijska simetrija problema omogocata poenostavitev problema,
tako da se modelira le ena cetrtina epruvete, vzdolZ osi simetrije pa uporabi ustrezne
robne pogoje (preprecen pomik v ravnini modela pravokotno na os simetrije). Dimenzije

in ra¢unski model epruvete so prikazani na sliki [7.6]

Preglednica 7.4: Materialni parametri epruvete.
Table 7.4: Material parameters of the circle bar.

E 206.9 GPa
v 0.29
oy0 0.45 GPa

K, 0.12924 GPa
0ying 0.715 GPa
5 16.93
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Slika 7.5: Navpi¢ni pomik na sredini panela v,,, izraGunan s perturbacijsko metodo raz-
licnih redov in simulacijami Monte Carlo.

Figure 7.5: Deflection in the middle of cladding, obtained with perturbation method of
different orders and Monte Carlo simulations.
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Slika 7.7: Diagram cikli¢nega obremenjevanja epruvete.
Figure 7.7: Diagram of cycling loading.

Epruveta je diskretizirana z osnosimetri¢nimi Stirivozlis¢nimi elasto-plasti¢nimi elementi,
ki dovoljujejo velike deformacije. Formulacija elasto-plasti¢nosti, ki je uporabljena za
modeliranje jeklene epruvete, je opisana v poglavju [6.6] Materialni parametri epruvete
so podani v preglednici Zaradi pricakovane lokalizacije deformacij je na spodnji
tretjini visine modela uporabljena gostejsa mreza konc¢nih elementov. Epruveta je na tem
delu po visini diskretizirana s 168 kon¢nimi elementi. Na preostalem delu epruvete je
uporabljena trikrat redkejsa mreza, kar znese 122 kon¢nih elementov po preostali visini

modela. V vodoravni smeri je Stevilo kon¢nih elementov izbrano tako, da so elementi
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Slika 7.6: Skica modela cikli¢cno obremenjene jeklene epruvete.
Figure 7.6: Numerical example of cyclic plasticity of circle bar.

priblizno oblike kvadratov. To je dosezeno s 123 konc¢nimi elementi v vodoravni smeri
na spodnjem delu in 41 kon¢nimi elementi v vodoravni smeri na zgornjem delu epruvete.
Skupno je model epruvete diskretiziran s 25789 kon¢nimi elementi. Uporabljena mreza
kon¢nih elementov je pregosta za celoten prikaz na sliki, zato je na sliki prikazan le
manjsi izsek diskretizacijske mreze na mestu, kjer se zgodi prehod med gostejSo in redkejso

mrezo.

Diskretizacija stohasti¢nega polja v K-L vrsto

Geometrijska nepopolnost epruvete je modelirana z enodimenzionalnim stohasti¢nim po-
ljem, definiranim vzdolZ celotne viSine epruvete. Pri¢akovana oblika epruvete je njena
idealna oblika, standardna deviacija je priblizno 0.5 % S$irine epruvete, korelacijska dol-
zina pa desetino visine modela. Izbrana je modificirana eksponentna kovarian¢na funkcija
Cc z efektivno dolzino l.g = 3l.. Parametri stohasticnega polja so podani v preglednici
7.5

Za izracun K-L dekompozicije stohasti¢nega polja je bila najbolj smotrna izbira diskreti-
zacije enodimenzionalne domene s kon¢nimi elementi enakih dolzin, kot so kon¢ni elementi
epruvete po visini. Na ta nacin se izognemo dodatnemu prera¢unavanju in interpolira-
nju lastnih funkcij pri prenosu oblike le-teh na dejansko epruveto, saj dobimo vrednosti

lastnih funkcij toéno v koordinatah zunanjega oboda epruvete. Ob tej izbiri se enodi-
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Preglednica 7.5: Parametri stohasti¢nega polja geometrijske nepopolnosti.
Table 7.5: Parameters for stochastic field of geometric imperfection.

Pri¢akovana vrednost (R) R(y)
Standardna deviacija (o) 0.0025 mm
Korelacijska dolzina (I.) 1.6 mm
Kovarian¢na funkcija  Cg, g = 3l

menzionalno domeno, na kateri je definirano stohasti¢no polje razdeli na 290 poddomen
in le-te nato kombinira na medsebojni razdalji do l.g v 23565 2x2-vozlis¢nih stohastic-
nih koné¢nih elementov. V primeru, da bi domene kombinirali preko celotne domene, bi
imeli 42195 stohasti¢nih kon¢nih elementov. K-L dekompozicija se z uporabo ADB for-
muliranih stohasti¢nih kon¢nih elementov izra¢una v 0.17 s, od tega gre 0.06 s na rac¢un
sestavljanja matrik C in N, 0.02 s za reSevanje posploSenega problema lastnih vrednosti
v Mathematici ter 0.09 s za normiranje lastnih funkcij. Natanc¢nost variance diskretizi-
ranega stohasti¢nega polja ob upostevanju prvih 45 ¢lenov K-L dekompozicije znasa 95.5
% dejanske variance stohasti¢nega polja. Na sliki so prikazane lastne vrednosti K-L

dekompozicije stohasti¢nega polja.
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Slika 7.8: Izracunane lastne vrednosti K-L dekompozicije stohasti¢nega polja geometrijske
nepopolnosti.

Figure 7.8: Calculated eigenvalues of K-I. decomposition of stochastic field of the geome-
tric imperfections.

Ko imamo izracunano K-L dekompozicijo stohasti¢nega polja geometrijske nepopolnosti,

lahko Sirino epruvete na obodu v vsaki tocki mreze kon¢nih elementov zapiSemo kot

R(y,0) = R(y) + Y. v/ Mefr(y)(6). (7.6)
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Preracun z-koordinat od oboda proti notranjosti epruvete v odvisnosti od naklju¢nih spre-
menljivk & in izrac¢un obcutljivosti prostorskih koordinat vozlis¢ epruvete na nakljucne
spremenljivke si lahko zaradi uporabe hibridnega simbolno-numeri¢nega sistema olajsamo
z uporabo AceFEM-a. Simbolni sistemi namre¢ omogocajo, da se pri podajanju mreze
kon¢nih elementov epruvete slu¢ajne spremenljivke & pusti v simbolni obliki. Koordinate
vozlis¢ konc¢nih elementov eksplicitne funkcije parametrov & in odvodi prostorskih koor-
dinat po & se na ta nacin enostavno izracunajo s simbolnim odvajanjem, kot je prikazano

v spodnjem okvirju.

SMTAnalysis["SearchFunction" - (& /. MapThread[Rule, {&§, init}] &) ];
Xn = SMTNodes [All, {2, 3}];
6X6& = Map [Flatten, Transpose[Table[D[Xn, £[i]], {i, M}11]1];

Xn je vektor vseh koordinat, ki ostanejo v tem primeru zapisane v odvisnosti od para-
metrov &, z ukazom D pa se v Mathematici izvede operacija analiti¢nega simbolnega
odvajanja. Oznaka 0Xd0§ je uporabljena za hitrostno polje, ki vsebuje podatke DX/D&
po vseh vozlig¢ih mreze kon¢nih elementov. Dodatna opcija “SearchFunction” omogodci
AceFEM-u, da zdruzi posamezne poddomene problema, s tem da koordinate vozlis¢ iz-

vrednoti numeri¢no pri & = &t

Razvoj odziva v vrsto z uporabo perturbacijske metode

Ker je problem kompleksen, se bomo tokrat omejili le na izracun odziva s perturbacijsko
metodo z uporabo ADB formulirane analiticne obc¢utljivostne analize ter izboljSsane me-
tode konc¢nih diferenc. Simbolna ob¢utljivostna analiza bi namre¢ za ta rac¢unski primer

zaradi kompleksnosti problema potrebovala neizvedljivo dolg racunski cas.

Ker gre za povezan, ¢asovno odvisen problem, se obc¢utljivostna analiza v primeru ADB
formulacije izvede na koncu vsakega ¢asovnega koraka, potem ko je dosezena konvergenca
primarne analize. Na tem mestu morda velja opozoriti §e na to, da se (v vsakem koraku) po
izvedeni primarni analizi pred pricetkom obcutljivostne analize izvede Se po eno Newton-
Raphsonovo iteracijo. Razlog je v tem, da se v tej dodatni Newton-Raphsonovi iteraciji
izracuna in razcepi tangentna matrika, ki pripada zadnjim vektorjem resitve in je torej

iste natancnosti kot so vektorji resitve.

Pri metodi konénih diferenc je prislo zaradi velikosti in kompleksnosti mehanskega pro-
blema do precejsnjih tezav s konvergenco metode. Pokazala se je namre¢ ekstremna
ob¢utljivost metode na majhne razlike pri izbiri zafetnega priblizka h (enacba (2.69)), na
razlicno izbrane ¢asovne korake med analizo in celo na uporabo paralelnega rac¢unanja,
kjer je bil sestevek zaokrozitvenih napak zaradi razli¢nih zaporedij izracunov na 4 jedrih

in 8 nitih na koncu tako velik, da je znatno vplival na koné¢ni rezultat.
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Vpliv paralelizacije

Vpliv paralelizacije je prikazan na sliki[7.9] kjer so prikazani po trije izra¢uni ob¢utljivosti
drugega reda akumuliranih plasticnih deformacij (€%,) v tocki T (0, 0) od parametra
& za ADB formulirano ob¢utljivostno analizo (polna ¢rta) in metodo kon¢nih diferenc
(¢rtkana ¢rta). Analize po obeh metodah so izvedene z uporabo paralelizacije na 4 jedrih
in 8 nitih. Casovni koraki so bili v vseh primerih izbrani vnaprej in identi¢ni. Kot je
razvidno iz slike [7.9] pri ADB formulirani ob¢utljivostni analizi uporaba ve¢ jeder ne

vpliva opazno na kon¢ni rezultat, medtem ko je metoda kon¢énih diferenc na paralelizacijo
D?%&
DE2
z obema metodama (na 4 jedrih in 8 nitih). Obcutljivost v kon¢nem ¢asovnem koraku

zelo obcutljiva. Za primerjavo v Stevilkah, obcutljivost < je bila po 10-krat izracunana
(t=10 s) v primeru metode kon¢nih diferenc variira med 1.73-107% in 1.91-107*, medtem
ko se rezultati 10-ih analiz, izvedenih z ADB formulirano ob¢utljivostno analizo, ujemajo
na 10 decimalnih mest. V primeru, ko se izracun obcutljivosti omeji le na eno jedro,
se rezultati ujemajo tudi za metodo konc¢nih diferenc, kar potrdi, da pride do zgoraj

prikazanih razlik izklju¢no zaradi uporabe paralelnega racunanja.

D’€ty/DE;

—0.00005}
_ — ADB

~0.00010} - MKD

—0.00015}
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Slika 7.9: Obcutljivosti drugega reda D;—qu , primarna analiza izvedena s paralelizacijo na
2

procesorju s 4 jedri in 8 nitmi. (ADB - ADB formulirana ob¢utljivostna analiza, MKD -
metoda koné¢nih diferenc.)

D2&?
Dg;
puting on processor with 4 cores and 8 threads. (ADB - ADB formulated sensitivity
analysis, MKD - finite difference method.)

Figure 7.9: Second-order sensitivities ¢ primal analysis performed with parallel com-

Vpliv ¢asovne integracije

Vpliv razli¢no izbranih ¢asovnih korakov, ko je dopusc¢ena avtomaticna adaptivna izbira
velikosti korakov s strani okolja za konc¢ne elemente, je imel za posledico odsekoma ne-
zvezno funkcijo odziva, ki je posledica diskretizacijske napake po casu. Na sliki je
prikazan vodoravni pomik v toc¢ki A (Ry, 0) v odvisnosti od parametra &;. Izracuni so v
tem primeru izvedeni na enem jedru. Kot je razvidno, majhne razlike vhodnega parametra

& povzrodijo izbiro razliénih ¢asovnih korakov med analizo (okolje za KE dolo¢i naslednji
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casovni korak na podlagi stevila Newton-Raphsonovih iteracij, potrebnih da problem v
trenutnem Casovnem koraku konvergira). Razlike v izbiri ¢asovnih korakov se odrazijo
predvsem v Stevilu Gaussovih tock, ki tekom analize preidejo iz elasti¢nega v plasti¢no
stanje in obratno. Posledica akumulacije vmesnih diskretizacijskih napak se odrazi v pre-
cejsnjih razlikah kon¢nega izracunanega pomika. Odvodi, izracunani z uporabo metode
kon¢nih diferenc, so za taksno funkcijo us(§;) seveda povsem napac¢ni, medtem ko ADB
formulirana obcutljivostna analiza na izbiro ¢asovnega koraka ni obcutljiva, saj izracuna

analiti¢ni odvod dejanskih enacb in pri tem ne potrebuje spreminjati parametra &;.
Ua

-4 -2 2 4

-0.2¢

&1

~04f

-0.8}

e

-1.0* -0.02 -0.01 0.01 0.02

Slika 7.10: Vodoravni pomik (levo) in detajl diagrama vodoravnega pomika v tocki A
(desno) v odvisnosti od sluc¢ajnega parametra & v primeru adaptivno izbranih ¢asovnih
korakov.

Figure 7.10: Horizontal displacement (left) and a detail of diagram of horizontal displa-
cement (right) in point A in dependence on sensitivity parameter &; in case of adaptive
time-stepping.

Da smo napako zaradi paralelizacije in diskretizacijsko napako zaradi razli¢no izbranih

casovnih korakov izlocili, so bile v vseh analizah privzete naslednje zahteve:

e casovni koraki so definirani vnaprej in so identicni za wvse izvedene analize (120

¢asovnih korakov),

e uvse analize se racunajo na enem jedru in eni niti.

Zahtevi po omejitvi izrac¢una na eno jedro in eno nit in po vnaprej doloc¢enih ¢asovnih
korakih pokazeta Se eno slabo lastnost metode koné¢nih diferenc, saj je v splosnem do-
locanje ¢asovnih korakov vnaprej nemogoce, kajti v tem primeru bi morali Ze vnaprej
poznati dokaj toCen odziv obravnavanega mehanskega problema. Posledica je, da ti dve
zahtevi moc¢no omejita uporabnost metode konc¢nih diferenc. Kljub temu smo, kot smo
ze zapisali v zgornjih vrsticah, v prikazanem rac¢unskem primeru prilagodili analizo in
jo izvedli z vnaprej doloCenimi ¢asovnimi koraki ter izracunom analize na enem jedru z
namenom preveriti in pokazati pravilnost razvite ADB formulirane ob¢utljivostne analize,

¢esar sicer ne bi mogli.
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Razvoj vodoravnega pomika v to¢ki A v vrsto z uporabo perturbacijske me-
tode 2. reda

Kot prva primerjava je bila izbrana obcutljivostna analiza drugega reda vodoravnega po-
mika uy v tocki A (Ry, 0) glede na slucajne parametre &;. V tem primeru se je pokazala
Se ena slabost metode kon¢nih diferenc. Ker je obcutljivost drugega reda pomika w,
na slu¢ajne parametre majhna, je bilo pri metodi kon¢nih diferenc nemogoce dobiti ta-
kSen zacetni korak, da bi bila napaka metode dovolj majhna v primerjavi z izracunanim

odvodom.

V primeru vecjega izbranega zaCetnega koraka je bila napaka metode prevelika, saj je
ocena oblike funkcije u4(°;) na podlagi izracunov us(°& — h), ua(°6) in ua(°6 + h)
v primeru izbire prevelike vrednosti koraka h prevec¢ razli¢na kot je dejanska vrednost

drugega odvoda v tocki us(°&;).

V primeru premajhnega zacetnega koraka pa je bila napaka zaokrozitve zaradi zapisa Ste-
D2y

. Def
zacetni korak h = 1079, je §tevec enacbe za izra¢un kon¢nih diferenc (enacba (2.69)) veli-

vila v formatu plavajoce vejice prevelika. Ce na primer za izracun odvoda uporabimo
kostnega reda 1071°. Ob podatku, da je zahtevana natan¢nost primarne analize 10712 (ki
sicer zadeva normo vektorja reSitve p, medtem ko je u4 le ena komponenta tega vektorja,
kar pomeni da je natan¢nost u, v splo$nem vedja ali enaka 107!2, odvisno od natané-
nosti preostalih komponent vektorja) postane hitro jasno, da je rezultat metode konéne
diference v tem primeru zelo verjetno neuporaben. Natanc¢nost primarne analize bi bilo
sicer mozno za kakSen velikostni red izboljSati. Vendar je pri tem potrebno upoStevati,
da so ob uporabljeni dvojni natanc¢nosti Stevila to¢na priblizno do 16. decimalke in da
se v vsaki izvedeni racunski operaciji na tem decimalnem mestu zaradi sprotnih zaokro-
zitev pojavijo dodatne napake, ki se v splosnem skupno sestevajo. To pomeni, da bi tudi
ob zahtevani vecji natanc¢nosti primarne analize tezko dosegli, da bi ob uporabi metode
kon¢nih diferenc prigli do kaj ve¢ kot na decimalko natan¢nega rezultata obcutljivostne

analize ob neprimerno visji ceni izvedbe analize.

Pri izrac¢unu obcutljivosti z ADB formulirano obc¢utljivostno analizo zgoraj nastetih tezav

ni bilo. Na sliki so prikazani diagram pomikov u4 v odvisnosti od ¢asa ter diagrami
Duy  D3*uy in D?u

Dé, > D pepe; v odvisnosti od Casa.

obcutljivosti

Razvoj akumuliranih plasti¢nih deformacij v to¢ki T v vrsto z uporabo per-
turbacijske metode 2. reda

Za naslednjo primerjavo je bila izbrana obcutljivost akumuliranih plasti¢nih deformacij
(€7,) v srediscni tocki epruvete T (0,0) na stohasti¢no polje geometrijske nepopolnosti,
pri kateri so obc¢utljivosti drugega reda povecini za en velikostni red visje od obc¢utljivosti
pomika uy. Tudi v tem primeru se izra¢unani odvodi drugega reda z metodo konc¢nih
diferenc Se vedno opazno razlikujejo glede na izbrani zacetni korak, vendar so vseeno

stabilnejsi v primerjavi z obcutljivostjo pomika u4 in se za doloc¢en interval izbranega
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Slika 7.11: Diagram pomika u4(t) (a) ter obéutljivosti: (b) Dua/DE;, (¢) D*uy/DE? in
(d) D?*uq/DE&DEs v odvisnosti od Casa.

Figure 7.11: Diagram of displacement u4(t) (a) and diagrams of sensitivities: (b)
Dun /D&, (¢) D*uy/DER and (d) D*ua/DEDEs in dependence of time.

zacetnega koraka h razlikujejo ve¢inoma na drugi decimalki.

Ker so akumulirane plasticne deformacije ena izmed komponent vektorja h,, se obcutlji-
vosti vektorja hy izra¢unajo avtomati¢no v vsakem ¢asovnem koraku (v podprogramu za

izra¢un ob¢utljivosti odvisnih vektorjev) in jih je tako potrebno le prebrati.

=p 2-p
Décy  D<€eq

D& pe I

Na sliki [7.12] je prikazan diagram €, v odvisnosti od Casa ter obcutljivosti

D&, . . o e . g
D&;Zg, izracunane z ADB formulirano ob¢utljivostno analizo in metodo koné¢nih diferenc.

Kot je razvidno iz diagramov, se metodi lepo ujemata, kar potrjuje pravilnost razvite

ADB formulacije ob¢utljivostne analize drugega reda.

Primerjava numeri¢ne uc¢inkovitosti razli¢nih metod

Poleg tega, da ADB formulirana obcutljivostna analiza v primerjavi s kon¢nimi diferen-
cami nima problemov s konvergenco, se pomembna prednost ADB formulacije pokaze tudi
pri primerjavi rac¢unskih ¢asov. V preglednici so podani rac¢unski ¢asi obeh metod za
izvedbo perturbacijske metode drugega reda za razlicno stevilo upostevanih ¢lenov K-L
vrste. Izrac¢uni so bili izvedeni na ra¢unalniku z Intelovim procesorjem i7-950 (3.07 GHz),
7z 12 GB RAM-a, 4 jedri in 8 nitmi, pri ¢emer je bil izra¢un omejen na 1 jedro in 1 nit. Ra-

¢unski casi za metodo koncnih diferenc za vec kot 5 obcutljivostnih parametrov so zaradi
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Slika 7.12: Akumulirane plasti¢ne deformacije €, v tocki T in obc¢utljivosti €, prvega

in drugega reda na slucajne parametre (a) &, (t), (b) Det /D&, (c) DZ?e’q/ng, (d)

Deét /D& DE3 (— ADB formulirana obcutljivostna analiza, o metoda kon¢nih diferenc).
Figure 7.12: Accumulated plastic deformations and first- and second-order sensitivities

of accumulated plastic deformations in point 7" with respect to random parameters: (a)
é,(t), (b) Det /D&, (c) D*e,/DE3, (d) Det,/DEDE (— ADB formulated sensitivity

eq
analysis, o ﬁmte difference method).

neizvedljivo dolgega racunskega c¢asa le ocenjeni. Ocene so narejene na podlagi Stevila
iteracij in racunskih ¢asov, ki so bili potrebni za odvode, za katere je bil izra¢un z metodo
kon¢nih diferenc dejansko izveden (pri oceni ra¢unskega ¢asa je bilo ustrezno upostevano
Stevilo odvodov prvega reda, Stevilo odvodov drugega reda po istem parametru ter Stevilo

odvodov drugega reda po dveh razli¢nih parametrih).

Primerjava pokaze, da je ADB formulirana obcutljivostna analiza numeri¢no veliko bolj
ucinkovita od izboljsane metode konc¢nih diferenc. Za primerjavo, ra¢unski ¢as primarne
analize je 510 s. Da je pri ADB formulirani ob¢utljivostni analizi dosezena predpisana
natancnost, je v vsakem ¢asovnem koraku, potem ko vektorji resitve Ze skonvergirajo do
dolo¢ene natancnosti, potrebna dodatna Newton-Raphsonova iteracija, zato da se izra-
¢una tangentna matrika, ki pripada vektorjem reSitve in torej ustreza zeleni natan¢nosti.
Te dodatne Newton-Raphsonove iteracije doprinesejo dodatnih 76 s za celotno analizo.

Za izracun posameznega odvoda z ADB ob¢utljivostno analizo je potrebnih priblizno 36 s,
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kar pomeni priblizno 7 % racunskega ¢asa, ki je potreben za primarno analizo. Preostali
Cas gre na ra¢un “administrativnega dela” okolja za kon¢ne elemente (komunikaciji med

Mathematico in CDriverjem, shranjevanju vmesnih rezultatov itd.).

Ce upostevamo Se dejstvo, da ADB formulirana obcutljivostna analiza ni ob¢utljiva na
paralelno rac¢unanje, lahko zaklju¢imo, da bi racunski ¢as za izracun obcutljivosti za posa-
mezen obc¢utljivostni parameter lahko Se dodatno zmanjsali z uporabo paralelizacije, cesar
pri metodi kon¢nih diferenc za tako kompleksen primer zaradi seStevanja zaokrozitvenih
napak izra¢unov na posameznih jedrih ne moremo. Lahko pa v primeru obeh metod upo-
rabimo paralelizacijo za izracun razlicnih odvodov. V tem primeru se pri obcutljivostni
analizi lahko paralelno ra¢unajo le odvodi istega reda (potem ko so vsi odvodi nizjega reda
izra¢unani), medtem ko pri metodi kon¢nih diferenc te omejitve ni, saj je vsak izrac¢un
neodvisen od rezultatov preostalih odvodov. Vendar bi kljub temu tudi v tem primeru

bil skupni rac¢unski ¢as analize v prid ADB formulirani obcutljivostni analizi.

Preglednica 7.6: Primerjava absolutnega racunskega ¢asa za perturbacijsko metodo dru-
gega reda z ADB formulirano ob¢utljivostno analizo in metodo kon¢nih diferenc (elasto-
plasti¢en material).

Table 7.6: Comparison of absolute calculation time needed to perform analysis with
second-order perturbation method with ADB formulated sensitivity analysis and finite
difference method (elasto-plastic material).

Stevilo Stevilo odvodov ADB Metoda
¢lenov K-L prvega in drugega formulirana kon¢nih
dekompozicije reda, ki jih je obcutljivostna diferenc
(M) potrebno izracunati analiza
1 2 6.6x10% s 7.7x10% s
2 5 7.8x10% s 2.0x10% s
3 9 9.6x10% s 3.9%10% s
5 20 1.4x10% s 1.0x10% s
15 135 6.9x10% s 8.0x10° s (ocena)
30 495 2.5x10% s 3.1x10% s (ocena)
45 1080 5.4x10% s 6.8x10% s (ocena)

Primerjava numeri¢ne uc¢inkovitosti razlicnih metod za hiperelasti¢ni materi-
alni model

Za primerjavo je izvedena Se perturbacijska metoda drugega reda, pri kateri je uporabljen
hiperelasti¢en material, ostali parametri so nespremenjeni. Uporabljen je neo-Hookov mo-
del, enak kot pri elasti¢nem stanju elasto-plasti¢nega elementa (en. (6.68))). Hiperelasti¢ni
problemi pripadajo razredu nepovezanih in ¢asovno neodvisnih problemov. Kot je bilo ze
razlozeno, je zaradi tega pri ADB formulirani obc¢utljivostni analizi potrebno izvesti obc¢u-
tljivostno analizo le v zadnjem ¢asovnem koraku, po koncani primarni analizi. V primeru

metode konc¢nih diferenc se nacin izra¢una odvodov seveda ne spremeni. Racunski ¢asi
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za primer hiperelasti¢nega materiala so prikazani v preglednici[7.7 Iz primerjave vidimo,
da je razmerje med racunskimi casi obeh metod drugac¢no kot pri elasto-plasticnem mate-
rialu. Poglavitni razlog je, kot je razlozeno zgoraj, da se obc¢utljivostna analiza pri ADB
formulaciji izvede le v enem koraku, po koncani primarni analizi. Primerjava rac¢unskih

¢asov je zopet moc¢no v prid ADB formulacije.

Preglednica 7.7: Primerjava absolutnega racunskega ¢asa za perturbacijsko metodo dru-
gega reda z ADB formulirano obcutljivostno analizo in metodo konénih diferenc hipere-
lasti¢en material).

Table 7.7: Comparison of absolute calculation time needed to perform analysis with
second-order perturbation method with ADB formulated sensitivity analysis and finite
difference method (hyperelastic material).

Stevilo Stevilo odvodov ADB Metoda
¢lenov K-L prvega in drugega formulirana kon¢nih
dekompozicije reda, ki jih je obcutljivostna diferenc
(M) potrebno izracunati analiza
1 2 1.5x10% s 1.9x10%s
2 5 1.5x10% s 6.1x10%s
3 9 1.5x10% s 1.2x10%s
5t 20 1.6x10% s 2.8x10%s
15 135 2.2x10% s 2.2x10°s (ocena)
30 495 4.2x10% s 8.5x10°s (ocena)
45 1080 7.6x10% s 1.9x10°s (ocena)

Primerjava perturbacijske metode z metodo Monte Carlo

Kot re¢eno, smo za dani racunski primer primerjali le dve metodi za izracun perturbacijske
metode, ADB formulirano ob¢utljivostno analizo in izboljSano metodo kon¢nih diferenc.
Metoda Monte Carlo je zaradi dolgega racunskega ¢asa primarne analize neizvedljiva, ob
podatku da je za eno primarno analizo potrebnih 510 s, bi se npr. 5000 simulacij Monte
Carlo izvajalo pribl. 30 dni. Zato je za primerjavo rezultatov perturbacijske metode
drugega reda, pognanih le nekaj simulacij in sicer za primer, ko se spreminjata le parameter
& 0z. &5, medtem ko je za ostale slucajne spremenljivke privzeta njihova pricakovana
vrednost & =& = ... =&y =002, & =& = ... = &gy = &g = ... = &y = 0. Rezultati
obeh pristopov so prikazani na sliki in potrjujejo, da perturbacijska metoda dobro
opiSe obnasanje odziva konstrukcije na celotnem prikazanem obmocdju stirih standardnih

deviacijah parametrov.
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Slika 7.13: Primerjava rezultatov perturbacijske metode drugega reda in 100 simulacij
Monte Carlo za slucajna parametra &; in &os.

Figure 7.13: Comparison of the results obtained with second-order perturbation method
and 100 Monte Carlo simulations for parameters £ and 5.

7.2 Nelinearna stohasti¢na analiza korodiranih konstrukcij

7.2.1 Proces korozije

Korozija je kompleksen pojav razpadanja kovine. Najpogosteje se pojavi na povrs§ini ma-
teriala, kjer pride ob stiku z elektrolitom iz okolice (npr. vodno raztopino) zaradi termo-
dinamske nestabilnosti materiala do elektrokemijskih reakcij. Proces korozije je odvisen
od velikega Stevila notranjih in zunanjih spremenljivk, od tega jih je veliko stohastic¢ne
narave (mikroskopska struktura kovine, razli¢ne koncentracije in sestava ionov ter mole-
kul v elektrolitih itd.). Obstaja ve¢ vrst korozije: enakomerna, jamicasta, napetostna,
interkristalna, erozijska itd. Izmed nastetih je jamicasta korozija en poglavitnih vzrokov
porusitev inZenirskih sistemov. Proces jamicaste korozije je v literaturi obravnavan z
razlicnimi pristopi. Veliko raziskav se posveca opisu pojava s kemijskega in kineti¢nega
vidika nastanka in Siritve korozijskega procesa glede na lastnosti materiala in snovi iz
okolice, s katerimi je material v stiku (npr. Park in Pyun, 2004, Vautrin et al., 2008,
Chainais-Hillairet in Bataillon, 2008, Mikhailov et al., 2009, Asanuma in Aogaki, 1995,
Kriston in Lakatos-Varsanyi, 2001 in drugi). Omenjeni modeli se ukvarjajo predvsem s
hitrostjo in pogoji Sirjenja procesa korozije na ravni mikrostrukture, zato se njihovi iz-
sledki ne morejo neposredno prenesti na modeliranje konstrukcij na makro ravni. Bistvo
izsledkov teh raziskav, ki je v nasemu pristopu k modeliranju procesa korozije uporabno,
je, da je proces korozije zelo stohasti¢en in nepredvidljiv pojav in da je lastnosti, obliko
in hitrost nastajanja korozijskih razjed za sploSen inzenirski problem prakti¢no nemogoce

opisati z dovolj veliko gotovostjo.

Drug pristop, ki se ga v literaturi najpogosteje uporablja, modelira proces korozije kot
dva locena stohasti¢na procesa: nastanek korozijske razjede in rast le-te (Valor et al.,
2007, Zhang et al., 2008, Tarantseva, 2010). Z uporabo teorije ekstremnih vrednosti se

nato dolo¢i verjetnost, da je na nekem omejenem obmodcju globina posamezne korozijske
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razjede vecja od izbrane vrednosti. Gre torej za nacin modeliranja korozije kot diskreten

stohasticen proces.

Zakljucki vseh obravnavanih studij in raziskav so, da je korozija mocno stohasti¢en proces
in zato primeren za opis s stohasti¢nim poljem, pa vendar v literaturi skorajda ni zaslediti
Studije, ki bi ga obravnavala na ta nacin. Edini nam znani pristop, kjer je bilo za opis
prostorsko porazdeljenih korozijskih razjed uporabljeno stohasti¢no polje in tako problem
korozije apliciran v programsko okolje za uporabo metode kon¢nih elementov, sta predsta-
vila Teixeira in Soares (2008). Privzela sta, da so globine korozijskih razjed logaritemsko
normalno porazdeljene, njihovo srednjo vrednost pa dolocila z izbirno funkcijo verjetnosti
eksponentne porazdelitve. Ostale potrebne parametre za doloc¢itev stohasti¢nega polja sta
izbrala na podlagi eksperimenta ali po lastni izbiri. Stohasti¢no polje sta diskretizirala z
razvojem z linearnim optimalnim ocenjevanjem. Pokazala sta, kako upoStevanje prostor-
sko modelirane korozije znatno zniza nosilnost jeklene plos¢e v primerjavi z modelom, v

katerem se debelina plos¢e enakomerno stanjsa za pricakovano globino korozijskih razjed.

V naslednjih racunskih primerih je proces korozije modeliran s stohasti¢nim poljem, dis-
kretiziranim s K-L porazdelitvijo. Pricakovana vrednost, standardna deviacija in kovari-
anc¢na funkcija so zaradi pomanjkanja eksperimentalnih rezultatov izbrane po lastni izbiri.
Namen prikazanih numeri¢nih primerov je pokazati, da je razvita avtomatizacija za opis
stohasti¢nih polj in izracun statistike odziva z uporabo metode kon¢nih elementov nume-
ri¢no zelo uc¢inkovita in zato dobro izhodiscée za poglobljene Studije vpliva in modeliranja

procesov korozije na obnaSanje konstrukcij.

7.2.2 Tlacena vrtljivo podprta plos¢a

V prikazanem racunskem primeru je obravnavana korodirana jeklena plosca kvadratne
oblike. Plosc¢a je na vseh stirih robovih vrtljivo podprta in na dveh nasprotnih robovih
tla¢no obremenjena, kot je prikazano na sliki Materialni parametri plosée so podani
v preglednici Dimenzije plog¢e so podane v preglednici [7.9 Privzeto je, da je plosca
korodirana z enakomerno korozijo. Izracun mejne obtezbe je izveden s perturbacijsko

metodo drugega reda in simulacijami Monte Carlo.

Plosc¢a je modelirana z lupinastimi 9-vozliSénimi elasto-plasti¢nimi kon¢nimi elementi, ki
omogocajo velike deformacije. Lupinasti kon¢ni elementi so kon¢ni elementi, ki so primerni
za opis mehanskih problemov, pri katerih sta dve prostorski dimenziji problema znatno
velji od tretje dimenzije. Poleg tega kon¢ni elementi lupine omogocajo deformiranje v
treh dimenzijah prostora. Model lupine, uporabljen v prikazanem rac¢unskem primeru, je
razvil Wisniewski (Wisniewski, Turska, 2000, 2001). Model izhaja iz Reissner-Mindlinove
teorije plosc in je precej kompleksen, zato se, glede na to da sam model kon¢nega elementa
ni predmet te disertacije, v podroben opis kinemati¢nih in konstitucijskih enac¢h na tem

mestu ne bomo spuscali.
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Plosca je diskretizirana tako, da je vzdolz vsake izmed stranic po 30 konc¢nih elementov,

kar nanese skupno 900 kon¢nih elementov preko celotne domene plosce.

Poleg lupinastih kon¢nih elementov, s katerimi je modelirana plosca, sta v modelu s kon¢-
nim elementom modelirana tudi obtezba konstrukcije ter pomik konstrukcije v izbrani
tocki, skupno 60 konc¢nih elementov za obtezbo in 1 koncni element za pomik. Koné¢na
elementa obtezbe in pomika sta modelirana tako, da se na ta nacin med obremenjeva-
njem konstrukcije sledi pomiku in je zato mozno sledenje obtezni poti tudi preko mejne
obtezbe (kar sicer z obi¢ajnim pristopom, ko se postopno povecuje obtezba, ki deluje na
konstrukcijo, ne bi bilo mozno). Za vodenje je izbran vodoravni pomik ploscée v tocki A,
v smeri delovanja obtezbe. Tocka A, v kateri se vodi pomik, je ozna¢ena na sliki [7.14]

Postopek za izracun mejnega obteznega faktorja je predstavljen kasneje v poglavju.

Preglednica 7.8: Materialni parametri plosce.
Table 7.8: Material parameters of plate.

Elasti¢ni modul (£) 210 kN/mm?
Poissonov koli¢nik (v) 0.29
Meja plasti¢nega tecenja (f,) 0.355 kN/mm?
Modul utrjevanja (K;) 0 kN/mm?

Preglednica 7.9: Dimenzije plosce.
Table 7.9: Plate dimensions.

Stranica plosce vzdolz z-osi (L,) 1m
Stranica plosce vzdolz y-osi (L,) 1 m
Debelina plosée (tp) 10 mm

L, /2

L, /2

Slika 7.14: Skica plosce.
Figure 7.14: Sketch of the plate.
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Modeliranje geometrijske nepopolnosti plosc¢e

V modelu je upostevana tudi geometrijska nepopolnost plosce. Izracunana je kot su-
perpozicija prvih Sestih uklonskih oblik in sicer v razmerju 1:0.7:0.7:0.7:0.7:0.7, kot je
priporoceno v standardu EN 1993-1-5. To pomeni da je za izrac¢un oblike nepopolnosti
vzeta celotna magnituda prve uklonske oblike (norma vektorja prve uklonske oblike je 1),
medtem ko so preostale upostevane uklonske oblike normirane na 70 % magnitude (norme
vektorjev druge do Seste uklonske oblike so 0.7). Dobljena geometrijska nepopolnost se
izratuna kot sestevek teh uklonskih oblik (skladno s privzetimi magnitudami posame-
znih uklonskih oblik), dobljeno geometrijsko obliko pa se normira tako, da je najvecji
odklon nepopolne od idealne geometrije e enak predpisanemu. V naSem primeru smo

vzeli eg = L,/200. Na ta nac¢in dobljena geometrijska nepopolnost je v 10-kratni povecavi
prikazana na sliki

Slika 7.15: Model geometrijske nepopolnosti plosce, 10-kratna povecava.
Figure 7.15: Geometrical imperfections of the plate, 10-times magnified.

Postopek izra¢una mejnega obteZznega faktorja

Za izracun mejnega obteznega faktorja 7., je bila izvedena nelinearna analiza, pri kateri
se je postopno povecevala obremenitev konstrukcije, pri tem pa vodil vodoravni pomik
plosce v toc¢ki A, v smeri delovanja obtezbe. Dopuscena je bila adaptivna izbira velikosti
¢asovnih korakov. Kot je bilo predstavljeno Ze uvodoma, sta tako sila, ki deluje na kon-
strukcijo, kot pomik modelirana s kon¢nimi elementi. Bistvo takSnega pristopa je, da se
med obremenjevanjem vodi pomik konstrukcije v izbrani tocki, medtem ko obtezni faktor
postane ena izmed neznank problema (poleg prostostnih stopenj lupinastih koné¢nih ele-
mentov) in je zato moZno sledenje obtezni poti tudi preko mejne obtezbe, kot je prikazano
na sliki Mejni obtezni faktor 7,,., se izrac¢una na podlagi zadnjih treh korakov ana-
lize. Pri tem smo privzeli, da ima krivulja obtezne poti v(u) na tem delu obliko kvadratne
funkcije. Pomik w4, in obtezni faktor vme: = 7 (Umaz), ki pripada mejni obtezbi, se v

tem primeru izra¢unata po enac¢bah
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_ U o (-1 — V) + s (0 — Yn—2) + UL (Yn—2 — Yn—1)
Unaw = (7.7)
2<un—2(7n—1 — Vo) + un—l(%z — Yn—2) + Un(%z—2 — Yn-1))

Ymazx = ((ui_Q(’Yn—l - ’Yn) + 2un—2(un—l(7n - 771—2) + Un(%—z - ’Vn—l))"_

+ ui—1(7n72 — V) + ui(%lfl - 7n2)>2)/<4<un2 — Up—1)(Un—2 — Up) (Up—1—
— U ) (Un—2(Vn-1 = Yn) + Un-1(Vn — Yn-2) + Un(Yn—2 — ’Ynﬂ))) + Tn—2- (7.8)

Rezultat perturbacijske metode drugega reda je razvoj mejnega obteznega faktorja v
Taylorjevo vrsto drugega reda, kar pomeni da je poleg V. potrebno izracunati tudi
odvode prvega in drugega reda 7,,., po obc¢utljivostnih parametrih. Zato je bilo potrebno
vgraditi ADB formulirano obcutljivostno analizo drugega reda tudi v kon¢ni element ob-
tezbe. Rezultat ob¢utljivostne analize so ob¢utljivosti prvega in drugega reda, Dv;/D¢;
in D?vy,/D&;DE;, kjer je k indeks Casovnega koraka: k& = 1,2,..,nini,j = 1,2,... M
indeksa naklju¢nih spremenljivk K-L vrste. Ker smo privzeli, da je ¥4, odvisen od rezul-
tatov v zadnjih treh korakih analize, lahko preko te odvisnosti (en. (7.8))) in dejstva, da

imamo za te tri tocke ob¢utljivosti izra¢unane, izra¢unamo tudi ob¢utljivosti Dv,a./DE;
in DZ’Ymam/Dfinj

D’Ymaa: _ aP)/maaﬁ Dﬁ)/n—2 + a’}/maa: D’Yn—l + a’.)/max Df)/n
D¢; V-2 DE; OVn-1 D& 0 D&

D*Ymaz  OYmaz D*Yn-2 | OYmaz D*Yn-1 | OYmae D*7n
D¢&;DE; N OYn—2 D§GDE; — Oyn—1 D& DE; 0 D& DE;
*Ymaz Dyn—2 Dyn_s N *Ymaz Dyn—1 Dy N *Ymaz Dy Dy
0*Yn—o D Dg¢; %Y1 DE Dg¢; Py, D& Dg¢;
N 0%Ymaz  Dyn—2 D1 N *Ymaz D1 DYn—2
OYn—20Vn—1 D& DE; OVn—20m—1 D& Dg;
N *Ymaz  Dyn—2 Dy N *Ymaz Dy Dyn—s
OVYn—20Vn D& D¢; 0Vn—20Vn D§; D¢;
N *Ymaz D1 Dyn N *Ymaz Dy Dyns
OVn—107n D& D¢; OVn-107n DE&; Dg¢; .

Mejno obtezbo izra¢unamo po enacbhi

Nxx,maa: = Ymaz ° Na:ac (710)
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Vo /n-l Vmax i

Y2

Y1

Up U2 ... Up2 Un-1 Umax Un u

Slika 7.16: Sledenje obtezne poti preko vodenega pomika.
Figure 7.16: A load-displacement curve.

Zaradi lazjega prerac¢unavanja je izbrana enotska sila: N, = 1 kN/mm. 7, je mejni

obtezni faktor.

Na sliki je prikazan diagram obtezne poti za primer, ko je debelina plo§¢e enakomerno

stanjSana za pricakovano vrednost.
Y

0.8,

0.6

0.4

0.2

-25 -2.0 -15 -1.0 -0.5 0.0

Slika 7.17: Diagram obtezne poti za primer, ko je debelina stanjSana enakomerno za
pricakovano vrednost.

Figure 7.17: A load-displacement curve for the case of expected value of plate thickness
change.

Za oceno ustreznosti opisanega postopka izra¢una mejnega kriti¢nega faktorja, je na tem
mestu prav preveriti natancnost tako izpeljanega odziva (t. j. izpeljanega iz zadnjih treh
korakov analize) z dejanskim odzivom. Zaradi moznosti grafi¢ne primerjave, se omejimo le
na eno slucajno spremenljivko, npr. &, medtem ko vzamemo ostale slu¢ajne spremenljivke

pri njihovih pri¢akovanih vrednostih: & = & = ... = 0. I&¢emo torej odziv y(ua, &s).
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Na sliki je s sivo barvo prikazana ocena odziva 7y(ua,&s), izra¢unana iz odziva in
obcutljivosti v zadnjih treh tockah analize, ki so odebeljene in oznac¢ene s ¢rno barvo. S
svetlo barvo pa je izrisan dejanski odziv y(u4, &), izra¢unan s simulacijami. Dodatno sta
na tej sliki prikazana mejni obtezni faktor 7,,.,, in pripadajo¢i pomik ., v odvisnosti
od slucajne spremenljivke &. 7 rdeCimi pikami sta oznacena mejni obtezni faktor ter
pripadajoc¢i pomik, izpeljana na podlagi rezultatov primarne in obcutljivostne analize v
zadnjih treh korakih analize, z rumenimi pikami pa mejni obtezni faktor ter pripadajoci
pomik, izracunana z dejanskimi simulacijami. Primerjava potrjuje ustreznost postopka
izrac¢una mejnega obteznega obteznega faktorja in pripadajocega pomika, saj se rezultati
zelo dobro ujemajo z rezultati dejanskih simulacij. Za primerjavo smo poskusali oceniti
v(ua, &) tudi 7 interpolacijo skozi §tiri to¢ke (namesto samo treh), vendar se natan¢énost

rezultatov ni bistveno izboljsala.

7 max Vi Rezultati zadnjih
0% simulacije treh korakov

\J primarne analize

7L, S,)

ocena

7y, S,)

Hy . s
simulacije

—3.0

Slika 7.18: Obtezni faktor v odvisnosti od pomika in slu¢ajne spremenljivke & (siva barva:
ocena 7y(ua,&s); bela barva: y(ua,&2) na podlagi dejanskih simulacij, rde¢a barva: ocena
Ymaz; Tumena barva: 7,,.. na podlagi dejanskih simulacij; ¢rna barva: rezultati zadnjih
treh korakov analize, na podlagi katerih se izra¢unata oceni v(u4,&2)) in Ymaz-

Figure 7.18: Load factor in dependence on displacement and random variable & (gray
color: estimation of y(u4, &); white color: y(u4, &) obtained with simulations, red color:
estimation of ,,q.; vellow color: 7,4, obtained with simulations; black color: last three
steps of the analysis, from which v(uu, &) in Y, are estimated).

Analiti¢ni mejni obtezni faktor za primer idealno ravne plosce
Za prikazani ra¢unski primer plosce (z idealno geometrijo) obstaja tudi analiti¢na resitev.

Analiti¢na mejna plasti¢na in analiti¢na kriti¢na uklonska obtezba v odvisnosti od debeline
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plosce sta

Nxz,pl(tP) = tP fya

Am2 Et3
N:E(E,CT'it (tP) = P

GO T (7.11)

Mejna obtezba je za primer idealno ravne plos¢e manjsa izmed kriti¢ne in mejne plasti¢ne

sile
Nxa},max(tP) = Min(Nx:c,pl(tP)a Nxa:,crit(tp))- <712>

Modeliranje enakomerne korozije

Stohasti¢en pojav enakomerne korozije smo modelirali na dva nacina - kot enakomerno
nakljuéno stanjsanje debeline plogée (v tem primeru spremembe debeline ne opisemo s
stohasti¢nim poljem) in kot stohasti¢no polje z veliko korelacijsko dolZino, kar pomeni da
se vrednosti preko polja zelo malo spreminjajo in je polje gladko. Pricakovana vrednost,
standardna deviacija in korelacijska dolzina (ki velja le za opisa korozije s stohasti¢nim
poljem) modela korozije so prikazane v preglednici .

Preglednica 7.10: Parametri stohasticnega polja korozije.
Table 7.10: Parameters for the stochastic field of corrosion.

Pricakovana vrednost (At) -2 mm
Standardna deviacija (o4;) 0.3 mm
Korelacijska dolzina (I.) 10000 mm

Razvoj odziva v vrsto z uporabo perturbacijske metode za enakomerno stanj-
Sanje debeline plosce

V primeru, da privzamemo enakomerno spremembo debeline plosce zaradi korozije, imamo
opravka s perturbacijsko metodo za deterministi¢ni mehanski model. V tem primeru
imamo le en parameter, za katerega je potrebno izvesti obcutljivostno analizo in sicer

spremembo debeline plosée od pricakovane vrednosti.

Kot zanimivost si najprej poglejmo primerjavo analiticnega mejnega obteZznega faktorja
za primer idealno ravne plosce z mejnim obteznim faktorjem, izracunanim z dejanskimi
simulacijami razli¢nih debelin plos¢e. Primerjava je prikazana na sliki [7.19] Analiti¢ne
vrednosti mejnega obteZnega faktorja so izracunane po enac¢bah in (7.12). Rdeca
krivulja predstavlja mejni obtezni faktor izra¢unan z numeri¢nimi simulacijami, v kate-
rih je upoStevana tudi geometrijska nepopolnost plosée. Diagram ne predstavlja pojava
korozije, saj se zaradi pojava korozije debelina plosce lahko le stanjsa. Kljub temu je
primerjava rezultatov za razlicne debeline plos¢ zanimiva s stalis¢a razumevanja razli¢nih

metod izra¢una mejnega obteznega faktorja. Kot je splosno znano, so vitke ploc¢evine
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obcutljive na velikost in obliko zacetnih geometrijskih nepopolnosti. Mejna nosilnost ge-
ometrijsko nepopolne plosce je za vecje debeline plo$ce nizja od mejne nosilnosti, ki bi jo
plosc¢a prenesla ob idealni geometriji, vendar se z vecanjem debeline plosce tej vrednosti
pribliZzuje. Z vecanjem vitkosti plosc¢e pa je nosilnost plosce zaradi postkriti¢ne nosilnosti
vecja od nosilnosti po linearni teoriji izbocenja. Na sliki je prikazan tudi mejni obtezni
faktor, izra¢unan s perturbacijsko metodo drugega reda za enakomerno spremembo debe-
line okrog pri¢akovane vrednosti debeline plosce, torej 8 mm. Krivulja odziva, izracunana
s perturbacijsko metodo drugega reda, se z mejnim obteznim faktorjem, izracunanim s

simulacijami, dobro ujema za spremembo debeline +4 mm.

Ymax
r .
15f ///
-®- Ypl anal.
-m- Yerit anal.
—— Ymax andl.

—— Ymax SiMulacije

vmax Perturbacijskam. 2. reda

tp

5 10 15 20 25 30 35

Slika 7.19: Diagram mejnega obteznega faktorja v odvisnosti od debeline plosce.
Figure 7.19: Limit load factor in dependence of plate thickness.

Odziv mejnega obteznega faktorja v odvisnosti od stopnje enakomerne korodiranosti kon-
strukcije, izracunan po metodi perturbacije drugega reda, je enak prikazanemu na sliki
le da se v tem primeru krivulja zakljuci pri zacetni debelini plosce, ki je 10 mm.
Rezultat razvoja mejnega obteznega faktorja v vrsto z metodo perturbacije drugega reda

je

Vmaz.enakomerno = 1-96 x 1071 +2.04 x 107" At + 1.79 x 1072A¢?, (7.13)

pri ¢emer je At odstopanje spremembe debeline od pri¢akovane (Gaussova spremenljivka,

s pricakovano vrednostjo 0 in standardno deviacijo 0.3 mm).

Razvoj odziva v vrsto z uporabo perturbacijske metode in korozije, modeli-
rane s stohasti¢nim poljem
Pri enakomerni koroziji debelina ploscée zelo malo variira po domeni, kar pomeni da gre za

mo¢no korelirano stohasticno polje z veliko korelacijsko dolzino. Za opis koreliranosti sto-
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hasti¢nega polja sta izbrani eksponentna kovarian¢na funkcija (C) in njena modifikacija,
ki je odvedljiva tudi v izhodi$¢u in zato bolje konvergira (Cp). Racunski ¢as za sestavo
vsake izmed obeh matrik je 21 s. Izracuni so bili izvedeni na rac¢unalniku z Intelovim
procesorjem i7-950 (3.07 GHz), z 12 GB RAM-a, 4 jedri in 8 nitmi.

Ker gre za visoko korelirano stohasti¢no polje, je za visoko natan¢nost opisa polja (v smislu
variance stohasti¢nega polja) potrebnih le nekaj zacetnih ¢lenov K-L vrste. V primeru
obeh kovarian¢nih funkcij so obdrzani le prvi 8tirje ¢leni K-L dekompozicije (M = 4).
Natanc¢nost variance polja, izrac¢unana na podlagi enacbe , je v primeru kovarian¢ne

funkcije C'4 98 %, v primeru kovarian¢ne funkcije Ce pa 100 %.

Za diskretizacijo stohasti¢nega polja je bila plosca razdeljena na enako Stevilo poddomen
kot v primeru mehanskega modela (30x30 domen). Poddomene se nato kombinirajo v
405450 2 x 9-vozliscénih stohasti¢nih konc¢nih elementov. Konéni rezultat diskretizacije sto-
hasti¢nega polja so deterministi¢ni ¢leni K-L vrste: lastne vrednosti in lastne funkcije. Na
slikah [7.20] in [7.21] sta prikazani prva in ¢etrta lastna funkcija za primer ko je koreliranost
stohasti¢nega polja opisana s kovarian¢no funkcijo Cjy.

0.100e-2
0.100e-2
0.100e-2
0.998e-3
0.994e-3

0.990e-3
0.987e-3

Max.
0.1013e-2
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0.9759e-3

AceFEM

Slika 7.20: Prva lastna funkcija za stohasti¢no polje s kovarian¢no funkcijo Cly.
Figure 7.20: First eigenfunction of stochastic field with covariance function C'4.
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-0.169e-2
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Slika 7.21: Cetrta lastna funkcija za stohasti¢no polje s kovarian¢no funkcijo C4.
Figure 7.21: Fourth eigenfunction of stochastic field with covariance function Cjy.
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Rezultat perturbacijske metode drugega reda je razvoj mejnega obteznega faktorja v Tay-

lorjevo vrsto drugega reda okrog pricakovane vrednosti slucajnih spremenljivk &;.

Ymaz.c, = 7-96- 1071 +5.94 - 1072, — 4.50 - 1073¢, — 4.34 - 1073¢; + 1.40 - 107%¢,
+1.54 - 107362 4 4.10 - 107%6,& +2.20 - 10746165 — 7.51 - 107°6,&,4 + 1.06 - 1042

+3.15 - 1074663 + 4.84 - 107768, +2.82 - 107%¢5 — 1.29 - 107 4¢3¢, — 4.65 - 10777
(7.14)

Ymaz,Cp = 7-96 - 1071 +6.09 - 1072¢; — 2.30 - 10736, + 1.73 - 107363 — 1.55 - 107°¢,
+1.60 - 107362 +2.05 - 107¢,&, — 7.96 - 10776165 + 1.17 - 107°6,&, + 2.80 - 10772

—5.92-1077&E3 — 2.78 - 107566, — 9.88 - 107%¢2 — 1.02 - 10°63¢, — 1.16 - 10707
(7.15)

Primerjava rezultatov in numeri¢ne ucinkovitosti perturbacijske metode in
metode Monte Carlo

V simulacijah Monte Carlo se z generatorjem naklju¢nih $tevil generira sluc¢ajne spre-
menljivke & oz. v primeru enakomernega stanjSanja debeline se stohasti¢no odstopanje
stanjSanja plosce od pri¢akovane vrednosti generira kot Gaussovo spremenljivko s stan-
dardno deviacijo, podano v preglednici [7.10] Z generiranimi vrednostmi parametrov ¢;
stohasti¢nega polja oz. spremembe debeline se nato izvede primarna analiza. Za vsako
od treh moznosti opisa enakomerne korozije je bilo izvedenih po 5000 simulacij, v katerih

se je shranjeval izra¢unani mejni obtezni faktor.

Na sliki [7.22] je prikazana realizacija stohasti¢nega polja korozije v naklju¢no izbrani si-
mulaciji Monte Carlo za kovarian¢no funkcijo C'y. Deformirana oblika plosce, 7-kratno
povecana, do katere pride pri prikazani naklju¢no izbrani simulaciji Monte Carlo, je prika-
zana na sliki[7.23] Kot je razvidno iz oblike deformirane plosée, pride do globalnega uklona,
plos¢e. Ker je plos¢a vitka (primerjalna vitkost ploscée, ki je enakomerno korodirana je

2.71), je globalni uklon pri¢akovan porusni mehanizem.
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—-0.17e1
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Slika 7.22: Naklju¢no izbrana realizacija stohasti¢nega polja korozije plosce.
Figure 7.22: A random sample of stochastic field of corrosion.
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Slika 7.23: Deformirana plos¢a v trenutku, ko je dosezen mejni obtezni faktor (7-kratna
povecava deformacij).

Figure 7.23: Deformed plate in the moment of limit load factor (deformations are 7-times
magnified).

V preglednici je prikazana primerjava rezultatov perturbacijske metode drugega reda
in simulacij Monte Carlo, Stevila odvodov, ki jih je v posameznem primeru potrebno
izracunati v okviru perturbacijske metode, in racunskega casa kompletne primarne in
obcutljivostne analize za perturbacijsko metodo oz. racunskega ¢asa za izvedbo 5000

simulacij Monte Carlo.

Rezultati pokazejo zelo dobro ujemanje med razlicnimi opisi enakomerne korozije, med
razli¢nimi kovarianc¢nimi funkcijami ter med obema metodama. Najvecje razlike nastopijo

pri racunskih casih, ki so mo¢no v prid perturbacijski metodi.

Na podlagi primerjave pricakovanih vrednosti in standardne deviacije lahko zaklju¢imo,
da za izbrani primer moc¢no koreliranega stohasti¢nega polja, ko je korelacijska dolzina
zelo velika v primerjavi z dimenzijami domene, stohasticno polje lahko opiSemo dovolj

natancno tudi ob zanemaritvi spreminjanja vrednosti polja preko domene.

7.2.3 Tlacen korodiran nosilec z globalnim uklonom kot merodajnim porusnim

mehanizmom

V prikazanem racunskem primeru je obravnavan korodiran jekleni prostolezeci nosilec s
pre¢nim prerezom [ in sicer je izbran standardni profil IPE300. Privzet je model jamicaste
korozije. Nosilec je na obeh koncih obremenjen s tlacno osno silo. Dolzina nosilca je
tolikSna, da je ne glede na stopnjo korodiranosti pricakovani porusni mehanizem globalni
uklon (primerjalna vitkost nosilca, ki je enakomerno korodiran, je 2.01). Za izra¢un mejne
obtezbe, pri kateri bo prislo do porusitve nosilca sta izbrani perturbacijska metoda drugega

reda in simulacije Monte Carlo.

Pasnici in stojina nosilca so modelirani z enakimi lupinastimi 9-vozlis¢nimi elasto-plasti¢nimi

kon¢nimi elementi, ki omogocajo velike deformacije, kot plos¢a v prejsnjem racunskem pri-
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Preglednica 7.11: Pri¢akovana vrednost (Jime,) in standardna deviacija (o,,,,,) mejnega
obteZznega faktorja v,,.q., Stevilo odvodov, ki jih je potrebno izracunati pri perturbacijski
metodi 2. reda (n,q,) in skupni ra¢unski CPU ¢as, potreben za posamezno metodo.
Table 7.11: Expected value (3,4,) and standard deviation (o,,,,.) of the ultimate load
factor 7,4z, number of derivatives that have to be calculated in case of second-order
perturbation method (n,4,) and total CPU time, needed to perform the analysis with
different methods.

Perturbacijska metoda Monte Carlo

(ADB formulacija) 5000 simulacij
enakomerno enakomerno
Ca Cp stanjSanje Ca Cp stanjSanje
Modv 14 14 2 / / /
Ymaz | 0.798 0.798 0.798 0.796 0.798 0.798
Oryae | 0.060  0.061 0.061 0.060 0.061 0.061
t 62s 62s 41 s | 173557 s 178186 s 178645 s

meru. Nosilec je diskretiziran s prostorsko mrezo konc¢nih elementov tako, da je vzdolz
dolzine nosilca 68 konc¢nih elementov, pasnica je po Sirini diskretizirana s 6 kon¢nimi ele-
menti, stojina pa je po visini diskretizirana s 4 kon¢nimi elementi. Za preprecitev lokalnih
deformacij na mestu vnosa koncentrirane tlac¢ne sile, je nosilec na obeh straneh ojacan
z debelo (35 mm) Celno plocevino. Le-ta je modelirana z linearno-elasti¢nim material-
nim modelom in diskretizirana tako, da se njena vozlis¢a ujemajo z vozliS¢i pasnic in
stojine nosilca. Skupno je nosilec (vkljuéno s ¢elnimi plo¢evinami) diskretiziran s 1136

lupinastimi kon¢nimi elementi s skupno 4689 vozlisci.

Poleg lupinastih kon¢nih elementov, s katerimi je modeliran nosilec, sta v modelu s kon¢-
nim elementom modelirana tudi obtezba konstrukcije ter pomik konstrukcije v izbrani
tocki, skupno 32 kon¢nih elementov za obtezbo in 1 konc¢ni element za pomik. Kot v
racunskem primeru tlacene plosce, se tudi tokrat med obremenjevanjem vodi pomik. Za

vodenje je izbran vodoravni pomik nosilca v smeri delovanja obtezbe v krajnem prerezu

Vv v

Privzeti materialni parametri nosilca so prikazani v preglednici [7.12] Dimenzije nosilca
so podane v preglednici

Modeliranje zacetne geometrijske nepopolnosti nosilca

V modelu je upoStevana tudi geometrijska nepopolnost nosilca. Izracunana je kot su-
perpozicija prvih Sestih uklonskih oblik in sicer v razmerju 1:0.7:0.7:0.7:0.7:0.7, kot je
razlozeno v rac¢unskem primeru tlacene plosée. Dobljena geometrijska nepopolnost je nor-
mirana tako, da je najvec¢ji odklon nepopolne od idealne geometrije ey enak L/200, kjer
je L dolzina nosilca. Na sliki je prikazanih prvih Sest uklonskih oblik izracunanih

z reSitvijo problema zacetne nestabilnosti, pri ¢emer je bil nosilec modeliran z linearno
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Preglednica 7.12: Materialni parametri nosilca.
Table 7.12: Material parameters of beam.

Elasti¢ni modul (F) 210 kN/mm?
Poissonov koli¢nik (v) 0.29
Meja plasti¢nega tecenja (f,) 0.355 kN/mm?
Modul utrjevanja (K3) 0.21 kN/mm?

Preglednica 7.13: Dimenzije nosilca.
Table 7.13: Beam dimensions.

Dolzina nosilca (L) 5.25 m

Sirina pasnice (bg) 150 mm
Debelina pasnice (tr) 10.7 mm

Visina profila (h;) 300 mm
Debelina stojine (ty) 7.1 mm

elasti¢nimi 9-vozlis¢nimi lupinastimi konc¢nimi elementi. Slika [7.25| prikazuje 5-kratno

povecavo tako dobljene geometrijske nepopolnosti.

Diskretizacija stohasti¢nega polja korozije v K-L vrsto

Proces jamicaste korozije je opisan s stohasticnim poljem spremembe debeline. Pricako-
vana vrednost, standardna deviacija in korelacijska dolzina stohasti¢nega polja so prika-
zane v preglednici [7.14] Ker je v primeru jamicaste korozije korelacijska dolZina relativno
krajsa od vzdolzne dimenzije nosilca, je tokrat poleg eksponentne in gladke mozna tudi
aplikacija modificiranih kovarian¢nih funkeij, predlaganih v poglavju [l Narejene so pri-
merjave za vseh pet kovarian¢nih funkcij. Stevilo ¢lenov K-L vrste je v vseh primerih
tako, da je natancnost variance, izracunana na podlagi enacbe 80 %. Stohasti¢no
polje je na nosilec aplicirano tako, da je upostevana tudi korelacija spremembe debeline
med stojino in pasnicama. Stohasti¢no polje ni aplicirano na ¢elni ploc¢evini, saj je namen
modeliranja ¢elnih ploc¢evin le v tem, da se koncentrirane napetosti na konceh nosilca

enakomerno prenesejo na nosilec, brez povzrocitve velikih lokalnih deformacij.

Preglednica 7.14: Parametri stohasti¢nega polja korozije.
Table 7.14: Parameters of the stochastic field of corrosion.

Pri¢akovana vrednost (At) -0.9 mm

Standardna deviacija (oa;) 0.1 mm

Korelacijska dolzina (I.) 300 mm
Efektivna dolzina (l.y) 31,

V preglednici je prikazano Stevilo ¢lenov vrste, potrebnih da varianca diskretizira-
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Slika 7.24: Prvih Sest uklonskih oblik nosilca.
Figure 7.24: First six buckling modes of the beam.

nega stohasticnega polja doseze 80 % dejanske variance polja, rac¢unski ¢as, potreben za
sestavljanje kovarian¢nih matrik in gostota kovarian¢nih matrik (definirana kot razmerje
neni¢elnih ¢lenov in vseh ¢lenov matrike) za razli¢ne kovarian¢ne funkcije, predlagane v
poglavju |5 Izracuni so bili izvedeni na ra¢unalniku z Intelovim procesorjem i7-950 (3.07
GHz), z 12 GB RAM-a 4 jedri in 8 nitmi. Rezultati pokaZejo na eni strani prednost
modificiranih kovarianc¢nih funkcij pri katerih je ¢as, potreben za sestavljanje kovariancne
matrike in gostota le-te ob¢utno manjsi v primerjavi s kovarian¢no funkcijo, ki je preko
celotne prostorske domene nenic¢elna. Na drugi strani je iz primerjave Stevila ¢lenov razvi-
dna prednost modifikacij Cp in Cg, ki zaradi odvedljivosti v izhodi§¢u konvergirata veliko

bolje in je posledi¢no potrebnih za skoraj dve tretjini manj ¢lenov K-L vrste.

Za diskretizacijo stohasti¢nega polja je bil nosilec razdeljen na enako Stevilo poddomen
kot v primeru mehanskega modela, opisanem v zacCetnih odstavkih, tako da se vozlisca

prekrivajo in ni potrebno dodatno prerac¢unavanje pri prenosu izrac¢unanih lastnih funkcij
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Slika 7.25: Model nepopolnosti nosilca, 5-kratna povecava.
Figure 7.25: Imperfections of the beam, 5-times magnified.

Preglednica 7.15: Potrebno Stevilo ¢lenov K-L vrste za 80 % natancnost, ¢as centralne
procesne enote (CPU) za sestavo kovarianéne matrike in gostota kovarianéne matrike za
razlicne kovarian¢ne funkcije.

Table 7.15: Number of retained terms in K-L decomposition to attain 80 % accuracy,
central processor unit (CPU) time to assemble covariance matrix and covariance matrix
density for different covariance functions.

Ca Cp | Cc | Cp Cg
M 66 65 66 23 23
t 30.7s | 82s|82s|30.7s|82s

gostota C 1 0.32 | 0.32 1 0.32

na mehanski problem. Kot je opisano v poglavju 4.1} se v naslednjem koraku poddomene
kombinirajo v pare, ki tvorijo 2x9-vozlis¢ne stohasti¢ne elemente. Skupno je preko nosilca
v primeru kovarian¢nih funkcij Cy in Cp, pri katerih se kombinirajo poddomene preko
celotne domene, 592416 stohasti¢nih kon¢nih elementov, v primeru modificiranih kovari-
anc¢nih funkecij, kjer se kombinirajo le poddomene na medsebojni razdalji manjsi od l.g, pa
182472 stohasti¢nih kon¢nih elementov. Kon¢ni rezultat diskretizacije stohasti¢nega polja
so deterministi¢ni ¢leni K-L vrste: lastne vrednosti in lastne funkcije. Na slikah in
sta prikazani prva in Cetrta lastna funkcija za primer ko je koreliranost stohasti¢nega

polja opisana s kovarian¢no funkcijo C'4.

Razvoj odziva v vrsto z uporabo perturbacijske metode

Za izracun mejne nosilnosti v, je bila izvedena nelinearna analiza, pri kateri se je po-
stopno povecevala obremenitev konstrukcije, pri tem pa vodil vodoravni vzdolzni pomik v
krajnem prerezu nosilca (pri x = L), v teZi§¢ni tocki precnega prereza. Dopuscena je bila
adaptivna izbira velikosti ¢asovnih korakov. Mejni obtezni faktor 7,,,, in iskane obcu-
tljivosti se izracuna na podlagi zadnjih treh korakov analize, kot je podrobneje razlozeno

v ra¢unskem primeru tlacene ploscée. Na sliki je prikazan diagram obteZne poti za
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Slika 7.26: Prva lastna funkcija za stohasti¢no polje s kovarian¢no funkcijo Cly.
Figure 7.26: First eigenfunction of stochastic field with covariance function C4.
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Slika 7.27: Cetrta lastna funkcija za stohasti¢no polje s kovarian¢no funkcijo C'4.
Figure 7.27: Fourth eigenfunction of stochastic field with covariance function Cj.

primer, ko je debelina nosilca enakomerno stanjSana za pri¢akovano vrednost.

Rezultat stohasticnega problema z uporabo perturbacijske metode je razvoj mejnega ob-
teznega faktorja v Taylorjevo vrsto drugega reda po stohasti¢nih spremenljivkah (7,4, =

Ymaz (&1, €2, -, Ear))- Mejno obtezbo izracunamo po enac¢bi

Pmax = Ymazx P> (716)

kjer je P zaCetna sila, s katero obremenimo konstrukcijo. Zaradi lazjega preracunavanja
je najbolj smotrno izbrati enotsko silo: P = 1 kN.

Izra¢un odziva z metodo Monte Carlo

Pri drugi primerjani metodi, to je metodi Monte Carlo, je bilo izvedenih za vsako kovari-
an¢no funkcijo po 5000 simulacij. V vsaki simulaciji se z generatorjem naklju¢nih stevil
generirajo vrednosti slu¢ajnih koeficientov &, &s,...,&y. S temi vrednostmi se izra¢una

stohasticno polje korozije ter izvede primarna analiza, v kateri se izracuna 7,,4,. Vredno-
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Slika 7.28: Diagram obtezne poti za primer, ko je debelina nosilca enakomerno stanjSana
za pricakovano vrednost.
Figure 7.28: Load-displacement curve for the beam with uniformly reduced thickness.

sti Vmae Se skozi simulacije shranjuje in iz mnozice vseh realizacij nato doloc¢i statistiko
odziva, ki nas zanima. Na sliki je prikazana naklju¢no izbrana simulacija korozije
nosilca, na sliki pa je prikazana deformirana konstrukcija (10-kratna povecava) v
trenutku poru$itve v naklju¢no izbrani simulaciji Monte Carlo. Mejna obtezba je bila v

vecini primerov dosezena v 9 ¢asovnih korakih.

-0.73
-0.77
-0.81
—-0.86
—-0.90
—-0.95
-0.99

Max.

Min.
—0.108e1
AceFEM

Slika 7.29: Naklju¢no izbrana realizacija spremembe debeline nosilca.
Figure 7.29: A random sample of beam thickness change.

Primerjava rezultatov in numeri¢ne ué¢inkovitosti razli¢nih metod

V preglednici[7.16| je prikazana primerjava rezultatov perturbacijske metode drugega reda
in simulacij Monte Carlo, Stevila odvodov, ki jih je za razli¢ne kovarian¢ne funkcije po-
trebno izracunati v okviru perturbacijske metode in racunskega ¢asa kompletne primarne
in obcutljivostne analize za perturbacijsko metodo oz. racunskega ¢asa za izvedbo 5000 si-
mulacij Monte Carlo. Rezultati pokazejo zelo dobro ujemanje med perturbacijsko metodo

in rezultati, dobljenimi s simulacijami Monte Carlo. Poleg tega tudi ni opaznih vecjih
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Slika 7.30: Deformiran nosilec v trenutku definirane v = 7,4, (10-kratna povecava defor-
macij).

Figure 7.30: Deformed beam in the moment of v = ~,,,, (deformations are 10-times
magnified).

razlik med rezultati, dobljenimi z razli¢nimi kovarian¢nimi funkcijami. Za dani rac¢unski
primer izbira med petimi primerjanimi kovarianc¢nimi funkcijami torej ne vpliva bistveno
na rezultat in se zato lahko izkoristi prednosti ve¢je numeri¢ne ucinkovitosti predlaganih

modificiranih kovarian¢nih funkcij.

Na sliki [7.31] sta prikazana histograma kriti¢ne uklonske sile za kovarianéni funkeiji Cy
in Cr. Oba histograma izkazujeta simetrijo razprsenosti kriticne sile okrog pricakovane
vrednosti, prav tako je na histogramih opazna malenkostna razlika v razprSenosti, kar

potrjujeta izracunani standardni deviaciji.

Najvecja razlika med primerjanimi metodami in razlicnimi kovarian¢nimi funkcijami se
pokaze pri racunskih ¢asih. Tu se najbolj izkaze perturbacijska metoda in znotraj te ko-
varianc¢ni funkciji Cp in Cg, ki za isto natan¢nost potrebujeta neprimerno manj ¢lenov
K-L dekompozicije, posledi¢no je potrebno izra¢unati precej manj odvodov. Pri simulaci-
jah Monte Carlo je Stevilo slu¢ajnih parametrov &; v vseh primerih dovolj majhno, da ne
vpliva bistveno na racunski ¢as, saj je ¢as, potreben za generiranje 66 ali 23 naklju¢nih
Stevil, zanemarljiv. Majhne razlike v skupnih rac¢unskih ¢asih za simulacije Monte Carlo
za razlicne kovarian¢ne funkcije gredo predvsem na rac¢un adaptivne izbire ¢asovnih ko-
rakov, zaradi Cesar je ob naklju¢ni vrednosti debeline nosilca za analizo lahko potrebnih

razli¢no Stevilo korakov.

Na sliki[7.32]je prikazana primerjava perturbacijske metode 2. reda in 100 simulacij Monte
Carlo za kovarianc¢no funkcijo C'4, pri ¢emer se spreminja le po en ¢len K-L dekompozicije
in sicer & oz. &5, za preostale slucajne parametre pa je privzeto & = &3 = ... =&y = 0

0z. & =& = .84 =& = ... =&y = 0. Stevilo prikazanih simulacij Monte Carlo je
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Preglednica 7.16: Pri¢akovana vrednost (Ji,4,) in standardna deviacija (o,,,,,) mejnega
obteZznega faktorja vi,q., Stevilo odvodov, ki jih je potrebno izracunati pri perturbacijski
metodi (n,q,) in skupni CPU ¢as za razliéne metode.

Table 7.16: Expected value (J,,4,) and standard deviation (o, ,.) of the limit load factor
Ymaz, umMber of derivatives that have to be calculated in case of perturbation method
(nogw) and total CPU time, needed to perform the analysis with different methods.

Perturbacijska metoda
(ADB formulacija)

Ca Cy Ce Cp Cg

Ymaw | 30916 359.16  359.16  359.16  359.16
T 1.38 1.35 1.33 1.35 1.33
Tods 2277 2210 2277 299 299
t 6004s  5827Ts 6004 s 792 s 792 s

Monte Carlo
5000 simulacij

CA CB CC OD CVE
Vmaz 359.14 359.14 359.11 359.12 359.15
O 1.39 1.36 1.33 1.38 1.31

t 150831 s 151794 s 152060 s 151933 s 151754 s

bilo omejeno na 100 zaradi boljse preglednosti diagrama. Oba diagrama dodatno potrdita

ujemanje rezultatov.

7.2.4 Tlac¢en korodiran nosilec s spremenljivim porusnim mehanizmom

Izbran je jekleni prostolezeci nosilec z enakimi dimenzijami pre¢nega prereza ter enakimi
robnimi pogoji kot v ra¢unskem primeru Razlika je le v dolzini nosilca, ki je v
tem primeru krajSa in sicer meri nosilec v dolzino 2.6 m. Druga razlika v primerjavi z
nosilcem iz poglavja [7.2.3] je tudi v parametrih stohasti¢nega polja korozije. Tudi v tem
primeru je modelirana jamicasta korozija, le da ima stohasti¢no polje tokrat nekoliko vecjo
pricakovano vrednost ter nekoliko vec¢jo standardno deviacije. Podatki o stohasti¢nem
polju spremembe debeline zaradi korozije so podani v preglednici Zaradi razlik v
dimenziji nosilca in parametrih korozije, je obnaSanje nosilca v tem primeru nekoliko bolj
nepredvidljivo, saj pride zaradi manjse primerjalne vitkosti (ki v primeru da je debelina
plo¢evin stanjSana za pri¢akovano vrednost znasa 0.99) in stohastiéno razporejene korozije

do interakcije globalnega uklona, plastifikacije materiala in lokalne izbocitve ploc¢evin.

Bistvo tega numeri¢nega primera je, da se pokaze omejitve perturbacijske metode. Per-
turbacijska metoda je namre¢ primerna le za zvezen odziv sistema in ne zmore zajeti

diskretnih dogodkov. V danem rac¢unskem primeru to pomeni, da lahko perturbacijska
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Slika 7.31: Histograma kriti¢ne uklonske sile za kovarian¢ni funkciji C'y in Ce.
Figure 7.31: Histograms of critical buckling load for covariance functions C'y and Cg.

Ymax Ymax
364 359.6
362 359.4 — perturbacijskam. 2. reda
360 e —
359.0 e Monte Carlo smulacije
356 358.8
4 2 2 R E— 2 455

Slika 7.32: Mejni obtezni faktor Vi, (£1) in Ymaz(&5), iZzra¢unan s perturbacijsko metodo
drugega reda in 100 Monte-Carlo simulacijami.

Figure 7.32: Limit load factor v,,4.(£1) and Y4z (&5), obtained with second-order pertur-
bation method and 100 Monte Carlo simulations.

metoda razvije mejni obtezni faktor v Taylorjevo vrsto okrog odziva, do katerega pride pri
pricakovani vrednosti stohasti¢nega polja, ne zmore pa upostevati, da se s spreminjanjem

slu¢ajnih spremenljivk lahko spreminja tudi porusni mehanizem.

Modeliranje geometrijske nepopolnosti nosilca

Geometrijska nepopolnost je izracunana na enak nacin kot je opisano v poglavju in
sicer je upostevanih prvih 6 uklonskih oblik nosilca v razmerju 1:0.7:0.7:0.7:0.7:0.7. Nepo-
polnost je nato normirana tako, da je najvecji odklon nepopolne od idealne geometrije e
enak ey = L/200. Ker je nosilec v tem primeru krajsi, je za razliko od prej$njega primera,
kjer je bilo prvih 5 uklonskih oblik globalnih in Sele Sesta lokalna, tokrat le prva uklonska
oblika globalna, pri preostalih 5-ih oblikah pa so prisotne lokalne izbocitve plocevin. Pr-
vih 6 uklonskih oblik je prikazano na sliki [7.33] 5-kratna povecava dobljene geometrijske
nepopolnosti pa je prikazana na sliki

Diskretizacija stohasti¢nega polja korozije v K-L vrsto

Proces korozije je opisan s stohasticnim poljem spremembe debeline. Kot v prejsnjem
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Preglednica 7.17: Parametri stohasti¢nega polja korozije.
Table 7.17: Parameters for the stochastic field of corrosion.

Pri¢akovana vrednost (At) —1.8 mm
Standardna deviacija (oa;) 0.7 mm
Korelacijska dolzina (I.) 300 mm
Efektivna dolzina (l.5) 3.

primeru tlacenega nosilca je tudi tokrat narejena primerjava opisa stohasti¢nega polja z
vsemi petimi kovarian¢nimi funkcijami, kot so opisane v poglavju Stevilo ¢lenov K-L
vrste je v vseh primerih taksno, da je natanc¢nost variance polja, izracunana na podlagi
enache 80 %. Ker je tokrat nosilec krajsi in korelacijska dolZzina zato relativno
vecja v primerjavi z dolzino nosilca kot je bila v prejsnjem racunskem primeru, je tokrat
za dosego 80 % natancnosti potrebnih manj ¢lenov K-L dekompozicije, gostota kovari-
an¢nih funkcij pa je v primeru modificiranih kovarian¢nih funkcij vecdja in ¢as sestavljanja
kovariancénih matrik temu primerno nekoliko daljsi. Stevilo ¢lenov, ki je potrebno za isto
natanc¢nost, je tudi tokrat zelo v prid funkcijama Cp in Cg. Potrebno Stevilo ¢lenov
vrste za posamezno kovaria¢no funkcijo, ra¢unski ¢as, potreben za sestavljanje kovarianc-
nih matrik in gostota kovarian¢nih matrik za razli¢ne kovarian¢ne funkcije so prikazani v
preglednici [7.18] Izra¢uni so bili izvedeni na ra¢unalniku z Intelovim procesorjem i7-950
(3.07 GHz), z 12 GB RAM-a, 4 jedri in 8 nitmi.

Preglednica 7.18: Potrebno $tevilo ¢lenov K-L vrste za 80 % natan¢nost variance, ¢as
centralne procesne enote (CPU) za sestavo kovarian¢ne matrike in gostota kovarian¢ne
matrike za razlicne kovariancne funkcije.

Table 7.18: Number of retained terms in K-L decomposition to attain 80 % accuracy of
stochastic field variance, central processor unit (CPU) time to assemble covariance matrix
and covariance matrix density for different covariance functions.

Ca Cp Ce Cp Cg
M 35 34 35 12 13
t 30.7s | 15.3s | 1538 | 30.7s| 15.3s

gostota C 1 0.55 | 0.55 1 0.55

Za diskretizacijo stohasti¢nega polja je bil nosilec razdeljen na enako Stevilo poddomen
kot v primeru mehanskega modela, torej kot v prejSnjem racunskem primeru. V pri-
meru kovarian¢nih funkcij, ki so nenicelne preko celotne domene se zaradi enake gostote
mreze kot v prejSnjem rac¢unskem primeru, tudi tokrat formira 592416 2x9-vozlis¢nih sto-
hasti¢nih elementov. Pri modificiranih kovariancnih funkcijah pa ima vecja koreliranost
stohasticnega polja korozije zaradi krajSe dolzine nosilca za posledico skoraj dvakrat vecje

Stevilo stohasti¢nih koné¢nih elementov kot v ra¢unskem primeru daljSega nosilca in sicer
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(f)

Slika 7.33: Prvih Sest uklonskih oblik nosilca.
Figure 7.33: First six buckling modes of the beam.

334566.

Razvoj odziva v vrsto z uporabo perturbacijske metode

Za izracun mejne obremenitve je bila izvedena nelinearna analiza po enakem postopku
(postopno povecevanje obremenitve konstrukeije, pri ¢emer se vodi vodoravni pomik v
predhodnem rac¢unskem primeru tlacenega nosilca. Na enak nacin se iz zadnjih treh
korakov analize (ki se prekine ¢im je mejni obtezni faktor preseZen) izra¢una mejni obtezni
faktor in obcutljivosti. Za vsako od primerjanih kovarianénih funkecij se izvede tudi po 5000
simulacij Monte Carlo. Casovni koraki se tudi tokrat dolocajo adaptivno. Na sliki m
je prikazan diagram obtezne poti za primer, ko je debelina nosilca enakomerno stanjsana

za pricakovano vrednost.

Primerjava rezultatov in numeri¢ne ucinkovitosti perturbacijske metode in
metode Monte Carlo
V preglednici[7.19]je prikazana primerjava rezultatov perturbacijske metode drugega reda

in simulacij Monte Carlo, Stevila odvodov, ki jih je za razli¢ne kovarianc¢ne funkcije po-
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Slika 7.34: Model nepopolnosti nosilca, b-kratna povecava.
Figure 7.34: Imperfections of the beam, 5-times magnified.

trebno izracunati v okviru perturbacijske metode in racunskega casa kompletne primarne
in obc¢utljivostne analize za perturbacijsko metodo oz. racunskega c¢asa za izvedbo 5000

simulacij Monte Carlo.

Tokrat so med rezultati simulacij Monte Carlo in perturbacijske metode drugega reda
opazne precejSnje razlike predvsem v pricakovani vrednosti mejne obtezbe. Razlog je v
tem, da pri simulacijah Monte Carlo zaradi naklju¢no porazdeljene korozije in manjse
vitkosti nosilca v primerjavi s prej$Snjim racunskim primerom prihaja do razliénih po-
rusnih mehanizmov, kot je razvidno iz slik in Mo¢no nelinearno obnaSanje
funkcije odziva konstrukeije prikazuje tudi diagram na sliki [7.38] na kateri se spreminja
le parameter &3, medtem ko je za ostale parametri privzeta njihova pri¢akovana vrednost
& =& =& = ... = &y = 0 (koreliranost stohasti¢nega polja je opisana s kovarian¢no
funkcijo Cy4). Iz tega diagrama je jasno, da razvoj v Taylorjevo vrsto drugega reda, ki
odziv aproksimira s kvadratno parabolo, ne more dobro opisati dejanskega odziva kon-
strukcije v odvisnosti od stohasti¢nih parametrov. Diagram sicer ni reprezentativen za

vse slu¢ajne parametre, saj se vV,q za nekatere parametre & spreminja manj nelinearno.

Racunski ¢asi analiz so v primerjavi z daljsim nosilcem nekoliko krajsi, saj je bil v tem
primeru vecinoma potreben en ¢asovni korak manj. ManjSe razlike med racunskimi casi
simulacij Monte Carlo grejo tudi tokrat na racun adaptivne izbire ¢asovnih korakov, zaradi
¢esar je ob naklju¢ni vrednosti debeline nosilca za analizo lahko potrebnih razli¢no stevilo

korakov.
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Slika 7.35: Diagram obtezne poti za primer, ko je debelina nosilca enakomerno stanjSana
za pricakovano vrednost.
Figure 7.35: Load-displacement curve for the beam with uniformly reduced thickness.

Preglednica 7.19: Pri¢akovana vrednost (Jme,) in standardna deviacija (o,,,,,) mejnega
obteznega faktorja v,,q., Stevilo odvodov, ki jih je potrebno izrac¢unati pri perturbacijski
metodi (n,q,) in skupni CPU ¢as za razliéne metode.

Table 7.19: Expected value (9,4,) and standard deviation (o,,,,.) of the ultimate load
factor 7,4z, number of derivatives that have to be calculated in case of perturbation
method (n,4,) and total CPU time, needed to perform the analysis with different methods.

Perturbacijska metoda
(ADB formulacija)

Ca Cs Cc Ch Cx

Ymaz 8941 8941 8942 8945 8945
oo 163 16.2 16.1 477 475
Tods 665 629 665 90 104
¢ 14045 1404s  140ds  229s  228s

Monte Carlo
5000 simulacij

CA CB Cc CD C(E
Vmaz 870.6 870.1 868.2 869.7 869.4
46.5 46.0 46.5 48.4 47.8

Ymaz

t 147338 s 146612 s 148916 s 147674 s 146018 s
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Slika 7.36: Primer, ko zaradi stohasti¢ne porazdelitve korozije nosilec odpove lokalno.
Figure 7.36: Local buckling of the beam due to stochastically distributed corrosion.
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Slika 7.37: Primer, ko zaradi stohasti¢ne porazdelitve korozije nosilec odpove globalno.
Figure 7.37: Global buckling of the beam due to stochastically distributed corrosion.
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Slika 7.38: Mejni obtezni faktor v odvisnosti od slucajnega parametra &3, izracunan z
dejanskimi simulacijami.
Figure 7.38: Limit load factor in dependence on parameter &3, obtained with simulations.
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8 Zakljucki

V inZenirskih problemih imamo opravka z nakljuc¢nostjo pri skoraj vseh parametrih pro-
blema. Zato je stohasti¢en pristop prepoznan kot najbolj natancen pristop za opis me-
hanskih problemov, kljub temu pa je zelo redko uporabljen v praksi. Glavni razlog je
bistveno vecja kompleksnost opisa mehanskega problema v primerjavi z deterministic-
nim pristopom ter pomanjkanje metod avtomatizacije modeliranja stohasti¢nega odziva

konstrukcije.

Za analizo mehanskega problema je tako v znanstveno raziskovalnih krogih kot v inze-
nirski praksi najpogosteje uporabljena metoda kon¢nih elementov. Zato je bil na$ cilj
razviti avtomatizacijo modeliranja stohasti¢nih procesov, ki bi bila kompatibilna z obsto-
jeco tehnologijo kon¢nih elementov. Posledi¢no ima razvita avtomatizacija prednosti, ki
odlikujejo metodo konc¢nih elementov, kot so na primer moznost aplikacije za poljubne
geometrijsko in materialno nelinearne probleme, enostavno modeliranje robnih pogojev
problema in relativno nizka cena analiziranja mehanskih problemov. Poleg tega ima
razvita avtomatizacija, ki je zasnovana za uporabo v metodi kon¢nih elementov, zaradi

splosne uveljavljenosti slednje velik potencial za njeno SirSo uporabo v prihodnosti.

V nadaljevanju podajamo pomembnejSe rezultate, izvirne prispevke in zakljucke diserta-
cije.

Formulacija 2xN vozlis¢nih stohasti¢nih konénih elementov

Za opis in diskretizacijo stohasti¢nega polja je bila uporabljena Karhunen-Loévova de-
kompozicija, ki izmed metod, ki stohasti¢no polje razvijejo v vrsto, predstavlja optimalno
redukcijo v smislu potrebnega Stevila ¢lenov vrste in je hkrati primerna za poljubno va-
riabilne stohasti¢ne procese. Za izrac¢un deterministi¢nih ¢lenov Karhunen-Loévove de-
kompozicije smo izbrali GGalerkinovo metodo, ki resevanje Fredholmove integralske enacbe
prevede na reSevanje posploSenega problema lastnih vrednosti in se izkazuje kot najbolj
primerna in natanc¢na za uporabo v metodi kon¢nih elementov. Vendar se je izkazalo, da
neposredna implementacija Galerkinove metode v standardno okolje za izracun proble-
mov po metodi kon¢nih elementov na obicajen nac¢in ni mozna. Problem je v izracunu
prispevka kon¢nega elementa h kovarianc¢ni matriki, saj je v tem koraku potrebno poznati
razdaljo med posameznimi elementi. Klasi¢no formulirani konc¢ni elementi informacije o
koordinatah preostalih elementov ne vsebujejo. Da smo se izognili temeljnemu poseganju
v okolje za koncne elemente, smo problem resili tako, da smo razvili formulacijo stohastic-
nih kon¢nih elementov na ta nacin, da sta v posameznem kon¢nem elementu kombinirani

po dve poddomeni prostorske domene. Razvita reSitev je primerna in uporabna v po-
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ljubnem standardnem okolju za kon¢ne elemente, ki omogoca vklju¢evanje uporabnisko
definiranih konc¢nih elementov. Za izboljSanje numeri¢ne ucinkovitosti ob uporabi pre-
dlagane formulacije stohasti¢nih kon¢nih elementov smo upostevali tudi lastnost, da sta

matrika oblikovnih funkcij in kovarian¢na matrika simetri¢ni.

Dokaz, da poenostavljena kovarian¢na funkcija ni pozitivno definitna

7Z namenom pocenitve numeri¢nega postopka se v primeru srednje in nizko koreliranih
stohasti¢nih polj v literaturi pogosto pojavlja poenostavljena eksponentna kovarian¢na
funkcija, ki smo jo poimenovali okrnjena eksponentna kovariancna funkcija. Dokazali
smo, da okrnjena eksponentna kovarian¢na funkcija ni pozitivno definitna, zaradi Cesar
je problem posledicno numeri¢no nestabilen. Posledica je, da dobimo tudi negativne
lastne vrednosti. Le-te so sicer praviloma vigjega reda in po velikosti majhne, zato (¢e
zanemarimo dejstvo, da mora biti kovarian¢na funkcija po definiciji pozitivno definitna)
na sam rezultat razvoja v Karhunen-Loévovo vrsto ne vplivajo bistveno. Pomemben
pa je predvsem vpliv negativnih lastnih vrednosti na numeri¢no ucinkovitost reSevanja
posploSenega problema lastnih vrednosti. Uc¢inkovitih algoritmov za izracun manjSega
Stevila lastnih vrednosti in lastnih vektorjev velikih razprsenih matrik, kot je npr. Arnoldi,

v primeru izgube pozitivne definitnosti namre¢ ni mozno uporabiti.

V disertaciji predlagamo dve alternativni modifikaciji kovarian¢ne funkcije. Prva je apro-
ksimacija okrnjene eksponentne kovarian¢ne funkcije, druga pa je aproksimacija gladke
kovarian¢ne funkcije. Gladka kovarian¢na funkcija je za razliko od eksponentne kovari-
anc¢ne funkcije v izhodis¢u odvedljiva, kar ima za posledico boljso konvergenco Karhunen-
Loévove dekompozicije in potrebuje za isto natancnost opisa stohasti¢nega polja manj

¢lenov.

Vse tri modifikacije kovarian¢ne funkcije (okrnjena eksponentna kovarian¢na funkcija in
obe predlagani kovarian¢ni funkciji) so aproksimacije kovarian¢ne funkcije na nacin, da je
aproksimirana kovarian¢na funkcija od neke (poljubno) izbrane tocke naprej (ki smo jo
poimenovali efektivna dolzina) enaka ni¢. Posledi¢no je kovarianéna matrika razpriena in

(ob pogoju pozitivne definitnosti) omogo¢a uporabo numeriéno ué¢inkovitih algoritmov.

Na racunskih primerih smo pokazali prednosti modificiranih kovarian¢nih funkcij v smislu
numeri¢ne uc¢inkovitosti. Pokazali smo tudi, da uporaba predlaganih modificiranih kovari-
an¢nih funkcij namesto originalne eksponentne kovarian¢ne funkcije ne vpliva bistveno na
rezultate. Razlike v stohasti¢cnem polju so v primeru uporabe modificiranih kovarianc¢nih

funkcij in pri izbiri ustrezne efektivne dolzine zanemarljivo majhne.

Naredili smo tudi parametri¢no studijo vpliva modificiranih kovarian¢nih funkcij na nu-
meri¢no stabilnost postopka. étudije so pokazale, da za vse tri primerjane modificirane
kovariancne funkcije velja: gostejSa je diskretizacijska mreza, ve¢ja mora biti efektivna
dolzina (t.j. dolzina, od katere naprej je modificirana kovarian¢na funkcija enaka ni¢), da

je izra¢unana kovarian¢na matrika pozitivno definitna. Iz primerjav numeri¢ne stabilno-
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sti postopka ob enaki gostoti mreze pa lahko zaklju¢imo, da je ob uporabi predlaganih
modifikacij kovarian¢na matrika pozitivno definitna Ze ob znatno manjsi efektivni dolzini
kot okrnjena eksponentna kovarian¢na funkcija, ki se jo v literaturi obic¢ajno uporablja.
Nadalje lahko na podlagi parametri¢nih studij za vse modifikacije kovarian¢nih funkcij
predlagamo priporocilo izbire efektivne dolzine na intervalu med tremi in petimi korela-
cijskimi dolzinami. Izbira znotraj teh vrednosti je odvisna predvsem od velikosti problema,

in Zelene natanc¢nosti.

Primerjava globalne napake variance diskretiziranega stohasti¢nega polja pokaze Se eno
prednost predlagane modificirane okrnjene kovarian¢ne funkcije pred okrnjeno kovari-
anc¢no funkcijo. Z naras¢anjem Stevila ohranjenih ¢lenov Karhunen-Loévove dekompozicije
modificirana okrnjena kovarian¢na funkcija bolje konvergira k resitvi originalne eksponen-

tne kovarian¢ne funkcije kot okrnjena kovarian¢na funkcija.

Na avtomatskem odvajanju bazirana formulacija perturbacijske metode vis-
jega reda

Perturbacijska metoda je metoda za izracun statistike odziva konstrukcije. V perturbacij-
ski metodi se odziv konstrukcije aproksimira z razvojem odziva v Taylorjevo vrsto. Red
perturbacijske metode pomeni red Taylorjeve vrste, v katero se razvije odziv. V splo-
okolici. Posledi¢no imajo izracunane statistike visjo natanc¢nost. Kljub temu je perturba-
cijska metoda visjega reda v znanstveni literaturi zelo redko uporabljena. Vzrok temu je
pomanjkanje uc¢inkovitih in natan¢nih algoritmov za izracun odvodov viSjega reda funk-
cionala odziva, ki so potrebni za izvedbo perturbacijske metode vigjega reda. Analiza, s

katero se rac¢una odvode funkcionala odziva, se imenuje obc¢utljivostna analiza.

V disertaciji je razvit postopek numeri¢no zelo ucinkovitega in analiticno natan¢nega
izracuna odvodov visjega reda funkcionala odziva. Postopek smo razvili tako, da smo av-
tomatizacijo obcutljivostne analize, ki z uporabo avtomatskega odvajanja izracuna ana-
liti¢ne vrednosti odvodov prvega reda (Korele, 2009a), razsirili za ob¢utljivostno analizo
(poljubnega) visjega reda. Razvita formulacija ob¢utljivostne analize visjega reda ba-
zira na avtomatskem odvajanju in izracuna analiticne odvode viSjega reda v natancnosti
enaki racunski natanc¢nosti. Formulacija inzenirskih problemov, ki bazira na uporabi
razSirjene tehnike avtomatskega odvajanja, se imenuje “Automatic Differentiation Based
formulation” ali okrajSano ADB formulacija. Odlikuje jo tudi pregleden in strnjen zapis
enach simbolnega zapisa koncnega elementa, ki je rezultat uporabe hibridnega simbolno-

numeri¢nega pristopa za opis mehanskih problemov.

Numeri¢na ucinkovitost razvite avtomatizacije metode stohasti¢nih kon¢nih elementov je
primerljiva z numeri¢no u¢inkovitostjo deterministi¢ne analize z uporabo klasi¢ne metode
kon¢nih elementov. Glede numeri¢ne uc¢inkovitosti so razviti ADB formulaciji obcutljivo-

stne analize konkurenc¢ne le kode konc¢nih elementov, v katerih so izrazi za izra¢un odvodov



170 Melink, T. 2014. Metoda stohasti¢nih konénih elementov v modeliranju konstrukcij.
Doktorska disertacija. Ljubljana, UL FGG, Podiplomski §tudij gradbeni§tva, Konstrukcijska smer.

ro¢no izpeljani in optimirani. Vendar je slabost slednjega pristopa, da je izpeljava izrazov
zelo kompleksna in zamudna Ze za odvode prvega reda in z viSanjem reda odvodov po-
stane prakti¢no neizvedljiva. Primerjava numeri¢ne uc¢inkovitosti razvite ADB formulacije
z drugimi obstoje¢imi metodami za izra¢un odvodov vi§jega reda je moc¢no v prid prvi
in je prikazana na Stevilnih racunskih primerih. Zaradi visoke numeri¢ne ucinkovitosti je
na ta nacin mozna izvedba perturbacijske metode visjega reda za neprimerno visje Stevilo
uporabljenih ¢lenov Karhunen-Loévove dekompozicije, kot je mozno z drugimi razvitimi
metodami za izra¢un odvodov (npr. metodo koné¢nih diferenc ali simbolno ob¢utljivostno

analizo).

Razvita formulacija ob¢utljivostne analize vi§jega reda, ki bazira na avtomatskem odva-
janju, ne predstavlja le pridobitve v stohasti¢nem pristopu k reSevanju mehanskih proble-
mov, temvec je uporabna tudi na drugih podrod¢jih, npr. pri optimizaciji konstrukeij, kjer
se v primeru podatka o odvodih drugega reda lahko uporabi kvadrati¢no konvergentne

algoritme.

Pomen razvite metode za razvoj inZenirske znanosti

Ker je racunski ¢as, potreben za izvedbo analize z razvito avtomatizacijo metode stohastic-
nih koné¢nih elementov primerljiv z racunskim ¢asom deterministi¢ne analize, predstavlja
razvita avtomatizacija potencial za uporabo v splo$ni inZenirski praksi in za nadaljnji
razvoj Evrokodov (evropskih standardov, ki urejajo podrocje projektiranja gradbenih
konstrukeij). Le-ti namre¢ ze zdaj dovoljujejo uporabo tako deterministi¢nega kot stoha-
sti¢nega pristopa, vendar zaradi pomanjkanja enostavnih in uc¢inkovitih metod trenutno

temeljijo predvsem na deterministicnem pristopu.

Zakljucki ra¢unskih primerov

Uporaba razvite avtomatizacije metode stohasti¢nih kon¢nih elementov je prikazana na
petih racunskih primerih. V prvih dveh racunskih primerih je s stohasti¢nim poljem
opisana zacetna geometrijska nepopolnost, v zadnjih treh pa proces korozije. Racunski
primeri so izbrani tako, da je razvita avtomatizacija metode stohasti¢nih kon¢nih ele-
mentov verificirana za vse osnovne primere, pomembne za inZenirsko prakso. V smislu
mesta pojavnosti parametra (ki se ga modelira s stohasti¢nim poljem) v kodi konénega
elementa, je avtomatizirana metoda stohasti¢nih kon¢nih elementov verificirana tako za
primer, ko stohasti¢nost vpliva na geometrijo domene problema (ra¢unska primera s sto-
hasti¢nim poljem geometrijske nepopolnosti) kot za primer ko se parameter v ena¢bah za
izra¢un reziduala pojavi eksplicitno (racunski primeri s stohasti¢nim poljem korozije, ki
je modelirana kot sprememba debeline pre¢nih prerezov). Nadalje smo rac¢unske primere
izbrali tako, da je avtomatizacija verificirana za razli¢ne porusne mehanizme in sicer tako

za mejno stanje materiala, kot za mejno stanje stabilnosti.

Zakljucki racunskih primerov:

e Primerjava med razvito ADB formulirano obc¢utljivostno analizo in simbolno ob¢u-
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tljivostno analizo, ki prav tako izracuna analiticne vrednosti odvodov, potrdi po-
polno ujemanje rezultatov obeh metod ob neprimerno vecji numeri¢ni uc¢inkovitosti

razvite ADB formulacije ob¢utljivostne analize.

e Visoka numeri¢na ucinkovitost razvite avtomatizacije metode stohasti¢nih konc¢nih
elementov omogoca izvedbo perturbacijske metode visjega reda za znatno vecje Ste-
vilo ¢lenov Karhunen-Loévove dekompozicije, kot je mozno z drugimi razvitimi me-
todami za izra¢un odvodov (npr. metodo konénih diferenc ali simbolno obé¢utljivo-

stno analizo).

e ADB formulirana perturbacijska metoda visjega reda je ne glede na velikost in kom-
pleksnost problema neobcutljiva na izbiro ¢asovnih korakov analize ter na izvedbo
analize z uporabo vec¢ jeder ali t. i. paralelizacije, medtem ko so rezultati me-
tode kon¢nih diferenc (ki je sicer najpogosteje uporabljena metoda za izrac¢un ob-
¢utljivosti) v primeru kompleksnih mehanskih problemov zaradi sestevanja vmesnih

diskretizacijskih oz. zaokrozitvenih napak popolnoma napacni.

e Razvita avtomatizacija za opis stohasti¢nih polj in izracun statistike odziva z upo-

rabo metode konc¢nih elementov je primerna tudi za opis procesa korozije.

e Racunski ¢as, potreben za izvedbo analize konstrukeij z realisticnim upostevanjem
njihove stohasti¢ne narave, je primerljiv z racunskim ¢asom deterministi¢ne analize

z uporabo klasi¢ne metode koné¢nih elementov.
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9 Povzetek

V disertaciji je obravnavana metoda stohasti¢nih koné¢nih elementov v modeliranju kon-
strukeij. Glavni cilj disertacije je razvoj splosnega simbolnega pristopa k avtomatizaciji
modeliranja moc¢no in srednje koreliranih stohasti¢nih procesov v okolju za koncne ele-
mente. Stohasti¢en pristop je zaradi dejanske stohasti¢ne narave vecine lastnosti materi-
alov in drugih pojavov v naravi namre¢ prepoznan kot najbolj natancen pristop za opis
mehanskih problemov, kljub temu pa je zaradi svoje kompleksnosti in pomanjkanja av-
tomatizacije modeliranja zelo redko uporabljen v praksi. Temu primerno je bilo glavno
vodilo pri iskanju numeri¢nih algoritmov in razvoju izboljSav obstojec¢ih numeri¢nih me-
tod, da so kompatibilne z obstojec¢imi numeri¢nimi postopki, ki se uporabljajo v metodi
kon¢nih elementov. Metoda kon¢nih elementov je zaradi svoje robustnosti in neomejenosti

namre¢ najpogosteje uporabljena metoda za analizo mehanskih problemov.

V disertaciji je bil uporabljen hibridni simbolno-numeri¢ni pristop, ki kombinira razli¢ne
metode in pristope na nacin, da se uporabi prednosti vsake metode, medtem ko se na
podrocju, na katerem je posamezna metoda Sibka, uporabi drugo metodo. Na ta nacin
je konc¢ni rezultat boljsi, kot ¢e bi uporabili le eno izmed metod. V uporabljenem hi-
bridnem simbolno-numeri¢nem pristopu so kombinirani: program za simbolno ra¢unanje
Mathematica, ki omogoca pregleden in strnjen zapis enacb problema, avtomatski gene-
rator kode z vgrajeno tehniko avtomatskega odvajanja AceGen, ki simbolni zapis enach
avtomati¢no prevede v poljuben izbrani programski jezik (npr. C, C++, FORTRAN
itd.), ne da bi bilo potrebno karkoli spreminjati v izvorni kodi, ter okolje za konéne ele-
mente AceFEM, ki je programski paket Mathematice in zato omogoca veliko svobodo v
vsakem koraku analize ter v prikazu rezultatov. Zelo pomembna prednost uporabljenega
pristopa je moznost uporabe tehnike avtomatskega odvajanja, ki z vpeljavo podajanja
izjem k proceduri odvajanja omogoca neomejeno uporabo na lokalnem nivoju v metodi
konc¢nih elementov. Na ta nacin so dobljene vrednosti odvodov analiti¢ne, natanc¢ne do

natanc¢nosti racunalniskega zapisa Stevil ob hkratni visoki numeri¢ni uc¢inkovitosti.

Stohasti¢na metoda konc¢nih elementov je v grobem sestavljena iz dveh korakov: opisa
problema s stohasti¢nim poljem ter izrac¢una statistike odziva konstrukcije. V disertaciji
smo se posvetili vsakemu koraku posebe;j.

Diskretizacija stohasti¢nega polja
Kot najboljsa resitev izmed metod za opis in diskretizacijo stohasti¢nega polja se ponuja
Karhunen-Loévova dekompozicija, ki stohasti¢no polje razvije v vrsto in predstavlja opti-

malno redukcijo v smislu potrebnega Stevila ¢lenov vrste. Poleg tega je Karhunen-Loévova
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dekompozicija primerna tako za stohasti¢ne procese, ki se spreminjajo preko prostorske
domene problema, kot za stohasti¢ne procese, ki se spreminjajo skozi ¢as ter za poljubno

korelirane stohasti¢ne procese.

Deterministi¢ne ¢lene Karhunen-Loévove dekompozicije se izracuna kot resitev homogene
Fredholmove integralske enacbe drugega reda. Ker za sploSen primer analiti¢na reSitev
te enaCbe ne obstaja, smo za numeri¢no reSevanje Fredholmove enac¢be uporabili Galerki-
novo metodo, ki reSevanje te enacbe prevede na reSevanje posplosenega problema lastnih
vrednosti in omogoc¢a implementacijo problema v okolje za metodo kon¢nih elementov.
Problem, ki ga je bilo pri tem potrebno resiti, je, da neposredna implementacija Galer-
kinove metode v standardno okolje za izracun problemov po metodi kon¢nih elementov
na obic¢ajen nacin ni mozna. Razlog je, da je za izracun prispevka kon¢nega elementa h
kovarian¢ni matriki potrebno poznati razdaljo med posameznimi elementi. Ker klasi¢no
formulirani kon¢ni elementi podatka o koordinatah preostalih elementov ne vsebujejo,
smo problem regili tako, da smo razvili formulacijo stohasti¢nih kon¢nih elementov na na-
¢in, da sta v posameznem konc¢nem elementu kombinirani po dve poddomeni prostorske
domene. Predlagana reSitev je primerna in uporabna v poljubnem standardnem okolju
za kon¢ne elemente, ki omogoca vklju¢evanje uporabnisko definiranih kon¢nih elementov.

Posledic¢no je operiranje s poljubnimi oblikami ali topologijami problema zelo enostavno.

Nadalje smo v okviru raziskav moznosti pocenitve numeri¢nega postopka za ta korak
posebno pozornost namenili poenostavljeni kovarian¢ni funkciji, ki se v primeru srednje
koreliranih stohasti¢nih polj pogosto uporablja v literaturi. Poenostavljena kovarian¢na
funkcija (ki smo jo poimenovali okrnjena eksponentna kovarian¢na funkcija) je aproksima-
cija eksponentne kovarianc¢ne funkcije. Eksponentna kovarianc¢na funkcija je najpogosteje
uporabljena kovarianc¢na funkcija za opis koreliranosti parametrov v mehanskih proble-
mih. V primeru srednje in nizko koreliranih stohasti¢nih polj eksponentna kovarian¢na
funkcija z oddaljenostjo od izhodis¢a hitro pada. Ta njena lastnost ponuja moznost, da
se jo aproksimira tako, da se privzame, da je kovarian¢na funkcija od neke to¢ke naprej
(ki smo jo poimenovali efektivna dolzina) enaka ni¢. Prednost okrnjene eksponentne ko-
varianc¢ne funkcije je, da je pripadajoca kovarian¢na matrika razprSena in je zato mozna
uporaba ucinkovitejsih algoritmov. Problem tako definirane kovarianc¢ne funkcije je, da
ni pozitivno definitna, kar pa je v obstojeCih ¢lankih ve¢inoma prezrto. V disertaciji
smo dokazali, da predlagana poenostavljena kovarian¢na funkcija ni pozitivno definitna,
zaradi Cesar je problem numeri¢no nestabilen. Posledica je, da dobimo tudi negativne
lastne vrednosti. Le-te so sicer praviloma visjega reda in po velikosti majhne, zato (¢e
zanemarimo dejstvo, da mora biti kovarian¢na funkcija po definiciji pozitivno definitna)
na sam rezultat razvoja v Karhunen-Loévovo vrsto ne vplivajo bistveno. Pomemben pa je
predvsem vpliv negativnih lastnih vrednosti na numeri¢no u¢inkovitost resevanja posplo-
Senega problema lastnih vrednosti. Uc¢inkovitih algoritmov za izracun manjSega Stevila

lastnih vrednosti in lastnih vektorjev velikih razprSenih matrik, kot je npr. Arnoldi, v
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primeru izgube pozitivne definitnosti namre¢ ni mozno uporabiti.

V disertaciji smo predlagali dve alternativni modifikaciji kovarianc¢ne funkcije, ki pocenita
numeri¢no reSevanje problema in hkrati zagotavljata boljSo numeri¢no stabilnost. Prva
modifikacija je modifikacija okrnjene eksponentne kovarianc¢ne funkcije, druga predlagana
modifikacija pa je modifikacija gladke kovarian¢éne funkcije. (Gladka kovariancna funkcija
je modifikacija eksponentne kovarian¢ne funkcije, ki jo predlagajo Spanos, Bear in Red-
horse (2007). Lastnost eksponentne kovarian¢ne funkcije, da je v izhodis¢u neodvedljiva,
ima namrec za posledico slabo konvergenco Karhunen-Loévove dekompozicije v blizini te
tocke. Kot resitev avtorji predlagajo modifikacijo eksponentne kovarian¢ne funkcije tako,
da se odpravi neodvedljivost kovarian¢ne funkcije v njenem izvoru. Posledica je boljsa
konvergenca Karhunen-Loévove dekompozicije, ki potrebuje za isto natan¢nost opisa sto-

hasti¢nega polja manj ¢lenov.

Na numeri¢nih primerih smo pokazali prednosti modificiranih kovarianénih funkcij v smi-
slu numeri¢ne u¢inkovitosti. Pokazali smo tudi, da uporaba predlaganih modificiranih ko-
varian¢nih funkcij namesto originalne eksponentne kovarian¢ne funkcije ne vpliva bistveno

na rezultate, saj so razlike ob izbiri ustrezne efektivne dolzine zanemarljivo majhne.

Naredili smo tudi parametri¢no $tudijo vpliva modificiranih kovarian¢nih funkcij na nu-
mericno stabilnost postopka. étudije so pokazale, da za vse tri primerjane modificirane
kovariancne funkcije velja, gostejsa je diskretizacijska mreza, vec¢ja mora biti efektivna
dolzina (t.j. dolzina, od katere naprej je modificirana kovarian¢na funkcija enaka ni¢), da
je izra¢unana kovarian¢na matrika pozitivno definitna. Iz primerjav numeri¢ne stabilnosti
postopka ob enaki gostoti mreze pa lahko zaklju¢imo, da je ob uporabi predlaganih modi-
fikacij kovarian¢na matrika pozitivno definitna Ze ob znatno manjsi efektivni dolzini kot
okrnjena eksponentna kovarianc¢na funkcija. Nadalje lahko na podlagi parametri¢nih $tu-
dij za vse modifikacije kovarian¢nih funkcij predlagamo priporocilo izbire efektivne dolzine
na intervalu med tremi in petimi korelacijskimi dolzinami. Izbira znotraj teh vrednosti je

odvisna predvsem od velikosti problema in Zelene natancnosti.

Primerjava globalne napake variance diskretiziranega stohasti¢nega polja pokaze Se eno
prednost predlagane modificirane okrnjene kovarian¢ne funkcije pred okrnjeno kovari-
anc¢no funkcijo. Z naras¢anjem Stevila ohranjenih ¢lenov Karhunen-Loévove dekompozicije
modificirana okrnjena kovarian¢na funkcija bolje konvergira k resitvi originalne eksponen-

tne kovarian¢ne funkcije kot okrnjena kovarian¢na funkcija.

Izrad¢un statistike odziva konstrukcije

V okviru izracuna statistike odziva konstrukcije so nas zanimale predvsem statistike niz-
jega reda in sicer pricakovana vrednost in standardna deviacija odziva. Za izracun odziva
stohasti¢nih problemov smo uporabili perturbacijsko metodo. Perturbacijska metoda od-
ziv konstrukcije aproksimira z razvojem odziva v Taylorjevo vrsto. Red perturbacijske

metode pomeni red Taylorjeve vrste, v katero se razvije odziv. Perturbacijska metoda iz-
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racuna statistike odziva v eni sami izvedbi analize mehanskega problema in je numeri¢no
veliko bolj u¢inkovita od drugih metod, ki se obi¢ajno uporabljajo za izrac¢un statistik
(npr. simulacije Monte Carlo ali spektralna metoda stohasti¢nih kon¢nih elementov).
Slabost perturbacijske metode je, da je primerna le za opis odzivov konstrukcije, ki se v
okolici pricakovane vrednosti odziva obnasajo zvezno. V mehaniki trdnin to pomeni, da
je uporaba perturbacijske metode omejena na primere, pri katerih se poru$ni mehanizem
v odvisnosti od sluc¢ajnih parametrov ne spreminja. Poleg tega lahko perturbacijska me-
toda odziv konstrukcije opise dovolj natanc¢no le na omejenem obmocju okrog pri¢akovane
vrednosti, odvisno od nelinearnosti odziva in reda perturbacijske metode. V splosnem
lici. Kljub temu je perturbacijska metoda visjega reda v znanstveni literaturi zelo redko
uporabljena. Vzrok je pomanjkanje uc¢inkovitejSih in natancnejsih algoritmov za izrac¢un
odvodov visjega reda funkcionala odziva, ki so potrebni za izvedbo perturbacijske metode
visjega reda. Analiza, s katero se racuna odvode funkcionala odziva, se imenuje obc¢u-
tljivostna analiza. V disertaciji smo avtomatizacijo obcutljivostne analize, ki z uporabo
avtomatskega odvajanja izra¢una analiti¢ne vrednosti odvodov (Korele, 2009a), razsirili
za obc¢utljivostno analizo (poljubnega) vigjega reda. Razvita formulacija ob¢utljivostne
analize vi§jega reda bazira na avtomatskem odvajanju in izracuna analiticne odvode vis-
jega reda v natancnosti enaki racunski natanc¢nosti. Formulacija inzenirskih problemov,
ki bazira na uporabi razsirjene tehnike avtomatskega odvajanja, se imenuje “Automatic
Differentiation Based formulation” ali okrajsano ADB formulacija. Odlikuje jo tudi pre-
gleden in strnjen zapis enacb simbolnega zapisa konc¢nega elementa, ki je rezultat uporabe
hibridnega simbolno-numeri¢nega pristopa za opis mehanskih problemov. Prednost ADB
formulirane obcutljivostne analize je tudi visoka numeri¢na ucinkovitost. Posledi¢no je
mozna izvedba perturbacijske metode visjega reda za neprimerno visje Stevilo uporablje-
nih ¢lenov Karhunen-Loévove dekompozicije, kot je mozno z drugimi metodami za izrac¢un

odvodov (npr. metodo konénih diferenc ali simbolno obcutljivostno analizo).

Razvita formulacija obc¢utljivostne analize vi§jega reda, ki bazira na avtomatskem od-
vajanju, je uporabna tudi na drugih podrocjih, npr. pri optimizaciji konstrukeij, kjer
se v primeru podatka o odvodih drugega reda lahko uporabi kvadrati¢cno konvergentne

algoritme.

Numeri¢na uc¢inkovitost razvite avtomatizacije metode stohasti¢nih kon¢nih elementov je
primerljiva z numeri¢no u¢inkovitostjo deterministi¢ne analize z uporabo klasi¢ne metode
kon¢nih elementov. To pomeni, da razvita avtomatizacija poleg moznosti uporabe za
raziskovalne namene predstavlja tudi potencial za uporabo v splo$ni inzenirski praksi
in nadaljnji razvoj Evrokodov (evropskih standardov, ki urejajo podrodje projektiranja
gradbenih konstrukcij). Le-ti namre¢ Ze zdaj dovoljujejo uporabo tako deterministi¢nega
kot stohasti¢nega pristopa, vendar zaradi pomanjkanja enostavnih in uc¢inkovitih metod

trenutno temeljijo predvsem na deterministi¢nem pristopu.
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Racunski primeri

V poglavju [7| je prikazana uporaba razvite avtomatizacije metode stohasti¢nih kon¢nih
elementov na petih rac¢unskih primerih, ki so razdeljeni na dva sklopa. V prvem sklopu, v
katerem sta obravnavana dva rac¢unska primera, je s stohasticnim poljem opisana geome-
trijska nepopolnost. V drugem sklopu so obravnavani trije racunski primeri korodiranih
konstrukcij. Rac¢unski primeri so izbrani tako, da je razvita avtomatizacija metode stoha-
sticnih koncénih elementov verificirana za vse osnovne primere, pomembne za inzenirsko
prakso. V smislu mesta pojavnosti parametra (ki se ga modelira s stohasti¢nim poljem) v
kodi kon¢nega elementa, je avtomatizirana metoda stohasti¢nih kon¢nih elementov verifi-
cirana tako za primer, ko stohasti¢nost vpliva na geometrijo domene problema (rac¢unska
primera s stohasti¢nim poljem geometrijske nepopolnosti) kot za primer ko se parameter
v enacbah za izrac¢un reziduala pojavi eksplicitno (rac¢unski primeri s stohasti¢nim poljem
korozije, ki je modelirana kot sprememba debeline pre¢nih prerezov). Nadalje smo rac¢un-
ske primere izbrali tako, da je avtomatizacija verificirana za razli¢ne poru$ne mehanizme

in sicer tako za mejno stanje materiala, kot za mejno stanje stabilnosti.

Prvi rac¢unski primer obravnava upogib sinusoidnega panela s stohasti¢no spremenljivo
amplitudo valov. Odziv panela je izra¢unan s perturbacijsko metodo z uporabo ADB
formulirane obcutljivostne analize ter simbolne obcutljivostne analize. Obe metodi vr-
neta analiti¢ne vrednosti odvodov. Primerjava rezultatov pokaze popolno ujemanje re-
zultatov obeh metod in potrdi pravilnost razvite ADB formulirane obc¢utljivostne analize.
Primerjava rac¢unskih ¢asov pokaZze neprimerno vi§jo numeri¢no u¢inkovitost ADB formu-
lirane obcutljivostne analize. Odnos med odzivom panela je v odvisnosti od sluc¢ajnih
parametrov nelinearen in pokaze razliko v natanc¢nosti ocen statistike odziva ob uporabi

perturbacijske metode razli¢nih redov.

Racunski primer cikli¢cno obremenjene epruvete je izbran predvsem z namenom pokazati,
da je zaradi visoke numeri¢ne uc¢inkovitosti ADB formulirane perturbacijske metode tudi v
primeru kompleksnih mehanskih problemov mozno izra¢unati neprimerno vecje Stevilo od-
vodov (poljubnega reda) kot z drugimi znanimi metodami. Stohasti¢no polje geometrijske
nepopolnosti je diskretizirano s Karhunen-Loévovo dekompozicijo, v kateri je ohranjenih
45 ¢lenov. Za izracun odziva konstrukcije z uporabo perturbacijske metode drugega reda
to pomeni, da je potrebno izracunati skupno 1080 odvodov prvega in drugega reda. Na-
dalje se pokaze, da je ADB formulirana perturbacijska metoda visjega reda neobcutljiva
na izbiro ¢asovnih korakov analize ter na izvedbo analize z uporabo ve¢ jeder ali t. i.
paralelizacije, medtem ko so rezultati metode kon¢nih diferenc (ki je sicer najpogosteje
uporabljena metoda za izra¢un ob¢utljivosti) v tem primeru zaradi seStevanja vmesnih

diskretizacijskih oz. zaokrozitvenih napak popolnoma napacni.

V drugem sklopu so obravnavani trije racunski primeri korodiranih konstrukecij. Korozija
je kompleksen pojav razpadanja kovine, ki so mu bile v preteklosti namenjene ze Stevilne

studije. Zakljucki vseh obravnavanih $tudij in raziskav so, da je korozija mo¢no stohasticen
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proces in zato primeren za opis s stohasti¢cnim poljem, vendar v literaturi skorajda ni
zaslediti Studije, ki bi ga obravnavala na ta nacin. V racunskih primerih smo pokazali, da
je razvita avtomatizacija za opis stohasticnih polj in izracun statistike odziva z uporabo
metode kon¢nih elementov primerna tudi za opis procesa korozije. Pri¢akovana vrednost,
standardna deviacija in kovarian¢na funkcija so zaradi pomanjkanja eksperimentalnih
rezultatov izbrane po lastni izbiri. Proces korozije smo opisali s stohasti¢nim poljem

spremembe debeline lupinastih kon¢nih elementov.

V vseh treh racunskih primerih se za izra¢un mejne nosilnosti konstrukcije izvede neli-
nearna analiza. UpoStevane so tudi zacetne geometrijske nepopolnosti konstrukeij. Kon-
strukcije se postopno obremenjuje in pri tem vodi pomik v izbrani tocki, medtem ko je
obtezni faktor ena izmed neznank problema (poleg prostostnih stopenj lupinastih konénih
elementov). Zato je mozno slediti obtezni poti tudi preko mejne obtezbe. V koraku, ko je
mejna obremenitev konstrukcije presezena, se analiza prekine, mejni obtezni faktor in is-
kane obcutljivosti pa izracuna iz obteznih faktorjev in obcutljivosti, ki pripadajo zadnjim

trem korakom analize, kar je podrobneje obrazlozeno v racunskem primeru plosce.

Racunski primer tlacenega prostolezecega korodiranega nosilca z globalnim uklonom kot
merodajnim poruSnim mehanizmom je zanimiv predvsem zaradi primerjave med nume-
ri¢no ucinkovitostjo in rezultati perturbacijske metode ob uporabi razlicnih kovarian¢énih
funkcij: eksponentne, gladke ter njunih modifikacij. Izkaze se, da so rezultati prakti¢no
enaki in upravi¢ijo uporabo modificiranih kovarian¢nih funkcij, predlaganih v disertaciji.
Primerjava rezultatov z simulacijami Monte Carlo potrdi natan¢nost rezultatov, izrac¢una-
nih s perturbacijsko metodo, ter pokaze neprimerno bolj$o numeri¢no ucinkovitost ADB

formulirane perturbacijske metode.

Ker je iz znanstvenega vidika prav, da se pokaze tudi slabosti in omejitve predlagane
metode, smo za zadnji racunski primer izbrali krajsi tlacen korodiran nosilec, pri katerem
se poruSni mehanizem spreminja v odvisnosti od slucajnih spremenljivk stohasti¢nega
polja. Posledi¢no pokazejo simulacije Monte Carlo drugacno sliko glede statistike mejnega
obteznega faktorja, kot jo dobimo s perturbacijsko metodo. Razlog je, da perturbacijska
metoda razvije mejni obtezni faktor v Taylorjevo vrsto okrog pricakovanega odziva, ne
zmore pa uposStevati, da se s spreminjanjem slucajnih spremenljivk lahko spreminja tudi

porusni mehanizem.

Zakljucki vseh rac¢unskih primerov so, da je razvita avtomatizacija metode stohasti¢nih
kon¢nih elementov natan¢na in numeri¢no zelo ucinkovita ter omogoca izvedbo analize
konstrukcij z realisticnim uposStevanjem njihove stohasti¢ne narave v raCunskem casu,

primerljivim z deterministi¢no analizo z uporabo klasi¢ne metode konc¢nih elementov.
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10 Summary

The thesis deals with the uncertainty of the parameters in engineering systems. As well
known, mechanical problems are in general stochastic in nature. Uncertainties are in-
volved in material properties, domain geometry and/or loads and can be described with
stochastic fields. However, procedures dealing with stochastic systems are computatio-
nally significantly more complex and expensive in comparison to their deterministic coun-
terparts. Therefore, deterministic approach based on characteristic stochastic properties
(like minimum, maximum and mean values), which are assumed to embrace all the pos-
sible scenarios, is usually used in engineering practice. However, this is not necessarily
true. Further, deterministic approach cannot lead to optimal design of structures. There-
fore, realistic modelling of the uncertainties is recognized as very important in structure
modelling. Despite this fact, the stochastic approach is very rarely used in practice. The
problem is that the introduction of parameter uncertainty significantly enlarges the size
and the complexity of the problem. The objective of this thesis is to develop the automa-
tion of stochastic finite element method that allows simple manipulation with arbitrary
input data and mesh topology in case of stochastic fields and is numerically efficient in

order to make stochastic approach competitive with the deterministic one.

The automation of stochastic finite element method, presented in this thesis, is based
on hybrid symbolic-numeric approach. Complete automation is achieved through combi-
ning symbolic and algebraic computational systems, automatic differentiation technique
and automatic code generation with the general-purpose finite element environment. The
basic equations of stochastic finite element method are written in symbolic form in Mathe-
matica, which provides high abstract and clear description of the problem. The automatic
differentiation technique is used to calculate derivatives that appear as part of finite ele-
ment code. Automatic differentiation represents an alternative solution to the numerical
differentiation as well as to the symbolic differentiation. The advantages of this technique
are that it calculates the exact derivatives and avoids the problem of expression growth
associated with the symbolic differentiation performed by the computer algebra system

at the same time.

Stochastic finite element method usually consists of two steps: representation of the sto-
chastic fields and the assessment of the stochastic response of the system. The automation

for each of these two steps is described below.

Representation of the stochastic field

For the discretization of the stochastic field, Karhunen-Loéve (K-L) expansion is chosen,
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since it is optimal in the sense that the mean square error of truncated series is minimized.
Further, K-I. decomposition is suitable for stochastic processes that change with time as
well as for stochastic processes that change with space. It can also be used for arbitrary

(high or low) correlated stochastic processes.

To calculate the deterministic terms in K-I. decompositions, eigenfunctions and eigenva-
lues, homogeneous Fredholm integral equation of the second kind with covariance function
as kernel has to be solved. In general, numerical solution is required to solve this equa-
tion. With the purpose to apply stochastic finite element method within the standard
finite element environment, Galerkin procedure is used to solve this problem numerically.
With this procedure, the integral equation is converted to a generalized algebraic eigen-
value problem. For the automation of the stochastic field discretization procedure, we
develop stochastic finite elements. Stochastic finite elements are composed of three tasks:
calculation of the contribution of each finite element to the global covariance matrix, cal-
culation of the contribution of each finite element to the global matrix of eigenfunctions
and calculation of integral of eigenfunctions with the purpose to normalize the obtained

eigenfunctions.

Moreover, we investigated the possibility to reduce the cost of covariance matrix cal-
culation. In mechanical problems, exponential covariance function is most often used
covariance function. The nature of the exponential covariance function is such that by
applying Galerkin procedure to solve Fredholm integral equation, it leads to dense covari-
ance matrix which is very costly to compute. With the purpose to improve computational
efficiency, an approximation of the exponential function can often be found in the litera-
ture, which leads in case of moderately correlated stochastic fields to sparse covariance
matrix. In this modification, the original exponential covariance function is approximated
with the function that is set to zero at some chosen distance, named effective length. The
thesis provides a proof that the covariance function, modified in this way, is not positive
definite. The consequence is possible numerical instability of the problem expressed as
loss of positive definiteness of covariance matrix which prevents the use of highly effici-
ent eigenvalue solvers that have to be used to solve the resulting generalized eigenvalue

problem.

The thesis presents two alternative modifications of the covariance function that reduce
the computation cost and at the same time significantly improves the numerical stability
of the procedure. In the first modification, a slight modification of this modified expo-
nential covariance function is proposed. In the second modification, smooth covariance
function is approximated in a way that the obtained covariance matrix is sparse. Smo-
oth covariance function is an approximation of exponential covariance function in a way
that the nondifferentiability of the original exponential covariance function at its peak is
eliminated, leading to better convergence of K-L decomposition (Spanos, Bear and Red-

horse, 2007). Thus, the requisite number of terms for representing the stochastic field is
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significantly smaller.

Numerical examples in the thesis confirm the lower computational cost when modified
covariance functions are applied instead of the original exponential and smooth covariance
function. Further, numerical examples justify the use of modified covariance function,

since the differences in results are negligible.

The influence of choosing different effective lengths (by which the modified covariance
functions are set to zero) on the accuracy of the solution of Fredholm integral equation
and on the numerical stability of the process is also investigated in the thesis. This
study shows that for all three modified covariance functions it holds true that the denser
the discretization mesh is, the higher the value of the effective length should be to obtain
positive definite covariance matrix. From the comparison of the minimum effective length,
needed to obtain positive definite covariance matrix when the same discretization mesh
is applied, it can be concluded that the two modified covariance functions, proposed in
the thesis, are advantageous to obtain positive covariance matrix with smaller minimum

effective length in comparison to modification usually used in the literature.

Calculation of the system response

The statistics that are of interest in this thesis are mean and standard deviation of the
response functional. For the calculation of the statistics, the perturbation method is
chosen. In the adopted stochastic approach, the perturbation method approximates the
response functional by its Taylor series expansion around the expected values of the ran-
dom variables of K-L decomposition. Two major advantages of the response functional
expressed as a function of random variables are that the presented technique can provide
substantial time savings in comparison to other methods dealing with stochastic fields
(e.g. Monte Carlo or spectral stochastic finite element method) and secondly, since the
result is the polynomial function with random variables left in a symbolic way, its nature
can be easily analyzed. On the other side, a disadvantage of the perturbation method
is that it is suitable only for mechanical problems that have no discontinuities in the
response. This means that the failure mode should be the same regardless of the value of
the parameters around which the response functional is expanded. Further, the accuracy
of approximation away from the origin of the series expansion is not known in advance.
In general, the more the response is nonlinear, the higher-order perturbation method is
required to describe the response with the desired accuracy. However, the use of higher-
order perturbation method is very rare. The reason is the lack of efficient and simple
algorithms to calculate higher-order derivatives of the response functional which are re-
quired in higher-order perturbation method. The analysis that calculates the derivatives
of arbitrary response functional with respect to chosen parameters is called sensitivity
analysis. In the thesis, the automation of higher-order sensitivity analysis is developed,
based on automatic differentiation technique. The automation is a further development of

the automation of first-order sensitivity analysis, presented in Korelc, 2009a. The advan-



182 Melink, T. 2014. Metoda stohasti¢nih konénih elementov v modeliranju konstrukcij.
Doktorska disertacija. Ljubljana, UL FGG, Podiplomski §tudij gradbeni§tva, Konstrukcijska smer.

tages of the developed automatic differentiation based (ADB) formulation of higher-order
sensitivity analysis are the calculation of the exact derivatives, high numerical efficiency
and abstract symbolic description of the finite element code to derive higher-order deriva-
tives. Consequently, the derived ADB formulation of higher-order sensitivity analysis can
be used to perform a higher-order perturbation method for substantially higher number of
retained K-L terms that can be done with any other existing method (e.g. finite difference

method or symbolic sensitivity analysis).

The presented ADB formulation of higher-order sensitivity analysis is not limited only
to the problems that involve stochasticity. The method is also applicable to other fi-
elds of mechanical problems that require higher-order sensitivity analysis, for example, in
optimization problems the second-order sensitivity analysis provides important informa-
tion to the optimization algorithm, therefore more efficient algorithms can be used (e.g.

sequential quadratic programming procedures) with higher convergence rate.

The calculation time of the presented automation of stochastic finite element method is
comparable to that of the deterministic approach to mechanical problems with the use of
standard finite element method. Consequently, the presented automation offers not only
the possibility for in-depth studies of problems that involve stochasticity, but also has
a potential to be used in everyday engineering practice and for further development of
Eurocodes (a set of harmonized technical rules for the structural design of construction

works in the European Union).

Numerical examples

In the last part of the thesis, the results of the automated stochastic finite element me-
thod are demonstrated on 5 numerical examples. In the first two numerical examples, the
initial geometric imperfection is modeled with stochastic field. In the last three numerical
examples, stochastically corroded steel structures are modeled. The choice of the numeri-
cal examples was made with the purpose to verify the automation of the stochastic finite
element method on all basic examples that are important in the engineering practice.
With regard to the part of the finite element code, where there appears the parameter
that is described with the stochastic field, the developed automation is verified for cases
in which the uncertainty affects the geometry of the problem, as well as for the parame-
ters that explicitly appear as a part of the derivation of the residuals. Furthermore, the
automation is verified for different failure modes: excessive (plastic) deformations and the

loss of structural stability.

The first numerical example is an example of bent clamped sinusoidal double skin cladding.
The amplitude of waves is presumed to change stochastically along the cladding and is
modeled with one-dimensional stochastic field. The response of the cladding with respect
to the random parameters is calculated with perturbation method of up to fourth -order.

The results obtained with the ADB formulated perturbation method are compared to
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symbolic sensitivity analysis which also calculates exact derivatives. The results of both
methods are exactly the same and confirm the correctness of the derived formulation
of higher-order perturbation method. This numerical example also shows the difference
between the results obtained with perturbation method of different orders. The response
of the cladding is nonlinear with respect to random parameters of the stochastic field,

therefore it is considerably better described with perturbation method of higher order.

The second example is an example of elasto-plastic steel circle bar, exposed to cycling
loading that causes plastification of the bar. The goal of this example is to show that
the presented ADB formulation of second-order sensitivity analysis expands feasibility of
performing complete second-order sensitivity analysis to considerably higher number of
sensitivity parameters than with any other known method. The number of derivatives
that can be calculated with the ADB formulated sensitivity analysis in acceptable time
is very high even in case of complex mechanical problems. In this numerical example, 45
terms are kept in the K-L decomposition. In the framework of the second-order pertur-
bation method this means calculation of 1080 derivatives, from which 45 first-order and
1035 second-order derivatives are obtained. Furthermore, this numerical example shows
further two advantages of the ADB formulated sensitivity analysis. Firstly, the ADB for-
mulated sensitivity analysis is insensitive to parallelization and secondly, it is insensitive
to arbitrarily chosen time steps for the analysis, while the finite difference method (which
is most often used method to perform sensitivity analysis) gives totally wrong values of
the derivatives when any of these two options is allowed. The comparison of the calcula-
tion times of the ADB formulated sensitivity analysis and the finite difference method is

also considerably better on behalf of the ADB formulated sensitivity analysis.

The last three numerical examples deal with the corrosion process. Corrosion is the
process of a material degradation, caused by chemical reaction with its environment.
Many studies have been devoted to the corrosion process and from all of them it can be
concluded that the corrosion is a stochastic process and is therefore suitable to be modeled
with stochastic field. However, in the literature there is almost no example of modelling
corrosion in this way. In these three numerical examples it is shown that the presented
automation of the stochastic finite element method is convenient also for the description
of the corrosion process. The corrosion is modeled as the stochastic field of the structure
cross-section thickness change. Nonlinear analysis is performed to calculate limit load
factor. Initial geometric imperfections of the structures are also taken into account. A
path-following procedure to find a limit load factor is described in the numerical example

of uniformly corroded plate.

In the fourth numerical example, the buckling of simply supported corroded beam is
presented. The pitting corrosion is modeled. The correlation of the stochastic field in
this case is moderate, therefore it allows the use of modified covariance functions that are

proposed in this thesis. The aim of this numerical example is to compare the results when
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different covariance functions are applied. The calculation times to perform the second-
order perturbation method are noticeably better in case of modified covariance functions,
while the results for all covariance functions are practically the same, thus justifying the
use of modified covariance functions. The results of the ADB formulated second-order
perturbation method are also compared to the Monte Carlo simulations. Results of both
methods are practically the same, while the calculation times are significantly lower for

the perturbation method.

However, despite many advantages, the perturbation method also has its limits in appli-
cability. As already mentioned, the perturbation method is suited only for mechanical
problems that have no discontinuities in the response. To demonstrate the limitation
of the method, the fifth numerical example was chosen. The example is similar to for-
mer numerical example of the beam under compression. The length of the beam in this
example is chosen so that the beam exhibits different failure modes, dependent on each
particular realisation of the stochastic field of corrosion. Since the perturbation method is
only capable to describe the response of the limit load factor around the expected values
of the stochastic field for one single failure mode (the one that belongs to the mean value
of the stochastic field), the results of the perturbation method obviously deviate from

those obtained with the Monte Carlo simulations.

To summarize, the numerical examples show that by considering the limitations of the
perturbation method, the presented automation of stochastic finite element method is
accurate and numerically very efficient. Therefore, it provides implementation of the
stochastic finite element analysis in the time, comparable to the calculation time of the

deterministic finite element analysis.
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