RACUNALNISTVO

DRAGANA BoZovit

Ceprav je Sudoku na Japonskem postal prilju-
bljen leta 1980, se je na zahod razsiril Sele leta
2004. Hitro je postal ena izmed najbolj uspesnih in
priljubljenih ugank. Sudoku 9 X 9 mreza je danes
vsakdanji del Stevilnih casopisov. V svetu, kjer ob-
stajajo aplikacije Ze za skoraj vse, tudi za Sudoku
najdemo digitalne razlicice. V prejsnji Stevilki Pre-
seka [5] smo se naucili nekaj o problemu prevoza,
tokrat se bomo poglobili v problem, ga povezali s
Sudoku uganko in obravnavali Sudoku kot pose-

ben primer problema prevoza.

Spomnimo se najprej, kako je Sudoku uganka sploh
sestavljena. Sudoku kvadrat lahko definiramo kot
mrezo velikosti 9 x 9, pri ¢emer vsaka vrstica, vsak
stolpec in vsak od devet oznacenih 3 x 3 blokov oz.
kvadratov (slika 1) vsebujejo Stevila od 1 do 9, vsako
natanko enkrat. Sudoku uganka je uganka, pri kateri
so na zacetku nekatera polja zapolnjena, nekatera
pa prazna. Cilj reSevalca je, da izpolni prazna polja
tako, da je rezultat pravilen Sudoku kvadrat. Sudoku
uganke delimo glede na teZavnost na stopnje od 1 do
5 [2]. Med teZavnostjo Sudokuja in Stevilom zacetnih
Stevil, podanih v Sudoku mreZzi, ni nikakrSne pove-
zave. Obstajajo zelo tezki Sudokuji, ki imajo zelo
veliko podanih zacetnih Stevil, in tudi zelo lahki, ki
jih imajo zelo malo [3].

S priljubljenostjo igre so se pojavile Se razlicne
(drugacne in tezZje) vrste Sudokuja, med njimi [4]:

Sudoku-X
Pri tem Sudokuju moramo upostevati Se, da se mo-
rajo Stevila od 1 do 9 v diagonalah pojaviti le en-

krat - tako nekateri Sudokuji pridobijo enoli¢no
reSitev.

Sodo-lihi Sudoku

Tak Sudoku ima dolocena polja osencena. Na pod-
lagi podane uganke razberemo, ali v osencena po-
lja vpisujemo soda ali liha Stevila.

Geometrijski Sudoku

Kvadrat tega Sudokuja je sestavljen iz razli¢nih
geometrijskih likov, imenovanih nonomine. Raz-
mejeni so z debelejSo ¢rto. Sestavlja jih devet polj,
v katere je potrebno vpisati Stevila od 1 do 9.

Barvni Sudoku

To je Sudoku, pri katerem moramo uposStevati Se,
da se smejo Stevila od 1 do 9 v oznacenih obarva-
nih likih pojaviti le enkrat.

Oznaceni 3 x 3 bloki oz. kvadrati
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Spomnimo se osnovne formulacije problema prevo-
za [5], s katerim minimiziramo stroSke prevoza do-
brin iz razli¢nih izvornih toc¢k (mpr. skladis¢) v raz-
licne koncne tocke (npr. trgovine):

m n
minimiziraj z = > > ¢ - Xi,
i=1j=1
pri pogojih:
n
in,jssi zai=1,...,m
j=1
m
zxi,jzdj zajzl,...,n
i=1
xij=0 zai=1,....minj=1,...,n

Stevilo s; predstavlja zalogo enot v izvorni to¢ki i,
kjerjei=1,...,m.

Stevilo d; predstavlja, koliko enot naro¢a kon¢na
tocka j, kjerje j=1,...,n.

S Stevilom c;,; oznacimo, koliko stane prevoz ene
enote od izvorne tocke i do koncne tocke j, za

i=1,....minj=1,...,n.

S Stevilom x; ; oznacimo, koliko enot poSljemo od
izvorne tocke i do koncne tocke j,zai=1,...,m
inj=1,...,n.

Za podrobnejso razlago si poglejte prejsSnjo Stevilko
Preseka [5].

ReSevanje uganke Sudoku zahteva, da 81 Stevil
razporedimo v 81 celic Sudoku mreZe (oStevilCenje
celic vidimo na sliki 2).

Zato v preoblikovanju Sudoku uganke v problem
prevoza uporabimo 81 kon¢nih tock, ki jih moramo
upostevati, vsaka s povpraSevanjem ene enote (v vsa-
ko celico zapiSemo natanko eno Stevilo). Na voljo
imamo 81 Stevil, in sicer Stevila od 1 do 9, vsako
natanko devet krat. V enachi 1 torej velja m = 9 in
n = 81. Naj bosta s mnoZica izvornih tock (v prejsnji
Stevilki Preseka [5] mnoZica skladi$¢) in d mnoZica
koncnih tock (v prejsnji Stevilki Preseka [5] mnoZica
trgovin) taksni, da je s; = 9, zai = 1,...,9 (vsako
od devetih Stevil se pojavi devet krat), in d; = 1, za
j =1,...,81 (vsak kvadratek Sudoku matrike 9 x 9
prejme eno Stevilo od omenjenih 81). Vsaka od deve-
tih izvornih tock i lahko poslje k vsaki od 81 kon¢nih
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toCk j eno enoto po ceni ¢; j. llustracija opisanega je
prikazana na sliki 3.

V nadaljevanju bomo opisali, kako dolo¢imo ma-
triko cen, ki je prisotna pri vseh oblikah problema
prevoza. Postopek izracuna matrike cen je povzet po
[1]. Pri modeliranju razli¢nih Sudoku ugank, mnozici
izvornih tock s in koné¢nih tock d ostajata nespreme-
njeni. StroSek za ceno c; ; nastane pri prevozu ene
enote od izvorne toCke i do konc¢ne tocke j. Zato
je potrebno oblikovati matriko cen c, ki doloc¢i ceno
prevoza ene enote od izvorne do koncne tocke.

S pomocjo osnovne Sudoku matrike bomo najprej
definirali devet pomoZznih matrik IT;, i = 1,...,9 (za
vsako Stevilo od 1 do 9 eno), velikosti 9 x 9, nato
bomo iz teh matrik sestavili kon¢no matriko cen. Ma-
triko IT; ustvarimo na naslednji nacin:

1. Zatnemo z matriko (i = 1)
0O --- 0
Hl = : . :
0O --- 0
2. PoiS¢emo Stevilo 1 v osnovni matriki (¢e le-to
obstaja).

WM |12113 |14 (1516|177 |18

19120 21|22 |23 |24]|25]| 26| 27

28129 |30 3132|3334 |35]36

37 138 | 39|40 | 41 | 42| 43 | 44 | 45

46 | 47 | 48|49 | 50 | 51 | 52 | 53 | 54

55 |56 |57 |58|59|60]| 61 |62]|63

64 | 65 | 66 | 67 | 68 | 69 |70 | 71 | 72

7374|7576 |77 78|79 |80 81

Ostevilcenje celic.
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3. Na mesto, kjer smo v osnovni matriki nasli Ste-
vilo 1, damo v matriko IT; Stevilo -1, vsa ostala
mesta v isti vrstici, istem stolpcu in 3 X 3 kva-
dratu, v katerem se Stevilo nahaja, pa pove-
¢amo za 1.

4. Tocki 2 in 3 ponovimo za vsako Stevilo 1 v os-
novni matriki.

Na enak nacin ustvarimo vse preostale matrike IT;,
i=2,...,9.

Poglejmo si, kako postopek deluje na konkretnem
primeru. Vzemimo Sudoku uganko s slike 4 in izra-
Ccunajmo ITy (opazujemo torej mesta, kjer se v osnov-
ni matriki nahaja Stevilo 9).

Konc¢no matriko cen sestavimo tako, da posame-
zna manjSa matrika predstavlja eno vrstico velike
matrike. Torej i-ta vrstica kon¢ne matrike je matrika
I1;, pri ¢emer vrstice matrike Il; postavimo zapore-
doma eno zraven druge in dobimo vrstico dolZine
81. Tako je dimenzija matrike cen, ki jo dobimo,
enaka 9 x 81. IzkaZe se, da ima za tako doloc¢eno
matriko cen vsaka optimalna reSitev vrednost ciljne
funkcije enako z = —N, kjer je N Stevilo Stevil, po-
danih v zacetni Sudoku uganki.

51=9 1 =wesseen
si=9 i

Xi,j
Sg = 9 9 eeerzeee ....,.-}._,-’:; ..........

sscstlicenens

di

I
—_
£

<.

Il
—

Sedaj, ko imamo doloc¢eno tudi matriko cen, lahko
zapiSemo Sudoku kot poseben problem prevoza. Naj
boM ={1,2,...,9},N = {1,2,...,81},R = {1,2,3}.
Formulirajmo omejitve nasega problema prevoza:

9 81
minimiziraj z= > > ¢ij- X
i=1j=1

81
I.in,jzsi ieM
Jj=1

9
Z.in,jZdj JEN
i=1

3. xi,; €1{0,1} ieM,jeN
Te tri tocke smo razlozili in opisali v prejsnji Stevilki
Preseka [5]. Za pravilno Sudoku reSitev manjkajo Se
dodatne omejitve:

V vsaki vrstici se vsako Stevilo od 1 do 9 pojavi
natanko enkrat:

9
4. Z xk,(j—l)-9+i =1

i=1

jeM,keM

Stevilo k nam pove, za katero $tevilo preverjamo
pogoj; k € M, ker moramo preveriti za vsa Stevila.

Stevilo j nam pove, za katero vrstico preverjamo
pogoj; j € M, ker moramo preveriti za vse vrstice.

Vsota, ki gre od i = 1 do i = 9, oznacuje sprehod
Cez celotno vrstico.

81 Prevozni model
Sudoku uganke.
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k = 1, j = 3: preverjamo, ali pogoj velja
za Stevilo 1 za 3. vrstico. Vsota opiSe sprehod ¢ez
celice 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27 (kot vidimo
na sliki 2, so to celice 3. vrstice).

V vsakem stolpcu se vsako Stevilo od 1 do 9 pojavi
natanko enkrat:

9
5. Zxk,(i,l).gﬂ-:l jEM,kEM
i=1

Stevilo k nam pove, za katero Stevilo preverjamo

pogoj; k € M, ker moramo preveriti za vsa Stevila.

Stevilo j nam pove, za kateri stolpec preverjamo
pogoj; j € M, ker moramo preveriti za vse stolpce.
Vsota, ki gre od i = 1 do i = 9, oznacuje sprehod
Cez celotni stolpec.
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k = 1, j = 1: preverjamo, ali pogoj velja
za Stevilo 1 za 1. stolpec. Vsota opiSe sprehod ¢ez
celice 1, 10, 19, 28, 37, 46, 55, 64, 73 (kot vidimo na
sliki 2, so to celice 1. stolpca).

V vsakem od devetih oznacenih kvadratov se vsa-
ko Stevilo od 1 do 9 pojavi natanko enkrat:

3 3
6. Z Z Xk,(a-1)-27+(b—1)-3+(i-1)-9+j = 1
i=1j=1
keM,acsR,beR

Stevilo k nam pove, za katero $tevilo preverjamo
pogoj; k € M, ker moramo preveriti za vsa Stevila.

Stevili a in b nam povesta, za kateri 3 x 3 kvadrat
preverjamo pogoj; a € R, b € R, da tvorimo devet
razli¢nih parov (saj imamo devet razli¢nih kvadra-
tov).

412 ! @ BERENEREREEERERE

6 314)|7 glofojojo|of1]1]1

olofloflofolo|1]1]n1

8 2|6 3 ololofololofo]oln

6 |:> olo|olojolo|o|o]lr1

1 5 8 ololo|o|olof|al|oln

> 2 olololololo|o|o]r

317 9 1 olololojolo|o|o]r

8 400 5 olololololoflaolaoln

42 1 9 BEREE AR ERERE

6 314)|7 glofo]1|jofjof1]1]1

olofofl1|olof1]1]n

8 2|6 3 ololo|1]ololo]o]r

6 |:> ololo|1]ololo|o]r

1 5 8 ololofl1]o]lo]olo]n

> ) 2 olojol1|1|1]0|0O]1

317 9 1 1l lala{1l1]1]2
8 4 |1 5 o|o0jOo0]1|{1]1]0]0]n1 Primer matrike Tg.
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Dvojna vsota oznacuje sprehod c¢ez celoten
kvadrat.

k =1,a = 3, b = 1: preverjamo, ali pogoj
velja za Stevilo 1 za 3 x 3 kvadrat v levem spodnjem
kotu (glej sliko 1). Vsota opiSe sprehod cez celice 55,
56, 57, 64, 65, 66, 73, 74, 75 (kot vidimo na sliki 2,
so to celice kvadrata v levem spodnjem kotu).

Sedaj je mozno reSiti Sudoku uganko tako, da re-
Simo problem prevoza, predstavljenega z izvornim
vektorjem s, kon¢nim vektorjem d in matriko cen c
ter z dodatnimi omejitvami (kot je definirano zgo-
raj). To lahko naredimo s pomocjo jezika za mo-
deliranje v matemati¢ni optimizaciji, kot je recimo
AMPL.

Pokazali smo, da lahko Sudoku uganko oblikuje-
mo kot poseben primer problema prevoza.

Poglejmo delovanje metode na primeru. Naj bo po-
dana naslednja Sudoku uganka A:

412 1 9
6 314|7
8 216 3
A= 6
1 5| |8
5 2
317 |9 1
8] 41

Najprej za vsa Stevila od 1 do 9 tvorimo matrike
I1;. Za lazjo predstavo si poglejmo matriko za i = 3:

1/0/0/0{0|0|1|1]|2
2/1|1(1|1|1}-1|1|2
1/0/0{0|0|0|1]1]|2
2|11(1|1|1(1|2|1}-1
n® =|1/ojolojofo[2|1]1
1/0/0/0[|0|0|2|1]|1
1{1/1/0|0(0|1|0]1
-1j1)1)1(1(1(2(1(2
1{1/1/0|0(0|1|0]1
Iz matrik IT;, i = 1,...,9, sestavimo matriko cen c,

velikosti 9 x 81, zapisano v tabeli 1.

Odebeljeno oznacen del matrike IT3 vidimo na za-
Cetku tretje vrstice matrike c.
V jeziku AMPL ustvarimo datoteke .mod, .dat in

.txt (pomen in sestavo teh smo pojasnili v prejSnji
Stevilki Preseka [5]).

Algorithm 1 AMPL model (.mod)

set M := {1..9%};

set N := {1..81};

set R := {1..3};

param c¢ {M,N};

param s {i in M};

param d {j in N};

var x {i in M,j in N} binary;

minimize Sudoku:

sum {i in M, j in N} c[i,j]*x[i,]]1;

subject to ponudbe {i in M}:

sum {j in N} x[i,j] = s[i];

subject to povprasevanje {j

sum {i in M} x[i,j] = d[j];

subject to vrstica {i in M, k in M}:

sum {n in M} x[k,(i-1)%9+n] = 1;

subject to kvadrat {i in R, j in R, k in M}:

sum {1 in R, n in R} x[k, ((i-1)#27+(j-1)=3+
(1-1)%9+n)] = 1;

subject to stolpec {i in M, k in M}:

sum {n in M} x[k,(n-1)*9+i] = 1;

in N}:

Algorithm 2 AMPL model (.dat)

params :=19293949596979899
9;

paramd :=11213141516171819
1101111121 13114115116 117 1 18
119120121122 123124125126127
128129130131132133134135136
137138139140 141142 143 144 1 45
146147148149 150151152153154
155156157158159160161162163
164165166167 168169170171172
173174175176177 1781791801281
1;

param c: # matrika cen ¢

Algorithm 3 AMPL model (.txt)

solve;
display x;
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S pomocjo AMPL reSevalnika kot rezultat dobimo
matriko x, velikosti 9 x 81, zapisano v tabeli 2.

Iz nje moramo razbrati reSitev. Indeksi stolpcev M. Mansour, Sudoku as a special transportation
oznacujejo Stevilke celic (oStevilcenje celic je prika- problem (online), 28. 6. 2013.
zano na sliki 2), indeksi vrstic pa Stevila od 1 do 9, http://arxiv.org/pdf/1210.2584v1.pdf.

ki jih vpisujemo v Sudoku mrezo. Ce je v stolpcu
j v vrstici i Stevilo 1, to pomeni, da imamo v ce-
lici Stevilka j v Sudoku mrezi Stevilo i. Kot vidimo,
imamo v stolpcu 6 v vrstici 7 Stevilo 1. To pomeni,

J. Rosenhouse, L. Taalman, Taking Sudoku Seri-
ously: The Math Behind the World’s Most Popu-
lar Pencil Puzzle, Oxford University Press, New

da se v celici Stevilka 6 v Sudoku mreZi nahaja Stevilo York, 2011.
7. Na ta nacin preberemo naslednjo reSitev Sudoku D. Green, Conceptis Sudoku difficulty levels
uganke A: explained (online), 28. 6. 2013.

http://www.conceptispuzzles.com/index.

4121311161715/819 aspx?uri=info/article/2.

1/5/6(2]9|8(3|4|7

7191815134121 16 Wikipedia: Sudoku (online), 28. 6. 2013.

8lals71216l11913 http://s1.wikipedia.org/wiki/Sudoku.

A=|9]3|7|8]4|1|6|5]2 D. BoZovi¢ in A. Taranenko, Linearni problem

216]1|3[5]/9]8|7|4 prevoza, Presek 41, §t. 2, 24-27.

5(114/6/7|3]/9|21|8

31712]9|8|5|4|6]|1

6(8/9(4|1(2|7|3|5
1(1(2|-1|2|1|1|1(2]|0|0]1 21212
1|-1j1|1(2|1]1]2]1]1(1]1 1111
1/{0(0/0f|O|O0O|1|1]|2|2|1]|1 1101
-1{1({1(2(1)1|2|2|2|2|2]|2 1121

c=[1|0]0|0|1]|0|0O]|O|1|1]0]|O 1]1(-1
1{1(1{0(0O|1|1|0]|O0|1|1]|-1 1/0|0
oO/1/0(0|0|O]1]|1|1|1|2]1 001
1{1({0|0|0O]|O|1|0O]|O|1|1]0O 21111
1112111 |1|-1{0|0]|O 001
0/0j0|1|0|0]|0O|0O|0O]1]0]0O 0/0|0
0/1/0|0|0|0O]O|O|0O]O]O]O 000
0/(0(1]0|0|0O]|0O|O|0O]O]O]O 0110
1/{0{0|0|O|O|O|O|O|O]|O]O 0/0|0
x=[0]0|0|0|O|O|21|0O]|O|O]|1]O 001

0/0[0|0O|1]|0|O0O|O|O]|O]|O]|1 0/0|0
0/0j0|0O|O|1]|]0O|0O|0O]O]O]O 1/01]0
0/0j0|0O|O|O]|O|1|0]0O]0O]O 0/0|0
0/0j0|0|0O|0O]O|O|1]0]O0]O 0/0|0
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