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Tzviedek

V élanku sta prikazani dve metodi za refévanje sisternov
enacb popravkov po metodi najmanjsih kvadratov: klasicna
‘metoda z normalnimi enaébami in noveji razcep po
singularnih vrednostih. Izradun neznank za razcep po
singularmih vrednostih je izpeljan v celoti. Podane so
prednosti in pomanjkljivosti obeh metod.

Kljuéne besede: geodetske mreZe, izravnanje, normalne
enacbe, razcep po singularnih vrednostih

Abstract

The least square problem may be solved by two different
methods: by the traditional method of normal equations,

or by a relatively new singular value decomposition meéthod.
The singular value decomposition method is described in
detail. Advantages and shortcomings of both methods are
discussed. 7

Keyweords: adjustment, normal equations, singular value
decomposition, surveying networks

UvoD
V

e v 18, stoletju so za optimalno reSitev enacb popravkov vpeljali metodo
snajmanjdih kvadratov. ReSitev po metodi najmanjiih kvadratov pa lahko
izra¢unamo na razliéne nadine:

0O z normalnimi ena¢bami

0z ortogonalnimi razcepi
- Householderjeva transformacija
- OR razcep ;
- razecep po singularnih vrednostih in drugi.

7 nadaljevanju-si bomo ogledali metodo z normalnimi enaébami in podrobno
predstavili razcep po singularnih vrednostih.
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METODA NAJMANISIH KVADRATOV

izravnavi geodetskih mreZ tvorimo sistem linearnih enacb popravkov (Feil 1989)

Az = 1 ' (1
kjer je: '

- matrika koeficientov enacb popravkov

nxu

ff: - vektor neznank

%1 - vektor opazovanj

n - Stevilo merjenj (enach) in
u - §tevilo neznank.

Sistem (1) je predoloCen, ker je Stevilo enactb vedje od Stevila neznank . Ta sistem
nima reditve. Problem refimo tako, da uporabimo metodo najman;jSih kvadratov, ki jo
je prvi predstavil Gauss leta 1796. Zapisimo vsoto kvadratov popravkov opazovanj

n n R N n 2
S=S® =y vi=y (L= =2 (A% -} » @

i=1 =1 =1

Ce predpostavimo, da so opazovanja slu¢ajne spremenljivke, porazdeljene z
normalno porazdelitvijo, izratunamo najbolj verjetne vrednosti neznank po metodi
najmanj$ih kvadratov. To dokaZemo z metodo najvedje podobnosti (Mazimum
likelihood) (Press et al. 1992). Takrat i§¢emo minimum funkcije .

SCHREIBERJEVO PRAVILO

/ saka enacba popravkov ima uteZ, ki je pozitivna po definiciji. Prakti¢no bi bilo,

" & bi imele vse enatbe popravkov uteZ enako ena. Zahtevi zadostimo, e
namesto enacb popravmv tvorimo ckvivalentne enacbe popravkov (Mihailovié 1981).
Te lahko tvorimo na ved nacinov. Najpogosteje uporabljamo Schreiberjeva pravﬂa
Me‘qe pravilo pravi, da enacbo popravkov

v =oax + by + .. +u +f zuteijop (3a)

zamenjamo z ckvivalentno enacbo

>

v = gv = gax + gby + .. + gqut + gf =z uteZjo p/qz, ' (3b)
Ce naj imajo vse enatbe popravkov uteZ enako ena, izraunamo vrednost faktorja g,

s katerim moramo pomnoziti koeficiente leve in desne strani posamezne enacbe (3a),
po enacbi:

Pt =1 - q=1\p

Pogoj metode najmanjSih kvadratov S(%) = v Py = min. tako zapiSemo kot
S®) = vy = min., kar bomo upoStevali v nadaljnjem izvajanju.
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IZRACUN RESITEV PO ME’E@BE NAJMANJSIH KVADRATOV Z NORMALNIMI
ENACBAMI

ajbolj razdirjen nadin za izracun reSitve problema po metodi najmaniiih
L N kvadratov so normalne enacbe, ki jih izpeljemo v posredni izravnavi z
odvajanjem enacbh popravkov po neznankah %. Reditev je

ATA% = ATl oziroma N% = n, @)
Ijer je:

Fj& - matrika koeficientov normalnih enach (det(N) # 0) in

n -  vektor desne stmﬁi normalnih enach. .

wxl

V normalnih enacbah (4) upostevamo ekvivalentne enacbe (3b). Neznanke £ in
njihovo natanénost ocene izraCunamo z znanimi algoritmi za refevanje sisternov
‘linearnih enach {Bohte 1985).

IZRACUN RESITEV PO METODI NAJMANJSIH KVADRATOV Z RAZCEPOM SVD-JA

d zaletka sedemdesetih let se vedno bolj uveljavljajo tako imenovani
ortogonalni razcepi za izra¢un neznank % po metodi najmanjiih kvadratov.
Ogledali si bomo razcep po singularnih vrednostih ali na kratko razcep SVD-ja (angl.

.Singular Value Decomposition) (Golub 1989, Press et al. 1992). Slabo pogojenih
sistemov (1) ne reSujemo z metodo normalnih enach, ker se lahko reitve precej
razlikujejo od toénih. S to metodo tudi ne moremo rediti singularnih sistemov, ki jih
dobimo pri izravnavi prostih mreZ, Zahteva po izravnavi prostih mre? pa se Cesto
pojavija. V teh primerih lahko uporabimo razcep SVD-ja. ‘

| z enalb popravkov ne tvorimo normalnih enach, ampak razcepimo (ekvivalentno)
" matriko koeficientov enacb popravkov A v

A = UWV, | : )
kjer so: : e

U in V - kvadratni ortogonalni matriki in

nxn uXxi

W = diag(wi) - pravokotna diagonalna matrika singularnih vrednosti.

Za ortogonalni matriki U in V velja:
vv =uuT =1in Vv = wWT = 1. | (6)

Najprej poglejmo, kako izratunamo neznanke %, ¢e imamo nesingularen sistem (4).
Ce vektor popravkov Opazovan] v (enacha (2)) pomnozimo z ortogonalno matriko, se
nmmailvl]z ne spremeni:
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S@ = [uTaz - uT1f

s@=luTavww e - v |

s@=wvi-uh|j

s@ =73 (W,-ﬁ % - u z]z + 3 (uf EJZ | @
=1 i=u-+1

V enacbi (7) so:
wi - diagonalni Cleni matrike W,
wi in vi - stolpci pripadajoih matrik U in V.
Prvi ¢len na desni strani ¢nacbe (7) je lahko nic ali razliten od ni¢, drugi ¢len pa je
vedno vedji od ni¢. Ker Zelimo poiskati minimum funkcije S, moramo postaviti pogoj,
da je prvi ¢len enak ni¢:
u
T . T
Zt (wivi X - ow E] = 0.
i=1
Vsota kvadratov je enaka ni¢ le, &e so vsi éleni vsote enaki nié. Zato je:
T
T 4 u; 1

v E= za i=1,., u (8)

Enacbo (8) zapiSimo v matri¢ni obliki:

vie=w-lgT, | (9)
kjer je:

U -  podmatrika matrike U in

W - kvadratna diagonalna podmatrika matrike W.

Ker je W kvadraina diagonalna matrika, izratunamo njeno inverzno matriko z
naslednjim izrazom:

Wl = diag [WLJ zai=1, .., u » ‘ (10)

wiz0zai=1,..,u,saj smo predpostavili, da reSujemo nesingularen sistem.

Konéni izraz za izraun neznank % dobimo, ¢e v enachbi (9) upostevamo ortogonalnost
matrike V (6):

g =vWwWITTL. (11)
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I zracun neznank % po enacbi (11) je ekvivalenten racunu po metodi z normalnimi
enacbami. To dokaZemo, Ce matriko A razcepimo, podobno kot v enacbi (5), na
matrike U, Vin W

A=TWvT. (12)
Preuredimo normalne enacbe (4) v naslednjo obliko:

g=nTaytaTy : - (13)

Enalbo (12) vstavimo v enac¢bo (13) in upostevamo lastnosti matrik U, V in W(6):

(VWOTowv Tyl vwo 1

z

b

1l

(VEFwWYv Y lyvwo T

vwlwlvTvwu T

1

2
2g=VvW U1, (14)

Vidimo, da sta enacbi (11) in (14) enaki. Dokazali smo torej, da je vektor neznank 2
enak, e ga raCunamo z metodo normalnih enacb ali z razcepom SVD-ja. )

edaj poglejmo, kako izracunamo neznanke %, Ce je sistem (4) singularen. V tem
\.J primeru je vsaj en &len na diagonali v matriki W enak ni¢. Zato ne moremo
uporabiti enacbe (10) pri izra¢unu neznank & Vendar bomo dokazali, da dobimo
reditev po metodi najmanj$ih kvadratov, ée postavimo, da so diagonalni éleni 1/w;
enaki ni¢ za vse w; enake ni¢ ali pri stalno pogojenem sistemu skoraj enake ni¢.
Vrstice in stolpce razporedimo tako, da vse matrike razdelimo na dva dela: enega, ki
pripada vrednostim w; # 0 in drugega, ki pripada vrednostim w; = 0. Stevilo od ni¢
razli¢nih singularnih vrednosti je rang maitrike 4 in ga oznacimo z r. Izpeljavo
zaénemo enako kot v primeru nesingularnih vrednosti. V enacbi (7) se spremeni le
meja za seStevanje:

. I n
2 2
S® = Z (wm? % — “; EJ + E (u'ir E).
i=1 i=r+1

Minimum funkcije dobimo, ¢e postavimo pogoj, da je prvi €len enak nié:

T

T T 'V .
Z[wivix—uiE) = 0 ali

i=1
T
T . u; 1 .
v, X = -~ za i =1.,., 1
1 Wi
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Ce Zelimo uporabiti enacbo (14) za izracun neznank %, mora veljati, da je

T
T 4 u; 1 .
v, X = =0za i=r+1, ..., 1
1 Wi

kar je ekvivalentno pogoju, ki smo ga Zeleli dokazati:
—=0za i=1+1,.,u

" Dokazali smo torej, da dobimo rezultat po metodi najmanjsih kvadratov tudi v
primeru singularnega sistema, ki ga z normalnimi enac¢bami ne moremo rediti.

ZAKLJUCEK

laba stran metode normalnih enach je, da je pri slabo pogojenem sistemu (1)
nestabilna. To pomeni, da Ze majhne spremembe v sistemu povzrocijo velike
spremembe v reditvi. V tém primeru refitev ni todno izracunana. V izravaavah
prostih mreZ, kjer imamo premalo danih koli¢in, pa je sistem (4) singularen. To
pomeni, da lahko proste mreZe izravnamo le, ¢e vpeljemo dodaine pogoje med
neznankami ali pa rafunamo z razcepom SVD-ja. Vpeljevanje teh pogojev je
programersko precej zahtevno, medtem ko za reitev z razcepom SVD-ja ne
potrebujemo nobenega dodatnega dela. Programi, s katerimi izra¢unamo razcep
SVD-ja, so objavljeni in jih lahko uporabimo (Press et al. 1992).

. laba stran razcepa SVD-ja je, da potrebujemo za razcep bistveno ved

racunalniSkega pomnilnika, saj moramo imeti v pomnilniku shranjeno celotno

“matriko A in matrike U, V ter W. Do sedaj $e ni znanih algoritmov, ki bi pri razcepu
SVD-ja varéno shranjevali elemente matrik. Pri redevanju po metodi normalnih
enach je taka na primer metoda “skyline” (AmbrozZi¢ et al. 1993). Redevanje
problema po metodi najmanjiih kvadratov z razcepom 5VD-ja zahteva tudi ved
ratunskega ¢asa v primerjavi z metodo normalnih enacb. V literaturi (Golub 1989)
podajajo Stevilo racunskih operacij (“flop™). Z normalmm1 enacbami potrebu;emo
(un +n /3) operacij, z razcepom SVD-ja pa (Zun + 2n° ). Z razcepom SVD-ja
lahko zelo hitro odkrijemo vse napake merjenj, saj moramo le preveriti, kateri
popravkL s0 po izravnavi izredno veliki. Za te meritve lahko zatrdimo, da so napacne
in jth moramo popraviti ali izlo€iti.

acunalnidki program GeM (AmbroZi¢ 1988) smo priredili tako, da lahko
izravnamo poljubne mreZe v ravnini z normalnimi enacbami ali pa z razcepom
SVD-ja. Rezultatoy izravnave, dobljenih po razliénih poteh, ne navajamo, ker so v
obeh primerih enaki.
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