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Predstavljene so glavne ideje, ki so vodile do razvoja integracije. Zgodovinski pogled
na snov ponuja intuitiven pristop k poucevanju integralov.

A SHORT INSIGHT INTO THE HISTORY OF INTEGRATION

Main ideas which led to the development of integration are presented. This historical
point of view can be used as an alternative intuitive approach to teaching integrals.

Uvod

Integrali so od nekdaj obvezna snov gimnazijske matematike pri nas in po
svetu. Njihovo znanje je sestavni del splosne izobrazbe za vse dijake in nuja
za vse bodoce Studente naravoslovja in tehnike. Pri njihovem poucevanju
in nasploh pri poucevanju bolj zapletenih poglavij matematike v srednji Soli
smo velikokrat v dilemi, kako narediti kompromis med strogo matemati¢no
pravilnostjo, motivacijo, intuitivnostjo in dostopnostjo.

V Ameriki je v petdesetih letih, pri nas pa nekaj let kasneje, srednjesol-
sko matematiko zajel val tako imenovane »nove matematike«, ki je skusala
matemati¢ne pojme predstaviti dijakom na najkrajsi, najbolj eleganten in
matemati¢no pravilen nac¢in. Osnovni namen novih pristopov pri pouceva-
nju matematike je bil na hiter in korekten nac¢in ¢im vec dijakov pripraviti
na Studij tehnike, ki je imel zelo pomembno vlogo pri ogromnih potrebah
razvijajoce se industrije po drugi svetovni vojni. Zal se novi pristop v pra-
ksi ve¢inoma ni obnesel. Pozitivni ucinek je dosegel le pri res najboljsih
dijakih, preostali pa so matematiko zaceli dojemati kot sterilno znanost,
ki je vetinoma sama sebi namen. Tudi na dobrih ameriskih univerzah so
se Se posebej predavatelji tehnike pritozevali, da matematiki na izpitih po-
mecejo preveC Studentov, vecina tistih, ki izpit uspeSno opravi, pa svojega
znanja ni sposobna uporabiti v praksi. Stanje je zelo lepo opisala izjava
profesorja Mortona Browna z Univerze v Michiganu, ki bi jo zal prevec-
krat lahko uporabili tudi danes: »Studentje se naucijo zloziti skupaj nekaj
kljucénih simbolov, izjav in enacb in kompilacijo predstaviti kot sprejemljivo
resitev, ne da bi pri tem vedeli, kaj poénejo.« Stvar je §la tako dale¢, da je
leta 1962 skupina 75 znanih in uspesnih matematikov z vsega sveta napi-
sala ali sopodpisala memorandum [1] v sedmih to¢kah in pozvala k bistvenim
spremembam.
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V osemdesetih letih je prislo do resnih poskusov reforme pouka mate-
matike, ki bi matematiko priblizali SirS§i mnozici dijakov in predstavili njeno
uporabno vrednost. Tudi nekatere univerze so bistveno zmanjsale Stevilo
slusateljev v posamezni predavalnici, v predavanja so vkljucili veliko grafic-
nih predstavitev, spodbujali so diskusijo med predavanji, v snov so vkljucili
ve¢ prakti¢nih primerov, del ocene pa so predstavljali domaci projekti, kjer
je bistven del ra¢unanja opravil rac¢unalnik. Zal so dobronamerni poskusi
pogosto vodili v precej$njo zmedo in napake pri poucevanju, kasneje pa so
pogosto ugotovili, da imajo Studentje ve¢je luknje pri razumevanju osnov-
nih teoreti¢nih konceptov. Cutiti je bilo tudi odpor uéiteljev, ki so jim
bile nove metode poucevanja ali tuje ali prehud izziv in so jih veliko bolj
obremenjevale.

Zanimivo je, da je o pristopih pri poucevanju analize, Se posebej integra-
lov, temeljito premisljeval tudi znani matematik Otto Toeplitz (1881-1940).
Svoje poglede [8] je leta 1926 v Diisseldorfu predstavil nemskemu matema-
ti¢nemu drustvu. Bil je velik ljubitelj in poznavalec zgodovine matematike.
Zagovarjal je tako imenovani »genetski pristop« k pouku matematike, ki
nove matemati¢ne pojme uvede postopoma, velikokrat s pomocjo briljan-
tnih idej, ki so skozi zgodovino vodile do njihovih odkritij. Pritem vec¢inoma
posamicne konkretne probleme naravno vodi do njihovih posplositev. Eno
od njegovih bolj zanimivih spoznanj je tudi, da se pri obravnavi ni nujno iz-
ogibati anahronizmom, ki so v o¢itnem neskladju z zgodovinskim razvojem.
Tako vcasih za bolj jasno in enostavno matemati¢no obravnavo na primer
ni ni¢ narobe smiselno uporabiti matemati¢ne simbole ali celo matematic¢ne
pojme, ki v ¢asu reSevanja problema Se niso bili znani, dijakom in Studentom
pa so veliko blizje kot originalne vcasih nerodne in dolgotrajne izpeljave.

Svoja spoznanja in prakti¢ne uciteljske izkusnje je Toeplitz dolga leta
skupaj s studenti brusil in spreminjal v knjigo [9], ki naj bi postala univer-
zitetni uc¢benik zacetnih poglavij analize. Knjige mu zal ni uspelo dokon-
cati. Posthumno jo je uredil Gottfried Kéthe (1905-1989). Takoj po drugi
svetovni vojni je izSla v nems¢ini, precej preurejena pa skoraj dvajset let
kasneje tudi v angles¢ini. Vsem, ki jih zanima poucevanje matematike, Se
posebej analize, toplo priporocam, da preberejo tudi izjemno informativne
predgovore v angleski razli¢ici knjige, ki so jih napisali uredniki posameznih
izdaj Gottfried Kothe, Alfred L. Putnam (1928-1977) in David M. Bressoud
(1950).

Zal tudi genetski pristop ni idealna metoda za poucevanje integralov.
Vsi trije uredniki se strinjajo, da bi bilo knjigo tezko uporabiti kot uc¢benik
za Sirso populacijo. Zdi se jim primerna kot dodatek za bolj zainteresirane
Studente in za tiste, ki so osnovne tecaje analize ze poslusali in bi radi svoje
znanje videli v drugacni lucéi. Zelo pa se jim zdi primerna za bodoce in
trenutne ucitelje matematike.

Bralcem Obzornika, ki jih tema zanima, priporo¢am tudi Burnov ¢lanek
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[4], ki presenetljivo izérpno na zelo malo straneh povzame duh Toeplitzeve
knjige.!

V naslednjih poglavjih bom poskusal predstaviti nekaj najpomembnejsih
in najzanimivejsih korakov, ki so skozi zgodovino vodili do matemati¢no ko-
rektne definicije integrala. Morda bo kaksna od teh idej prisla prav kateremu
od uciteljev vsaj kot motivacija, zanimivost ali popestritev pri poucevanju
integralov.

Ploséina kroga

Grski sofist Antifon (pribl. 5. stoletje pr. Kr.) je prvi poskusal izrac¢unati
ploscino kroga z metodo izérpavanja ploscine. V krog je zaporedoma vérto-
val pravilne veckotnike s ¢edalje ve¢ stranicami in trdil, da je plos¢ina kroga
enaka ploS¢ini ustreznega vértanega veckotnika z neskonéno stranicami.
Danes njegova razlaga ne bi vzdrzala stroge matemati¢ne presoje, kljub
temu pa je ideja prava, njegov rezultat pa ima trdno matemati¢no podlago.

Slika 1. Antifonovo iz¢rpavanje kroga s pravilnimi 2"-kotniki. Pri vsakem dvakratnem
povecanju Stevila stranic zmanjSamo povrsino nepokritega dela za ve¢ kot dvakrat.

V krog vértajmo kvadrat. Ker ¢rtkani kvadrat ABCD na sliki 1 levo
vsebuje celoten krozni izsek ABC, je ploi¢ina osencenega nepokritega dela
kroga manjsa od plos¢ine vértanega kvadrata. Zato vértani kvadrat pokriva
ve¢ kot polovico ploséine kroga.

Oglis¢a kvadrata in preseki simetral stranic kvadrata s kroznico so ogli-
§ca pravilnega osemkotnika, ki vsebuje kvadrat in je prav tako vértan krogu
(slika 1 desno). Podobno kot prej je plos¢ina osencenega preostanka kroga

! Zahvaljujem se dr. Damjanu Kobalu, ki mi je priporo¢il ta ¢lanek.
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manjsa od polovice plos¢ine ¢rtkanega pravokotnika. Zato smo z osemkot-
nikom pokrili ve¢ kot polovico dela kroga, ki bi ostal, ¢e bi iz kroga izrezali
kvadrat.

S postopkom nadaljujemo. Z indukcijo lahko dokazemo, da po vsakokra-
tni podvojitvi stevila stranic plos¢ino nepokritega ostanka zmanjSamo vec
kot za polovico. Zato je

p(vértanega 2"-kotnika) > (1 — 2n#_l)p(krogau). (1)

Od tod vidimo, da je ploS¢ina pravilnega vértanega 2™-kotnika poljubno
blizu plos¢ini kroga, ¢e je le n dovolj veliko Stevilo.

Antifonovo delo je dopolnil Brison iz Herakleje (pribl. 5. stoletje pr. Kr.),
ki je krogu dodatno ocrtal pravilni 2”-kotnik in pokazal, da sta plos¢ini
vertanega in o¢rtanega 2"-kotnika poljubno blizu, ¢e je le n dovolj veliko
Stevilo. S tem rezultatom mu je uspelo na nekaj toé¢nih decimalnih mest
izraCcunati tudi kasneje uvedeno konstanto .

7 danas$njim znanjem lahko Antifonov rezultat uporabimo za izracun
ploscine kroga takole: Pravilni 2"-kotnik, ki je vértan v krog s polmerom
r, je sestavljen iz 2" skladnih enakokrakih trikotnikov s kraki dolzine r in
plos¢ino

1 s T Ty 1.2 s
5(2rsin g7 - rcos 57 ) = 577 sin g,

zato je plos¢ina pravilnega vértanega 2"-kotnika enaka

n—1 .
pon = 7T2Tr2 ShE S

Z vecanjem n in upostevanjem veljavnosti limite lim, o *-* = 1 dobimo,

da je ploséina kroga s polmerom r enaka mr2.

Prostornina krogle

Arhimed (287-212 pr. Kr.) je svoj izjemen obcutek za naravo uporabil pri
izra¢unu prostornine krogle. Pri tem si je pomagal z navorom in tedaj ze
znanima prostorninama valja in stozca.

Na tem mestu bomo zagresili anahronizem in Arhimedovo ponekod za-
pleteno premisljevanje utemeljili z uporabo analiticne geometrije, ki jo je
izumil Sele René Descartes (1596-1650) vec kot tisocletje kasneje. Valj, sto-
zec in kroglo bomo predstavili kot vrtenine.

Enacba (z — a)? + y? = a? predstavlja kroznico s srediséem (a, 0) in pol-
merom a (slika 2 levo). Prepisemo jo lahko v obliko 22 + y* = 2az. Enacba
bo dobila fizikalni pomen, ¢e jo pomnozimo s primernimi konstantami:

2a - (2?4 my?) = x - 7(2a)%. (2)
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Slika 2. Arhimedov izra¢un prostornine krogle. Pri vrtenju premic y = 2a, y = z in
kroznice 22 + y? = 2ax okrog abscisne osi dobimo valj, stozec in kroglo. Ko stozec in
kroglo obesimo na rocico 2a, dobimo ravnovesje navorov s silo teze valja, ki je names¢en
na nasprotni strani in ima za os daljico med fiksno tocko in skrajno rocico 2a.

Posamezne koli¢ine v enachi najprej interpretiramo takole: Na sliko naris§imo
Se premici p: y = x in ¢: y = 2a. Pri vrtenju premice p, kroznice in premice
g okrog abscisne osi na intervalu [0, 2a] dobimo zaporedoma stozec, kroglo
in valj. Koli¢ine w22, my? in 7(2a)? so ploséine krogov, ki so prerezi stozca,
krogle in valja na oddaljenosti « od ordinatne osi.

Enacbo (2) interpretirajmo fizikalno z navorom. V R3 postavimo fiksno
tocko v izhodisce koordinatnega sistema, gugalnica pa naj lezi na abscisni
osi med x = —2a in © = 2a. Prerez z ravnino y = 0 je narisan na sliki
2 desno. Tedaj enacba (2) pove, da dosezemo ravnovesje, ¢e na levi strani
gugalnice pri ro¢ici —2a obesimo rezino stozca ma? in rezino krogle my?,
na nasprotni strani pa pri ro¢ici x > 0 obesimo rezino valja 7(2a)?. Sedaj
seStejmo navore vseh rezin stozca, krogle in valja v ustreznih prijemaliscih.
Upostevajmo ze tedaj znano dejstvo, da lahko vsoto navorov vseh rezin valja
nadomestimo z navorom sile teze celotnega valja, ki prijemlje v njegovem
teziscu.

Ce torej na levi strani na rocico dolzine 2a obesimo kroglo in stozec,
dosezemo ravnovesje s silo teze valja, ki v celoti prijemlje pri rocici x = a.
Demokrit (470-360 pr. Kr.) je ze poznal prostornini valja in stozca. Enakost
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navorov zato lahko napiSemo z enacbo

+ Vkrogle) =a- (7r(2a)2 . 2a),
iz katere izra¢unamo, da je prostornina krogle s polmerom a enaka

4.3
Vi{rogle = 37ma-.

Kvadratura parabole

Arhimed je samo s pomocjo elementarne geometrije izracunal tudi plos¢ino
parabole pod njeno sekanto. Sledili bomo njegovim idejam, zaradi enostav-
nejse obravnave pa si bomo zopet pomagali s koordinatnim sistemom.

Slika 3. Arhimedova kvadratura parabole.

Naj bosta S1(a, a?) in Sa(b,b?), a < b, tocki na paraboli, podani z enacbo
y = 22 (slika 3). Izracunali bomo plogé¢ino p lika, ki ga od parabole odreze
sekanta S153. Liku bomo najprej vértali trikotnik, nato pa bomo nepokriti
del zapolnili s ¢edalje manjsimi trikotniki.

Prvi, najvecji vértani trikotnik naj ima za oglis¢a tocki Sq, Ss in dotika-
lisce T tiste tangente na parabolo, ki je vzporedna sekanti S1S53. Tangenta
na parabolo v tocki T(z, 2?), ki je vzporedna sekanti 152, ima naklon

_ b2—a? _
20 = %= =b+a,

zato gre skozi sredinsko tocko T(%52, (452)2).
Na primer s pomocjo koordinat lahko izracunamo, da je plos¢ina trikot-

nika S17T'S5 enaka
—a)\3
p= (%) (3)
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Diagonali S1T in TS ¢rtkanih pravokotnikov na sliki 3 razdelita ustrezna
pravokotnika na plos¢insko enaka dela. Zato trikotnik S17'Sy pokriva veé
kot polovico lika, ki ga dolocata parabola in sekanta.

V nadaljevanju v levi in desni nepokriti del parabole na enak na¢in vér-
tamo trikotnika. Prvi manjsi vértani trikotnik S1717T je dolocen s tockama
S1, T in tocko T na paraboli, kjer je tangenta na parabolo vzporedna se-
kanti S11. Podobno je desni trikotnik 177555 dolo¢en s tockama 1" in S in
tocko T5, kjer je tangenta vzporedna sekanti T'Ss.

Enacba (3) pove, da je plos¢ina vsakega tako vértanega trikotnika enaka
kubu polovice dolzine projekcije ustrezne sekante na abscisno os. Zato je
ploscina vsakega od trikotnikov S171T in T75S3 enaka

= (345%)" = Fpr.

Postopek nadaljujemo s $tirimi Se manjSimi trikotniki nad sekantami
S11h, ThT, TTs in 1555, nato z ustreznimi osmimi trikotniki in tako naprej.
Vsaki¢ z novimi trikotniki pokrijemo ve¢ kot polovico preostanka ploséine,
ki je Se ne pokrivajo trikotniki iz prejsnjih korakov.

Ploscina parabole pod sekanto S7.52 je manjsa od vsote plos¢in vértanih
disjunktnih trikotnikov, zato je

o0
pEp(l+2 - F+4-h+ ) =p Y & =ip. (4)
k=0

Po drugi strani z novimi trikotniki vsaki¢ pokrijemo ve¢ kot polovico nepo-
kritega dela parabole:

P<2p1,p<p1+2-2py, p<p1+2p2+2-4ps3, ...
Zato za poljubno stevilo n velja tudi
p<pi(l+ 3+ + 5l +240). (5)

Ker sta si vsoti v ocenah (4) in (5) poljubno blizu, smo s tem izracunali
ploséino parabole pod sekanto S1.59, p = %pl.

Na poti k osnovnemu izreku analize

Nikolaj Oresme (pribl. 1320-1382) je bil eden od najbolj aktivnih in bistrih
srednjeveskih mislecev. Med drugim je prvi dokazal divergenco harmoni¢ne
vrste.

Nas bo najbolj zanimalo njegovo delo na podro¢ju kinematike. Da bi
lahko graficno predstavil hitrost v vsakem Casu gibanja, je izumil stolpéne
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diagrame. Kar je danes videti samoumevno, je bilo v tistih ¢asih, ko Se niso
poznali koncepta funkcije in koordinatnega sistema, revolucionarno odkritje.
Privzel je, da se telo na posameznem ¢asovnem intervalu giblje s konstantno
hitrostjo. Nato je nad vodoravno os nanasal pravokotnike, katerih Sirina
(intensio, latitudo) je bila sorazmerna ¢asu, visina (extensio, longitudo) pa
hitrosti, ki jo je imelo telo na tem ¢asovnem intervalu (slika 4 levo).

biffoimig eniformiter variatio reddit ifor {aip. t fiaf ad inf DA
mnter oifformuter oufforme;. (1 Zatm? v 4
form ¢ dwone ¢ 1la qune ercellue gradus;
€ Diftduuz buat eade PPOrio; ada tiia p-
porioe equatia. Tla s uic erceilug gradus;  ©uidrc oifohig o

et i eq ol busreit pporto; eqota
e Ucedt gam? vinfoumic dihofig ut p; ex
oifhuuaonipus membrowm lecide ounlivig

‘Raurfug u nulie proporao feruar e nolla
pollet attends viktormucas in laumdine tali T oF, of, piffofis
fic nen effcr ynitoimuter vifio.m ¢ Difformig

F
( Lat w? oformuer oifformuter oifformig /*
/

€1la q uiter ex ccllua gradui eque outantiuz
o feruat candem proporaonem ficudm fe
cunda parte patebit. Tlotandum ramen cit
@ ficut in fupradicns D1funtoib? wbi logrur
o excetlu graduum incer (e eque dillantum P R Q (]

Slika 4. Na levi sliki so Oresmejevi diagrami, ki so predhodniki pojmov funkcije in
koordinatnega sistema, na desni pa je Galilejev dokaz izreka o srednji hitrosti.

Med preucevanjem teh stolpcnih diagramov je ugotovil, da je vsota plo-
§¢in vseh pravokotnikov enaka dolzini prevozene poti. Ce bi dovolili zelo
kratke ¢asovne intervale, bi lahko njegov rezultat interpretirali takole:

b
/ s'(t) dt = s(b) — s(a).

Prav tako je s pomocjo interpretacije diagramov izpeljal izrek o srednji hi-
trosti,? ki pove, da enakomerno pospeseno telo naredi enako pot kot telo, ki
se istocasno giblje enakomerno s hitrostjo, ki je enaka polovici konéne hitro-
sti pospesenega telesa. Zelo nazoren intuitiven dokaz sledi iz interpretacije
enakih ploséin v stolpénem diagramu. Enak dokaz je podal tudi Galileo
Galilei (1564-1642) ve¢ kot dvesto let kasneje (slika 4 desno).

Modernizacija metode izérpavanja

Luca Valerio (1552-1618) se je sistematicno lotil ra¢unanja tezis¢, plos¢in in
prostornin. Prira¢unanju se ni omejil le na klasicne like in telesa. Izracunati
je znal prostornine teles, ki imajo veliko simetrije ali pa nastanejo z rotacijo.

Izrek so odkrili matematiki z Merton Collega v Oxfordu okrog leta 1330 in ga zato
pogosto imenujemo tudi Mertonov izrek o srednji hitrosti. Walter de Merton (1205-1277)
je bil sicer politik, po katerem so poimenovali kolidz.

88 Obzornik mat. fiz. 61 (2014) 3



Kratek vpogled v zgodovino integracije

Pri racunanju je anti¢no metodo izérpavanja pripeljal blizje definiciji
Riemannovega integrala. Glede na danasnje standarde je malo nerodno na-
pisal: » Ce ravninskemu liku pada $irina z obeh strani, mu lahko vértamo in
oc¢rtamo lik, ki je sestavljen 1z samih pravokotnikov, pri tem pa se ploscini
vértanega in ocrtanega lika poljubno malo razlikujeta. « Tezje razumljivo zah-
tevo, da Sirina pada z obeh strani, bi lahko interpretirali z ra¢unanjem plo-
s¢ine pod krivuljo, ki do neke tocke raste, potem pa pada. Analogno trditev
za prostornino pod ploskvijo je napisal tudi za telesa.

Zapleteno metodo izérpavanja, ki potrebuje posredno dokazovanje s pro-
tislovjem, je prvi skusal prevesti na enostavnejse direktno sklepanje Simon
Stevin (1548-1620). S pomocjo Aristotelovih silogizmov je pokazal, da sta
koli¢ini, ki sta si poljubno blizu, v resnici enaki.

Valerio se je posrednemu sklepanju izognil s premislekom, ki bi ga v
danasnjem jeziku interpretirali takole: Ce za neka konvergentna zaporedja
(an)ns (@h)ny (bp)n in (b),)n z nenicelnimi ¢leni in limitami a, @’ # 0, b in

b # 0 velja

a
— =1 zavsen€N,
an bn
potem je tudi
1 an ! by, b
— = lim — = lim — = —.
a’ n—oo @ n—oo b’ 174

Naj bosta L in L’ lika, v katera vértujemo in okrog katerih o¢rtujemo ceda-
lje boljse aproksimacije z unijo pravokotnikov. Ce sta plos¢ini a, in a/, v L
in v I vértane unije pravokotnikov in plo§¢ini b,, in b/, oértane unije vedno
v enakem razmerju, sta v istem razmerju tudi plos¢ini likov L in L. To

I
X b q
L=—= r

M3 N

|
R
ABFCDEPQRST

Slika 5. Skica pri Cetrti lemi v prvi knjigi Newtonovih Principov: Lika sta v enakem
plos¢inskem razmerju kot plos¢ine njunih vértanih in o¢rtanih unij pravokotnikov.

81-97 89



Marjan Jerman

je vsebina éetrte leme v prvi knjigi Newtonovih Principov® (slika 5) in ka-
sneje poimenovano Cavalierijevo nacelo, ki v ravninskem primeru pravi: Ce
imata lika, ki se nahajata med dvema vzporednima premicama, enako dolge
preseke z vsako vmesno vzporedno premico, sta ploscini likov enaki. Danes
lahko gledamo na Cavalierijevo nacelo kot na poseben primer Fubinijevega’
izreka.

Infinitezimale in nedeljive koli¢ine

Johann Kepler (1571-1630) je sicer dobro poznal griko matematiko in njene
stroge standarde dokazovanja, a je bil zelo prakti¢en znanstvenik, ki je bil za
ceno rezultatov pripravljen zamizati na eno oko v primerih, ko z metodami
17. stoletja ni bilo mogoce korektno resiti kaksnega od tezjih problemov.
Praktiéne potrebe pri racunanju prostornin sodov so pripeljale do mnogih
novih metod in rezultatov, ki jih je leta 1615 objavil v knjigi Nova stereome-
trija. Like in telesa je rezal na infinitezimalno majhne ne nujno vzporedne
koscke razlicnih oblik. S pomo¢jo izjemne intuicije mu je uspelo kljub zelo
liberalnemu delu z infinitezimalno majhnimi koli¢inami vedno priti do pra-
vilnih rezultatov.

Zvezo med povrsino in prostornino krogle je recimo dobil takole: Najprej
je povrsino krogle razrezal na zelo majhne disjunktne koscke. Te koScke si
je predstavljal kot osnovne ploskve nekaksnih stozcev s skupnim vrhom v
srediscu krogle. S tem je kroglo razrezal na te neobicajne stozce. Ko je sestel
prostornine vseh stozcev, so se povrsine njihovih osnovnih ploskev sestele v
povrsino krogle. S povecevanjem Stevila stozcev so postale njihove osnovne
ploskve skoraj ravne, zato je za prostornino teh stozcev vzel kar prostornino
obicajnega stozca. Tako je dobil

T T
Vkrogle - g(sl + SQ +.. ) - gSkrogle‘

Iz Arhimedovega rezultata za volumen krogle tako lahko izra¢unamo povr-
Sino krogle Sirogle = 4712, Skupaj je Kepler izracunal prostornine 96 teles,
ki nastanejo z vrtenjem delov stoznic okrog razli¢nih osi.

Galileo Galilei (1564-1642) je trdil, da je zvezna snov sestavljena iz ne-
skonéno kosov nedeljivih delov, do katerih pa ne moremo priti z zaporednim
drobljenjem snovi. Bonaventura Francesco Cavalieri (1598-1647) je njegovo
idejo uporabil tako, da je vsak lik predstavil kot neskonéno unijo vzporednih
daljic, ki so tako tanke, da jih ne moremo vec razdeliti na tanjse dele.

S pomocjo te predstave je recimo pokazal, da imata trikotnika, na katera
deli diagonala paralelogram, enako plo§¢ino. Naj bo ABCD paralelogram

31saac Newton: Philosophiae naturalis principia mathematica
4Cuido Fubini (1879-1943)
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D C C

H F H

A B A F N G B

Slika 6. Levo je Cavalierijev dokaz, da imata trikotnika, na katera z diagonalo razpade
paralelogram, enako plos¢ino. Desno je primer, kjer metoda ne deluje.

z diagonalo AC' (slika 6 levo). Trikotnika AC'D in ABC sta sestavljena iz
daljic, ki so vzporedne osnovnici AB. Vsaki daljici EF || AB, E € AD,
F € AC, lahko najdemo natanko eno enako dolgo daljico GH || AB, G €
AC, H € BC, in obratno. Ker sta trikotnika AC'D in ABC sestavljena iz
enakih daljic, imata enako plos¢ino.

Pri previdni uporabi je Cavalierijeva metoda z nekaj srece vodila do
pravilnih rezultatov. Zelo kmalu pa je metoda dozivela resne kritike, ko so
njegovi sodobniki, med njimi na primer Evangelista Torricelli (1608-1647),
nasli primere, pri katerih metoda ne deluje pravilno.

Vzemimo recimo neenakokrak trikotnik ABC' z osnovnico AB in ga z
visino NC razdelimo na trikotnika ANC in NBC (slika 6 desno). Enako
kot prej lahko oba trikotnika sestavimo iz daljic, ki so vzporedne visini NC.
Vsaki navpicni daljici EF v trikotniku ANC' lahko najdemo natanko eno
enako dolgo navpi¢nico GH v trikotniku N BC' in obratno, vendar trikotnika
ANC in NBC ocitno nimata enake plos¢ine.

Z danasnjim znanjem analize se da lepo razloziti, zakaj Cavalierijeva
metoda enkrat deluje, drugi¢ pa ne. Ce si nedeljive daljice predstavljamo
kot zelo tanke letvice, ki sestavljajo trikotnike, sta v levem primeru letvici
EF in GH enako dolgi in enako visoki. V desnem primeru pa sta letvici EF
in GH sicer enako visoki, njuna §irina pa je v razmerju AN : NB. V danag-
njem jeziku bi rekli, da v primeru, ko daljici AN in N B parametriziramo s
spremenljivko ¢ na intervalu [0, 1], enkrat seStevamo plos¢ine pravokotnikov
z osnovnico AN - dt, drugi¢ pa ploS¢ine pravokotnikov z osnovnico N B - dt.

Ploséina pod krivuljo
Descartes je v tem ¢asu povzrocil revolucijo v matematiki z uvedbo koordi-

natnega sistema. Sam je zaradi nekonsistentnosti zavracal uporabo infini-
tezimalnih koli¢in.
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Arhimedov anti¢ni rezultat o kvadraturi parabole pove, da je plos¢ina
med parabolo y = 22 in sekanto y = a? enaka &tirim tretjinam plos¢ine

4 2‘12" §a3 zato je plos¢ina pod krivuljo y = 22 na

veértanega trikotnika,
intervalu [0, a] enaka
%(Za ca® — %ag) = %a?’.

Cavalieri je skusal priti do enakega rezultata s pomocjo novih orodij. Inter-
val [0, a] je razdelil na n enakih delov in nad vsakim delom vértal in o¢rtal
pravokotnik. Tako je v bistvu ponovno uporabil anti¢cno metodo izérpa-
vanja. Ker parabola naraSca, je spodnja ocena za ploséino p pod krivuljo
enaka )

0+ (7 G+ (U5)7),

n n n

zgornja pa
C((2)2 4 (22)2 4 (32)2 4 4 (ma)?),

n n n n

Z uporabo tedaj ze znane formule Y7 | i* = ¢n(n+1)(2n+1) je tako dobil
oceno

3 3
a’(n —1)n(2n — 1) < a n(n+1)(2n+1)'
6n3 6n3
Takrat sicer Se niso poznali koncepta limite, a je bilo Cavalieriju jasno, da
od tod sledi pricakovani rezultat p = %a?’ Podobno je s pomocjo znanih
formul za vsoto potenc zaporednih Stevil izracunal plos¢ine pod krivuljami
y=2z2"zan <9.

S pomocjo izjemnih izkuSenj z analiticno geometrijo je Pierre de Fermat
(1601-1665) izracunal ploscino pod krivuljo y = 2™ tudi v primeru, ko je
m > —1 realno stevilo. Pokazimo le, kako se je lotil spodnjih vsot (slika 7).
Najprej je izbral pozitivno stevilo p < 1 in interval (0, a] razbil na neskon¢no
razlicno dolgih podintervalov oblike (ap’, ap’~!'], i € N. Vsota ploséin nad
temi intervali vértanih pravokotnikov je enaka

S = Z t—ap)(ap" )" =

m+1 m i m+1 am+1pm(1 B :0)
- 1— pm+1
i=1

Zadnja enakost drzi, ker zaradi m > —1 velja p™t! < 1 in zato vrsta
konvergira.
V primeru, ko je m naravno Stevilo, lahko zadnjo enakost preoblikujemo
v obliko
m+1 m

_ a™p
S l4p+p ™
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Slika 7. Fermatov izracun integrala potencnih funkcij s pomocjo razli¢no dolgih podin-
tervalov.

Ko posljemo p proti 1, dobimo Cavalierijev rezultat za poljubno naravno
Stevilo m brez uporabe vsote potenc zaporednih naravnih stevil.

Ce pa m ni naravno stevilo, je v dana$njem jeziku treba izracunati limito
1— m+1
lim d
p—1 1-— P

I

ki je enaka odvodu funkcije y = 2™ v tocki 1. To je Fermat po vseh

izkusnjah z iskanjem tangent vedel in dobil rezultat, ki ga danes napiSemo
kot

a
m _ 1 m+1 o
/Oav dz = . -5a ,m > —1.

Ideja z izbiro razli¢no dolgih intervalov je verjetno prisla iz njegovih izkusenj
pri racunanju plos¢ine pod krivuljo y = % na neskon¢nem intervalu [a, 00).

Osnovni izrek analize

Osnovni izrek analize po navadi povemo takole: Ce je f zvezna funkcija na
intervalu [a,b], z € [a,b] in je

Fo) = [ " pd,
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potem je F odvedljiva in F’ = f na intervalu (a,b).
Drugace: ¢e je F' primitivna funkcija na intervalu [a, b] zvezne funkcije

f7je b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).

Prvi je osnovni izrek analize zapisal James Gregory (1638-1675). V
razsirjeni verziji ga je objavil Isaac Barrow (1630-1677), njegov ucenec Isaac
Newton (1643-1727) pa je izrek vkljucil v matematiéni kontekst. Napisimo
njegov dokaz v modernem jeziku.

r x+h

Slika 8. Skica k Newtonovemu dokazu osnovnega izreka analize.

Naj bo f nenegativna funkcija, za katero velja f(0) = 0. Za x > 0 naj
bo y = f(z), h > 0 pa infinitezimalno majhno stevilo. Naj bo z plos¢ina
pod krivuljo y = f(z) na intervalu [0, z] (slika 8). Izberimo Stevilo v, za
katero je plos¢ina pravokotnika s stranico h in viSino v enaka plo$¢ini pod
krivuljo na intervalu [z, x + h]. Plos¢ina pod krivuljo na intervalu [0, z + h]
je enaka vsoti plo¢in na intervalih [0, 2] in [x,x + h], zato je enaka z + hv.
Ce povecanje ploséine hv delimo z ustreznim povecanjem abscise h, dobimo
v. Ker je h infinitezimalno majhno stevilo, lahko vzamemo, da je enako 0,
zatojev:ying—;:y.

Ce prevedemo ploscinske in infinitezimalne argumente v danadnji jezik,
bomo opazili, da dokaz potrebuje zveznost funkcije f. Glede na argumente
v dokazu je Newton verjetno dodatno implicitno privzel, da je funkcija f
monotona. Zveznost sta definirala Sele Bernard Bolzano (1781-1848) in
Augustin-Louis Cauchy (1789-1857).

Po izreku o srednji vrednosti za zvezno funkcijo f obstaja Stevilo &, €
(x,z+ h), da je

x+h

v=fe) =t [ s

xT
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Sedaj ponovno zaradi zveznosti f velja

() = %12%) z(x + hf)b — z(x)

Z}llig%)f(fh) = f(z) =v.

Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716), ki je uvedel danasnjo nota-
cijo za odvode in integrale, je prvi poudaril, da rezultat pove povezavo med
dolo¢enim integralom in primitivno funkcijo. Interpretacija je tako mocno
vplivala na poucevanje, da vecina dijakov e danes napacno razume doloc¢eni
integral kot obratno operacijo k odvajanju.

Definicija dolo¢enega integrala

George Berkeley (1685-1753) je prvi resno podvomil o logi¢nih temeljih
Newtonove analize. Zapisal je, da tedanji analizi kljub pravilnim rezulta-
tom, ki jih daje, ne moremo zaupati ni¢ bolj kot religiji. Se posebej so
ga zmotile neskon¢no majhne koli¢ine, ki jih je primerjal z duhovi umrlih
koli¢in. Takrat obi¢ajni izracun odvoda funkcije f(z) = z? je Sel recimo
takole:

dy (z+dr)?—2? 22-dr+ (dv)?

de dx N dx

Potem so na dx nekako pozabili, ker je bilo poljubno majhno stevilo, in
dobili f’(z) = 2z. Berkeley je pri izra¢unu ponudil dve moznosti: bodisi je
dx = 0 in z njim ne smemo deliti bodisi je 2x + dx # 2z, kar pomeni, da je
izracun odvoda napacen.

Veliko izjemnih matematikov je skoraj stoletje neuspesno poskusalo utr-
diti temelje analize, zares pa je uspelo Cauchyju in Karlu Weierstrassu
(1815-1897) s korektno definiranima pojmoma limite in odvoda. Tako danes
odvod funkcije f(x) = 2 v tocki z¢ izracunamo kot limito

(g + h)% — x% B

. flwo+h) = flzo) . . 2woh + h?
lim = lim—=1lim —
h—0 h h—0 h h—0 h

=2z + dx.

= 2xg.

Zanimivo je, da je Abraham Robinson (1918-1974) sele leta 1966 logiéno
pravilno definiral infinitezimalno majhne koli¢ine kot primerne ekvivalen¢ne
razrede zaporedij realnih Stevil. Robinsonova nestandardna analiza sicer
opravic¢uje klasi¢no ra¢unanje z infinitezimalnimi koli¢inami brez danes obi-
¢ajnega ukvarjanja z ¢ in ¢, a je tako nenavadna, da se ni uveljavila niti v
poucevanju niti v raziskovanju.

Pred prvo korektno definicijo dolo¢enega integrala je prav, da se zave-
damo motivacije takratnih matematikov. Integral jim je pomenil plosc¢ino
pod grafom funkcije, kot funkcijo pa so si predstavljali predpis y = f(z), ki
je bil v ve¢ini primerov elementarna funkcija, zagotovo pa zvezna in pogosto
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tudi nenegativna ter monotona funkcija na integracijskem intervalu. Da so
lahko »smiselne« funkcije tudi drugacne, so se zavedeli Sele, ko se je pojavila
potreba po integraciji vsot Fourierovih vrst.

Cauchy je opazil, da se z ozanjem osnovnic pravokotnikov, ki imajo
osnovnico na abscisni osi in so vértani grafu, vsota njihovih plos¢in priblizuje
ploséini pod grafom. Doloceni integral je definiral za zvezno funkcijo f na
zaprtem intervalu [a, b] kot limito vsot oblike

f(xo)(x1 —20) + f(z1)(x2 —21) + ... + f(@n1)(T0 — Tpo1),  (6)
a=z0<x1<T9<...<xTpp =D,

ko gre &irina najsirsega podintervala [x;_1, z;] proti 0. Nato je pokazal, da
taksna limita vedno obstaja. Natancen pregled njegovega dokaza pokaze,
da je intuitivno pravilen, implicitno pa privzema polnost mnozice realnih
Stevil, pojem, ki takrat Se ni bil znan.

Bernhard Riemann (1826-1866) je doloceni integral posplosil na nez-
vezne funkcije. V primeru, ko je a = 9 < 1 < -+ < z, = b in so
ti € [wi—1,x] za i = 1,...,n, je izbor D = {([zi—1,x:],t:); i = 1,...n}
poimenoval oznacena delitev s §irino maxj<j<p |r; — x;—1|. Za funkcijo f na
intervalu [a, b] je nato definiral vsoto

n
R(f,D) = f(t:)(wi — xi1),
i=1
Funkcija f je Riemannovo integrabilna na intervalu [a, b] in njen integral je
enak I, ¢e za vsak € > 0 obstaja tak 0 > 0, da za vsako oznaceno delitev D
s §irino, manjso kot 4, velja

|R(f,D)—1I| <e.

Pri nas obi¢ajno definiramo integral s primerjavo spodnjih in zgornjih
vsot. To definicijo, ki temelji na anti¢nem izérpovanju ploscine, je podal
Jean-Gaston Darboux (1842-1917). Lahko je videti, da je definicija ekviva-
lentna Riemannovi.

Izkaze se, da je omejena funkcija Riemannovo integrabilna natanko te-
daj, ko je zvezna skoraj povsod. Zveznost skoraj povsod pomeni, da za vsako
(poljubno majhno) stevilo € > 0 tocke nezveznosti lezijo v Stevni uniji pri-
merno izbranih odprtih intervalov (a;, b;) s skupno dolzino ), |b; — a;| < €.
Tako na primer Dirichletova funkcija xqg, ki je enaka 1 na mnozici raci-
onalnih Stevil in 0 drugje, ni zvezna v nobeni tocki, zato ni Riemannovo
integrabilna. Karl Johannes Thomae (1840-1921) je Dirichletovo funkcijo
predelal v funkcijo

() = 0 = 0f L Y
71; x = okrajsan ulomek B qeN, peZ,
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ki je nezvezna le v vsaki nenicelni racionalni tocki, zato je Riemannovo
integrabilna na vsakem intervalu.’

Ce je funkcija integrabilna v Riemannovem smislu, se za vsako dovolj
drobno delitev Riemannova vsota malo razlikuje od dolocenega integrala, ne
glede na izbiro oznacenih tock. Ce torej iz Cauchyjeve definicije izpustimo
zahtevo po zveznosti funkcije f, je vsaka Riemannovo integrabilna funkcija
integrabilna tudi v Cauchyjevem smislu. Tezje je videti, da za omejene
funkcije velja tudi obratno.

Prakti¢ne probleme, ki so se pojavili pri integraciji bolj neobicajnih funk-
cij, recimo vsot Fourierovih vrst in funkcij, ki se naravno pojavljajo v ver-
jetnostnem racunu, je uspelo resiti Henriju Léonu Lebesgueu (1875-1941)
z vpeljavo merljivih mnozic in aproksimacijo z enostavnimi funkcijami. V
precej povrsni interpretaciji bi si lahko predstavljali, da pri Riemannovem
integralu najprej razdelimo abscisno os na podintervale in seStejemo plo-
§¢ine pokoncnih pravokotnikov, ki imajo te podintervale za osnovnico, pri
Lebesgueovem integralu pa najprej na podintervale razdelimo zalogo vre-
dnosti in za osnovnice leze¢ih pravokotnikov vzamemo ustrezne praslike. V
Lebesgueovem smislu je integrabilna tudi Dirichletova funkcija xqg. Njen
integral na intervalu [0, 1] je enak 0.
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SMnozica Q je stevna, zato lahko tocke nezveznosti funkcije 7 postavimo v zaporedje
(an)n. Vsak ¢len an zaporedja lezi v odprtem intervalu (an — 27" 2% an + 27"725) Z
dolzino 27" 'e. Vsota dolzin intervalov je enaka %5.
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