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Povzetek

V prispevku je opisana uporaba numeri¢nega rac¢unala pri raziskovanju geometrijskega pomena dolo¢enega
integrala in njegovih lastnosti ter uporaba ra¢unala pri preverjanju rezultatov resenih nalog.
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Using a Calculator to Learn Integrals

Abstract

The article describes calculator use in studying the geometric concept of an integral and its characteristics as

well as its use in the verification of the solved tasks.

Keywords: certain integral, characteristics of a certain integral, calculator

Uvod

V srednji $oli je numeri¢no ra¢unalo pri pouku matematike sko-
raj nepogresljiv pripomocek. Uporabljamo ga za rac¢unanje ko-
renov poljubnih stopenj, za ra¢unanje vrednosti kotnih funkcij,
logaritmov, za preverjanje rezultatov, pri usvajanju novega znanja
ter pri preiskovanju in reSevanju matemati¢nih problemov.

Najprej poglejmo, kako numeri¢no ra¢unalo lahko uporabimo za
preiskovanje geometrijskega pomena dolo¢enega integrala in nje-
govih lastnosti. Na $oli imamo komplet numeri¢nih rac¢unal, ki
jih lahko uporabljamo pri pouku matematike. Ve¢ina ucencev pa
pri opisanem pouku uporablja kar svoje racunalo. Na $olskem ra-
¢unalniku imamo nameséen emulator za $olski komplet racunal,
ki ga uporabimo pri demonstraciji uporabe racunala.

Do definicije in geometrijskega pomena
dolocenega integrala

Zauvod v obravnavano snov z dijaki obi¢ajno najprej pogledamo
eno izmed aktivnih slik, ki prikazuje, kako s pomoc¢jo plosc¢ine
pravokotnikov pridemo do plos¢ine lika med grafom funkcije
in abscisno osjo. Dijaki do takrat Ze znajo izracunati plos¢ino
Stirikotnika in nedolo¢eni integral, ne poznajo pa Se zveze med
dolo¢enim in nedolocenim integralom. Zatem zapisemo defini-
cijo dolo¢enega integrala.

Definicija dolo¢enega integrala:

Doloceni integral zvezne funkcije f na intervalu [a, b], je limita
vsote Xiwq f (t;) - Ax;, Kjer je t; poljubna to¢ka z intervala [x; ;, x;],
ko gredo $irine vseh delnih intervalov Ax; proti 0, $tevilo delilnih

tock pa v neskon¢nost:

Jiti)

lim, zn:f(fi) “Ax; = ff(x)dx.

Ax;=0 j=1
(Bon Klanjscek, 2012).

Preden zapiSemo geometrijski pomen doloCenega integrala, z
numeri¢nim rac¢unalom razi$¢imo, kako je plos¢ina lika, ki ga
graf zvezne funkcije oklepa z abscisno osjo na danem intervalu,
povezana z vrednostjo dolo¢enega integrala.

V ta namen vzemimo funkcijo f s predpisom f(x) = -x + 4 in
poglejmo lik, ki ga graf funkcije f na intervalu [0,6] oklepa z ab-
scisno osjo, kot prikazuje slika 1.

Ker ima funkcija f na intervalu [0, 4] pozitivne vrednosti in na
intervalu [4, 6] negativne vrednosti, zaradi laZjega razumevanja
razdelimo lik med grafom funkcije fin abscisno osjo prix = 4 na
dva dela. Plo$¢ino lika S;, ki ga sestavljata dva pravokotna trikot-
nika s plo§¢inama S, in S, (slika 1) izra¢unajmo z uporabo obraz-
ca za ra¢unanje plo$¢ine pravokotnega trikotnika, za ra¢unanje
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Slika 1: Lik med grafom funkcije in abscisno osjo.

dolocenega integrala pa uporabimo numeri¢no racunalo, kot je
prikazano na sliki 2.

Izratunane plo$¢ine in dobljene vrednosti dolo¢enega integrala
zapi$imo v preglednico 1.

Preglednica 1:

4

S = f(—x+4)dx=
0
6

S,= f(—x+4)dx=
4
6

S = f(—x+4)dx=
0

(7] e | < EORE
(afsfc]x]+]
(i fafa]+]-
anooD

i

Slika 2: Racunanje dolocenega integrala z numeri¢nim rac¢unalom.

Izpolnjena preglednica 1:

_4.4_

4
S = > 8 f(—x+4)dx=8
0

22 6
SZ=T=2 f(—x+4)dx=—2
4

S, =5+S5,=8+2=10 6
f(—x+4)dx=6
0
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Dijaki nato primerjajo izracunane plos¢ine in vrednosti dolo-
¢enega integrala. Ugotovimo, da sta na intervalu [0, 4] plo§¢ina
in doloceni integral oba pozitivna, na intervalu [4, 6] pa je do-
lo¢eni integral negativen. Vprasamo se, zakaj je prislo do tega.
Pogledamo definicijo dolocenega integrala, kjer vidimo, da je
predznak dolocenega integrala odvisen od predznaka funkcij-
skih vrednosti na danem intervalu. Na intervalu [4, 6] so vse
funkcijske vrednosti negativne, zato je tudi vrednost doloce-
nega integrala negativna. Posebej poglejmo, zakaj na intervalu
[0, 6] pride do razlike med izracunano plo$¢ino lika in vrednostjo
dolocenega integrala. Plo$¢ina je na celotnem intervalu enaka
vsoti plo§¢in, medtem ko je vrednost dolo¢enega integrala enaka
razliki med plo§¢inama likov, ki leZita nad in pod abscisno osjo.
Vse skupaj strnemo v geometrijski pomen doloc¢enega integrala:

+  Ce je funkcija f na intervalu [a, b] zvezna in povsod nene-
gativna (f > 0), je integral /! f(x)dx enak plo3¢ini lika, ki je
omejen z abscisno osjo, grafom funkcije f ter premicama
x=ainx=b.

+  Ceje funkcija f na intervalu [a, b] zvezna in povsod negativ-
na (f < 0), je integral /! f{x)dx negativen in enak nasprotni
vrednosti plo$¢ine lika, omejenega z grafom funkcije f, ab-
scisno osjo ter premicama x =ain x = b.

+  Ceje funkcija f na intervalu [a, b] pozitivna in negativna, je
dolo¢eni integral /¢ f(x)dx enak razliki med plo¢inami likov,
ki lezijo nad osjo x, in plos¢inami likov, ki leZijo pod osjo x
(liki so omejeni z grafom funkcije in abscisno osjo na danem
intervalu).

(Bon Klanjs¢ek, M. in ostali, 2012).

Raziskujemo lastnosti dolocenega integrala

Z numeri¢nim racunalom (slika 3 in slika 4) izracunamo Se nekaj
vrednosti, ki so vezane na lastnosti dolo¢enega integrala. Rezul-
tate zapiSemo v preglednico 2 in preglednico 3.

Preglednica 2:

4 4 4
f ((—0)+ @) dx = f (—x) dx + f (4) dx =
0 0 0

4 4
fz-(—x+4)dx= 2-](—x+4)dx=
0 0

e
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Slika 3: Racunanje dolocenega integrala z numeri¢nim racunalom.
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Preglednica 3:

4 3 4
f(—x+4)dx= f(—x+4)dx+f(—x+4)dx=
0 0 3

4 0
f(—x+4)dX= f(—x+4)dx:
0 4

fl(—x+4)dx: f4(—x+4)dx:
1 4
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Slika 4: Racunanje dolocenega integrala z numeri¢nim racunalom.

Z dijaki se nato pogovorimo o dobljenih rezultatih in zapisemo
naslednje lastnosti dolo¢enega integrala.

o« Doloceni integral vsote dveh funkcij je enak vsoti dolo¢enih
integralov posameznih funkcij:

b b b
f (FCO + () dx = f £ dx + f 9(x) dx

o Doloceni integral zmnozka funkcije s Stevilom je enak
zmnozku $tevila in dolo¢enega integrala funkcije:

b b
fk-f(x)dx=k-ff(x)dx

«  Ceje fzvezna funkcija na intervalu [a, b] in to¢ka ¢ poljubna
tocka na tem intervalu, je:

ff(x)dx=ff(x) dx+fbf(x) dx

«  Cemeji dolocenega integrala med seboj zamenjamo, integral
spremeni predznak:

a b
ff(x) dx = —ff(x) dx
b a
o Ce sta meji enaki, ima integral vrednost 0.
f fx)dx=0
a

(Bon Klanjscek, 2012).

Prvi del, v katerem smo raziskovali geometrijski pomen in last-
nosti dolo¢enega integrala, zaklju¢imo z zapisom osnovne for-
mule integralskega racuna, ki podaja zvezo med dolo¢enim in
nedolo¢enim integralom. Nato nekatere vrednosti dolocenega
integrala, ki smo jih prej dobili z ra¢unalom, utemeljimo Se ra-
¢unsko.

Osnovni izrek integralnega racuna
(Newton-Leibnizova formula)

Ce je f zvezna funkcija na intervalu [a, b], je
J¢ fix)dx = F(b) - F(a), kjer je F poljuben nedoloceni integral
funkcije f: F((x) = f(x) (Bon Klanj$¢ek, M. in ostali, 2012).

Preverimo naslednje vrednosti dolocenega integrala z racuna-
njem dolocenega integrala po osnovni formuli integralskega ra-
¢una:

4 x2 4 4_2 02
f(—x+4)dx=——+4x| =(-=+4-4)-(-=+4-0)=8
) 2 0 2

2
fé raydr= - s o= & 4 2 o)
| A= =73 2 -
fé R S = & a6 LS
b de=—ordx]p =13 2 -

Vidimo, da so izra¢une vrednosti enake kot v izpolnjeni pregled-
nici 1.

Za vajo izra¢unamo Se dolocena integrala:

fa rayd=-C s |3— S © 40)=l
A Ml [l 2 =2
fﬁ faydr=—C ta |t = @ 4 ¥ ra3)=2
| Cxrrddy = ddx] =73 2 =72

Vidimo, da je z izbiro delilne to¢ke pri x = 3 vrednost dolo¢enega
integrala na [0, 6] ravno tako enaka 6.

f:(—x+4)dx)=fos(—x+4)dx+f:(—x+4)dx=175+(—g)=6

Tudi te rezultate lahko preverimo na sliki 1 s pomocjo plos¢in in
ustreznim predznakom dolocenega integrala.

V nadaljevanju si oglejmo $e en primer uporabe numeri¢nega
racunala, in sicer kako numeri¢no racunalo uporabljamo za pre-
verjanje rezultatov.

Pri resevanju naslednje naloge bomo vse resitve utemeljili racun-
sko, nato pa rezultate preverili $e z ra¢unalom.
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Naloga

Na sliki je narisan graf funkcije f: [-3,3] > R s predpisom
fx) = %x3 — %x + 11in na njem tocke A, B, C, D in E (slika

5).

a)
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Slika 5: Graf funkcije f.

Izratunajte koordinate to¢k 4, B, C, D in E.

YeY Y

Natan¢no izracunajte koordinati preseciS¢a grafa funkcije
fs premico x — V2 =0,

Izracunajte absciso presecisca grafa funkcije f's premico
y = 3. Rezultat zapiSite na dve mesti natancno.

Zapisite vrednosti spremenljivke x, za katere je f(x) = 0.

Izracunajte plos¢ino lika med grafom funkcije fin absci-
Sno 0sjo.

Resitev naloge

Izrac¢unajte koordinate tock A, B, C, D in E.
Tocki A in D:
Racunsko

Ker je funkcija f definirana na intervalu [-3, 3], sta abscisi
tock A in D enaki x, = -3 in x,, = 3. Izra¢unajmo njuni or-
dinati.

1 3
ya=f(=3) =5 (-3)" =5 (-3 +1= -8

1 3
)’D:f(3):§'33_§'3+1=10

Zapisemo koordinati tocke A in D: A(-3, -8) in D(3, 10)
Rezultat preverimo z racunalom

Slika 6 prikazuje, kako z racunalom preverimo ordinato to¢-
ke A. Nato Se enkrat uporabimo ukaz CALC in preverimo
ordinato tocke D.

=
]
g=gxel

(7 s s ENRE
oBone
onaos
L o]« Joofau] =]

Vnesemo izraz in
uporabimo ukaz
CALC.

Izberemo x=-3.

Ordinata tocke A
je-8.

Slika 6: Racunanje ordinate tocke A z numeri¢nim racunalom.

Tocki Bin C:

Racunsko

V to¢kah B in C graf funkcije f seka abscisno os. Z uporabo
Hornerjevega algoritma izracunamo nicli funkcije f.

2

1 3
—x3—5x+1=0

1
E(x+2)(x—1)2=0

X1 = —2in x2'3 =1

Zapisemo koordinati tocke B in C: B(-2, 0) in C(1, 0).

Rezultat preverimo z racunalom

Na ra¢unalu izberemo ukaz za raunanje nicel polinoma tret-

je stopnje.

jafslefx]+]
(1 f2]3f+]]

(2 1e]s T
oBooa
mEaas
anono |

Vnesemo vrednosti
koeficientov g, b,
cind.

Preberemo eno
niclo:x; =-2

Preberemo drugo
niclo:x, =1

Slika 7: Racunanje nicel z numeri¢nim racunalom.
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Tocki Ein C:
Racunsko

Izra¢unamo prvi odvod funkcije f ter izra¢unamo abscisi
stacionarnih tock.

) =axt 2= =D+ 1)
;(x+1)(x—1) =0

X1 = _1,x2 =1

Izra¢unamo pripadajoci ordinati y; = f(-1) = 2 in yc = f(1)
= 0 ter zapiSemo koordinati tock E in C: E(-1, 2) in C(1, 0).

| —

Rezultat preverimo z racunalom

-

B0 = «
(a]slelx]+]
(1]2fal+]—]

[N
Preberemo
absciso prve tocke
X =-1innato
e absciso druge
tocke x.=1.

oncoo i

-

Izberemo ukaz
SOLVE.

Zapisemo odvod
funkcije fin izraz
izena¢imo z 0.

Slika 8: Racunanje nicel odvoda z numeri¢nim racunalom.

Z numeri¢nim ra¢unalom preverimo ordinati tock E in C
na podoben nacin, kot smo to naredili za ordinato tocke A.

Yoy Y

b) Natan¢no izra¢unajte koordinati presecis¢a grafa funkcije
f's premico x — V2 = 0.
Racunsko

Iz enacbe x — V2 = 0 izrazimo x = V2 ter izracunamo ordi-
nato presecisca.

1 3 3
y=§-\/§ —E'\/E+1

Yev Y

Zapisemo koordinati presecisca: P (\/E, ﬂi)

2

Rezultat preverimo z racunalom

R — .

EACREN e
oBonoe
oEnne
L O] - Jootfaa] = N

&

ﬂ-ﬂmﬂ

Preberemo ordinato

Vstavimo x = V2,
presetista 22V,
2

Vnesemo izraz in
uporabimo ukaz

CALC.

Slika 9: Racunanje ordinate presecis¢a z numeri¢nim racunalom.
c) Izratunajte absciso presecisca grafa funkcije f's premico
y = 3. Rezultat zapiSite na dve mesti natancno.

Racunsko
L drt1=3
20 T2*T T

x3=3x—4=0

Hitro se lahko prepri¢amo, da enacba nima celostevilskih
resitev. Iz narisanega grafa lahko razberemo, da bo abscisa
presecisca nekje med x = 2 in x = 3. Uporabimo metodo bi-
sekcije in izracunamo resitev x = 2,2 na dve mesti natan¢no.

Rezultat preverimo z ra¢unalom
Z ra¢unalom imamo ve¢ moznosti za preizkus.

Uporabimo lahko ukaz za reSevanje polinomske enacbe
3. stopnje ax® + bx* + cx + d = 0 ali pa zapiSemo enacbo
sx*—=>x+1=3in z ukazom SOLVE dobimo priblizek
x = 2,2. Lahko pa rezultat preverimo, kot prikazuje slika 9.

I ] =
[ 7] 8] 5 BUSEE

(7 ]a] o FERRE

(a]s]e]x] (alsle]x]+
oeans || oeane || oaans
i IEIHEIII!I IEIIIEHE'.’IEI OBEODED
Vnesemo izraz in Vstavimo y = 3. Preberemo
uporabimo ukaz absciso presecisca
SOLVE. 2,2.

Slika 10: Racunanje abscise presecis¢a z numeri¢nim racunalom.
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¢) Zapisite vrednosti spremenljivke x, za katere je f(x) > 0. d) Izracunajte plosc¢ino lika med grafom funkcije fin abscis-
1o 0sjo.
Resitev preberemo z grafa )
Racunsko
Potem, ko smo izra¢unali koordinate to¢k na grafu funk-
cije f, lahko iz slike preberemo f (x) = 0 resitev neenacbe:
xE€[-3,-2] U {1}
]
uT
10 D
2
a
7
6
5
4
E3
Sy
-4 2 0% 43
-4
=5
-6
-7
A -8

Rezultat preverimo z racunalom

Na racunalu izberemo ukaz za reSevanje polinomske ne-
enacbe tretje stopnje ax® + bx’ + cx + d < 0.

1

Slika 12: Lik med grafom funkcije fin abscisno osjo.

Najprej izra¢unajmo plos¢ino lika, ki ga graf funkcije
flx) = %x3 —zx + 1 oklepa z abscisno osjo na intervalu
[-3,-2]:

27
-8
Vnesemo Preberemo
koeficiente a, b, resitev: Izra¢unani integral ima na intervalu [-3, -2] negativno vred-
cind. X € (-o0, =21 U {1} nost, saj na tem intervalu graf funkcije flezi pod abscisno
osjo. Plo$¢ina lika med grafom funkcije fin abscisno osjo na
Slika 11: ReSevanje polinomske neenacbe z numeri¢nim tem delu enaka §; = 27
racunalom.

Na podoben nacin lahko za vajo izra¢unamo $e preostala
dva dolocena integrala ter rezultate vpiSemo v preglednico.
V preglednico zapisemo Se vrednosti pripadajocih ploscin.

Rezultat, ki je prikazan na racunalu za funkcijo f, ki je de-
finirana le na intervalu [3, 3], ni pravilen. Tega se moramo
zavedati in predlagane resitve pravilno uporabiti:

x € [-3,-2] U {1}
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Izpolnjena preglednica: Rezultat preverimo z racunalom
2 27 27 3 Z ratunalom izra¢unamo dolocene integrale, npr.:
dx = —— 2 _32
| e de=-3 Si=2 =33
1 27 27 3
]f(x)dx=— S, =—=3% n .
-2 8 8 8 RS S
3 L1
ff(x)dx=6 S3=6
1
3
51 3
3 4 4
Slika 13: Ra¢unanje dolo¢enega integrala z numeri¢nim ra¢unalom.
Zakljucek

Predstavljena uporaba numeri¢nega ra¢unala je samo ena od moznosti, ki jih lahko uporabimo v razredu
za raziskovanje in reSevanje problemov ter utrjevanje znanja. Aktivno ucenje dijakom pomaga, da so sami
vkljuceni v proces izgradnje matematicnega znanja, da vsebine bolje razumejo in si jih lazje zapomnijo. Glede
na zmoznosti in interese dijakov ter glede na zahtevnost posameznega programa preiskovane lastnosti pod-
krepimo $e z dokazi.

Utitelji matematike od dijakov pri¢akujemo, da vse reditve nalog utemeljijo racunsko in rezultate kriti¢no oce-
nijo. Ob tem veckrat pozabimo, da je danasnja generacija dijakov drugacna, tako reko¢ rojena s tehnologijo.
Nasa naloga je, da se s smiselno rabo tehnologije pri pouku skusamo ¢im bolj priblizati njihovemu na¢inu u¢en-
ja in razmisljanja v procesu usvajanja novih vsebin, tudi pri utrjevanju, poglabljanju in ocenjevanju znanja.
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