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1 Predgovor

Zaradi stalnih in ponavljajoc¢ih se zelja slusateljev po primerkih starih izpi-
tnih vprasanj sem se odlocil izdati zbirko vseh kolokvijev in izpitov pri pred-
metih kjer sem svojcas sam vodil vaje in ki v grobem ustrezajo sedanjima
Analiza IIT in Analiza IV. Zbirka je nastajala skozi ve¢ let. V tem casu
sem vodil vaje na Univerzi v Mariboru in kasneje na Univerzi v Ljubljani,
zato najbrz ne bo presenetljivo, da zasledite ponekod naslov " KOLOKVIJ 1Z
ANALIZE I1,”drugod pa " KOLOKVIJ IZ MATEMATIKE ”. Tukaj ni odvec
opozorilo, da so bili takrat vsi predmeti celoletni in ne semestrski. Tako npr.
Analiza IT pokriva celotno podrocje semestralnih predmetov Analiza 11T +1V.
Tudi termin predavanja ucne snovi je bil na eni univerzi malce drugacen
kot na drugi - tako je npr. ponekod v curriculumu tudi del¢ek diferencialnih
enach ali diskretnih struktur. V kolikor je bila vec¢ina nalog na kaksnem
od izpitov oz. kolokvijev iz teh dveh podrocij, ga nisem uvrstil v pricujoco
zbirko. Ce pa so bile naloge iz diferencialnih enaéb oz. diskretnih struktur v
manjsini, mogoce ena ali dve, sem ga vkljucil. Na tem mestu bi rad dodal,
da naloge niso moje. Vec¢inoma sem jih ¢rpal iz znanih zbirk nalog kot so

(i) M. Uséumli¢, P. Mili¢i¢: Zbirka zadataka iz vise matematike 1. Beo-
grad. Naucna knjiga, 1984.

(ii) B. G. Sergeevi¢, B. P. Demidovi¢ (prevajalec I. Uremovi¢): Zadaci i
rijeSeni primjeri iz vise matematike s primjenom na tehnicke nauke.
Zagreb. Tehnicka knjiga, 1978.

(iii) M. Dobovisek, M. Hladnik, M. Omladi¢: ReSene naloge iz analize I.
Ljubljana, Drustvo matematikov, fizikov in astronomov SRS, 1972.

(iv) V. Batagelj: Diskretne strukture. 1 - naloge. Ljubljana, IMFM FNT,
Oddelek za matematiko, 1979.

(v) M. Dobovisek, B. Magajna: Naloge iz algebre 1. Ljubljana, Drustvo
matematikov, fizikov in astronomov SR Slovenije, 1984.

(v) M. Kolar, B. Zgrabli¢: Vec¢ kot nobena, a manj kot tiso¢ in ena resena
naloga iz linearne algebre. Ljubljana, Pedagoska fakulteta, 1996.

(vi) P. Mizori-Oblak, B. Krusi¢ (avtor dodatnega besedila): Matematika
za Studente tehnike in naravoslovja, Del 1. Ljubljana, Fakulteta za
strojnistvo, 1997.



(vii) P. Mizori-Oblak, Matematika za Studente tehnike in naravoslovja, Del
2. Ljubljana, Fakulteta za strojnistvo, 1991.

(viii) P. Mizori-Oblak, Matematika za studente tehnike in naravoslovja, Del
3. Ljubljana, Fakulteta za strojnistvo, 1986.

Tu in tam pa se najde tudi kaksna izvirna naloga.

Glede na raznovrstnost snovi sem bil dolgo casa v dilemi, v katerem vr-
stnem redu naj zbirko uredim. Odlocil sem se za kronoloski razpored. Naj
na koncu zazelim obilo veselja pri resevanju.



2 Kolokviji



2. KOLOKV1J IZ ANALIZE II
2.6.1995

1. Naj bo

f(a,y) :={¢§Ty2; xzﬂ/z%o.

0; sicer

(a) Ali je f zvezna?
(b) Ali je parcialno odvedljiva v tocki (0,0)7

(c) Ali je diferenciabilna v tej tocki?

2. Poisci ekstremne vrednosti funkcije
u =223 4+ 42 + % — 22y

na obmo¢ju, omejenem s krivuljama y = 2% in y = 4!

3. Resi diferencialno enacbo
(zy* — y*) da + (1 — zy®) dy = O;

integrirajoCi mnozitelj je funkcija y-na

4. Resi enachi

(a) y///_'_y//:x2_'_1+36m
(b) A +2)%" =3(1+a)y +4y=(1+2x)°



2. KOLOKV1J IZ MATEMATIKE
15.2.1996

1. Izracunaj integral

1 b__ ,.a
/ sin(In l)x T dx (b>a>0)
0

z’ Inxzx

2. (a) Dokazi, da je

4 -
22 V/16 — 22 do = 4° B(Z, g)

0

64 ,/2T(1)
(b) Dokazi, da je 433(2,2) - %

3. Zamenjaj vrstni red integracije pri

/Old:c/fﬂx,y)dy



KOLOKVIJ IZ ANALIZE 11
16.4.1996

1. Dana je vrsta

i (1 +n§2x2 1 +(7Zn_—1§2x2) '

n=1

(a) Poisci funkcijo, h kateri konvergira.
(b) Ali je konvergenca enakomerna?

(c) Ali lahko vrsto ¢lenoma integriramo na intervalu [0, 1]7

o
coS T
dx
0 x

3. Napisi enacbo premice skozi koordinatno izhodisée, ki od parabole y? =
4x odsece del s ploscino 9.

2. Ali konvergira integral

4. Dokazi, da vrsta
© 9

>
|
“— nl
konvergira in ji izracunaj vsoto.
(Nasvet: pomagaj si s funkcijo e”.)

5. Razvij funkcijo

f@) = /:Mdt

v Taylorjevo vrsto okoli tocke 0. Za katere x dobljena vrsta konvergira

k f(x)?



KOLOKVI1J 1Z ANALIZE 11 za visjeSolce
16.4.1996

Qo

. Poiséi dolzino loka krivulje y? = 23, ki ga odsece premica x =

o0
coS T
dx
0 x

. Napisi ena¢bo premice skozi koordinatno izhodisce, ki od parabole y? =
4x odsece del s ploscino 9.

. Ali konvergira integral

. Dokazi, da vrsta
o 2

n
>

n=1
konvergira in ji izracunaj vsoto.
(Nasvet: pomagaj si s funkcijo e*.)

. Razvij funkcijo

x
v Taylorjevo vrsto okoli tocke 0. Za katere x dobljena vrsta konvergira

k f(z)?
(Nasvet: Razbij funkcijo na parcialne ulomke in vsakega razvij v Tay-
lorjevo vrsto. Dobljene vrste nato Se sestej.)



2. KOLOKV1J IZ ANALIZE II
4.6.1996

. Dana je funkcija
2

Y
f(z,y) = 21
(a) Ali jo lahko definiras v tocki (0,0), da bo zvezna?
(b) Ali je parcialno odvedljiva?
(c) Ali je diferenciabilna v tocki (0,0)?

. Liho nadaljevanje funkcije
f(t) := cos V2t

razvij v Fourierovo vrsto na intervalu [—, 7.

. Razvij funkcijo
cos iyt — 1
flay) = —— 75—
v Taylorjevo vrsto okoli tocke (0,0) in izrac¢unaj
o' f
> —-5(0).
0xdy

. Resi diferencialno enachbo
2" + 22y — 6y = 0,
ki ustreza pogoju y(1) = y(—1) = 1.

. Bodi
u(z,y) ==z + ¢(zy),
kjer je ¢ diferenciabilna funkcija. Dokazi, da tedaj velja
du u
T T ya—y = .

10



2. KOLOKVI1J 1Z ANALIZE 1II za visjeSolce
4.6.1996

. Poisci ekstrem funkcije
f(z,y) =2 + 8y* — 6ay + 5;

vsaki¢ preveri tudi, ali nastopi lokalni minimum oz. maksimum!

. Liho nadaljevanje funkcije

f(t) := cos %t

razvij v Fourierovo vrsto na intervalu [—, 7.

. Poisci prve stiri nenicelne ¢lene razvoja funkcije

flz,y) == /14 22+ y?

v Taylorjevo vrsto okoli tocke (1,2).

. Resi diferencialno enacbo

22y + 2xy’ — 6y = 0,

ki ustreza pogoju y(1) = y(—1) = 1.

. Bodi
u(z,y) =z + d(zy),

kjer je ¢ diferenciabilna funkcija. Dokazi, da tedaj velja

ou ou
T —Yy— = .

ox dy

11



KOLOKVIJ IZ ANALIZE 11
4.4.1997

1. Izracunaj integrala
sin x
(a) / —dx
SIn T + CosS T

xe’
b —d
(b) / (e ™
2. Dokazi, da obstaja in nato izracunaj doloceni integral

I::/ zlnsinx dx
0

(Nasvet: Najprej razbij integral na dva dela: foﬂ = foﬂp + f:/2. \Y
drugi integral lahko uvedes novo spremenljivko = = t + 7/2, nato pa
ga zapises kot vsoto dveh integralov. Upostevaj, da je foﬂ/ *Incostdt =
—Z1n2, pa prides do enacbe I = fow/z xInsin x dv + foﬂp xlncosx dr —
5(—=51n2). Ce sedaj preostala integrala zdruzis, in upostevas adicijski

teorem, dobis I = 27 +1In 3 OW/Qxd:c + %2 In2.)

3. Izracunaj dolzino krivulje y = # — 2In(1 + z) na intervalu [0, 1].

4. Dana je funkcija

2zy . 2 2
_JmEeE vty #0
xT,y) = ) .
f(y) {A; sicer

Ali lahko definiras konstanto A, da bo pri vsakem fiksnem = =
funkcija y — f(xq,y) zvezna povsod. Ali lahko definiras konstanto A,
da bo funkcija f kot funkcija dveh spremenljivk zvezna povsod?

12



KOLOKVI1J IZ MATEMATIKE I1
16.4.1997

1. Izracunaj dolzino krivulje, podane parametrié¢no z
w(t) =t + y(t) ==t —t

med tockama 77(0, —2) in 75(2,0).

2. Dana je preslikava A : R* — R?
A:(a,b,c,d) — (c,c,a+b,d).

Zapisi njeno matriko A v standardni bazi in pois¢i njene lastne vredno-
sti in lastne vektorje.

3. Poisci Fourierovo vrsto za funkcijo, ki je na intervalu [—m, 7] definirana
z

—5 — —ngg—éw
- . 1
flx) =qz—-%; sr<z<wm
0 sicer

in je periodi¢na s periodo 27.

4. Utemelji, da vrsta konvergira in jo tudi izracunaj na dve decimalki
natancno (brez uporabe kalkulatorjal)

S (=n"
Z n(n+1)(n+2)

n=2

13



2. KOLOKV1J IZ MATEMATIKE I1
2.6.1997

. Funkcijo
fla,y) = (v = 1)* + 2y(x — 2) + (y = 3)°
razvij v Taylorjevo vrsto okoli tocke T'(1,2).

. Poisci lokalne ekstreme funkcije

flz,y) ="+ xy —y — 32

. Poisci diferencialno enacho, katere resitve sestavlja druzina krivulj

(x—a)* +y* =a

. Poisci splosno resitev diferencialne enache

y' — 4y + 13y ==

14



2. KOLOKV1J IZ ANALIZE II
2.6.1997

1. Naj bo

f(a,y) :={¢§Ty2; xzﬂ/z%o.

0; sicer

(a) Ali je f zvezna?
(b) Ali je parcialno odvedljiva v tocki (0,0)7

(c) Ali je diferenciabilna v tej tocki?

2. Poisci ekstremne vrednosti funkcije
u =223 4+ 42 + % — 22y

na obmo¢ju, omejenem s krivuljama y = 2% in y = 4!

3. Resi diferencialno enacbo
(zy* — y*) da + (1 — zy®) dy = O;

(integracijski faktor je funkcija y-na.)

4. Razvij funkcijo f(t) := sin(zt); z € R\Z v Fourierovo vrsto na inter-
valu [—m, 7]. Nato pokazi, da je

sin 7z T
k=1

sinZz 2 o= (—1)Fk 7r 2 (—L)H(2t 4+ 1)
2= Z L2 _ .2 sm — Z (= 1)f
-z o — (2t+1)2 -z

15



KOLOKVI1J IZ MATEMATIKE 11

24.4.1998
1. Doloci dolzino krivulje
t6
) = —
ot) = -
t4
o = 2-7

med njenim preseciS¢em z abscisno osjo in njenim preseciséem z ordi-
natno osjo.

2. (a) Z integralskim kriterjem preveri, ¢e vrsta
> T
“—~ n(3n—1)

konvergira.

(b) S kvocientnim kriterijem preveri konvergenco vrste

o0 277/
2 Tham

n=1

3. Zapisi MacLaurinovo vrsto funkcije

1—=x

o)==

4. Razvij funkcijo

o) = {71‘; —rT<x<0

0; sicer

v Fourierovo vrsto na intervalu [—m, 7].

16



KOLOKVI1J IZ MATEMATIKE I1
8.6.1998

. Razvij funkcijo
fla,y) = (@ + ) (2® — y?) + 2zy(2® — y° + 4"

v Taylorjevo vrsto okoli tocke (0,0).

. Naj za funkcijo z = z(z,y) velja:

0z 0z
— =r—.
e dy
Napisi gornji izraz v polarnih koordinatah x = rcos ¢, y = rsin ¢.
. Poisci ekstreme funkcije z(x,y) = cos(z — y) sin .
. Poisci resitev diferencialne enache

y///_3y1+2y:ex+l,

. Poisci vse usmerjene grafe na treh in stirih tockah, ki so izomorfni
svojemu komplementarnemu grafu.

17



1. KOLOKVIJ IZ MATEMATICNE ANALIZE II
15.3.1999

1. Izracunaj dolzino loka krivulje

y=(&)
med tockama 7'(1,y(1)) in T(2,y(2)). (35 tock)

2. Izracunaj priblizno vrednost integrala

1
/ sin 22
0

tako, da funkcijo sint razvijes v Taylorjev polinom do reda 6. Oceni
tudi napako. (30 tock)

3. Cestna odseka z enacbo y = |z| pripeljeta vsak s svoje smeri iz ne-
skonénosti do tock 7'(0,0) oz. T'(1,1). Povezi ju s krivuljo, da bo do-
bljena pot dvakrat zvezno odvedljiva. Preveri tudi, ¢e tako sestavljena
cesta kdaj seka samo sebe. (35 tock)

18



[

KOLOKVIJ 1Z MATEMATICNE ANALIZE III
A

2.12.1999

. Doloci prostornino telesa, ki ga omejujejo ploskve z enacbami

z=4—x 2=0, 22+y°=1

(35 tock)

Izracunaj integral

/ < dr
o V1+a3

(35 tock)

[zracunaj kot med tangento, normalo in binormalo poti

7(t) := e'(sint, cost, 1)
in z-osjo, in pokazi, da je neodvisen od parametra. (30 tock)

. KOLOKVI1J 1Z MATEMATICNE ANALIZE III

B
2.12.1999

. Dolo¢i prostornino telesa, ki ga omejujejo ploskve z enacbami

z=4—2, 2=0, 2*+y*=2

(35 tock)
. Izracunaj integral
/ < dx
o V1+azt

(35 tock)

[zracunaj kot med tangento, normalo in binormalo poti

7(t) == e(e' sin(t + 1), €', e’ cos(t + 1))
in y—osjo, in pokazi, da je neodvisen od parametra. (30 tock)

19



2. KOLOKV1J IZ MATEMATICNE ANALIZE I
17.1.2000
1. Rekurzivno definiramo zaporedje na slede¢ nacin:
ay == 1; A1 = 5(a’ — 2a,)

(a) Pokazi, da je zaporedje alternirajoce (torej so ¢leni z lihimi indeksi
pozitivni, s sodimi pa negativni), in da lezi na [—1,1] (15 tock)
(b) lzrazi a,.s z a, in odtod pokazi, da je podzaporedje sodih ¢lenov
padajoce. Pokazi tudi, da je podzaporedje lihih ¢lenov monotono.

(10 tock)
(c) Pokazi, da je zaporedje (an)n konvergentno in poisci limito.
(Nasvet: pomagaj si s prejsnjo tocko) (10 tock)
2. Pod kaksnimi koti se sekata krivulji
Yy =sinxr, Y =cosz
(35 tock)
3. Poisci ploséino lika, ki ga oklepa krivulja y? = 22 — 2. (30 tock)

20



1. KOLOKVIJ IZ MATEMATICNE ANALIZE II
A

12.4.2000

1. Poisci dolzino loka astroide, tj. krivulje z enacho

y2/3+x2/3:a2/3; z,y >0

(30 tock)

2. Potenéno vrsto izrazi z elementarnimi funkcijami (tj. poiséi njeno vsoto)
s(x) == ——=x
() ; n(n+1)

(Nasvet: Pomagaj si s potencéno vrsto za funkcijo f(x) :=x - s(x)) (35
tock)

3. Poisci Fourierovo vrsto za funkcijo, ki je na intervalu [—m, 7] definirana
z

—5 — —ngg—éw
f(z) = r—%; %nggw ,
0 sicer
in je periodi¢na s periodo 2. (35 tock)

21



1. KOLOKVIJ IZ MATEMATICNE ANALIZE II
B

12.4.2000
1. Poisci dolzino loka astroide, tj. krivulje z enacho
Y23 223 = 3, 2,y <0

(30 tock)

2. Potenéno vrsto izrazi z elementarnimi funkcijami (tj. poiséi njeno vsoto)
()"
s(z) == Z
pet k(k+1)

(Nasvet: Pomagaj si s potencéno vrsto za funkcijo f(x) : =z - s(z)) (35
tock)

3. Poisci Fourierovo vrsto za funkcijo, ki je na intervalu [—m, 7| definirana
z

5T —r<z< —%71‘
fl#) =8 -2 -3 ir<az<m
0 sicer
in je periodi¢na s periodo 27. (35 tock)

22



1. KOLOKVIJ IZ MATEMATICNE ANALIZE II
A

11.3.2001

1. Iz kroga z radijem r izrezemo izsek in preostanek zvijemo v stozec.
Poisci kot izseka, pri katerem bo prostornina stozca maksimalna.
(Nasvet: Vi = oh/3, kjer je h visina stozca, o pa ploitina osnovnice.
Mogoce ti bo tudi koristila identiteta 8 72 — 28 722 + 18 2% — 323 =
2m—2x) (47? - 1272 + 32?))

(35 tock)

2. Izracunaj volumen rotacijskega telesa, ¢e mnozico
D:={(z,y) €eR?* —7/2<2<7/2, 0<y<cosr}
zavrtis okoli y—osi. (30 tock)

3. S pomoéjo Taylorjevega polinoma reda p = 5 za funkcijo sinx/2 pri-
blizno izracunaj integral

T

in oceni napako. (35 tock)

23



1. KOLOKVIJ IZ MATEMATICNE ANALIZE II
B

11.3.2001

1. Dan je krog polmera a. Iz njega naredimo stozec tako, da najprej
odrezemo izsek, in preostanek zvijemo. Poisci kot izseka, pri katerem
bo prostornina tako dobljenega stozca maksimalna.

(Nasvet: V = ho/3, kjer je h visina stozca, o pa ploséina osnovnice.
Mogoce ti bo tudi koristila identiteta 87° — 2872t + 187t% — 33 =
(2m—1t) (47% — 127t + 3¢?))

(35 tock)

2. Izracunaj volumen rotacijskega telesa, ¢e mnozico
D:={(z,y) €eR?* —7/2<2<7/2, 0<y<cosr}
zavrtis okoli z—osi. (30 tock)

3. S pomocjo Taylorjevega polinoma reda p = 5 za funkcijo sinx/3 pri-
blizno izracunaj integral

in oceni napako. (35 tock)

24



2. KOLOKVI1J IZ MATEMATICNE ANALIZE II

A
30.5.2001

1. Naj bo f : [0,7] — R definirana z f(z) := sin(2z). Razvij sodo
nadaljevanje funkcije f v Fourierovo vrsto na intervalu [—m, 7]. Preveri
tudi, kdaj je dobljena vrsta enaka f(z).

(Nasvet: Mogoce ti bo v pomo¢:

sin(a+3)—sin(a—0) cos(a—/f)+cos(a+/)
2

in pa cosacos 3 = 5 ) (35

cosasin§ =
tock)

2. Naj bosta ®, ¥ dvakrat zvezno odvedljivi funkciji. Poiséi vse tocke (z,y),
da je
, 0%z ,0%2

Yo Vap =0
kjer je z(z,y) := ®(xy) + /2y¥(y/) (30 tock)

3. Poiséi ekstrem funkcije f(z,y) := y* — 322 + 2y na obmo¢ju, omejenem
z elipso x2 /4 + y? = 1.
(35 tock)

25



2. KOLOKVI1J IZ MATEMATICNE ANALIZE II

A
30.5.2001

1. S pomocjo potenéne vrste izracunaj vsoto

2. Naj bo f : [0,7] — R definirana z f(z) := cos(

. on—1
> =

n=1

(30 tock)

). Razvij liho nada-
ljevanje funkcije f Fourierovo vrsto na intervalu [—m, 7|. Preveri tudi,

kdaj je dobljena vrsta enaka f(x).
— sin(a—f)+sin(a+3)
2

(Nasvet: Mogoce ti bo v pomo¢: cosasinff = in pa

cos avcos [ = COS(O‘_B);COS(O‘JFB) ) (35 tock)

. Poisci ekstrem funkcije f(z,y) := 2? — 3y + 22 na obmo¢ju, omejenem
s krivuljama y? = x in 2 + y? = 5. (35 tock)

26



2. KOLOKVI1J IZ MATEMATICNE ANALIZE II

B
30.5.2001
1. S pomocjo potenéne vrste izracunaj vsoto
i 3n+1
2n

n=1

(30 tock)

2. Naj bo f : [-m, ] — R definirana z f(z) := cos(5). Razvij jo v
Fourierovo vrsto na intervalu [—m,7]. Preveri tudi, kdaj je dobljena
vrsta enaka f(z).

(Nasvet: Mogoce ti bo v pomoé: cosasin 3 = —Snle=t ?Sin(aw ) in pa

cos avcos [ = COS(O‘_B);COS(O‘JFB) ) (35 tock)

3. Poisci ekstrem funkcije f(z,y) := y* — 32?2 + 2y na obmo¢ju, omejenem
s krivuljama 2? = y in 22 + y? = 5. (35 tock)
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1. KOLOKVIJ IZ MATEMATICNE ANALIZE II

A
12.4.2002
1. Obmocje D omejujejo krivulje 2 = 0, . = 1, y = 0, y = 2. Izrac¢unaj
povrsino telesa, ki nastane z rotacijo D okoli abscise. (30 tock)
2. S pomocjo Euler-McLaurinove formule izra¢unaj Zi(fg k2.

n— . b J i b r rb
(Nasvet: h 5373 glajh)—[? () de = S5, 585 (g0 D ()] +(=1)P 155 [2 Py (a)g®) (@)

J=173r
poleg tega pa je

Bo(z) =1 By(z)| = 1.
o(z) e |Bo()]
1
Bi(x) = <— <§) + x) ;?[%ﬁ] |Bi(z)| = 0.5
1
By(x) = <— —x+ xQ) max_|Ba(z)| = 0.166667
6 z€[0,1]
By() = (&322 4 4o max |Bs(z)| = 0.0481125
W\ 2 2 sejo) S E
1
By(z) = (— (— +a2%—22% + x4> max |By(x)| = 0.0333333)
30 z€[0,1]
(35 tock)

3. Razvij F(xz) := [ sint?dt v Taylorjevo vrsto okoli 2o = 0. Izracunaj
tudi FM(0).
(35 tock)
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1. KOLOKVIJ IZ MATEMATICNE ANALIZE II
B

12.4.2002

1. Obmogje D omejujejo krivuljex = 1, = 2, y = 0, y = 323. Izra¢unaj
povrsino telesa, ki nastane z rotacijo D okoli abscise. (30 tock)

. : 2002
2. S pomo¢jo Euler-McLaurinove formule izracunaj » g0 k2

n— . b J i b r rb
(Nasvet: h 5373 glajh)—[? () de = S5, 585 (g0 D ()] +(=1)P 155 [2 Py (a)g®) (@)

J=173r
poleg tega pa je

Bo(z) =1 By(z)| = 1.
o(z) e |Bo()]
1
Bi(x) = <— <§) + x) ;?[%ﬁ] |Bi(z)| = 0.5
1
By(x) = <— —x+ xQ) max_|Ba(z)| = 0.166667
6 z€[0,1]
By() = (&322 4 4o max |Bs(z)| = 0.0481125
W\ 2 2 sejo) S E
1
By(z) = (— (— +a2%—22% + x4> max |By(x)| = 0.0333333)
30 z€[0,1]
(35 tock)

3. Razvij F(z) := fom cost? dt v Taylorjevo vrsto okoli zy = 0. Izracunaj

tudi F©(0). ( |
35 tock
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2. KOLOKVI1J IZ MATEMATICNE ANALIZE II
A

31.5.2002

1. S pomo¢jo Beta funkcije (B(p,q) := fol tP=1(1 — ¢)771 dt) izracunaj in-
tegral

/2 dx
) Voot
(35 tock)

2. Razvij funkcijo f(z) := sin 22 po kosinusih na [—7, 7]. Kdaj je dobljena
vrsta enaka f(x)? (20+10=30 tock)

(Nasvet: sin(«) sin(f) = Cos(a_ﬁ)gcos(aw); cos(f) sin(a) = Sin(a_ﬁ);sm(a*ﬁ))

3. Identiteta v + v = x; u® + v® = y doloca funkciji v = u(x,y); v =

v(z,y). Pokazi, da je % = % S pomocjo tega rezultata izracunaj

se %, ¢e je f(u) = usinu.
(10+25=35 tock)
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2. KOLOKVI1J IZ MATEMATICNE ANALIZE II
B

31.5.2002

1. S pomo¢jo Beta funkcije (B(p,q) := fol tP=1(1 — ¢)771 dt) izracunaj in-
tegral

/3 dx
Ve
(35 tock)

2. Razvij funkcijo f(z) := cos2x po sinusih na [—m, 7]. Kdaj je dobljena
vrsta enaka f(x)? (20+10=30 tock)

(Nasvet: sin(«) sin(f) = Cos(a_ﬁ)gcos(aw); cos(f) sin(a) = Sin(a_ﬁ);sm(a*ﬁ))

3. Identiteta v + v = x; u® + v® = y doloca funkciji v = u(x,y); v =
v(z,y). Pokazi, da je g—z = S pomocjo tega rezultata izracunaj

qaf
dy’

1
3(v2—u?)"
se &, ¢e je f(v) =wvsinw.

(104+25=35 tock)
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1. KOLOKVIJ IZ MATEMATICNE ANALIZE II
12.4.2003

1. Izracunaj dolzino loka krivulje
y = arcsin(e ")

med tockama T'(0, y (0)) in 7(1, y(l))

(Nasvet: —1yr = 5261‘—1 in ch’z — sh’z = 1.) (30 tock)
2. Razvij funkcijo f(z) := 1_032(962) v Taylorjevo vrsto okoli zp = 0 in
izracunaj f?(0). Za katere z je vrsta enaka f(x)? (35 tock)

3. S pomocjo Hermitove formule

[ 5@ a3 Flaking = 020701+ (@)1 120 0)= (@) +r(a0.1)

(kjer je |r(a,b,h)| < 2 f |fW ()] dx) sestej
999

D

i=11

in oceni napako. (35 tock)
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1. KOLOKVIJ IZ MATEMATICNE ANALIZE II
23.4.2003

1. Izracunaj dolzino loka funkcije

T

y=e
med tockama 7'(0,y(0)) in T'(1,y(1)).
(30 tock)
2. Razvij funkcijo f(z) := ﬁ v neskonc¢no Taylorjevo vrsto okoli zq =
0 in izracunaj f9(0). Za katere x je vrsta enaka f(z)? (35 tock)

3. S pomocjo Hermitove formule
b n—1
/ f(z) déB—hZ flatih) = h/2(f(0)+f(a))—h*/12(f'(b)—f'(a))+r(a, b, h)

(kjer je |r(a,b,h)| < L ab|f(4) (z)| dz) sestej
099
27
i=21

in oceni napako. (35 tock)
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2. KOLOKVI1J IZ MATEMATICNE ANALIZE II

A
2.6.2003

1. Naj bo f : [0, 7] — R definirana z f(z) := cos(2z). Razvij liho nadalje-
vanje funkcije f v Fourierovo vrsto na intervalu [—m, 7). Preveri tudi,
kdaj je dobljena vrsta enaka f(x).

(Nasvet: Mogoce ti bo v pomo¢:

sin(a+3)—sin(a—0) cos(a—/f)+cos(a+/)
2

in pa cosacos 3 = 5 ) (35

cosasin§ =
tock)

2. Naj bosta ®, ¥ dvakrat zvezno odvedljivi funkciji. Poiséi vse tocke (z,y),
da je
, 0%z ,0%2

Yo Vap =0
kjer je z(z,y) := ®(xy) + /2y¥(y/) (30 tock)

3. Poiséi ekstrem funkcije f(z,y) := 22 — 3y + 22 na obmo¢ju, omejenem
z elipso o2 + y?/4 = 1.
(35 tock)
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1. KOLOKVIJ IZ MATEMATICNE ANALIZE II
5.4.2004

1. Lik, omejen s koordinatnima osema in krivuljo y*? +2%? = 1 zavrtimo

okoli abscie (z—osi). Pois¢i volumen vrtenine.
(Nasvet: V = [7 f()? dx) (35 tock)

. Zapisi Taylorjevo formulo reda n = 10 okoli Z := 0 za funkcijo f(z) :=
cos(z?) in oceni napako, ¢e r € [—1,1]. (30 tock)

. Potené¢no vrsto izrazi z elementarnimi funkcijami (tj. poiséi njeno vsoto)

N (=D
s(x) == Z mx

n=2

(Nasvet: Pomagaj si s potencéno vrsto za funkcijo f(x) : =z - s(z)) (35
tock)
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2. KOLOKVI1J IZ MATEMATICNE ANALIZE II
31.5.2004

1. V enacho % —r=y— g—Z za funkcijo v = u(x, y) uvedi nove spremen-
ljivke a :=x —y, b := xy.

Preveri, ali se v novih spremenljivkah enacba glasi % =0, ali pa % =0.
(35 tock)
2. S pomocjo Euler-McLaurinove formule
ol b P hi , b heo [
3 slai)- IRCES > Bl @] o | P @) da
sestej S poy k. (30 tock)
3. Poisci vse lokalne ekstreme funkcije z = y* + cos(z — y). (35 tock)
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3 Pisni izpiti



IZPIT IZ MATEMATIKE III
24.1.1994

zly| .
—— ;(z,y) # (0,0
. Podana je funkcija f(z,y) := {vx +y (#.9) # (0,0

0 ; sicer

(a) Izracunaj smerne odvode funkcije f v izhodiscu.
(b) Ali je funkcija zvezna?
(c) Ali je odvedljiva v izhodigcu?

Odgovore utemelji!

. Oznacimo z Jy Besselovo funkcijo nicelnega reda. Dokazi, da je

.. /2 ca>0
sin ax
/ . Jo(z)dr = < arcsina  ;|a| <1
’ /2 a<-—1

(Nasvet: Jo(z) lahko pisemo tudi kot Jo(z) = 2 OW/ “cos (z cos ) df; po-

leg tega pa bo verjetno potrebno uporabiti znano enakost fooo % dr =

/2.)

.S pomocjo razvoja funkcije
fl@)=(n*=2®)?*  we€(-mm)
v Fourierovo vrsto, izracunajte vsoto:
- 1

£ 2k + 1)

. Poisci vse singularne tocke diferencialne enache II reda
(322 + Tz + 4)w" + (182 + 22)w' + 18w = 0.

V okolici vsake pravilne singularne tocke poiséi tudi splosno reSitev
gornje enache!
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IZPIT 1Z ANALIZE 11
13.9.1994

/°° dx
5 x(lnz)k

. Dokazi, da je integral

konvergenten le za k > 1!

. Funkcijo

@) = {2;)3; . T < 3w

(x —m)% x>3m
razvij v Fourierovo vrsto na [27, 47]. Koliko je s(0)? (s(z) je Fourierova

vrsta funkcije f.)

. Izracunaj vsoto
> K (k- 1)k
k=0

Za katere x vrsta konvergira?

. Cejex =rcosf in y = rsinf, pokazi, da je

9?0 _ cos2¢ |
oxdy r2

. Resi diferencialno enacbo zy’ —y = /22 + y2, y(1) = 1!
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IZPIT 1Z ANALIZE 11
14.2.1995

. Poisci ekstreme funkcije
f(xvyuz) = 25(3+2y—2,

znotraj enotske krogle s sredis¢em v izhodiscu koordinatnega sistema.

gente z koordinatnima osema in tocka (0,0) konstantno enaka a?.

. Sklenjeni krivulji
r=a(l4cos¢) in r=a(l+sing)
omejujeta dva ravninska lika. Izrac¢unaj plosc¢ino in obseg preseka teh
dveh likov.
. Dana je funkcija
f(z,y) == xlog(a® +y?) .

(a) ali je zvezna?

(b) ali je zvezno parcialno odvedljiva?
. Naj bo

ft) = log% in u(z,y) = f(z* + 7).

Poisci tiste tocke, kjer je
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IZPIT IZ MATEMATIKE III
14.2.1995

] e

kjer integriramo znotraj enotske krogle s sredis¢em v izhodiscu.

. Izracunaj

. Doloéi v formuli

/_1 f(z)dr = aof(xo) + arf(z1) + R

utezi ag, a; in vozle xg, r1, da bo formula natancna, tj. da bo R =0 za
vse polinome stopenj 0, 1,...,n. Kako velik je sploh lahko n?
. Dokazi, da je

Rot(f x @) = (Grad ) @~ (Div f)a;

pri cemer je Grad f matrika, v katere vrsticah so gradienti posameznih
komponent vektorske funkcije f

. Funkcijo f(z) := cos(zx) razvij v Fourierovo vrsto na intervalu [—m, 7].
Odtod izracunaj koeficiente a; v formuli

o0

ctg(mz)
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IZPIT 1Z ANALIZE 11
11.4.1995

. Poiséi krivuljo, ki gre skozi tocko T'(1,0) in v vsaki tocki krivulje ve-
lja: odsek tangente na ordinatni osi je enak razdalji med dotikalisS¢em
(tangente na krivuljo) in koordinatnim izhodiséem.

. Dokazi, da funkcija z = arctani ustreza enacbi

0z 0z U—0

ou Ov  u?2+v2

tujer=u+viny=u—v!

. Poiséi splosno resitev diferencialne enacbe (1 — z2)y” — xy’ + 9y = 0.
(Nasvet: ena izmed resitev, y; je polinom tretje stopnje. Splosno resitev
dobis tako, da postavis y := y;z in poisces neznano funkcijo z.)

. Doloé¢i najmanjso in najvecjo vrednost funkcije

f(z,y) =2 +y*> — 3ay

na obmoc¢ju D = {(z,y);0 <z <2 —1 <y <2}

. Razvij liho nadaljevanje funkcije f(x) := coszx v Fourierovo vrsto na
intervalu [—m, w]. Odtod izracunaj vsoto

2k+1
2V o

00
k=0
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IZPIT IZ MATEMATIKE III
6.6.1995

1. Krivulja 7(s) je podana z naravnim parametrom s. Pois¢i tak vek-
tor A(s), za katerega velja:

dt - - di -
= A T Ax i
s X 1, s X n;

tu sta ¢ in 7 tangenta oz. normala krivulje 7.
(Nasvet: Frenetove formule.)

2. Izracunaj integral

3. Pois¢i neznano diferenciabilno funkcijo f, za katero je f(0) = 0, in je
polje . -
U= (1+ 2% f(x)7+ 2zyf(x)]— 32k

solenoidalno. Nato najdi tudi tisti njegov potencial, pri katerem je
zadnja komponenta nicelna.
(Nasvet: f je oblike %, kjer je p polinom tretje stopnje.)

4. Poisci prve tri pozitivne korene encbe

rsinx = 1.

Koreni naj bodo izra¢unani na 5 decimalk natanc¢no.
(Nasvet: nalogo si precej olajsas s skico.)
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IZPIT 1Z ANALIZE 11

13.6.1995
. Ali vrsta
> (=0
n=1
konvergira?

. Razvij funkcijo

1 +sinzy + zy sinzy
1+ a2y

fzy) =

v Taylorjevo vrsto okoli tocke (0, 0)

. Poisci splosno resitev diferencialnih enach

(a) ydr = \/y?> + 22 dy

(b) ¥ +y =232,

3

Ali ima enacba (a) tudi singularno resitev?

. Doloci ekstremne vrednosti funkcije

flz,y) =2 +y*> — 3ay

na obmocju D := {(x,y);x < y?, —2x > y}.

. Izracunaj vsoto

> 2k + 1
—_ k—
YV

(Nasvet: razvij liho nadaljevanje funkcije f(x) := cos zx v Fourierovo
vrsto)
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IZPIT 1Z ANALIZE 11
11.6.1996

1. Dana je funkcija

1 r—1 2n+1
/(@) ::Z4n2—1 <x+1>

(a) Kje je definirana?
(b) Izrazi jo z elementarnimi funkcijami
(¢) Poisei Y07, m.
(Nasvet: s substitucijo jo pretvori v potencno vrsto!)
2. Za pozitivna Stevila x,y in z velja zveza x + y + z = 1. Pri katerih
vrednostih doseze funkcija

f(!L”,y, Z) = Pt yp2 ~P3

najvecjo vrednost? (Tu je py, pa, ps > 0.)

3. Razvij funkcijo

fa) = {ﬂ'l’ — % z € (—m,0)

22 — 3nx +27% x € (0,7)

v Fourierovo vrsto in z njeno pomocjo dokazi, da je

2

- 1 s
Z (2n —1)? B

n=1

4. Poiséi resitev diferencialne enacbe

2y = x\y — a2+ 2y
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IZPIT 1Z ANALIZE 1II za visjeSolce
11.6.1996

1. Izracunaj

n-+2n!
n=1

2. Izracunaj plosc¢ino zanke Descartovega lista

3t 3t?

3. Razvij funkcijo

flz) = {Wat—x ; x € (—m0)

2? — 31z +27% x € (0,7)
v Fourierovo vrsto in z njeno pomocjo dokazi, da je
> e
— (2n —1)? 8
4. Poisci ekstreme funkcije
22° + 42 + y* — 2wy
na obmocju, omejenem s krivuljama
y=2> in y=4
5. Poisci polinomsko resitev enacbe

(1—22%)y" +2y +4y =0



IZPIT 1Z ANALIZE 1II za visjeSolce

27.8.1996
. Izracunaj vsoti
i n+2 o0 n
S e Y
“—n+2 n! “—n+2 n!

.V trikotniku ABC s koordinatami A(0,0), B(1,0) in C(0,1) poisci
tocko, katere vsota razdalj do temen trikotnika je maksimalna.

. Razvij funkcijo

v Fourierovo vrsto.

. Bodi funkcija z = z(z,y) podana implicitno z

(x2 +y? + 22)3 =4’z

Poisci totalni diferencial funkcije z.

. Resi naslednji diferencialni enacbi:

"

(a) y" +y =a".
(b) 2%y" — 3y + 4y = 2°.
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IZPIT 1Z MATEMATIKE 11
20.2.1998

1. Razvij funkcijo
fla,y) = (@ + ) (2® — y?) + 2zy(2® — y° + 4"

v Taylorjevo vrsto okoli tocke (0,0).

2. Poisci prehodno matriko med standardno bazo in bazo, podano z

—

i—6j
+ 125

1=

Sl

82 =

V novi bazi izrazi tudi matriko
1 3
(1)

3. Doloci dolzino krivulje

ot) = %
yt) = 2—%

med njenim presecis¢em z abscisno osjo in njenim preseciséem z ordi-
natno osjo.

4. Poiséi resitev diferencialne enacbe

y"' =3y +2y=¢€"+u
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5. Poisci najkrajse vpeto drevo v grafu

49



IZPIT 1Z MATEMATIKE I1
24.6.1998

. Poisci povrsino vrtenine, ki nastane z rotacijo pozitivnega dela funkcije
2

y=2+zv—uw

okoli abscisne osi.

. Liho nadaljevanje funkcije
f@) =1  (&>0)

razvij v Fouirerovo vrsto na [—m, 7).

. Razvij funkcijo
fla,y) = V1—-a?—y?

v Taylorjevo vrsto okoli tocke 7°(0,0) do vkljuéno polinoma ¢etrte sto-
pnje.

. Poisci splosno resitev diferencialne enache

y' -4y +dy =z

. S pomocjo Dijkstrinega algoritma poisci najkrajsi pot med tockama T;
in Ty v grafu
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IZPIT 1Z MATEMATIKE 11

7.9.1998
. Poisci povrsino lika, ki ga omejujejo krivulja y = wliQx in premice xr =
0, z=e!tery=0.
. Izracunaj vsoto
i (i (—1)">
vt 3n 2n
.V diferencialno enacbo
0z 9z
or  Oxdy

za funkcijo z = z(x,y) uvedi nove spremenljivke £ in 7, ki se s starimi
izrazajo kot: £ +n =z, £-n=y.

. Poisci splosno resitev diferencialne enache
/

y/l_y/l_yl+y:€x_1

. Poiséi najkrajse vpeto drevo v naslednjem grafu. (Vse daljice brez
oznak imajo dolzino 1.)
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IZPIT 1Z MATEMATIKE 11
20.8.1998

. Poiséi ploséino med krivuljo y = (2 4+ 23)e™*" in njeno asimptoto.

. Poisci ekstreme funkcije

flx,y) =2 —3ay+ 20 +y+x—2

. Razvij funkcijo f(z,y) := % V Taylorjev polinom okoli tocke 7°(0, 0).

. Poisci splosno resitev diferencialne enache

y" — 3y 4+ 2y =2x+cosx

. Poiséi najkrajso pot med 77 in T3 v naslednjem grafu. (Vse daljice brez
oznak imajo dolzino 1.)

o4
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POPRAVNI KOLOKVIJ IZ MATEMATICNE
ANALIZE 11

21.6.1999

. Po metodi najmanjsih kvadratov aproksimiraj funkcijo v/ s polino-
mom stopnje najvec¢ ena v tockah z = 0,1,4 in 9.

. Bodi z € R\Z. Razvij funkcijo f(z) := cos(zz) v Fourierovo vrsto na
intervalu [—m, w|. Nato izra¢unaj vsoto

—1)*
PR

k=0

[e.9]

(Nasvet: mogoce ti bo v pomo¢ identiteta cos a cos 3 = <=~ );COS(O‘W )

. Poiséi maksimum funkcije z = 22 — x — y? na trikotniku z oglis¢i v

tockah 7°(0,0), 7'(1,0), 7(0,1).

T sinxy

. Razvij funkcijo f(z,y) := v Taylorjevo vrsto okoli tocke T'(0,0)

in poiséi vrednost aﬁ#afyg(o, 0)

. Izracunaj dvojni integral

/ / sin % dxdy,

D

kjer je D obmocje, omejeno s premicami x = 0, y = 7 ter kubi¢no
parabolo y = /.
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POPRAVNI KOLOKVI1J 1Z INZENIRSKE
MATEMATIKE (5tudij ob delu)

30.6.1999

. Za katera realna stevila x velja neenacha
v — 1| < |z + 1]
. Pokazi s popolno indukcijo, da je

1 N 1 . 1 _n
1-3 3.5 2n—1)(2n+1) 2n+1

. Poisci pravokotno projekcijo premice p: x+y—2 =1, v+ 2 = 2 na
ravinino Il : oz —y 4+ 2z = 3.

. Poiséi lastne vrednosti matrike

2 0 O
A=10 2 -1
-1 1 0

Pri vsaki lastni vrednosti poiséi tudi vse linearno neodvisne lastne vek-
torje.

. Napisi enacbo tangente in normale na krivuljo y = (x —1)(z —2)(z —3)
v tocki x = 2, kjer krivulja seka abscisno os. V tej tockah poiséi tudi
kot med krivuljo in absciso.

. Poisci dolzino loka krivulje

In(z)
2

_r_
Y7
odx=1doz=ce.
. Naj bo f(z,y) := 2® In(xy). Izracunaj

of of  of  Pf  Pf
8x+8y+$8x2+y8y2 yaxﬁy

o7



8. Skiciraj integracijsko obmocje, zamenjaj vrstni red integracije in izracunaj
dvojni integral:

1/2 \/1—(z—1)2 1 Vi—z?
/ dx/ xydy+/ dx/ xy dy
0 —/1—(z—1)2 1/2 —/1—22

Vsaka naloga prinese po 15 tock.

58



POPRAVNI KOLOKVIJ IZ MATEMATICNE
ANALIZE 11

13.9.1999

. S pomocjo potencne vrste poiséi vsoto

o0

n+1

n=1

. Ravni cesti z enachama y = —x + 1 oz. ¥y = x nas pripeljeta iz ne-
skonénosti do tock 7'(0,1) oz. T'(1,1). Manjkajoc¢i odsek ceste naredi
tako, da bo celotna trasa potekala po dvakrat odvedljivi krivulji.

. Bodi z € R\Z. Razvij funkcijo f(x) := sin(zz) v Fourierovo vrsto na
intervalu [—m, w|. Nato izra¢unaj vsoto

i kk sin kx)

k=0

cos(a—/3)—cos(a+/3) )

(Nasvet: mogoce ti bo v pomo¢ identiteta sin asin 3 = 5

. Poiséi pogojni ekstrem funkcije u(x,y) := ax + by, ¢e tocka lezi na
kroznici 2% + y? = 1.

. Skiciraj integracijsko obmocje in zamenjaj vrstni red integriranja

V1422
/ dx/ (z,y dy+/ dm/ dy
V1-(@-1)? 1/2
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POPRAVNI KOLOKVIJ IZ MATEMATICNE
ANALIZE 11

15.11.1999

. S pomocjo potencne vrste poisci vsoto
[e.9]

1
Z (n+1)3"

n=1

. Naj dvakrat zvezno odvedljiva funkcija v = u(x,y) zadoscéa identiteti

u  0%u

o o
Pokazi, da se z uvedbo novih spremenljivk ¢ = z—t, n = x4+t identiteta

glasi
0%u N 1 0
ocom 40T

. Poisci ekstremne vrednosti funkcije
g(x,y) = 20° + 42® + y* — 2xy
na obmodcju, omejenem s krivuljama y = 2% in y = 4.

. S pomocjo razvoja funkcije f(z) := (7% — 2?)? v Fourierovo vrsto na
intervalu [—m, 7|, izracunaj

00 _1)"
;(My

n—1

(Nasvet: [ 2 cos(aw) do = “0@8) | e coslan) p n=n® [ 412 cos(aa) da)

. Priblizno izracunaj integral s pomocjo razvoja funkcije v/1+t v bi-
nomsko vrsto reda 5 in nato oceni napako.

1
/ AT+ tdt
0
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IZPIT IZ MATEMATICNE ANALIZE III
A

14.1.2000

] e

kjer integriramo znotraj enotske krogle s sredis¢em v izhodiscu.

1. Izracunaj

2. Dokazi, da obstaja tak nenicelni (konstanten) vektor @, da krivulja

oklepa z njim konstanten kot.

1
1
/ n(1+x)dx
0 1‘|‘l’2

1 In(14-azx)
0 1+

3. Izracunaj

(Nasvet: pomagaj si z funkcijo f(«) := dzr. Odtod je gornji

integral enak f(1) — £(0).)
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IZPIT 1IZ MATEMATIKE III
27.1.2000

1. Krivulja 7(s) je podana z naravnim parametrom s. Pois¢i tak vek-
tor A(s), za katerega velja:

N /- S
= A T Ax i
s X 1, s X n;

tu sta ¢ in 7 tangenta oz. normala krivulje 7.
(Nasvet: Frenetove formule.)

2. Izracunaj integral

3. Pois¢i neznano diferenciabilno funkcijo f, za katero je f(0) = 0, in je
polje . -
U= (1+ 2% f(x)7+ 2zyf(x)]— 32k

solenoidalno. Nato najdi tudi tisti njegov potencial, pri katerem je
zadnja komponenta nicelna.
(Nasvet: f je oblike %, kjer je p polinom tretje stopnje.)

4. Poisci prve tri pozitivne korene encbe

rsinx = 1.

Koreni naj bodo izra¢unani na 5 decimalk natanc¢no.
(Nasvet: nalogo si precej olajsas s skico.)
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POPRAVNI KOLOKVIJ IZ MATEMATICNE
ANALIZE 111

9.3.2000

. Doloc¢i spremljajoci trieder T, N, B za krivuljo
7(t) := (t —sint, 1 — cost, t)

prit = 0.

. S pomocjo integrala poiséi volumen telesa, ki ga omejujejo ploskve z
enacbami

=22+’ +1, 2+y=1 2=0, 2=0, y=0

.S pomocjo integrala pois¢i volumen telesa, ki ga od hiperboloida

22yt = a2

odreze valj 22 + y? = a?.

. Izracunaj integral

x
. Izracunaj P
ez
/0 tanxdz
(Nasvet: pomagaj si s funkcijo f(«a) := Oﬂ/z de)

. Poiséi neznano diferenciabilno funkcijo f, za katero je f(0) = 0, in je
polje . .
U:= (1423 f(z)7+ 2zyf(x)7— 32k

solenoidalno. Nato najdi tudi tisti njegov potencial, pri katerem je
zadnja komponenta nlcelna

(Nasvet: f je oblike kjer je p polinom tretje stopnje.)

1_;’_:22 2
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7. Poisci prve tri pozitivne korene encbe
rsinz = 1.

Koreni naj bodo izra¢unani na 5 decimalk natanc¢no.
(Nasvet: nalogo si precej olajsas s skico.)

Izmed 7. izberite 5 nalog. Vas izbor onzacite na zacetku lista.
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POPRAVNI KOLOKVIJ IZ MATEMATICNE
ANALIZE 11

20.3.2000
. Izracunaj dolzino loka funkcije
f(z):=1/42° —1/2Inz

zal <z <e.

. Liho nadaljevanje funkcije

: <
f::)s|—>{$7 O0<z<m/2

0; m/2<z<m7

razvij v Fourierovo vrsto na [—, 7].

. Naj bodo a, b realna stevila in

u(z,y) = ln%; r=+/(r—a)2+ (y —b)2

Za katera Stevila a, b je

2 2
Ou  Ou_
or?  OJy?

. Dano pozitivno realno stevilo a razdeli na tri pozitivna $tevila, da bo
njihov produkt maksimalen.
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POPRAVNI KOLOKVIJ IZ MATEMATCNE
ANALIZE 111

28.4.2000

. Poisci vrednost integrala
// VT Fy-(x—y)®dedy;
D

kjer integriramo po obmocju D, omejenem s premicami x +y = 1, x —
y=1L,z+y=3 v—y=—1.

. Preveri, ¢e je krivulja ravninska, in Ce je, poisci enacbo ravnine v kateri

lezi.
F(t) = (1 + 3t + 22,2 — 2t + 5¢2 1 — 7).

. Izracunaj integral

oo —ax __ ,—bx
/ S (0 <a<b).
0

w/2
/ * dx
o tanx

(Nasvet: pomagaj si s funkcijo f(a) := Oﬂ/z %dm)

. Izracunaj
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POPRAVNI KOLOKVIJ IZ MATEMATICNE
ANALIZE 11

5.6.2000
. S pomocjo integrala izracunaj volumen vrtenine, ko se trikotnik z oglisci
7(0,0), T(1,1), T(2,0) zavrti okoli ordinate.

. Razvij funkcijo
3

A T

v Taylorjevo vrsto okoli tocke x = 0 in poisci konvergencéni polmer.

. Naj bo z € R\Z. Sodo nadaljevanje funkcije f(x) := sinzx razvij v
Fourierovo vrsto na [—m, 7], in preveri, za katere z je f(z) enaka svoji
Fourierovi transformiranki s(z).

. Poiséi tocko na elipsi 22 + y?/4 = 1, ki je najdlje od tocke T'(1,0).
(Nasvet: Lagrangeova metoda iskanja vezanih ekstremov.)

/ / xy dxdy

S

. Izracunaj integral

kjer integriramo po obmocju S, omejenem z gornjim delom kroznice
(r — 2)2 + y? = 1 ter abscisno osjo.

67



POPRAVNI KOLOKVIJ IZ MATEMATICNE
ANALIZE 111

8.6.2000

. Izracunaj fow/ > Veanz do

. Integriraj

/ Va? + y?dxdy,

D
kjer je D tisto obmocje, ki lezi med srénico r = (1+cos ¢) in kroznico r =
1, in ki ne vsebuje koordinatnega sredisca.

. Pokazi, da vse normalne ravnine na krivuljo 7(¢) := (sint, sin t cost, cost)
potekajo skozi isto tocko.
(Normalna ravnina je pravokotna na tagento.)

. Poiséi splosno resitev diferencialne enacbe 2y” + 5y’ = f(z), e je
(a) f(z) =01e 2" — 25sin(2'5z)

(b) f(x) = 3cosh(bz/2)

. Doloéi konstanti a in b, da bo izraz

(y? + 22y + ax?) dx — (by? + 22y + 2%) dy
(@2 1 2)2

totalni diferencial skalarnega polja u(x,y) ter nato doloci u.
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POPRAVNI KOLOKVIJ IZ MATEMATICNE
ANALIZE 11

19.6.2000

. Poiséi vsoto -
e
—~ (2n —1)3"!

(Nasvet: Pomagaj si s potencno vrsto > z**/(2n —1).)

. Enacbe v = u+ v, y = v? + 0% in 2 = u® + v® dolocajo funkcijo
z = z(z,y). Ali velja £ = —3uv?

. Naj bo z € R\Z. Liho nadaljevanje funkcije f(z) := coszx razvij v
Fourierovo vrsto na [—m, 7], in preveri, za katere z je f(z) enaka svoji

Fourierovi transformiranki s(z).
(ﬂ) _ sin(B—a)+sin(B+a) )
5 :

(Nasvet: cos(a) sin

. Poiséi tocko na elipsi 22 4+ y?/4 = 1, ki je najdlje od tocke T'(0,2).

. Izracunaj integral

/ / xy dxdy

S

kjer integriramo po obmocju S, ki lezi med enotsko kroznico in srénico
r =1+ cos¢.
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POPRAVNI KOLOKVIJ IZ MATEMATICNE
ANALIZE 11

28.8.2000

1. Poiséi povrsino vrtenine, ¢e lik, ki ga omejujeta krivulji y?> = x ter
2? = y zavrtimo okoli z—osi.
(Nasvet: sh’z = ch’z — 1 = %, poleg tega pa je sh'x = chx ter

ch’z = shz.)

2. Poisci smerni odvod funkcije z = y—; v tocki T = (1/2,1/4/2), in v smeri
normale na elipso 222 + y? = 1.

3. Naj bo z € R\Z. Funkcijo f(z) := sinzz razvij v Fourierovo vrsto
na [—m, 7|, in preveri, za katere x je f(x) enaka svoji Fourierovi trans-
formiranki s(x).

(Nasvet: sin(«) sin(3) = Cos(a—,@)gcos(a-i-ﬁ)‘)

4. V manj$em naselju imajo dve cesti; prva je oblike 22 — 2y? = 1, druga
pay =z —2; tu je x < 0. Ker je naselje zelo majhno, imajo precej
omejen prorac¢un, radi pa bi povezali obe dve cesti med sabo. Ali jim
lahko poves koliko morajo najmanj placati, ¢e priSepnemo, da je cena
nove ceste premosorazmerna z njeno dolzino?

(Nasvet: Kvadrat razdalje od tocke T'(xq, o) do premice z enacbo p :
aX +bY + ¢ = 0 izracunamo po formuli d(p,T)* = % Nato
uporabi metodo vezanih ekstremov.)

5. Izracunaj integral

// ey dxdy

S
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kjer integriramo po obmodcju S, ki lezi med parabolo y? = z in premi-
cama r =0 ter y = 1.
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POPRAVNI KOLOKVIJ IZ MATEMATICNE
ANALIZE 11

11.9.2000

. S pomocjo integrala izracunaj volumen vrtenine, ko se trikotnik z oglisci
T7(0,0), T(1,1), T(2,0) zavrti okoli ordinate, tj. y—osi.

. S pomocjo vsote

o, —1)ntl
sestej > 7, Mw.

. Poisci Fourierovo vrsto za funkcijo

) = {1; —nm/2<x<mT

0; —7T§x<—7r/2’

ki jo periodi¢no nadaljujemo s periodo 27. Za katere z je f(x) enaka
svoji Fourierovi vrsti?

.V parcialno diferencialno enacbo

0z 0z (P —a*)(x+y) B
ya_x_'ra_y_ xgyg ZJ Z—Z(l‘,y)

uvedi nove neodvisne spremenljivke u = 2% + 3%, v = % +

< =

. Zamenjaj vrstni red integracije

/Oﬂ dx /Osmxf(:):,y) dy.
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POPRAVNI KOLOKVIJ IZ MATEMATICNE
ANALIZE 111

13.9.2000

1. Izracunaj ploscino sklenjene krivulje z enacbo

72 y2 2_x2 y2
2TFE) e R

(Nasvet: Uvedi posplosene polarne koordinate z = 2r cost, y = 3rsint.

Mogoée ti bo v pomo¢ tudi: sin®t = 1—%5(207 cos’t = H%S(zt))

0. 15¢

0.1

0.Q5

0.3 -0.2 -0.1 0.1 0.2 0.3

-0. 05

0.1
-0. 15}

2. Dana je prostorska krivulja y = v2az — 22, z = aln(2a/(2a — x)).

Zapisi jo z naravnim parametrom.

3. Izracunaj skalarni pretok polja @ := (:CQ,y — x,yz) v smeri notranje
normale na povrsino, ki jo omejujejo ploskve

z2=0, z=22+9% 2*+y =1

4. Poiséi splosno resitev diferencialne enacbe 2y”+5y" = f(z), ¢eje f(z) =
01e %" — 25sin(2'5x).
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POPRAVNI KOLOKVIJ IZ MATEMATICNE
ANALIZE 11

15.11.2000

. S pomocjo potencne vrste poisci vsoto
[e.9]

1
Z (n+2)3»

n=1

. Naj dvakrat zvezno odvedljiva funkcija v = u(x,y) zadoscéa identiteti

u  0%u

o o
Pokazi, da se z uvedbo novih spremenljivk ¢ = z—t, n = x4+t identiteta

glasi
0%u N 1 0
ocom 40T

. Poisci ekstremne vrednosti funkcije
g(x,y) = 20° + 42® + y* — 2xy

na obmodcju, omejenem s krivuljama y = 2% in y = 4.

2

. S pomocjo razvoja funkcije f(z) := 7% — x? v Fourierovo vrsto na

intervalu [—m, 7|, izracunaj

00 _1)"
;(nzy

n—1

(Nasvet: [ 2 cos(aw) do = “0@8) | e coslan) p n=n® [ 412 cos(aa) da)

. Priblizno izracunaj integral s pomocjo razvoja funkcije v/1+t v bi-
nomsko vrsto reda 5 in nato oceni napako.

1
/ 21+ tdt
0
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POPRAVNI KOLOKVIJ IZ MATEMATICNE
ANALIZE 11

20.3.2001

1. S pomocjo potencne vrste poisci vsoto

= 1
Z (2n+1)3"

n=1

2. Poisci Fourierovo vrsto za funkcijo

1; —r<zx<-—7/2
flx): =2 ~1; 7/2<z<m7 ,
0 sicer

ki jo periodi¢no nadaljujemo s periodo 27. Za katere z je f(x) enaka
svoji Fourierovi vrsti?

3. V parcialno diferencialno enacho
0 0
y£—$£=0; z=z(z,y)

uvedi nove neodvisne spremenljivke u = x, v = 2% + 2.

4. Poisci ekstremne vrednosti funkcije

g(z,y) = 2" + ¢

na obmoéju, omejenem s krivuljo y? + 2% = 2z.

5. Zamenjaj vrstni red integracije
/2 cos
/ dx / flz,y)dy.
0 —sinz
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POPRAVNI KOLOKVIJ IZ MATEMATICNE

ANALIZE 11
5.6.2001
. Funkcijo
e l,2n+1
fla) = ; ST

izrazi z elementarnimi funkcijami (tj. sestej gornjo vrsto).

. Poisci Fourierovo vrsto za funkcijo

fla) = {2; —n/2<z<nm

I, —n<z<—7/2’

ki jo periodi¢no nadaljujemo s periodo 27. Za katere z je f(x) enaka
svoji Fourierovi vrsti?

. Razvij f(z,y) := 3y* + 22y — 2® — 62 — 2y — 4 po potencah (z + 2)
in (y—1).
(Nasvet: Razvij jo v okolici tocke T'(—2,1).)

. Poiséi tocko na hiperboli 22 + 2y + 1 = y2, ki je nagblize tocki T'(1,1).
(Nasvet: Lagrangeova metoda iskanja vezanih ekstremov.)

. Zamenjaj vrstni red integracije

/0 Cdy /y " fey) dr.
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POPRAVNI KOLOKVIJ IZ MATEMATICNE
ANALIZE 11

13.6.2001

. Poiséi volumen avtomobilske zracnice, ki nastane, ko zavrtimo kroznico
22 + (y — 2)? = 1 okoli abscise.
(Nasvet: Zgornji del kroznice je graf funkcije y = 2 + /1 — 22, Pri

1-+cos(2t) . )

. . . . o - 2 o
integriranju pa ti bo mogoce v pomoc¢ cos”t = 3

. Razvij funkcijo

folx) = {1; 0<x<h

0 h<z<m’

po kosinusih (tu je h € (0,7)). Za katere z je f(x) enaka tako dobljeni
vrsti?

. Naj bou=u(z,y,2) =z + % Poisci vse tocke x, v, z, za katere je

ou Ou Ou B

Rt Rt §
8x+8y+8z

. Poisci tri taka pozitivna Stevila z vsoto 1, da bo njihov produkt najvecji
mozen.

. Zamenjaj vrstni red integracije

/01 dy/_l\_/j_?f(x,y) da.
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POPRAVNI KOLOKVIJ IZ MATEMATICNE
ANALIZE 11

18.6.2001

. Poiséi dolzino odseka, ki ga od tangente na funkcijo y = 22 v tocki = 2
odrezeta koordinatni osi.

. Naj bo h € (—m, ). Poisci Fourierovo vrsto za funkcijo

l, —7<z<h

Jale) = {0; h<z<m

ki jo periodi¢no nadaljujemo s periodo 27. Za katere z je f(x) enaka
svoji Fourierovi vrsti?

.V parcialno diferencialno enacbo

0z 0z (P —a*)(x+y) B
y%_xa_y_ xsyg Z’ Z_Z(x7y)

uvedi nove neodvisne spremenljivke w, v, ki so s starimi v povezavi:
_ 2 2 1,1
u=z°+y ,v—z—i—y.

. Poiséi ekstreme funkcije f(z,y) := sinz+sin y+sin(z+y) na kvadratu
K= {(z,y) €R% 0<z,y<7/2}

. Zapisi Taylorjevo formulo reda p = 2 za funkcijo f(z,y) := x¥ v okolici
tocke T'(1,1).
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POPRAVNI KOLOKVIJ IZ MATEMATICNE
ANALIZE 11

27.8.2001

. Poisci povr§ino vrtenine, ¢e zarotiras pentljo 9y = x(3 — x)? okoli
Z—0sl.

0.5+

9+12z—222—4z3+at _ (1+2)° )

(Nasvet: Mogoce ti bo v pomo¢ ===2=1 -1 p

. Naj bo h € (0, 7). Razvij funkcijo

fola) = {1; 0<x<h

0, h<z<m’

po sinusih. Za katere x je f(z) enaka tako dobljeni vrsti?

. Naj bo f dvakrat zvezno odvedljiva funkcija. Poisci vse tocke, ki resijo

enacbo
9*® B 0*d

Vor = 2oy
ce je @ = ®(z,y) := f(4z + y?).

. Poisci razdaljo med koordinatnim izhodis¢em in krivuljo z enacbo xy =
1.
(Nasvet: Lagrangeova metoda vezanih ekstremov).

. Zamenjaj vrstni red integracije

[a "™ e

1+ 1—22
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POPRAVNI KOLOKVIJ IZ MATEMATICNE
ANALIZE 11

10.9.2001

. Poisci naravno definicijsko obmocje funkcije f in izracunaj njeno vsoto
(tj., izrazi jo z elementarnimi funkcijami)

f(z) ZIZW

2n+1

n=1

. Funkcijo, ki jo periodi¢no nadaljujemo s periodo 27, razvij v Fourierovo
vrsto
s w/2<|a[<m
flx) =
-1, —7m/2<z<m/2

Za katere x je f(x) enaka svoji Fourierovi vrsti?

. Naj bo g dvakrat zvezno odvedljiva funkcija. Ali je ®(z,y) := g(2z +
xy — y*) resitev enacbe

0P 0*d 0?d

—2y) e = 07
y+(93 y)ax2

. Poisci ekstremne vrednosti funkcije
g(z,y) =2° +y° — 3y

na kvadratu {(z,y) e R* 0<x <2, —1<y <2}

. Za funkcijo
f(z,y) = —2® + 2zy + 3y* — 62 — 2y — 4

uporabi Taylorjevo formulo reda p = 10 po potencah (x —2) in (y+1).
Oceni ostanek ¢e je x € [1, 3] ter y € [—2,2].
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POPRAVNI KOLOKVIJ IZ MATEMATICNE
ANALIZE 11

13.11.2001

. Izracunaj volumen vrtenine, ¢e polkroznico y = 2z — z?; x € [0, 2]

zarotira$ okoli ordinate (tj., y—osi).
1+cos(2t) )

(Nasvet: cos?t = —=

. Razvij v Fourierovo vrsto funkcijo f(z) := |sinz| na [—m, 7]. Za ka-
tere = je f(x) enaka svoji Fourierovi vrsti?

. Poisci smerni odvod funkcije f(x,y) := 22 In(zy)—y sin(7z) v tocki T'(1/2, 2)
in v poljubni smeri. Pri kateri smeri je odvod najman;jsi?

. Naj bo g zvezno odvedljiva funkcija. Preveri, ¢e za ®(z,y) := x-g(2x—
y?) velja
0P od vy
T e
Sy e oy =«

. Zapisi funkcijo f(z,y) := e¥sin(x/2) po Taylorjevi formuli okoli tocke 7(0, 0)
do reda n = 2. Oceni napako, ¢e je z,y € [-01,01].
(Nasvet: e ~ 2.7182--- < 3.)
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POPRAVNI KOLOKVIJ IZ MATEMATICNE
ANALIZE 11

19.11.2001

. Izracunaj volumen vrtenine, ¢e polkroznico y = 2z — z?; x € [0, 2]

zarotira$ okoli ordinate (tj., y—osi).
1+cos(2t) )

(Nasvet: cos?t = —=

2

. Razvij v Fourierovo vrsto funkcijo f(x) := sin” 2 na [—m, 7]. Za katere x

je f(x) enaka svoji Fourierovi vrsti?

1—cos(2 x) cos(a—b)+cos(a+b) )
2 2 :

(Nasvet: sin®x = ter cosacosb =

. Poisci smerni odvod funkcije f(x,y) := 22 In(zy)—y sin(nz) v tocki T'(1/2, 2)
in v poljubni smeri. Pri kateri smeri je odvod najman;jsi?

. Naj bo g zvezno odvedljiva funkcija. Preveri, ¢e za ®(z,y) := x-g(2x—
y?) velja

. Zapisi funkcijo f(x,y) := ely/2) sin z po Taylorjevi formuli okoli tocke 7'(0, 0)
do reda n = 2. Oceni napako, ce je z,y € [—01,01].
(Nasvet: e ~ 2.7182-.- < 3.)



POPRAVNI KOLOKVIJ IZ MATEMATICNE
ANALIZE 11

21.3.2002
. Preveri, kdaj vsota konvergira, in jo nato sestej (tj. izrazi z elementar-

nimi funkcijami).
n

Z (n+2)n!

n=1

. Naj bo 0 < h < m. Razvij funkcijo

fule) = {1; =l < b

—1; sicer

v Fourierovo vrsto na intervalu [—m, 7). Kdaj je dobljena vrsta enaka f,(z)?

.V parcialno diferencialno enacbo

za funkcijo z = z(z,y) uvedi nove spremenljivke

u = Iny/2?2+4y?

Y
v = arctan—
x

.V trikotniku ABC s koordinatami A(0,0), B(1,0) in C(0,1) poisci
tocko, katere vsota kvadratovrazdalj do oglis¢ trikotnika je maksimalna.

. Priblizno izracunaj integral s pomocjo razvoja funkcije sint v Taylor-
jevo vrsto reda 5 in nato oceni napako.

1
/ +=2/5gint dt
0
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POPRAVNI KOLOKVIJ IZ MATEMATICNE
ANALIZE 11

3.6.2002

. Poiséi povrdino, ¢e se astroida, tj. krivulja z enacbo y*? + 2%/3 = 1
zavrti okoli y—osi.

(Nasvet: P =2r fyy12 g(y)w/l +g’(y)2 dy) 07 04 06 08 1

. Razvij funkcijo

f@) = /:Mdt

v Taylorjevo vrsto okoli tocke 0. Za katere z dobljena vrsta konvergira

k f(x)?

. Razvij funkcijo f(x) := cos zz v Fourierovo vrsto na intervalu [—m, 7].
Odtod izracunaj vsoto

> 2(=1)" 2 sin(r 2)
> T
k=1

(Nasvet: cos(a) cos(f) = COS(a—ﬁ)ercos(aJrg))

. Preveri, ce funkcija z = arctani ustreza enacbi

0z 0z U—0

ou ' v uR4a?
tujexr =u+viny=u—v!
. Dolo¢i najmanjso in najvecjo vrednost funkcije

fl2,y) = = 3wy

znotraj elipse, omejene z 22 +2y2 +y =0
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POPRAVNI KOLOKVIJ IZ MATEMATICNE
ANALIZE 11

18.6.2002

. Dana je funkcija

o0

1 1 2n+1
‘ﬂx)::224n2—1_<i+1>

(a) Kje je definirana?

(b) Izrazi jo z elementarnimi funkcijami

(Nasvet: s substitucijo jo pretvori v potencno vrsto!)

. Razvij funkcijo

_Jm we(-m70)
J(@) = {O; z € [0,m)

v Fourierovo vrsto. Kje je dobljena vrsta enaka f(z)?

. Za pozitivna Stevila x,y in z velja zveza x + y + 2z = 1. Pri katerih
vrednostih doseze funkcija

flzyy,2) =2y

najvecjo vrednost?
. Izracunaj 2 Soar a ter za funkcijo f(z,y) := g(z? + z/y)

. Zamenjaj vrstni red integracije

1/z
/dx fxydy+/dx f(z,y)d
x4
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IZPIT 1Z ANALIZE 11
25.6.2002

1. Dana je funkcija

o0

1 r—1 2n+1
/(@) ::Z4n2—1 <x+1>

n=1

(a) Kje je definirana?
(b) Izrazi jo z elementarnimi funkcijami

(c) Poisci 377 gy

(Nasvet: s substitucijo jo pretvori v potencéno vrsto!)

2. Za pozitivna stevila z,y in z velja zveza © + y + 2z = 1. Pri katerih
vrednostih doseze funkcija

flz,y,2) =2 y*2*

najvecjo vrednost?

3. Razvij funkcijo

_Jm we(-m70)
Jw) = {O; x € [0,7)

v Fourierovo vrsto. Kje je dobljena vrsta enaka f(z)?

4. Poisci resitev diferencialne enache

2y = x\y — 2%+ 2y
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POPRAVNI KOLOKVIJ IZ MATEMATICNE
ANALIZE 11

26.8.2002
1. Razvij funkcijo f(z) := <£=1 v Taylorjevo vrsto okoli tocke 0. Nato
poisci se £6)(0).
2. Funkcija z = z(x,y) zadosc¢a naslednji identiteti:
2+t 4 22 = f(x+ 2y + 32)

kjer je f zvezno odvedljiva funkcija. Izracunaj

0z
(3y — 22)8_m + (2 — 3x)—

3. Razvij funkcijo x sinz v Fourierovo vrsto na intervalu [—, 7].

(Nasvet: sinacosf = Si“(o‘_ﬁ);Si“(“Jfﬁ) )

4. Izracunaj ploscino lika, ki ga omejuje krivulja z enacbo

2 2 2 2 2
(:): +§—2> =z +y

(Nasvet: Uvedi posplosene polarne koordinate)
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POPRAVNI KOLOKVIJ IZ MATEMATICNE
ANALIZE 11

13.11.2002

. 2 24,2 . . .
. Elipso & + 5& = 1 zavrtimo okoli osi z. Za katero vrednost parame-
c? c2+1

tra ¢ > 0 ima dobljeno rotacijsko telo najmanjsi mozni volumen?

2

. Razvij v Fourierovo vrsto funkcijo f(x) := sin® x na [—m, 71]. Za katere x

je f(z) enaka svoji Fourierovi vrsti?
1—cos(2z)

cos(a—b)+cos(a+b) )
5 —_— .

ter cosacosb = 5

(Nasvet: sin®x =

. Naj bo g zvezno odvedljiva funkcija. Preveri, ¢e za ®(z,y) := x-g(2x —
y?) velja
0P 0v  y

— 4 r—==9
yaermay x

. Izracunaj dvojni integral

/ / sin % dxdy,

D

kjer je D obmocje, omejeno s premicami x = 0, y = 7 ter kubicno
parabolo y = /.
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POPRAVNI KOLOKVIJ IZ MATEMATICNE
ANALIZE 11

21.1.2003

. S pomocjo potencne vrste poiséi vsoto

= 1
Z (n+ 1)4n

n=1

. Poisci ekstremne vrednosti funkcije

g(z,y) = 20° + 42® + y* — 2xy

2

na obmocju, omejenem s krivuljama y = x° in y = 3.

. S pomocjo razvoja funkcije f(z) := (7% — 2%)? v Fourierovo vrsto na

intervalu [—m, 7|, izracunaj

e’} 1)
;<n4>_

n—1

(Nasvet: [ " cos(ax)dr = Siz(w)—l—m aé"s(“xhr";gz [ a2 cos(ax) dx)

. Priblizno izracunaj integral s pomocjo razvoja funkcije v/1+t v bi-
nomsko vrsto reda 5 in nato oceni napako.

1
/ =451 + tdt

0
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POPRAVNI KOLOKVIJ IZ MATEMATICNE
ANALIZE 11

17.3.2003

. Razvij funkcijo
1

1@ = v
v Taylorjevo vrsto okoli tocke x = 0 in poisci konvergenéni polmer.

. Poiséi tocko na elipsi 22 + y?/4 = 1, ki je najdlje od tocke T'(0,1).
(Nasvet: Lagrangeova metoda iskanja vezanih ekstremov.)

. Razvij f(z) := sin(zv/3) v Fourierovo vrsto na intervalu [—7,7]. Za
katere = je f(x) enaka dobljeni vrsti?

(Nasvet: sinasin 3 = 1/2(cos(a — ) — cos(a + 3)), ter sinacosf =
1/2(sin(e — B) + sin(a + 3)).)

sin(x+/3)

VAAN
VAV

. Izra¢unaj dvojni integral

/ / sin g dxdy,

D

kjer je D obmocje, omejeno s premicami x = 0, y = 7 ter kubicno
parabolo y = /.
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POPRAVNI KOLOKVIJ IZ MATEMATICNE

ANALIZE 11
4.6.2003
. Razvij funkcijo f(x) := cos(x?) po Taylorjevi formuli reda p = 5 okoli
totke @ = 0 in oceni napako za x € [—3, 3.

. Razvij funkcijo x cos z v Fourierovo vrsto na intervalu [—m, .
(Nasvet: sin o cos 3 = Snle=Bisin(ath)
: : .

. Naj bo f : R — R zvezno odvedljiva. Preveri, ¢e funkcija z(z,y) =
e?® f(y — Inx) ustreza enacbi

. Poiséi maksimum funkeije f(x,y) := x + y — 2 znotraj elipse z enacbo
2 +y?/4=1.
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POPRAVNI KOLOKVIJ IZ MATEMATICNE
ANALIZE 11

16.6.2003
1. Izracunaj ploscino lika, ki ga omejujeta grafa funkcij

B Inx

yi(x) = . in y(x) =zl

2. Razvij funkcijo f(x) :=1 — |z| v Fourierovo vrsto na intervalu [—2, 2.

3. V enacbo
, 0z N 202
T — =z
oz Y oy
uvedi nove neodvisne spremenljivke x = t in y =
dobis enacbo

t
1+tu

in preveri, da

4. Dolodi lokalne minimume funkcije
2(z,y) = 22° + 2y + 52* + ¢

5. Dana je funkcijski predpis

(a) Doloé¢i definicijsko obmocje.

(b) Sestej vrsto (tj. izrazi f z elementarnimi funkcijami)
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POPRAVNI KOLOKVIJ IZ MATEMATICNE
ANALIZE 11

25.8.2003

. Izracunaj povrsino vrtenine, c¢e lik, omejen z y = 0, y = sinz, x =
0, x = 7 zavrtis okoli abscise.
(Nasvet: Najprej uporabi ch’t — sh?t = 1. Nato si lahko pomagas se z
ch2t — 1+ch(2t))

-T2

. S pomocjo potencne vrste poiséi vsoto

- 1
2 G

n=1

. Razvij funkcijo f(z) := cos(x/2) v Fourierovo vrsto na intervalu [—m, 7.
Z njeno pomocjo izracunaj vsoto

(-1
2 T oape

00
k=1

(Nasvet: mogoce ti bosta v pomo¢ identiteti cos a cos 3 = cos(a+f )chos(a_ﬁ )

0Z.
cosasin 3 =

sin(a-{-ﬁ)—sin(a—ﬁ))
2

. Poisci ekstrem funkcije f(z,y) := ax+by na krogu, omejenem z enacbo
?+y* =1

. Razvij funkcijo f(z,y) :=5 —2x + 2% + 4y + y* v Taylorjevo formulo
okoli tocke T'(1,—2).
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POPRAVNI KOLOKVIJ IZ MATEMATICNE
ANALIZE 11

8.9.2003
. Skiciraj telo, omejeno s krivuljo K := {(z,y) € R?* y > 0,9* =

1 —4(z —4)*} in abscisno osjo (z—osjo). Nato izracunaj volumen te-
lesa, ki nastane z rotacijo tega telesa okoli abscise.

. S pomocjo potencne vrste poiséi vsoto

= 1
Z (n+2)2n

n=1

. S pomocjo razvoja funkcije f(z) := (7% — x?)? v Fourierovo vrsto na
intervalu [—m, 7|, izracunaj

o'} 1)
2_:1<n4)'

n—1

(Nasvet: [ 2" cos(ax) do = Z8m(e) e coslon) p nn® [ yn=2 cos(aa) da)

. Naj dvakrat zvezno odvedljiva funkcija u = u(z,y) zadosca enacbi

Pu Pu

o ox?
Pokazi, da se z uvedbo novih spremenljivk £ =z —¢, n = x 4+t enacbha
glasi

Pu 1

0Eom + Zu =0.

. Poisci ekstremne vrednosti funkcije
g(x,y) = 22° + 4a® + y* — 2ay

na obmo¢ju, omejenem s krivuljama y = 2% in y = 4.
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POPRAVNI KOLOKVIJ IZ MATEMATICNE
ANALIZE 11

12.11.2003

1. Izracunaj ploscino lika, ki ga omejujeta grafa funkcij

Inx

5 in y(x) =2znx.

yi(x) =

2. S pomocjo Euler—-MacLaurinove formule reda p = 2 priblizno izracunaj
1000 1 .
vsoto » k=10 %2 in oceni pri tem storjeno napako.

(Nasvet: Euler-MacLaurinova formula se glasi
b
h f(a+ih) /f d:)s—ZBj (£ ()] +(—1)P+1§/ Py (2%) f @) (2) d;

tujeéeh:b_T“ter

1
Bo(z) =1 max _|Bo(x)| = 1.000000; Bi(z) = (— <7> +x> max _|B1(x)| = 0.5000000
z€[0,1] 2 z€[0,1]
1 5 r 322 3
By(z)=(=-—z+zx max |Ba(x)| = 0.166667; Bsz(z)=|—-—— 4=z max |Bs(z)| = 0.0481125
6 z€[0,1] 2 2 z€[0,1]

3. Razvij funkcijo

fla) = {‘”? =5

0; F<|o|<m

v Fourierovo vrsto na intervalu [—7, 7]. Za katere x je f(z) enaka svoji
Fourierovi vrsti?
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4. V trikotniku z ogliséi v tockah A(0,0), B(1,0), C(0,1) poisci taksno
tocko T', da bo vsota razdalj od T" do vseh ogljis¢ maksimalna.

5. Razvij funkcijo f(z,y) := 2?sin(xy) po Taylorjevi formuli reda n = 2

okoli tocke 7°(0,0). Oceni napako za x,y € [—1/10,1/10].
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POPRAVNI KOLOKVIJ IZ MATEMATICNE

ANALIZE 11
12.11.2003
1. Izracunaj ploscino lika, ki ga omejujeta grafa funkcij
1
y1(x) = 2T yo(x) = 2xInx.
2x

2. S pomocjo Euler MacLaurinove formule reda p = 2 priblizno izra¢unaj

to S99 tem st k
VSOTO k=10 kg 111 0C€1’l1 pI‘l e1nl S OI'JeIlO napako.

(Nasvet. Euler-MacLaurinova formula se glasi

b
h f(a+ih) /f d:)s—ZBj [f9=1(2)] +(—1)p+1§/ Py (52) fP)(z) da;

tujese h = ZFTG ter Bo(z) =1, Bi(z) = (— (%) +z) in Ba(z) = (% —z + 22) ter max,e(o,1] |B2(z)| =
1/6)

3. Razvij funkcijo

fla) = {f“ 7 <3

0; F<|o|<m

v Fourierovo vrsto na intervalu [—7, 7]. Za katere z je f(z) enaka svoji
Fourierovi vrsti?

4. V trikotniku z oglisci v tockah A(0,0), B(1,0), C(0,1) poisci taksno
tocko T', da bo vsota kvadratov razdalj od T do vseh oglis¢ maksimalna.

5. Aproksimiraj funkcijo f(x,y) := 22 sin(zy) po Taylorjevi formuli reda n =

2 okoli tocke 7°(0,0). Oceni napako za x,y € [—1/10,1/10].
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POPRAVNI KOLOKVIJ IZ MATEMATICNE
ANALIZE 11

19.1.2004

00 22n+1
n=1 2n—1"

. Preveri, za katere z vrsta konvergira, in jo sestej: f(z) :=>_
. Naj bo h € (0, 7). Razvij funkcijo
fola) = {1; Oﬁxgh’
0; h<zx<m
po sinusih. Za katere x je f(z) enaka tako dobljeni vrsti?
. Poiséi vse tocke (x,y), ki resijo enacbo

0*d 0*d

Youz = 2oedy

ce je ® = ®(x,y) = f(4o + y?), in je f dvakrat zvezno odvedljiva
funkcija.

. Poiséi razdaljo med T'(—1,0) in krivuljo z enacbo x? + 2y = 0.
(Nasvet: Lagrangeova metoda vezanih ekstremov)
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RACUNSKI DEL IZPITA 1Z MATEMATICNE
ANALIZE II

24.3.2004

. Poiséi vsoto
(2n —1)

n=1

. Razvij funkcijo f(z) := cos(v/2x) po sinusih na [0, 7], in preveri, za
katere x je f(x) enaka dobljeni vrsti.
(Nasvet: cos(a) sin(f) = Sln(ﬁ_a)JgSln(ﬁJra) )

. Enacbe v = u+ v, y = v?> +v* in z = u® + v® dolocajo funkcijo
z = z(z,y). Ali velja & = —3uv?

. Poiséi tocko na elipsi 22 + y?/4 = 1, ki je najdlje od tocke T'(0, 2).
(Nasvet: Razdalja bo najdalj$a, ée bo njen kvadrat najvecji. Pri tem si
lahko pomagas z metodo vezanih ekstremov.)
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RACUNSKI DEL IZPITA 1Z MATEMATICNE
ANALIZE II

21.6.2004

. Poiséi ploséino med krivuljo y = (2 4+ 23)e™*" in njeno asimptoto.

.S pomocjo Taylorjeve formule reda n = 9 izracunaj priblizno vrednost
integrala, in oceni napako.

1 _ 2
/1 cos(m)dx

1 xt

. Venacho (z+y)E — (z — y)g—; = 0 za funkcijo z = z(z, y) uvedi nove

spremenljivke u := In /2% + y? ter w := arctan Z.

. Poisci pozitivna stevila x, y, z, da bo njihova vsota najmanjsa, ¢e vemo,
da je produkt enak 1
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RACUNSKI DEL IZPITA 1Z MATEMATICNE
ANALIZE II

30.8.2004

1. Obmocje D := {(z,y); 0 <z <siny, 0 <y < 7} zavrtimo okoli z—
osi. Poisc¢i volumen vrtenine. (25 tock)

2. S pomocjo Taylorjeve formule reda n = 9 izracunaj priblizno vrednost

integrala, in oceni napako.
! sin(2?)
T dx
-1 Xz

3. Denimo, da je ®(x,y) := zf(x* — y?), kjer je f zvezno odvedljiva

funkcija. Poisci vrednost izraza (25 tock)
0P N 5 OP
TY—— + x°—
e oy

4. Poisci pozitivna stevila x,y, z, da bo njihov produkt najmanjsi, ce
vemo, da je vsota enaka 1
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RACUNSKI DEL IZPITA 1Z MATEMATICNE
ANALIZE II

13.9.2004

oo 1

1. S pomocjo potencne vrste poiséi vsoto » >, CES)ED

2. Priblizno izracunaj integral s pomocjo razvoja funkcije /1 4+t v bi-
nomsko vrsto reda 5 in nato oceni napako.

1
/ =51+ tdt

0

3. Naj dvakrat zvezno odvedljiva funkcija v = u(z,y) zadosca identiteti

0*u  0%*u

o o2

Preveri, ce se z uvedbo novih spremenljivk £ = x—t, n = 4+t identiteta
glasi

4. Poisci ekstremne vrednosti funkcije
gz, y) = 2 + 2y
na obmod¢ju, omejenem s krivuljo 3% + 2% = 2.

(Nasvet: Najprej poiséi lokalne ekstreme znotraj obmocja, nato pa Se more-
bitne ekstreme na robni krivulji.)
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4 Teoreticna vprasanja



Kolokvij — teorija 5. november 2008
Analiza 3

Ime in Priimek:
Vpisna stevilka:

Smer:

1. Kdaj pravimo, da je metri¢ni prostor (M, d) kompakten? Nastej vsaj dve
ekvivalentni definiciji. (7 tock)

2. Kaj je robna tocka podmnozice metri¢nega prostora in kaj je njen rob?
Kdaj je mnozica zaprta? Kako to preverimo s pomocjo robu? (7 tock)
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3. Kako smo definirali smerni odvod funkcije ve¢ spremenljivk? (6 tock)
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Izpit — teorija 26. november 2008
Analiza 3

Ime in Priimek:
Vpisna stevilka:

Smer:

1. Kako poiséemo ekstreme funkcije ve¢ spremenljivk, in kako s pomocjo
Hessejeve matrike pri funkcijah dveh spremenljivk preverimo, da je v neki
tocki res ekstrem? (10 tock)

2. Kaj je gradient? Kaj je njegova geometrijska interpretacija? Kaksna je
povezava med izohipso in gradientom? (10 tock)

3. Kako smo s pomo¢jo Darbouxovih vsot definirali dvojni integral | pfdv
po neki omejeni mnozici D C R?*? (10 tock)
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4. Kdaj pravimo, da je mnozica v matricnem prostoru (M, d) povezana? Ka-
tere so povezane mnozice v prostoru (R, |.|) realnih stevil z obi¢ajno metriko?
(10 tock)

5. Katere tocke so izolirane in katere so stekalis¢a neke podmnozice v me-
tricnem prostoru? (10
tock)
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5 Nekatera vprasanja na ustnih izpitih



10.
11.

12.

13.

14.
15.

16.

17.

. Zveznost, diferenciabilnost funkcij ve¢ spremenljivk.

Gradient; Jacobijeva matrika in povezava z odvodom.

Smerni odvod, parcialni odvod.

. Verizno pravilo.

Formulacija izreka o lokalno inverzni preslikavi; protiprimer, da v splosSnem

ne velja globalni izrek.
Formulacija izreka o implicitni funkciji; kje ga uporabljamo?
Iskanje ekstremov in Lagrangeova metoda iskanja vezanih ekstremov.

Definicija dvojnega/mnogoternega integrala.

. Rac¢unanje (Fubinnijev izrek).

Formulirajte izrek o uvedbi novih spremenljivk v dvojni integral.

Definicija izlimitiranega dvojnega integrala zvezne funkcije konstan-
tnega predznaka po neomejenem obmocju ?

Navedite zadostni pogoj za to, da je funkcija F'; F(y) = f; f(z,y) dx
za vsak y € [c,d]| odvedljiva. Kako se izraza odvod F' s funkcijo f (pri
navedenem pogoju) ?

Kako bi izracunali odvod funkcije F(y) := f:((;/)) f(z,y) dx. Kaksne so

predpostavke, ob katerih formula velja?
Definicija realnih funkcij I' in B in zveza med njima?

Opisite Stirlingovo formulo in povejte zakaj jo uporabljamo.

—

Za skalarne in vektorske funkcije izpeljite formulo za odvod £ f(h(t)),

G (F(8) - h(t)), & (f() x h(1)).

12. Ce je vektorska funkcija f{ (t) odvedljiva in ima konstantno absolu-
tno vrednost || f(t)|| = const je za vsak t odvod 4 f(t) pravokoten na

—

f(t). Dokazite to!
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18.

19.

20.
21.
22.

23.

24.
25.

26.
27.
28.
29.

30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.

Ali je kaksna razlika med pojmoma pot v R? in krivulja v R3? (RazloZite
oba pojma.)

Katero krivuljo imenujemo gladko, katero razreda C"; katero odsekoma
gladko, katero enostavno in katero enostavno sklenjeno?

Definicija dolzine poti in lo¢ne dolzine krivulje.
Kdaj imenujemo parametrizacijo krivulje naravno?

Ali za vsako enostavno krivuljo razreda C! obstaja naravna parametri-
zacija 7

Kako sta definirani (analiticno) fleksijska in torzijska in ukrivljenost (x
in 7) gladke enostavne krivulje v dani tocki te krivulje?

Kaksen je geometrijski pomen fleksije in torzije?

Razlozite pojem osnovnega spremljajocega triedra T, N , B gladke kri-
vulje razreda C3.

Kdaj je krivulja ravninska?
Frenet — Serret-jeve formule in njihov pomen.
Definicija krivuljnega integrala 1. vrste; za kaj ga uporabljamo?

Definicija enostavne, gladke orientirane krivulje I' in krivuljnega inte-
grala 2. vrste; zakaj ga uporabljamo?

Greenova formula.

Gaussov in Stokesov izrek.

Nabla formalizem

Kdaj ima polje skalarni/vektorski potencial, in definicija potenciala.
Kaj je gladka ploskev? Kaj je gladka ploskev z robom?

Kaj je prva fundamentalna forma ploskve?

Kdaj pravimo, da sta ploskvi izometricni? Kako to preverimo s prvo
fundamentalno formo?
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37. Kaj je orientacija ploskve? Kdaj je rob ploskve orientiran skladno
(koherentno) s ploskvijo?

38. Kdaj Fourierova vrsta funckije f konvergira?

39. Lastnosti Fourierove transformacije.
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