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Anti¢ni geometrijski problem podvojitve kocke lahko posplosimo na problem njene
poljubne pomnozitve. Se veé, problem lahko razsirimo na pomnozitev hiperkocke. V ta
namen bomo uporabili primerno posploseno cisoido.

MULTIPLYING THE HYPERCUBE

The ancient geometric problem of doubling the cube can be extended to a problem
of an arbitrary multiplying. Moreover, the problem can be extended to multiplying the
hypercube. To this purpose we will use a suitable generalized cissoid.

Uvod

Podvojitev kocke je klasi¢ni grski geometrijski problem, ki se ga ne da resiti
evklidsko, to je samo z neoznacenim ravnilom in Sestilom, kar so dokazali Sele
v 19. stoletju. Problem zahteva dolociti rob kocke, ki ima prostornino enako
dvakratniku prostornine dane kocke. To pomeni, da je treba za dano daljico
a konstruirati tako daljico b, za katero je b = a¥/2. Problem podvojitve
kocke so Grki znali re§iti na ve¢ nac¢inov. Eden od njih je mozen s posebno
ravninsko krivuljo, z Dioklovo cisoido (ve¢ v [1, 4, 6, 8]).

Povsem smiselno se je vpraSati, kako bi pomnozili s faktorjem A\ > 0 po-
ljubno r-razsezno hiperkocko z robom a. Njena prostornina je a”, zato je
b = a/\ rob hiperkocke, katere prostornina je A-kratnik prostornine hiper-
kocke z robom a. Dva primera sta trivialna. Za r = 1 imamo daljico, njena
»prostornina« je kar njena dolzina a, za r = 2 pa kvadrat, ¢igar »prostor-
nina« je kar njegova ploiéina a?. Za r = 3 imamo opraviti z obi¢ajno kocko
z obi¢ajno prostornino a. V prvih dveh primerih mnozenje s faktorjem \
ni problemati¢no, saj ga ob izbiri enote 1 geometrijsko lahko opravimo s
podobnimi trikotniki in z viSinskim izrekom v pravokotnem trikotniku.

Za r > 4 si r-razsezno hiperkocko teze predstavljamo, ker je ne moremo
realizirati z obi¢ajno geometrijo. To pa ni ovira pri pomnozitvi take hiper-

kocke s stevilom A, ker moramo znati geometrijsko pomnoziti samo njen rob
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a s stevilom /A, kar pa lahko naredimo v obic¢ajni ravnini. V matemati¢ni
analizi je r-razsezna hiperkocka z robom a na primer kar r-kratni kartezicni
produkt intervala [-a/2,a/2] s samim seboj, to je mnozica

[~a/2,a/2]" = {(w1,2,. ..,a,) € Rt o1 < af2,Jas] < af2, .. || < af2}.

V nadaljevanju se bomo omejili na enotske hiperkocke, ki imajo rob 1 in
prostornino 1. Ce namre¢ znamo le-te geometrijsko pomnoziti s faktorjem
A, znamo geometrijsko pomnoziti s tem faktorjem tudi hiperkocke z robom
a. Za to je treba uporabiti podobne trikotnike. S tem se ob izbrani enoti 1
in konstruktibilnim Stevilom A ves problem zreducira na konstrukcijo stevila
Y\, To pa ne gre vedno evklidsko, zato privzamemo obstoj posebnih kri-
vulj, ki to omogocajo. Stevilo A je konstruktibilno, ¢ée lahko daljico dolzine
A evklidsko konstruiramo v kon¢no mnogo korakih iz daljice z dolzino 1.
Stevila /X so konstruktibilna v razsirjenem smislu, namreé po potrebi tudi
ob pomoci teh posebnih krivulj.

S konstrukcijo tretjega korena so se ukvarjali ze v antiki, na primer
Nikomedes (3. stol. p. n. st.), Diokles (3.-2. stol. p. n. §t.) in Papos (3.—4.
stol.) (glej na primer [3, 5, 7]).

Na splosno ne delajo tezav razseznosti r = 2P, kjer je p > 2 naravno
Stevilo, ker je tedaj /A rezultat p-kratnega zaporednega kvadratnega ko-
renjenja Stevila A, kar lahko geometrijsko realiziramo na primer s p-kratno
uporabo visinskega izreka v pravokotnem trikotniku. Ce je r = 2Pq1q2---qp,
kjer je p naravno Stevilo, q1, o, . . ., g pa liha prastevila, ne nujno med seboj
razli¢na, lahko uporabimo zvezo

qi _
U= \/“’“v... AV
in postopoma konstruiramo dg = Qi’/X, 0 = Yoo, 62 = R/61,..., 06 = %/ 0p1
in nazadnje je ¥/ = 8.

Cisoide

Do ravninskih krivulj pridemo na razli¢ne nacine. Eden od njih je cisoidni
nac¢in. Do nove krivulje pridemo z uporabo znanih krivulj K in Ko ter
tocke O, ki lezijo v isti ravnini. Pri tem sta K; in Ko taki krivulji, da vsaka
premica p skozi O, ki seka ki v neki tocki 17, seka tudi Ko, recimo v tocki
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T (slika 1). Za vsak T} oznac¢imo na p tocko T' tako, da velja ﬁ = JTT;
Ko Ti potuje po Ky, T opise krivuljo C, ki jo imenujemo cisoida krivulj Ky
in Ko glede na tocko O. Definicije take cisoide se nekoliko razlikujejo od
vira do vira, zgornja je povzeta po [2]. Ime krivulje C bomo obrazlozili v
nadaljevanju.

Slika 1. Krivulja C je cisoida krivulj /1 in Ky glede na tocko O.

V nadaljevanju je, ¢e ni drugace receno, r vedno liho Stevilo, vecje ali
enako 3. Dovolj bi bilo sicer obravnavati le liha prastevila, kot smo videli
v uvodu, da bi konstruirali r-ti koren, toda konstrukcija bi lahko zahtevala
veliko zaporednih korenjenj. Cisoide, ki jih bomo pri tem potrebovali, bomo
obravnavali z metodami analiti¢cne geometrije v ravnini. V ta namen posta-
vimo ravninski pravokotni kartezi¢ni koordinatni sistem Oxy. Krivuljo, ki

ima v tem koordinatnem sistemu enacbo

r-1 r-1 r—2 (1)

oznacéimo s H,. To je algebrska krivulja stopnje r — 1. Ce vstavimo v (1)
y = tx, dobimo parametri¢ni enacbi krivulje H,:

(2)

Krivulja H, je sklenjena, lezi v prvem in ¢etrtem kvadrantu, poteka skozi
tocke 0(0,0), A(1,0) in D,(1/2,+1/2) (slika 2). Tocko A doseze za t = 0,
tocki D, za t = £1, tocko O pa v limiti [t| > co. Iz (2) izra¢unamo

(r-2)t- 2T dx o (r- 1)tr_2
T ’ d_y(t)_ (r—2)tr-1-1 )

(0= Y=

dy
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Slika 2. Krivulja #s.

Iz prvega izraza v (3) ugotovimo, da ima krivulja vodoravni tangenti za

t=+1/"3/r -2 v tockah
() (7“—2 "V (T—Z)’“‘Q)
M, + .

r—1’ r—1

7Z rasto¢im r se tocki Mir) pomikata proti asimptoti krivulje (slika 5). Racun
pokaze, da tocke Mir) lezijo na nealgebrskih krivuljah £, , ki imata enacbi
y = +2%(1 - )17 in sta simetri¢ni glede na premico = = 1/2. Pri tem je
0 < x < 1. Absolutni vrednosti ordinat tock Mir) sta manjsi kot 1 za vsak
r23.

Iz drugega izraza v (3) izra¢unamo %(0) =0, kar pomeni, da ima #, v
tocki A za tangento premico x = 1. Ker pa Z—‘;(t) - 0, ko |[t| - oo, ima H,
za tangento v tocki O ordinatno os x = 0, kar sicer na sliki 2 ni o¢itno.

Poiskali bomo cisoido C, krivulj H, in x = 1 glede na tocko O(0,0)
(slika 3). Premica p skozi O naj ima enacbo y = tx. Krivuljo H, preseka v
tockah O in T (1/(1+¢"71),¢/(1 +t""1)), premico z = 1 pa v tocki Tx(1,1).
Koordinati tocke T iskane cisoide C, sta potemtakem

1 ! t t"

€T :1— = N :t— = .
T T B I o R R NP Tox B R
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Slika 3. Nastanek cisoide stopnje 5.

To pomeni, da smo nasli parametri¢ni enacbi cisoide C,.:

tT‘—l t'l‘
z(t) = —— t) = ——. 4
()= ()= @
Ce vstavimo v prvo enacébo t = y/x, dobimo po poenostavitvi enacbo cisoide
C; 8e v implicitni obliki:

x(mr—l + yrfl) _ yrfl. (5)

Krivuljo C,, ki je algebrska krivulja stopnje r, je smiselno imenovati
cisoida stopnje r. Ker se krivulja C, da parametrizirati s parom racionalnih
funkcij, jo uvrs¢amo med racionalne krivulje. Prav tako je krivulja H,
racionalna.

Cisoida Cs je cisoida krivulje H3, ki ni ni¢ drugega kot kroznica z enacbo
22 + 4% = z, in premice z = 1 glede na to¢ko O. Kroznica ima sredisée v
tocki S(1/2,0) in polmer p = 1/2. Cisoida C3 je znana ze iz anti¢nih ¢asov.
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Imenuje se Dioklova cisoida. Besedo cisoida so zaceli uporabljati tudi za
krivulje, ki nastanejo na prej opisani cisoidni na¢in z dvema krivuljama
glede na neko tocko. Beseda cisoida izvira iz grske besede kissds, kar pomeni
brsljan. Del kroga med Hj3 in cisoido ima namre¢ obliko brsljanovega lista.
Diokles, po katerem se krivulja imenuje, je bil starogrski matematik, ki je
z njo znal podvojiti kocko. Spoznali bomo, da se z njo da kocko ne samo
podvojiti, ampak tudi potrojiti, pocetveriti in celo pomnoziti s poljubnim
konstruktibilnim Stevilom A.

Ideja, zakaj za H, vzeti ravno krivuljo z enacbo (1), izvira iz enacbe

2 2

22 + 4% = z, ki pomaga konstruirati Dioklovo cisoido. V izrazu z? + y? je
eksponent 2, kar je za 1 manj kot 3, to je od razseznosti obic¢ajne kocke, ki jo
znamo podvojiti. Na desni strani enacbe pa je eksponent 1, kar je za 2 manj
kot 3. Zato smo za na$ namen, kot se bo izkazalo, pravilno predvidevali,
da sta za r-razsezno hiperkocko res dobra ravno eksponenta r—1inr—-2 v
enacbi (1).

Krivulja C, je simetricna glede na os x, definirana je nad intervalom
[0,1), poteka tako kot krivulja H,, skozi tocko O(0,0), ki jo doseze pri
t =0, in skozi tocki D.(1/2,+1/2) pri t = 1. Ko |¢| narasca proti oo, se
x priblizuje vrednosti 1, y pa gre v co. To pomeni, da je premica x = 1
navpi¢na asimptota krivulje C,. Iz (4) izra¢unamo Se

rt+t"

dy
iy ——
d:n() r—1"~

iz Cesar ugotovimo, da ima cisoida C, v tocki O, ko je t = 0, ost z vodoravno
tangento, kar na slikah sicer ni ocitno.

Pomnozitev hiperkocke

Poglejmo, kako lahko z uporabo cisoide C, konstruiramo </A. Izberimo na
osi y tocko B(0,)) in na¢rtajmo premico skozi A in B. Tu je potrebna
konstruktibilnost Stevila A, sicer tocke B ne bi znali vedno geometrijsko
dolociti, na primer za A\ = w. Poi§¢imo presec¢isée P cisoide C, s to premico.
Ce prepisemo (5) v obliko (1-z)y" ™! = 2", premico skozi A in B pa izrazimo
v obliki 1 —x = y/\, takoj dobimo ena¢bo x" = y"/A. Ordinata in abscisa
presecisca P sta zato v razmerju /A. Premica skozi O in P ima enacbo
y = z3/X in preseka asimptoto cisoide C, v tocki C'(1,/)). S tem smo
konstruirali stevilo v/, kar omogo¢a konstruirati Se rob b = a /X hiperkocke,
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Slika 4. Geometrijska konstrukcija petega korena.
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Slika 5. Krivulje H, (levo) in C, (desno) za r = 3,5,7 v prvem kvadrantu.

katere prostornina je Aa”. Ce izberemo X = 2,3,4,..., lahko hiperkocko
podvojimo, potrojimo, pocetverimo itd. Na sliki 4 je predstavljen primer za
r=5.
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Za vsa liha stevila r > 3 lahko torej z uporabo cisoide C, konstruiramo
/X za vsak pozitiven A. To omogoéa pomnozitev r-razsezne hiperkocke.

Za konec

Lepo se dajo izracunati ploscine likov pod krivuljami C, in H, nad inter-
valom [0,1] za r > 3. Ozna¢imo plosc¢ino pod C, s P,, pod H, pa s S,.
Izrazimo ju lahko prek Eulerjevih funkcij I in B. Za 7 > 3 dobimo:

1 1 1 2r -1 r—2 r
P [ oot e gr (T (1) - ’
r= Jy wrAma)yrrdr= o DT )P 2(r - 1)2sin =

T
Sr—f 2 (1-2)7T da :11“(27"_3)1“( - )= mr-2)
2 \r-1 r—=1) 2(r-1)%sin 15

Tocke, ki ustrezajo posameznim parametrom t racionalnih krivulj H, in
Cyr, se v nacelu da konstruirati evklidsko. Tocke krivulje #H, pa lahko eno-
stavneje konstruiramo evklidsko z uporabo visinskega izreka v pravokotnem
trikotniku, cisoide C, pa Se s podobnostjo trikotnikov, ¢e je r za 1 povecana
potenca Stevila 2, to se pravi, ¢e je r = 2™ + 1, kjer je n naravno Stevilo, na
primer r = 3,5,9,17.

Oglejmo si primer r = 5. Krivulja Hs ima enacbo z* + y* = 23. Konstru-
irajmo jo po to¢kah v prvem kvadrantu. Enacbo preuredimo v y* = 23(1- :L')
Za 0 < x < 1 vpeljemo geometrijsko sredino y; = \/z(1 - z) in dobimo y*
x2y%, kar Se korenimo: 32 = zy;. Ordinata y, ki ustreza z, je geometrijska
sredina za x in y;. Geometrijske sredine pa evklidsko realiziramo z visinskim
izrekom v pravokotnem trikotniku.

Prav tako delamo s krivuljo Cs, ki ima enacbo z(z* + y*) = y*. Kon-

struirajmo jo po tockah v prvem kvadrantu. Ena¢bo preuredimo v 2% =

y*z(1 - x). Za 0 < z < 1 vpeljemo geometrijsko sredino y; = \/z(1 - x)
in dobimo 2% = y*y? in s korenjenjem e z = y%y;. Pomnozimo z x, da
dobimo: z* = y?zy;. Nato vpeljemo geometrijsko sredino yo = VZy1 in
dobimo z* = y2y§. Korenimo in dobimo z? = yys, kar zapisemo v obliki
sorazmerja: y/x = x/ys. O¢itno do y pri danem z pridemo z dvakratno upo-
rabo visinskega izreka v pravokotnem trikotniku, sorazmerje pa realiziramo
s podobnimi trikotniki in dobimo y.

Kako pa je v primerih 7 = 1 in r = 27 Za 0 < < 1 dobimo iz (1) v
prvem primeru z°+y° = 27!, kar je poenostavljeno isto kot x = 1/2, iz (5) pa
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z(2°+y?) = 9° oziroma x = 1/2. Krivulji H; in C; imata isto enacbo, x = 1/2,
ki predstavlja premico. Rezultat je v soglasju s konstrukcijo v/ = \.

Za r=2in 0 < x <1 dobimo za Hs del premice x +y = 1, za Cy pa del
hiperbole z(x + y) = y, ki ima asimptoti = 1 in = +y = —1 ter sredisce v
tocki (1,-2). Tocke krivulje Co najlaze konstruiramo, ¢e enac¢bo z(x+y) =y
zapisemo najprej v obliki 22 = y(1 - 2), nato pa v obliki sorazmerja y/z =
x/(1 —z). Tocke krivulje konstruiramo s podobnimi trikotniki. Seveda pa
VA najlaze konstruiramo z visSinskim izrekom v pravokotnem trikotniku, ne
pa s krivuljo Cs.

Ce je r sodo tevilo, sta krivulji (1) in (5) »grsi« kot za lihi r, sta
brez simetrije in segata v podro¢ja zunaj pasu (0,1) x R. Edino v prvem
kvadrantu lepo potekata med ustreznima krivuljama za r—1 in r + 1.

Kot zanimivost poglejmo, kaj se zgodi, ¢e v enacbi (1) za r formalno
dopustimo katerokoli celo Stevilo in opazujemo ustrezne krivulje H, in C,
nad intervalom (0,1) v prvem kvadrantu. Ce nadomestimo r z 2 -7 v (1),
dobimo

xl—r + yl—r _ x—r‘

Mnozenje obeh strani te enacbe s faktorjem 2"y"~! nas privede do

r—1

w(a" ey ) =y

Formalno to pomeni enakost Ho_, = C,..
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