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(ATEMATIGA

EULERJEVA FUNKCUA ¢

Govorili bomo o funkeiji iz teorije Etevil, ki nosi ime velikega matematika
Eulerja. Leonhard Euler je Zivel v 18. stoletju in je delal ter ustvarjal na
vseh podro&jih uporabne in teorijske matematike. Sodi med najplodnejse
matematike vseh Zasov.

Eulerjeva funkcija ¢ preslikuje naravna Stevila v naravna 3tevila. Vred-
nost funkcije pri danem naravnem #tevilu n je definirana takole: Med Ztevili
1,2, 3, ... npois€emo vsa z n tuja $tevila, jih preftejemo in rezultat je ¢o(n).

Torej, vrednost (n) nam pove, koliko je pod n 3tevil, ki so tuja z n.

Navedimo nekaj primerov: (1) =1, ¢(2) =1, (4) =2, ¢(7) =6 in
(10) = 4, saj so &tevila 1, 3, 7 in 9 tuja z 10.

Naloga 1. [lzraéunaj (5), w(8), ©(17) in ¢(18).

Sedaj pa izrafunajmo Ze (40). Stevilo 40 razstavimo na pradtevila:
40 = 23 .5. To nam pove, da je neko Ztevilo tuje s 40, e ni deljivo niti z 2
niti s 5. Med Ztevili 1, 2, 3, ... 40 jih je polovica (vsako drugo Ztevilo), to je
20, deljivih z 2. Vsako peto Stevilo po vrsti je deljivo s 5, zato jih je petina
(torej 8) deljivih s 5. Stiri Etevila pa so deljiva z 2 in s 5 hkrati, saj je vsako
deseto Stevilo po vrsti deljivo z 2 in s 5. Zato je 20 — 4 = 16 Etevil deljivih
samoz2innes5 8—4=4pa je deljivih s 5innez 2. Torejjes 5 aliz?2
(vsaj z enim od teh dveh Ztevil) deljivih natanko 16 + 4 + 4 = 24 Ztevil. Zato
Jje ©(40) = 40 — 24 = 16.

Naloga 2. /lzraunaj (55) in ¢(63).

Vrednost ¢(315) pa izrakunajmo skupaj. Najprej 3tevilo 315 razstavimo
na produkt samih prastevil: 315 = 32.5.7. Razcep nam pove da je neko
Stevilo tuje s 315 natanko tedaj, ko ni deljivo z nobenim od 3tevil 3, 5 in
7. Vrednost (315) bomo poiskali tako, da bomo med 3tevili 1, 2, 3, ...
315 "pre&rtali” najprej vsa Ztevila, ki so deljiva s 3, nato med preostalimi %e
nepre€rtanimi vsa tista, ki so deljiva s 5, in kon&no 3e vsa, ki so deljiva s 7.
Ostala bodo samo Ze Ztevila tuja s 315.
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Ko med $tevili 1, 2, 3, ... 315 preértamo &tevila, ki so deljiva s 3, to so
itevila1-3,2-3,3-3, ... %ﬁ - 3, ostane ¥e

315~3—§§_315 (1—-)

Etevil.

Sklep 1. e med prvimi 315 &tevili prertamo vsa s 3 deljiva $tevila,
potem ostane e 315 - (1 — 315) neprecrtanih Stevil,

Pre3tejmo, koliko je v tem ostanku 3tevil, ki so deljiva s 5. Vsa 3tevila
(med prvimi tristo petnajstimi) deljivas5s01:5,2-5, 3.5, .. 315 -5. Med
temi Stevili so bila v prvem koraku preértana vsa s 3 deljiva Etewla To je
natanko toliko 3tevil, kolikor je med 3tevili 1, 2, 3, ... 312 takih, ki jih 3 deli.
Ostalo je torej 3e (glej Sklep 1. - namesto 315 vzames %é) %é (1 - %)
Stevil deljivih s 5. Prefrtamo e ta in ostane

315-(1—%)——-(1——)-315 (1—-) (1__)

Etevil.

Sklep 2. Ko med prvimi 315 stevili pre¢rtamo vsa $tevila, ki so deljiva
s 3 ali s 5, ostane 3e 315 (1 — %) (1— %) stevil.

Sedaj pa poglejmo, koliko veZkratnikov ¥tevila 7 moramo Ze pre&rtati.
Med prvimi tristopetnajstimi £tevili so deljiva s 7 naslednja: 1.7,2-7,3-7, ...
§-1,§ 7. V prvih dveh korakih smo med temi 3tevili pre€rtali vsa 3tevila deljiva
s 3in s 5. Med njimi je ostalo e (Sklep 2.) natanko =32 223 ¢ (1= D-Qa- %)
nepre€rtanih ¥tevil. Ko preértamo Se ta, nam ostane

Ly (31h 1 1 1 1 1
315-(1-3)-(1-5) = 7> (1-3)-(1—5) = 315-(1-3)- (1= 5)-(1-3)

Stevil. Ta Ztevila so tuja s 315 in zato je

1 1 1
tp(315)=315-(1—5)-(1—5)-(1—?)=32-5-7 ----- = = 144,
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Naloga 3. Podobno kot zgoraj izratunaj ¢(1000), ¢(1001) in ¢(770).

Razstavimo Etevilo n na produkt razli¥nih prastevilskih potenc:

[
n=pi Py PR3 PK

S pomogjo tega razcepa izratunajmo ((n). Najprej med Stevili 1,2, 3, ... n
odvrZemo vsa, ki so deljiva s p;. Ostane Ze
1
= n(l—-—)

P1 P1
Etevil. Sedaj med preostalimi odvrZemo tista, ki so deljiva s p2 in niso hkrati
deljiva s p;. Stevila, ki so deljiva hkrati s p; in s pp, smo odvrgli ¥e na
prejinem koraku. Tako nam po drugem koraku ostane 3e

(1= 2) = (1= =) = ofl = )1 - )

PL” P2 P1 P2

Etevil.

Med preostalimi Etevili nato odvrZemo tista 3tevila, ki so deljiva s p3.
To so natanko tista Stevila med Stevili 1, 2, 3, ... n, ki so deljiva s p3 in niso
deljiva niti s p; niti s po. Ostane 3e

1 b B 1 Li o opi B Ae T
& Sty i e R ne R Rl St i W

Etevil. Ta postopek nas po k korakih, ko nam ostanejo samo %e z n tuja
Stevila, pripelje do formule:

1 1 1 1
o) = n(1= )1 = )1 = —)--(1= =),

Ob upo3tevanju razcepa Stevila n na prafaktorje lahko to formulo zapifemo
tudi nekoliko drugate:

e(n) = (p1—1)---(pk — 1)pf - ppr .

Naloga 4. S pomo&jo pravkar izpeljane formule preveri rezultate, ki si
Jih dobil pri prejsnih nalogah.








