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Podatkovna struktura za
disjunktne mnozice
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- Pri reSevanju prakti¢nih problemov z racunalni-
Skimi algoritmi pogosto naletimo na naslednjo si-
tuacijo: dano je vecje Stevilo objektov, ki jih zdru-
Zujemo v vedno vecje mnoZice, tako da v vsakem

trenutku vsak objekt pripada natanko eni mnozici.

Pri tem na trenutni skupini mnoZic pogosto izva-
jamo naslednji dve operaciji:

= preverjanje, ali dva objekta x in y pripadata isti
mnoZici, in

= zdruzevanje mnozic, ki jima pripadata objekta x
iny.

Obicajno zacetno stanje je takSno, da vsak objekt

predstavlja samostojno mnoZico, te pa nato zapore-

doma zdruzujemo.

Za mnoZici, ki nimata skupnih elementov, pravi-
mo, da sta disjunktni (disjoint). Objekti so torej v
vsakem trenutku razporejeni v skupino disjunktnih
mnozic, katerih Stevilo se z njihovim zdruZevanjem
samo manjsa. Z naivno implementacijo disjunktnih
mnoZic lahko doseZzemo hitro izvajanje ene od ope-
racij, ne pa obeh hkrati. Ce npr. disjunktne mno-
7ice predstavimo s seznami elementov, bo zdruze-
vanje mnozic hitro, za preverjanje pripadnosti ele-
mentov isti mnozici pa bomo morali izvesti pregled
seznama in pri tem v sploSnem opraviti reda N pri-
merjav, kjer je N Stevilo elementov. Po drugi strani
bi bila implementacija s poljem, v katerem hranimo
oznake mnoZic za posamezne elemente, neucinko-
vita pri zdruzevanju mnozic, kjer bi morali posodo-

biti reda N oznak v polju. Potrebujemo torej boljSo
reSitev. V tem prispevku bomo opisali implemen-
tacijo podatkovne strukture za disjunktne mnoZice
(disjoint-set data structure), ki omogoca ucinkovito
izvajanje zaporedja prej opisanih operacij. Ker to do-
seZzemo z implementacijo dveh metod, imenovanih
ISCI (FIND) in UNIJA (UNION), to podatkovno struk-
turo v literaturi pogosto imenujejo tudi podatkovna
struktura UNIJA-ISCT (union-find data structure).

Pri implementaciji podatkovne strukture za dis-
junktne mnoZice je vsaka mnozica predstavljena kot
drevo, v katerem so elementi mnoZice hierarhi¢no
povezani preko kazalcev na starSe, pri cemer koren
drevesa kaze sam nase. Kot primer vzemimo mno-
Zico objektov, ki so oznaceni s celimi Stevili od 0
do 7. Ce so ti objekti razdeljeni v tri disjunktne
mnoZice {0, 5,6}, {2,3,4,7} in {1}, lahko to grafi¢no
ponazorimo s sliko 1. Oblika posameznih dreves je
lahko tudi drugacna in je odvisna od tega, v kakem
vrstnem redu smo mnozice zdruzevali.
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SLIKA 1.

Predstavitev disjunktnih mnozic z drevesi, v katerih so elementi
povezani s kazalci na starSe. Reprezentativni element mnozice
je koren, ki kaze sam nase.
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V podatkovni strukturi za disjunktne mnoZice je
vsaka mnoZica enoli¢no dolocena z njenim reprezen-
tativnim elementom, ki je v tem primeru koren dre-
vesa. V nadaljevanju bomo zato za reprezentativni
element mnoZice uporabljali kar krajsi izraz koren
(root). Pripadnost dveh objektov isti mnoZici lahko
ugotavljamo s preverjanjem enakosti njunih kore-
nov, pri zdruzevanju dveh mnozic pa koren unije
postane eden od dosedanjih dveh korenov. Podat-
kovna struktura za disjunktne mnoZice je torej neke
vrste nadstruktura ali gozd dreves, ki predstavljajo
posamezne disjunktne mnoZzice. Oznacitev objektov
z zaporednimi celimi Stevili od 0 naprej omogoca Se
posebej elegantno programsko predstavitev dreves v
strnjenem polju A dolZine N, v katerem i-ti element
polja hrani oznako starSa objekta i. Disjunktne mno-
Zice s slike 1 bi lahko tako opisali s poljem na sliki 2.

0 1 2 3 4 5 6 7
Al0l1(3]|3|3|0|5]|2
=

SLIKA 2.
Zapis drevesnih struktur s slike 1 s poljem. Vrednost na polo-
zaju i v polju je indeks starSa objekta i.

Ob inicializaciji podatkovne strukture za disjunk-
tne mnozice z N objekti je potrebno ustvariti N mno-
7ic, katerih koreni (in hkrati edini elementi) so posa-
mezni objekti. Pri zgoraj opisani implementaciji s
poljem A je postopek zelo enostaven, potrebno je
le vsem objektom postaviti »kazalec« nase (algori-
tem 1).

Algoritem 1 Inicializacija disjunktnih mnoZic
function INICIALIZACIJA(N)
fori <~ 0...N-1do
Ali] <1
end for
end function

Klju¢ni metodi, ki ju implementira podatkovna
struktura za disjunktne mnozice, sta Ze omenjeni
ISCI in UNIJA. Metoda ISCI kot argument prejme
oznako objekta in vrne oznako korena disjunktne
mnozice, ki ji objekt pripada. Osnovna implementa-
cija metode je zelo preprosta, saj je potrebno le sle-
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diti verigi starSev od danega objekta navzgor proti
korenu. Slednjega prepoznamo po tem, da kaze sam
nase. Postopek je v obliki rekurzivne funkcije zapi-
san v algoritmu 2, moZna pa je tudi iterativna im-
plementacija z enako ¢asovno zahtevnostjo, ki zapo-
redje prednikov hrani na skladu.

Algoritem 2 Osnovna metoda ISCI

function ISCI(x)
if A[x]=x then
return x
else
return ISCI(A[x])
end if
end function

Problem zgornjega postopka je v tem, da bomo ob
naslednjem klicu ISCI z istim argumentom spet mo-
rali prehoditi isto zaporedje kazalcev, kar postane
ob velikem Stevilu ponavljajoc¢ih se klicev neucinko-
vito. Podatkovna struktura za disjunktne mnoZice
zato uporabi t. i. stiskanje poti (path compression),
pri katerem ob vracanju iz rekurzije vsem objektom
na poti postavimo kazalec na starSa na najdeni koren
mnoZice, kot prikazuje algoritem 3.

Algoritem 3 Metoda ISCI s stiskanjem poti

1: function ISCI(x)
2: if A[x]=x then
3 return x

4 else

5 Alx] — ISCI(A[x])
6: return A[x]
7

8:

end if
end function

Princip delovanja stiskanja poti prikazimo na
zgledu disjunktne mnoZice na levi strani slike 3. Po
izvedbi klica ISCI(0) bo novo stanje drevesa in pri-
padajocega polja taksno, kot je prikazano na desni
strani slike. Vsak naslednji klic 1SCI(0) ali ISCI(5)
se bo sedaj zakljucil v enem koraku.

S tako definirano metodo ISCI lahko preverjanje,
ali objekta x in 7y pripadata isti disjunktni mnozici,
izvedemo s primerjavo ISCI (x)=ISCI(y).

Druga klju¢na operacija na podatkovni strukturi
za disjunkine mnozice je zdruZevanje ali unija dveh
mnozic. Metoda UNIJA kot argument prejme dva
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SLIKA 3.

Stiskanje poti pri klicu ISCI(0) poveze vse elemente preho-
jene verige neposredno s korenom mnozice, zaradi ¢esar bodo
nasledniji klici ISCI bolj u¢inkoviti.

objekta in izvede zdruZevanje disjunktnih mnoZic,
ki jima ta objekta pripadata. Ce objekta Ze pripa-
data isti disjunktni mnoZici, se ne zgodi ni¢. V na-
sprotnem primeru je potrebno povezati drevesi obeh
mnoZic tako, da koren ene mnoZice priklju¢imo kot
naslednika korenu druge mnozZzice, ki s tem postane
koren celotne unije. Zdruzevanje dveh dreves si Ze-
limo izvesti tako, da bo imelo drevo unije ¢im manj-
$o visino, saj bo povprecna dolZina poti v takSnem
drevesu manjSa in bo iskanje korena zato ucinkovi-
tejSe. Kadar torej zdruzujemo dve drevesi razlicnih
viSin, je potrebno niZje drevo prikljuciti viSjemu, ka-
terega viSina se zaradi tega ne spremeni (slika 4 levo).
Ce pa zdruzujemo dve drevesi enake visine, je smer
priklju¢evanja nepomembna, viSina zdruZenega dre-
vesa pa bo za ena vecja (slika 4 desno).

Zaucinkovito implementacijo unije je torej potreb-
no voditi viSine dreves. Ker pa se viSina drevesa za-
radi stiskanja poti lahko spremeni tudi ob izvajanju
Kklicev ISCI, je beleZenje in posodabljanje to¢ne vi-
Sine dreves neprakti¢no. V podatkovni strukturi za
disjunktne mnozice zato vodimo samo range (rank)
posameznih dreves. Rang drevesa je zgornja meja
viSine drevesa, ki ne odraza nujno njegove dejanske
viSine, ampak samo njeno najve¢jo mozno vrednost.
Pri zdruzevanju mnozic priklju¢imo mnoZzico z niz-
jim rangom tisti z vi§jim rangom, kar imenujemo
unija po rangu (union by rank). Za beleZenje ran-
gov uporabimo lo¢eno polje R, v katerem so veljavni
rangi zapisani samo pri objektih, ki so koreni svojih
disjunktnih mnoZzic (algoritem 4). Zacetne vrednosti
vseh rangov pri inicializaciji podatkovne strukture
za disjunktne mnozice (algoritem 1) postavimo na 0.

Algoritem 4 Unija po rangu
1: functionV[vJNIJA(X,y)
2: a «— ISCI(x)

3: b« ISCI(y)
4: if a#b then
5: if R[a] = R[b] then
6: Alb] <~ a
7: if R[a] = R[b] then
8: Rla] =R[a] +1
9: end if

10: else

11: Ala] < b

12: end if

13: end if

14: end function

Zgled zaporednega zdruzevanja disjunktnih mno-
Zic je prikazan na sliki 5, pri Cemer so rangi posame-
znih mnozic zapisani ob korenskem vozliScu.

V prakti¢nih aplikacijah obicajno Zelimo za posa-
mezne disjunktne mnozice voditi Se dodatne opisne
parametre, kot je npr. Stevilo objektov v mnoZzici.
Tudi sami objekti imajo lahko lastne Stevilske atri-
bute, ki jih Zelimo pri zdruZevanju mnoZic na dolo-
Cen nacin zlivati (npr. vsota ali povprecje vrednosti
atributa elementov mnoZice). Vsako od teh statistik
lahko beleZzimo z lo¢enim dodatnim poljem, v kate-
rem trenutno vrednost za vsako mnozico hranimo
na indeksu njenega korena (na podoben nacin kot

WAASYAV:N

SLIKA 4,

Pri zdruzevanju disjunktnih mnozic v primeru razlicno visokih
dreves manjse drevo priklju¢imo vec¢jemu, zato da visSina dre-
vesa ostane enaka (a). V primeru enako visokih dreves je smer
povezovanja nepomembna, viSina zdruzenega drevesa pa se
poveca za ena (b).
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UNIJA(0,2) UNIJA(1,3)
- -

SLIKA 5.

Primer zaporednega izvajanja unije
po rangu. V zadnjem koraku se pri is-
kanju korena disjunktne mnozice za
objekt 2 izvede tudi stiskanje poti.
Bodimo pozorni na to, da je vrstni
red argumentov klica UNIJA pomem-
ben, ko zdruzujemo drevesa z ena-
kim rangom (npr. klic UNIJA(2,3)
v tretjem koraku bi tvoril drugacno
drevo).
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ne ve, kdo je okuzen, imamo pa podatke o tem, kdo
je bil s kom v stiku v zadnjih sedmih dneh. Da pre-
precimo nadaljnje Sirjenje bolezni, Zelimo oblikovati

e
@—W
@)

O
Q—4

1. po inicializaciji: 5. po obravnavi (2,7):
0 1 2 3 4 5 6 7 0O 1 2 3 4 5 6 7
Alo|1|2|3|4|5]|6|7 Alo|o|o|3|0|5|6]0
0 R|0|0|0|0|0O|0O|0O]|O R|1|0|0|0|0|O|O]O
cli|1|1|1|1]2|1|1 cls|af1f1|2]1|1]2
SLIKA 6. 2. po obravnavi (0,1): 6. po obravnavi (3,5):
Predstavit tk( )db(lvv) 0O 1 2 3 4 5 6 7 0O 1 2 3 4 5 6 7
fre SVaVIkEVSI oV dp(I)VEZ:lVE nzlet OISE amé YOZ ISC&h zvgrka- aAlolol2l3lals]67 aAlolololzlol3]6l0
om. VSsaK povezan del grara predstavija neodvisen menurcek. rl1lololololololo rl1lolol1lolololo
cla2faf1|1|1]2|1]2 cls|1|1|2]|1]1]|1]1
3. po obravnavi (1,4): 7. po obravnavi (3,6):
prej rang v polju R). Vcasih pa nas tudi zanima samo 0 1 2 3 45 6 7 0 12 3 45 6 7
Stevilo disjunktnih mnozic na koncu, kar je prav tako Al0]0]2]3]0]5]6|7 Al10]0]0f3f0f3|3|0
enostavno ugotoviti - po zakljucku zdruzevanja se R|1j0]0|0]0|0]O]O R|1/0]0]1]0j0|0]O
sprehodimo skozi polje A in preStejemo primere, ko C[3]1f1]1]1]1]1]1 Cl5]1f1[3f1]1]1]1
Jje A[l] =L 4. po obravnavi (2,4): 8. po obravnavi (4,7):
Najbolj znan primer aplikacije podatkovne struk- o L 2 8 4 5 6 7 o L 2 8 4 5 6 7
L o : L : Alo|o|o|3|0|5]|6|7 Alo|o|o|3|0f3|3]|0
ture za disjunktne mnoZzice je vodenje minimalnih
. . . R|1|0|0|0|0|0O]|O|O R|i1|0f0|1|0]|0|0]|0O
vpetih dreves pri Kruskalovem algoritmu, o katerem
. e . Cla|1|1|2r|1]2|1]2 cls|1|1|3|1]|1|1]1
je bilo v Preseku v preteklosti Ze pisano. Naso obrav-

navo zato zaklju¢imo z naslednjim, za trenutne case =~————

precej aktualnim primerom: V populaciji N oseb raz- SLIKA7.

saja prenosljiva virusna bolezen, ki pa jo oboleli pre- Postopek resevanja problema z mehuréki

boli v sedmih dneh. Ker se testiranje Se ni zacelo, se %
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% »mehurcke, tj. skupine oseb, ki so bile v omenjenem  stik (x,y) izvedemo klic UNION(x,y). Stevilo oseb
Casu v neposrednem ali posrednem stiku. Vsak stik v mehurcku vodimo pri korenu pripadajoc¢e disjunk-

je podan kot par oseb (x,y), ki sta bili v stiku. Za-  tne mnozice, pri zdruZevanju pa seStejemo vredno-
radi zaScite osebnih podatkov so osebe oznacene s  sti pri korenih obeh mnoZic. Na sliki 7 so prikazane
Stevili od 0 do N — 1. Zanima nas Stevilo mehurckov  ysebine polj A (indeksi star§ev), R (rangi) in C (ve-
in velikost najvecjega mehurcka. likosti disjunktnih mnozic). Po zakljucku postopka
Kot zgled podajmo primer z osmimi osebami, Jahko ugotovimo, da sta osebi 0 in 3 korena dveh pre-
od katerih so bili v zadnjem tednu v stiku pari ostalih mehurckov, od katerih je vecji prvi (C[0] = 5).

(0,1),(1,4),(2,4),(2,7),(3,5),(3,6) in (4,7). Ce ose-
be nariSemo kot vozlisca grafa, stike pa kot povezave | iteratura
med njimi, dobimo graf iz dveh locenih delov (t. i. po-

vezani komponenti) na sliki 6, ki v tem primeru pred- [1] T. H. Cormen, C. E. Leiserson, R. L. Rivest in
stavljata iskana mehurcka {0, 1, 2,4, 7} in {3, 5, 6}. C. Stein, Introduction to Algorithms, 3. izdaja, The

Problem lahko reSimo, ¢e mehurcke obravnavamo MIT Press, 2000.
kot disjunktne mnoZice. Postopek reSevanja prika-
zuje slika 7.

Na zacetku je vsaka oseba v lastnem mehurcku, www.dmfa-zaloznistvo.si

vsak ugotovljeni stik pa predstavlja mozZen prenos _

okuzbe, zato je potrebno mehurcka oseb v stiku
zdruziti (razen Ce sta Ze v istem mehurcku). V zanki www.obzornik.si
zato obravnavamo zgoraj nasStete stike in za vsak
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