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Statisti~no smo ovrednotili 5100 eksperimentalnih vrednosti upogibnih trdnosti testnih vzorcev iz redne proizvodnje korundnih
kerami~nih izdelkov. Primerjali smo teoreti~no izra~unano Weibullovo porazdelitev z dvema drugima pogosto uporabljenima
dvoparametri~nima porazdelitvama, normalno in log-normalno, da bi ugotovili, katera se najbolj sklada z meritvami. Za izra~un
ustreznih prostih parametrov smo uporabili metodo najve~je verjetnosti (maximum-likelihood method). Potem smo za
primerjavo rezultatov uporabili Q – Q-diagrame. Potrdili smo domnevo, da se z eksperimentalnimi vrednostmi trdnosti najbolj
ujema Weibullova porazdelitev.

Klju~ne besede: Weibullova porazdelitev, metoda najve~je verjetnosti, Q – Q-diagram

We have performed a statistical evaluation of 5100 experimental values of the bend strength of test pieces from a serial
production of alumina products. The Weibull distribution was compared with two other commonly used 2-parametric
distributions, i.e., normal and log-normal, in order to reveal which of them best matches the experiments. The
maximum-likelihood method was used to evaluate the corresponding parameters, and then a Q–Q plot was used for all the
statistics. We confirmed that the Weibull distribution describes the experimental strengths most accurately.
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1 UVOD

Neenakost mno`ice merjenih vrednosti trdnosti
kerami~nih in drugih krhkih materialov v standardnih
mehanskih preskusih je posledica naklju~ne porazdelitve
napak v vzorcih, najve~krat pa te trdnosti opi{emo z
Weibullovo statisti~no porazdelitvijo1–4. Zanesljivost
teoreti~nih napovedi na osnovi Weibullove ali drugih
pogosto uporabljenih porazdelitvenih funkcij, ki jih izra-
~unamo za majhno {tevilo vzorcev, so veliko raziskovali
teoreti~no in eksperimentalno (najve~krat pa kombini-
rano) za razli~ne pogoje merjenja5–19. Znano je na primer,
da razli~ni ra~unski postopki sistemati~no dajejo
prevelike ali pa premajhne vrednosti prostih parametrov
raznih statisti~nih porazdelitev, ~e je {tevilo zlomljenih
vzorcev relativno majhno, npr. 30 ali {e manj7,8. Metoda
najve~je verjetnosti (ML = maximum-likelihood method)
se zaradi svoje u~inkovitosti pogosto uporablja za izra-
~un parametrov statisti~nih porazdelitev20,21.

Veliko avtorjev se je `e vpra{alo o upravi~enosti upo-
rabe Weibullove porazdelitve, zato so zanesljivost njenih
napovedi primerjali tudi z drugimi porazdelitvami: nor-
malno (Gaussovo), log-normalno itd.7,22. Za majhno
{tevilo testnih vzorcev namre~ ne moremo zanesljivo

izklju~iti veljavnosti vseh teh porazdelitev, posebno ne
Gaussove22. Eden od zanimivih na~inov vizualne pri-
merjave eksperimentalnih trdnosti vzorcev s teoreti~nimi
vrednostmi iz ustrezne porazdelitvene funkcije so Q –
Q-diagrami (Q = quantile)23,24. Ujemanje med teorijo in
eksperimentom je dobro, ~e so to~ke v diagramu zelo
blizu premici, ki oklepa z vodoravno osjo kot 45° (sime-
trala prvega kvadranta).

V ~lanku opisujemo statisti~no obdelavo 5100 iz-
merjenih vrednosti upogibne trdnosti vzorcev iz redne
proizvodnje korundnih kerami~nih izdelkov. Za oceno
parametrov treh razli~nih teoreti~nih porazdelitev smo
uporabili ML-metodo, potem pa med drugim primerjali
ujemanje teoreti~no izra~unanih in eksperimentalnih
trdnosti s Q – Q-diagrami.

2 MERITVE TRDNOSTI

Kerami~ne testne vzorce v obliki kvadrov dimenzij 4
mm × 3 mm × 45 mm smo izdelali v podjetju Hidria
AET, d. o. o., s tehniko nizkotla~nega brizganja v kalupe.
V enem letu se nam je nabralo 5100 meritev trdnosti
vzorcev iz 425 proizvodnih serij, po 12 zlomljenih vzor-
cev iz vsake serije. Vzorci so bili iz korundne keramike
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Al2O3 s 95-odstotno teoreti~no gostoto, pripravljeni s
sintranjem tri ure pri temperaturi 1640 °C. Ta material se
v glavnem uporablja za elektri~no izolacijo in se zanj ne
zahtevajo najvi{je trdnosti, tako da ga v podjetju
ozna~ujemo kot "Al2O3 keramiko srednjih trdnosti".
Trdnosti smo izra~unali z ena~bo za 4-to~kovni upogibni
test21:
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kjer je � upogibna trdnost vzorca, F zlomna sila, L2 = 40
mm in L1 = 20 mm sta zunanji in notranji razmik
podpor, a = 4 mm je {irina vzorca, h = 3 mm pa njegova
debelina.

3 STATISTI^NI MODEL IN GRAFI^NA
PONAZORITEV

Na{a naklju~na (statisti~na) spremenljivka je upo-
gibna trdnost �. V ra~unih uporabljamo obe porazde-
litveni funkciji: verjetnostno gostoto p(�) in kumulativno
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ujemanje med eksperimentalnimi podatki in tremi napo-
vedanimi 2-parametri~nimi porazdelitvami: Weibullovo,
normalno (Gaussovo) in log-normalno.

3.1 Postopek za ocenitev stopnje ujemanja teorije in
eksperimenta

Podroben postopek za oceno dveh prostih parametrov
in vizualne ponazoritve ujemanja dane teoreti~ne poraz-
delitvene funkcije z eksperimentalnimi podatki sestoji iz
naslednjih korakov:
a) Za vsako od treh porazdelitev posebej dobimo

najprimernej{i vrednosti prostih parametrov z metodo
najve~je verjetnosti (ML). N (= 5100) izmerjenih
trdnosti, �i, i = 1 do N, vstavimo v verjetnostno
gostoto p(a, b; �), kjer sta a in b ustrezna parametra,
npr., a � m in b � �0W za Weibullovo porazdelitev
(gl. spodaj). Z metodo ML poi{~emo najve~jo
mogo~o vrednost naslednje funkcije glede na vse
mogo~e vrednosti a in b:
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V ustreznih (dveh) ena~bah sta odvoda funkcije Y po
parametrih a in b enaka ni~.
b) Eksperimentalne vrednosti trdnosti �i uredimo po

nara{~ajo~ih vrednostih, kjer gre indeks i od 1 do N =
5100. Vsaki {tevilki i (in s tem ustrezni vrednosti
trdnosti) priredimo verjetnost Pi za zlom, pri tem pa
si pomagamo z enim od pogosto uporabljenih ocen iz
literature: 22
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Vrednost Pi ustreza kumulativni verjetnostni funkciji
P(�) za izbrano teoreti~no porazdelitev. Namesto z oceno
(3) smo poskusili s {e drugimi ocenami za Pi iz literature
in ugotovili, da ta izbira ni~ ne vpliva na kon~ne
rezultate, vsaj za tolik{no {tevilo merjenih vzorcev.
c) Za vsako vrednost Pi, dobljeno iz ena~be (3), smo z

obratom teoreti~ne funkcije P(a, b; �) z `e prej izra-
~unanima parametroma a in b (gl. to~ko a) izra~unali
ustrezno teoreti~no pri~akovano trdnost �i,th.

~) Uporabili smo poenostavljeno razli~ico grafi~ne
ponazoritve Q – Q za primerjavo teoreti~nih trdnosti
�i,th z eksperimentalnimi �i. Pare vrednosti (�i,th, �i) v
diagramu smo prikazali tako, da teoreti~na kompo-
nenta ustreza vodoravni osi, eksperimentalna pa
navpi~ni. ^e se torej teoreti~na statisti~na napoved
odli~no ujema z eksperimentom, le`ijo to~ke v dia-
gramu vse blizu premice z naklonom 45° proti
osema.

d) Kvantitativno lahko opredelimo ujemanje teoreti~nih
napovedi z eksperimentalnimi podatki s faktorjem R2:
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kjer je <�i> izra~unana povpre~na vrednost eksperi-
mentalnih trdnosti. Vrednost R2 blizu 1 pomeni dobro
ujemanje.

3.2 Primerjane teoreti~ne porazdelitve

Drugi parameter bomo zaradi analogije pri vseh treh
porazdelitvah ozna~ili s podobnim simbolom: �0W, �0N in
�0LN. To je umeritveni parameter, ki ima enoto trdnosti.
Prvi parameter pa ima pri treh porazdelitvah povsem
druga~en pomen. Podali bomo le porazdelitveno funkcijo
p za vse tri porazdelitve. Porazdelitvene funkcije za
Weibullovo, normalno in log-normalno porazdelitev
ozna~imo po vrsti s pW, pN in pLN:
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Pri Weibullovi porazdelitvi imenujemo brezdimen-
zijski parameter m Weibullov modul, �0W pa umeritveni
parameter. Pri normalni porazdelitvi imata parametra
enostaven pomen: �0N je povpre~na trdnost, � pa njena
standardna deviacija. Pri log-normalni porazdelitvi so
normalno porazdeljeni logaritmi trdnosti.
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4 REZULTATI IN DISKUSIJA

Vseh 5100 eksperimentalnih trdnosti prikazuje slika
1, kjer je vsaka vrednost zapisana v kronolo{kem
zaporedju (glede na ~as meritve), njihova aritmeti~na
povpre~na vrednost pa je <�> = 289,557 MPa. V tabeli 1
so podani z ML-metodo ocenjeni parametri treh porazde-
litev, skupaj z R2 faktorjem, ki je najve~ji pri Weibullovi
porazdelitvi. Slika 2 prikazuje ustrezni Q – Q-diagram
za to porazdelitev, druga dva pa sta temu kvalitativno
podobna, le ujemanje to~k s premico z nagibom 45° je
nekoliko slab{e.

Nazadnje smo naredili {e primerjavo treh teoreti~nih
porazdelitev glede ujemanja teoreti~ne pri~akovane
trdnosti <�>, njene standardne deviacije �� in "kubi~ne
deviacije" �3σ z ustreznimi eksperimentalnimi vrednost-
mi. Kubi~no deviacijo smo definirali takole:

� � � �3
33= < − < > >( )

kjer trikotni oklepaji ozna~ujejo statisti~no povpre~je.
Rezultati so prikazani v tabeli 2. V prvi vrstici v vsa-
kem od treh parov so eksperimentalne vrednosti teh
parametrov, v drugi pa teoreti~ne, in sicer v levem
stolpcu (oznaka *) izra~unane direktno iz prostih para-
metrov vsake porazdelitve, v desnem stolpcu (oznaka
**) pa so izra~unani s statisti~nim povpre~jem "simuli-
ranih teoreti~nih" trdnosti �i,th. Zaradi velikega {tevila
podatkov lahko pri~akujemo, da se bodo vrednosti,
ozna~ene z **, zelo dobro ujemale s tistimi, ozna~enimi
z *, in to tabela 2 tudi potrjuje. Medtem ko se pri~ako-
vana vrednost trdnosti in njena standardna deviacija pri
vseh treh porazdelitvah dokaj dobro ujemata z
ustreznimi eksperimentalnimi parametri, pa daje vsaj
pribli`no pravilen rezultat za kubi~no deviacijo samo
Weibullova porazdelitev.

5 SKLEP

Primerjava treh teoreti~nih porazdelitev s 5100 eks-
perimentalnimi trdnostmi keramike Al2O3 je pokazala, da
je najustreznej{i statisti~ni opis z Weibullovo 2-para-

M. AMBRO@I^, L. GORJAN: UPOGIBNA TRDNOST KORUNDNE KERAMIKE: PRIMERJAVA RAZLI^NIH ...

Materiali in tehnologije / Materials and technology 46 (2012) 4, 419–422 421

Tabela 1: ML-parametri in R2 faktor za tri porazdelitve
Table 1: ML-parameters and the R2 factor for the three distributions

Porazdelitev 1. parameter 2. parameter R2

Weibullova m = 9,048 �0W = 305,54 MPa 0,9984
Normalna � = 37,49 MPa �0N = 289,56 MPa 0,9855

Log-normalna w = 0,1372 �0LN = 286,86 MPa 0,9468

Tabela 2: Eksperimentalni in teoreti~ni statisti~ni parametri porazdelitev
Table 2: Experimental and theoretical statistical parameters of the distributions

<�> �� �3�

Eksperiment 289,56 37,49 �29,58
Weibullova *289,41 ** 289,41 *38,26 **38,26 *�32,15 *�32,12
Normalna *289,56 ** 289,56 *37,49 **37,48 *0 *1,19

Log-normalna *289,57 ** 289,56 *39,92 **39,91 *29,80 *29,75

Slika 2: Q – Q-diagram za Weibullovo porazdelitev
Figure 2: Q – Q-diagram for the Weibull distribution

Slika 1: 5100 vrednosti upogibne trdnosti; {tevilke na vodoravni osi
ustrezajo ~asovnemu vrstnemu redu meritev
Figure 1: 5100 bending-strength values; the numbers on the horizon-
tal axis correspond to the time sequence of the measurements



metri~no porazdelitveno funkcijo, kar med drugim
potrjuje najvi{ji faktor R2: 99,84 %, razlike v vizualni
primerjavi statistik s Q – Q-diagrami pa so manj o~itne.
Omenimo lahko {e, da daje ML-metoda za normalno
porazdelitev natan~ne eksperimentalne vrednosti prvih
dveh statisti~nih parametrov v tabeli 2 (pri~akovana
vrednost trdnosti in standardna deviacija); v tem je torej
normalna porazdelitev nekaj bolj{a od Weibullove,
vendar pa daje popolnoma napa~en rezultat za kubi~no
deviacijo. Ve~ podrobnosti lahko bralec najde drugje25.
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