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3928 Matematika

KRISTALNE MREZE — 2. del
Zlaganje krogel

V prejanji stevilki Preseka smo si v ¢lanku Kristalne mreze, 1. del, ogledali
dva nacina zlaganja skladnih krogel. Tu bomo predstavili e enega.

Narigimo kocko ABCDA'B'C'D' z robom a. Na njej oznaéimo vsa
oglis¢a in vsa srediséa osnovnih ter stranskih ploskev (slika 1), to je skupaj
8+ 6 = 14 tock.

Nato zlagamo skladne kopije te “osnovne celice”, ki ji pravimo
“ploskovno centrirana kocka”, tako da imata sosednji kocki skupna Stiri
oglisca.

Ogliséa in srediiéa mejnih ploskev tako zlozenih kock sestavljajo mno-
zico tock v prostoru. Kot je razvidno iz vprasanja 3 na koneu tega ¢lanka,
je ta mnozica tock trirazsezna mreza, kakrsno smo opisali v prvem delu
clanka o kristalnih mrezah.
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Vsaka tocka te mreze naj bo sredisée krogle s polmerom
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Na sliki 1 se potem krogla s srediscem v H dotika krogel s srediséi v tockah
A B, A'in B,

Izraéunajmo delez prostora, ki ga zavzemajo krogle. V osnovni celici
imamo osemkrat po eno osmino krogle in Sestkrat po polovico krogle
(slika 2), skupaj stiri prostornine krogle, kar je
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Delez dobimo, &e to delimo s prostornino kocke, torej z

a® = 16V2R% .
Koliénik je
iy
—— =740%.
32 ‘

To je vet kot pri “telesno centrirani kocki” iz prejsnjega clanka.

Veliki nemski matematik Carl Friedrich Gauss je Ze pred dvema
stoletjema dokazal tole: Ce sredisca krogel sestavljajo trirazsezno mrezo,
ni mogoce doseci veéje zapolnjenosti prostora. Zato temu nac¢inu zlaganja
krogel pravimo kubiéno najgostejsi sklad.

V letu 1998 je bil predstavljen izredno dolg dokaz, da tudi sicer ni
mogoce zloziti krogel uéinkoviteje. Dokaz je oprt na obsezna preverjanja
z racunalnikom.

Opozorimo pa, da obstajajo §e drugi nacini zlaganja krogel, ki so
enako uc¢inkoviti kot kubi¢no najgostejsi sklad.

1z osnovne celice ni takoj jasno, kako bi v praksi zlozili krogle v
kubi¢no najgostejsi sklad. Zato e enkrat narisimo osnovno celico (slika 3).

Tocke A, E, C, I, B', H lezijo vse v isti ravnini in so sredisca krogel.
Z malo érko ozna¢imo kroglo, ki ima sredisce v tocki, oznaceni z ustrezno
veliko érko. Paroma se dotikajo krogle a, h in e (saj je |HE| = |AH| =
= |AE|). Se pravi, vsak par krogel iz mnozice {a, h, e} se dotika. Podobno
velja za krogle iz mnozic {e, c,i}, {V', h,i} in {e, h,i}.

Ce krogle a, e, ¢, i, b, h pravokotno projiciramo na ravnino trikotnika
ACB’, dobimo sliko 4.
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Ker je |GH| = 2V/2, se g in h dotikata. Enako vidimo, da se
g dotika krogel a, h, e,
j dotika krogel i, e, c,
[ dotika krogel ¥', h, i.
Zdaj vemo, kam moramo poloziti krogle g, j, f. Oglejte si tudi sliko 5
in fotografijo na naslovnici.

Slika 5.

Vprasanje 1. Kje na sliki 4 je projekcija tocke B? (Namig: Katerih
oznacenih krogel se dotika krogla b7)

Uporabimo zdaj pridobljeno znanje za resevanje zanimivega problema.

Relativna atomska masa aluminija je 26,98, zato ima 1 mol atomov
aluminija maso m = 26,98g. Gostota aluminija je 2,70 kg/dm?®. Alu-
minij kristalizira v kubicno najgostejsem skladu. Doloé¢i polmer atoma
aluminija.

Resitev. V 1 molu je Avogadrovo &tevilo N4 = 6,02 - 10%% atomov
aluminija. vsak ima torej maso m - (N4)~!.
Ce je R polmer atoma aluminija, ima osnovna celica rob a = 2v/2R.
4m

Na osnovno celico odpadejo, kot smo ugotovili, 4 atomi, torej masa Ny
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Gostota je
_dm 4m
P Ny -a NA'IGV@Rs-
Od tod je
g . m 26,98 10-29 = 269.8 1030 3
4/2Nap  4/2-6,02-2,70 44/2- 6,02 - 2,70
in
P Bl oSS & 1,43-107%m
4v/2-6,02 - 2,70

V nadaljevanju zahtevamo od bralca vet samostojnega dela.

Vprasanje 2. Svinec ima gostoto 11,34 g/ em® in relativno atomsko
maso 207,2. Kristalizira v kubiéno najgostejsem skladu. Doloc¢ite polmer
atoma svinca.

Opomba. V staljenem svincu so atomi bolj neurejeni kot v kristalu
in prostora ne zapolnjujejo tako uéinkovito. Zato se pri strjevanju svinec
skréi.

Kovine, ki kristalizirajo v manj gostih skladih, pa pri strjevanju lahko
zvecajo prostornino. Take kovine niso najbolj primerne za vlivanje.

Poseben primer je kositer, ki pri nizkih temperaturah kristalizira v
manj gostem skladu kot pri sobni temperaturi. To je varok t.i. “kositrove
kuge”, ki je povzrocila mnogo skode.

Vprasanje 3. Vrnimo se k sliki 3. Naj bo P paralelepiped z osnovno
ploskvijoB' HET in s stranskim robom B'F.

a) Dolocite preostala ogliéa paralelepipeda.

b) Ce ima kocka rob a, doloéite robove paralelepipeda.

¢) Doloéite kota, ki ju B'F oklepa z B'H in B'I.

d) Iz trSega papirja naredite nekaj modelov za P, ¢e rob paralelepipeda

P meri 6 cm. Zlozite modele tako, da imata sosednja modela skupna

4 oglisea. Ogliséa zlozenih paralelepipedov sestavljajo mrezo sredisé

krogel kubi¢no najgostejSega sklada. Primerjajte s sliko 3. Da je to

res prava mreza, _]e ra.zvn:lno iz naslednje tocke.
e) Naj bo B'l= a, B'H = b, B'F = ¢. Ce za izhodisée vzamemo totko

B', izrazite krajevne vektorje vseh oglisé kocke in vseh sredis¢ mejnih

ploskev v bazi {a,b.¢}.
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Vprasanje 4. Na Slikli postavimo pravok_ot_ni ko_grdinatni sistem
tako, da bo A izhodisée O, OB = 27, OD = 23, OA’ = 2k.
Kaj je mnozica vseh tock T, za katere je

OT = mi +nj + pk

kjer so m,n,p € Z in je vsota m + n + p sodo Stevilo?

Odgovori na vprasanja:
1. Projekcija tocke B je v srediséu trikotnika AC'B’.
2. 1,75:100 9 m.
3. a) G;, D, J
b) ‘\75(1
c) 60°

A = 20, OD:&‘FE-FF,
OA'=-i+b+¢é OB =0, OC'=d-b+¢ OD =2,
OE=d+b, OF=¢ OG=b+¢ OH=b OI=a,
OJ=a+¢

4. To je mreza kubi¢no najgostejsega sklada, katerega osnovna celica je
kocka ABCDA'B'C'D’.

Peter Legisa






