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I. Ravninska trigonometrija.

§ 1. Funkcije ostrih kotov in njih medsebojne odvisnosti. -

Ako sta koliéini A in B odvisni druga cd druge
tako, da pripada vsaki posebni vrednosti koli¢ine A
popolnoma doloéena vrednost koli¢ine B, pravimo:
kolicina B je funkcija kolifine A.

Ako natrtamo pri ostrem kotu BAC=qa (slika 1.)
iz katerekoli tolke B enega kraka pravokotnico na
drugi krak, stvorimo pravokotni trikotnik ACB, Ki
ga imenujemo projekcijski
trikotnik kota a; kateta
BC = a leZi kotu a nasproti, ka-
teta AC = b pa je kotu a pri-
leZna.

Dolotenemu kotu a (slika 1.)
pripada neskon&no mnogo pro-
jekcijskihtrikotnikovACB, AC;By,
ACyByi. t. d., ki so podobni drug
drugemu. Ker so razmerja (kvocijenti) stranic enega
teh trikotnikov enaka razmerjem (kvocijentom) isto-
leZznih stranic ostalih trikotnikov, si smemo izbrati za
preiskavanje kateregakoli izmed projekcijskih tri-
kotnikov.

Razmerja (kvocijenti) stranic projekcijskega tri-
kotnika ACB (slika 1., t. j. v znakih

BTE e e G C

Al 'L—I;’ o :35 = -
so odvisna od kolikosti kota a. Ce izpremeni kot a
svojo kolikost, izpremenijo tudi navedena razmerja
(kvocijenti) svoje vrednosti. Ta razmerja (ti kvoci-
jenti) so torej funkcije kota a. Vsaka teh kotnih
funkecij ima svoje posebno ime, in sicer:

Matek, Geometrya IT. 1g.

Slika 1.

B

1

Funkeija.

Projekeijski tri-
kotnik doloé_e-
nega kota.

Kotne funkeije.




Sinus.

. Kosinus.

Tangenta.

Kotangenta.

Sekanta.

Kosekanta.

Glavna fankeija.
Kofunkeija.
Medsebojne od-
visnosti kotnih
funkeij enega in
istega kota.

1. sinus kota a je razmerje (kvocijent) na-
sprotne katete in hipotenuze projekcijskega trikot-
nika, v znakih sin ¢ = %; _

2. kosinus kota a jerazmerje (kvocijent) pri-
leZne katete in hipotenuze projekcijskega trikotnika,
v znakih cos a = =

3.tangenta kota e je razmerje (kvocijent)
nasprotne in prileZne katete projekcijskega trikot-
nika, v znakih tg ¢ = -'?}-3

4 kotangenta kota a je razmerje (kvocijent)
prilezne in nasprotne katete projekcijskega ftrikot-
nika, v znakih cotg o = &

a
b. sekanta kota a je razmerje (kvocijent) hi-

~potenuze in prileZne katete projekcijskega trikotnika,

v znakih sec a = %5

6. kosekanta kota a je razmerje (kvocijent)
hipotenuze in nasprotne katete projekcijskega tri-
kotnika, v znakih cosec a = g

Sinus, tangenta in sekanta se 1menu]e]o glavne.
funkeije; kosinus, kotangenta in kosekanta pa se
zovejo kofunkcije.

Iz navedenih pojasnil o kotnih funkcijah sledi,
da sta funkeiji sinus in kosekanta, oziroma kosinus
in sekanta, tangenta in kotangenta med seboj obratni.
(reciproéni) vrednosti, v znakih

sin a - cosec a
cOS @ - Sec a »
to ol COtE o ==v1]

V projekcijskem trikotniku ACB (slika 1.) je po
Pitagorovem izreku a2-}-b2=c2. Ako delimo to enacbo
s ¢2, oziroma z b2 ali a2 najdemo

b SR e (E')+(z)_
D I, (%)2_]_1 :(%)2’
3.1. sl +(§)2=(§)2’

1,
1



t. j. z ozirom na pojasnila o kotnih funkcijah

sin2a |- cos2a = 1,*
tg2a4 1 = sec2 q,
1 -} cotg? a = cosec? a.

Ker ulomek ne izpremeni svoje vrednosti, ako
delig 3tevec in imenovalec z enakim Stevilom, najdes
iz pojasnil o kotnih funkecijah

a a:e sin «
4. . 95 e el sy
b b:c cOoS o«
Bt -COtga_gﬁa:C_Siﬂﬁ.

Povej z besedami zavisnosti kotnih funkcu, iz-
razenih v enacbah 1 do 5!

Ako nadrtamo komplementarnima kotoma a in
90 — a (slika 2.) projekcijska trikotnika I in II, spo-
znamo takoj iz slike, da se n. pr.

S ’ , Slika 2.
razmerje = nahaja v obeh projek-
cijskih trikotnikih; v trikotniku I >
pomeni razmerje % sinus kota q, "a I o %04,
v trikotniku II pa kosinus kota e i
(90 — @). Torej sta sinus kota ¢ in L =

kosinus kota (90 — a) enaka. Isto-

tako najdemo, da je razmerje % kosinus kota e in
sinus kota (90 — «), razmerje 5 tangenta kota @ in ko-
tangenta kota (90 — a), razmer]e E kotangenta kota
a in tangenta kota (90 — o) itd. O funkcijah komple-
mentarnih kotov smemo torej reéi:

Funkcija ostrega kota je enaka ko-
funkciji komplementarnega kota, v znakih

gin g = cog (90 —.0), cos ¢ = sin (90 — @),
tg a = cotg (90 — a), cotg a = tg (90 — a),
sec @ = cosec (90 — a), coseca = sec (90 — a).

* Namesto (sin «)2 se piSe navadno sin2« (fitaj: sinus « na
kvadrat); istotako je tudi pri drugih funkcijah,

1%

Funkeije kom-
plementarnih
kotov.



Naloge.

1. Naértaj funkcijama a)sina=2, b)tgf=2
pripadajota kota!

a) Narisi pravokoten trikotnik, v katerem meri
ena kateta 3 enote, hipotenuza pa b enot. Kot, ki leZi
dolo¢eni kateti nasproti, je kot, ki ga iSces.

b) Naértaj pravokoten trikotnik, v katerem meri
ena kateta 2 enoti, druga pa 1 enoto. Kot, ki leZi
vedji kateti nasproti, je kot 8, ki ga iS€es.

2. Izraéunaj kotom a) 300 b) 609, ¢) 4b0
funkcije: sinus, kosinus, tangenta, kotan-
gental

Ako razpolovi§ enakostranicen trikotnik, najdes
kota 300 in 600 (slika 3.). Po pojasnilih o kotnih funk-
cijah je

8
. a "
Slika 3, a)sin 20V =z =g —%
ez
]) ;Jl/g 5
. cos 300 = = 1 — — 13,
8
s ; ¢
tgd00=2 = 2 _— __ /3
b= 3|3 ’ "21/3 VS i
SLn
g ‘ b 2|/ i
cotg 300 = s e V3.

2
b) Poizreku o funkcijah komplementarnih kotov je
sin 600 = cos 300 = 1/3,
cos 600 = sin 300 = 1,
tg 600 = cotg 800 = /3,
cotg 600 = tg 300 = 13
¢) Ako nadrtad pravokoten trikotnik z enakima
katetama, najde$ kot 450 (slika 4.). Po pojasnilih o
kotnih funkcijah je: =

Sl sinb0 = § = - —1y/2,
b a 2.
i Pl 7t
o | cos 45 > s %/2,
tg 450 = % i 2 == ],
D a
Tea cotg 450 — = 5 = it



3. Izratunaj iz podatkov a) sin a = —

b)) tgf =V mzn_n ostale funkcije!
S pomotjo navedenih odvisnosti kotnih funkeij
enega in istega kota (enatbe 1 do 5, § 1.) najdes

m?2
&)F + cos2q = 1,
I/l m? Vne—m? -
COoOS a4 = Wy o = =)
i e sintec m
&0 vonia Vo-m?
1 1V n2—m?
cotg a = G T
m?2—n ) 1 m2
nan L
b) - + 1 = sec2p oy e
S Vn
CoRp =i o —
gL
sin 8 = y1—cos2f8 = me =
1 e
ot b = g5 =V iy

Razresi Se naslednje naloge:

4. Nadrtaj funkcijam a) cosfa’'= 3, b) cotg 8 = %,
¢) secy = 3, &) cosec d = § pripadajoce kote!

5. Izracunaj iz mnaslednjih podatkov’ ostale kotne
funkcije : "y ;

a) sina = 08, 2 b)ising — BT%’

¢) cos a = &) cos a = ﬂ—_—;
d)tga=-%b, e)tga:l/—l%E,
f) cotg a = 24, g? cotg & — ;ﬁ%,
B)seciai=— ;g, i) cosec a = %.

§ 2. Vrednosti funkeij ostrih kotov.

. Vsaka funkcija ostrega kota se da v sliki pred-
otiti kot daljica. Ce primerjamo -potem te daljice
med seboj, najdemo meje, med katerimi leZijo vred-
nosti kotnih funkeij.



Bf;:;‘:f“ﬂ";gi 1.Sinus in kosinus. Ako naértamo dolofenemu
nusazdaljicami. KOtU @ pripadajofi lok s polmerom r =1 in v zvezi
s tem lokom nariSemo projekcijski trikotnik ACB
(slika b.) tako, da je hipotenuza — r, predolujeta
kateti CB in AC sinus in kosinus kota a; zakaj po
pojasnilih o kotnih funkcijah je :
%:CTB:CBincosa:j—ngTC:AC.
Vrednosti si- Ako vrtimo krak AB (slika 5.
U Slika 5. na levo do lege AEH, postaja kot c
vedno veéji, istotako tudi kateta CB
(ki predstavlja sinus kota a), kateta
AC pa (t. j. cos o) se manjSa. Ko je
e = 900, preide kateta BC v polmer
AE = 1, kateta AC pa v toCko in je
zato = 0. Ce pa vrtimo krak AB na
desno do lege AD, se manjSa kot a,
istotako tudi kateta CB (sin a),.kateta AC pa (cos «)
se veta. Ko pride AB do lege AD, je a = 00, kateta
BC = 0 in kateta AC = AD = 1. Iz navedenega iz-
vajamo:

Sinus ostrega kota se veca, Ce se vela
kot; ko meri kot 09 je sinus = 0; ko meri
kot 900, je sinus=1. Vrednosti sinusa torej
leZijo med 0 in 1.

8in 00 = 0,8in 90% = 1.

Kosinus ostrega kota se manj8a, Ce se
veda kot; ko meri kot 0% je kosinus = 1;
ko meri kot 909 je kosinus = 0. Vrednosti
kosinusa torej leZijo med 1 in 0.

closel =" ecios 900 — (0

e ebaok 2. Tangenta in sekanta. Ako nafrtamo do-
kante z dalji- lofenemu kotu e pripadajoli lok s polmerom r = 1
ghm!, in v zvezi s tem lokom nariSemo projekcijski tri-
kotnik ACB (slika 6. tako, da je kotu e prileZna

kateta = r, predoéuje nasprotna kateta CB tangento

in hipotenuza AB sekanto kota «; zakaj po pojas-

nilih o kotnih funkcijah je

CB ; - B B
tga=A—C=T:CB1nseca=A—C=T“AB.

sin a =
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Ako vrtimo krak AB (slika 6.) na levo do lege
AE, se veta kot a, istotako tudi kateta CB (tg @) in
hipotenuza AB (sec a). Ko je a = 909,
je OB vzporedna z AE in vsaka iz- ‘Slika’6.
med njiju neizmerno velika. Ce pa E.
vrtimo krak AB na desno, se manj$a
kot a in istotako tudi kateta CB
(tg a) in hipotenuza AB (sec a). Ko
je a = 00, preide kateta CB v tocko
in hipotenuza AB v polmer AC. Iz A: == 2
navedenega izvajamo:

Tangenta ostrega kota se vefa, e se
veta kot; ko meri kot 00, je tangenta = 0;
ko meri kot 900, je tangenta=co. Vrednosti
tangente torej leZijo med 0 in co.

tg 00 = 0, tg 90° = oo,

Sekanta ostrega kota se vela, e se
veta kot; ko meri kot 00, je sekanta=1; kKo
meri kot 900, je sekanta — co. Vrednosti
sekante torej lezijo med 1 in co.

sec 0Y = 1, 8ec90% = oo

3. Kotangenta in kosekanta. Ako naértamo
komplementarnemu kotu BAE =90 — a (slika 7.) pri-
padajoéi lok s polmerom r = 1 in v zvezi s fem
lokom projekcijski trikotnik AFEB tako, da je kotu
(90 — «) prilena kateta = r, je projekcijski tri-
kotnik kota (90 — «) obenem tudi projekcijski tri-
kotnik kota a; zakaj kot pri B je kakor izmeni¢ni
kot = a. V projekcijskem trikot-
niku AEB predstavlja potem pri-
le’na kateta FEB kotangento in
hipotenuza AB kosekanto kota a;
zakaj po pojasnilih o kotnih funk-
cijah je cotg ¢ = e Sl )

AE 1
in cosec « =%§:§1§:AB.

Ako vrtimo krak AB (slika 7.)
na levo do lege AF, se vela kot a, kateta EB (cotg a)
in hipotenuza AB (cosec a) pa se manjsata. Ko

Slika 7.

B

Vrednosti tan-
gente in se-
kante.

Predodevanje
kotangente in
kosekante z
daljicami.

Vrednosti ke-
tangente in ko-
sekante.



Izreki o razrefe-
vanju pravokot-
nik trikotnikov.

8

je a = 909, postane kateta EB = 0 in hipotenuza
AB = AE = 1. Ce pa vrtimo krak AB na desno, se
manjda kot g, kateta EB (cotg @) in hipotenuza AB
(cosec a) pa se vefata. Ko je a=00, je EB vzporedna
z AD in vsaka izmed njiju neizmerno velika. Iz na-
vedenega izvajamo:

Kotangenta ostrega kota semanj8a, Ce
se kot vefa; ko meri kot 00, je kotangenta
= co; ko meri kot 900, je kotangenta = 0.
Vrednostikotangente torej leZijo med coin(.

cotgi0) —tco cotig D0l =

Kosekanta ostrega kota se manjsSa, &e
se kot vela; ko meri kot 00, je kosekanta
—oco; ko merikot 900, je kosekanta=1. Vred-
nosti kosekante torej lezijo med co in 1.

copecilii—"co; cosec 900 =— I

S pomodcjo viSje matematike so izratunali funk-
cije kotov od 00 do 450 in pregledno sestavili v tab-
lice, ki se imenujejo trigonometrijske tablice.
Funkcije kotov od 4560 do 900 se ujemajo po- prej-
fnjem paragrafu s kofunkcijami doti¢nih komple-
mentarnih kotov. Sekanta in kosekanta se navadno
izpu§lata v trigonometrijskih tablicah, ker se rabita
prav redkokdaj.

S pomoéjo trigonemetrijskih tablic se da vsakemu
ostremu kotu poiskati doti¢na kotna funkecija in ob-
ratno se da najti vsaki dolodeni kotni funkciji pripa-
dajoéi kot. Za porabno radunanje so najpripravnejse
tak8ne trigonometrijske tablice, v katerih
se nahajajo logaritmi kotnih funkecij. Kako se
te tablice rabijo, pove navodilo, ki se nahaja v njih.

§ 3. RazreSevanje pravokotnih trikotnikov.

Po pojasnilih o kotnih funkcijah je v pravo-
kotnem trikotniku CAB (slika 8):
: —=LSIR g —GORID,

|

oD

= tg a = cotgf.
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Ako odpravimo v teh pojasnilnih enac¢bah ulomke,
najdemo:

8= 8ifi @ — o7 ¢os :
a— btga — bcotgf t. ). Slika 8.

Kateta pravokotnega tri-
kotnika je enaka produktu
hipotenuze in sinusanasprot-
nega kota, ali pa enaka pro-
duktu hipotenuze in kosinusa
prileZnega (ostrega) kota. _

Kateta pravokotnega trikotnika je
- enaka produktu iz druge katete in tan-

gente nasprotnega kota, ali pa enaka pro-
duktu iz druge katete in kotangente pri-
leZnega (ostrega) kota.

Nasprotni in prileZni (ostri) kot se dololujeta
po kateti, o kateri se govori.

Pravokotni trikotnik razrefiti se pravi, iz
dveh znanih trikotnikovih sestavin, med katerima je
vsaj ena stranica, doloditi ostale sestavine. V to
svrho rabi§ razen zgoraj navedenih izrekov tudi
izrek o vsoti trikotnikovih kotov in Pitagorov izrek.

Naloge.*

1. Izratunaj iz hipotenuze ¢ — 346 in iz
kota a = 38045" ostale sestavine in plo§éino
pravokotnega trikotnika!

RazreSitev. (Glej sliko 8)!

B =90 —a;a=csinegb=ccosa

¢ = 346 Saabl o2 BlD @ C08i%

a = 38045 o e o BT S

B = 51015 _

a = 21857 la =csina|

b = 26984 ¢ | 253908 i

p =.29220 sin a | 979662 — 10|
e N a | 2:33560

* Preizkusi ratunske rezultate tudi potom natrtovanja. °
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c¢? sin o« cos o
I.b:ccosa| p=nrees
c | 253908 f c2 | 507816 :
cos a | 989203 — 10 sin a | 9796562 — 10 ;-
b | 243111 cos a | 989203 — 10
 Stevec | 476671 ik
2| 030103 |
p | 446568

2. Izradunaj iz katete a="758 in iz kota
f = 49°18° ostale sestavine pravokotnega
trikotnika!

Razreditev. Kot a = 90° — . Iz enatbe a =
= ¢ cosffnajdes hipotenuzo ¢ = c—;‘-ﬁ; druga kateta je
b = a tg f. Poisli posebne vrednosti za navedene
zneske! :

g olzracunaj dz katet a— 18 in.b =13
ostale sestavine pravokotnega trikotnika!

Razre§itev. Iz enatbe tg a = % najdes§ kot a;
potem je 3 = 90° — a. Hipotenuzo najde$ po Pita-
gorovem izreku, &e sta kateti maloSteviléni Stevili;
¢e pa sta kateti mnogosteviléni Stevili, najde§ iz
enadbe a = ¢ sin a (b = ¢ cos a) hipotenuzo ¢ =

( ’ )
c = .
COS «

o 4, Izradunaj iz katete b = 23 in iz hipo-
tenuze ¢ = 356 ostale sestavine pravokot-
nega trikotnikal!

sin «

Razre8itev. Iz slike najdes: sin § = Ec’-; potem

je @ = 900 — B in a — [/c2—h2 ali pa a = ¢ cos f.
5. Diagonali pravokotnika, ki ima 100 m2
plosdine, tvorita kot y = 20°32"10”; koliki

sta pravokotnikovi stranici?
RazreSitev. Napravi primerno sliko! Pravo-

kotnikova osnovnica je a in vi§ina b. Diagonali sta
enaki in se razpolavljata. Kot a, katerega tvori ena



11

diagonala z viSino, leZi na osnovnici enakokrakega
trikotnika in je zato = @%—:—T = 900 — % Potem je
osnovnica : ' ek
a=Dhtga—hbtg (900—F) =bcotg ]
in plo&éina
p = ab = b2 cotg 3.

Iz te enaébe-najdeé (R A I/p tg ; Koné&no
4 cotg% g
je osnovnica a = .

6. Trapezovi nevzporednici b = 105 in

d = 88 stojita pravokotno ena na drugi;
koliki so trapezovi koti? :

Razreditev., Napravi primerno sliko! Ker so
koti na trapezovih nevzporednicah suplementarni, je
treba dolo&iti samo kota na dalj$i vzporednici. Ako
razdeli§ trapez na paralelogram in trikotnik, je pri
navedeni nalogi trikotnik pravokoten. Njegova ostra
kota #in d sta obenem trapezova kota. Iz slike najdes
i — %; potem je 6 = 900 — §.

7. Znacéilni paralelogram poSevnega
valja je romb, ki ima 50 dm2 plo§€ine inv
katerem je en kot o = H7028 22"; kolika je
valjeva prostornina?

Razrefitev. Rombova visina je v = 2 r sin a
in plo&¢ina p = 2r.v = 4 r2 sin a. Iz zadnje enalbe

najdes§ r — IE?:T&' Valjeva prostornina je

. 3 .
k=n:r2-V:2n1'3-sma=2:r|/(r‘.v—) - sin a.
sln o

Redi %e naslednje naloge:
8. Razredi pravokoten trikotnik, ¢e je:

a) ¢ = 54986, f = 63042"27";

b) a = 12874, a = 490 36" 18";
“ ¢) e = 181856, b'= 32:945;

é) a= 24 ¢ = b1,

(9. Razresi pravokoten trikotnik, v katerem je v ‘hipo-
tenuzi pripadajoca viSina, p plos€ina, a; projekcija katete
a in b; projekcija katete b na hipotenuzo:
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gl v — 76:698 0o 03] ERol -

b) p = 4287:3; a = 4008";
¢) v — 384, a;:b; — 9:16;
c)ie —= 68 a5 b — 0 15

10. Pravokotnikovi diagonali tvorita kot 142046';
stranica, ki leZi temu kotu nasproti, meri 120'5 em; kolika
je druga pravokotnikova stranica? :

' 11. Iz to&ke, ki ima srediS¢no razdaljo ¢ = 13 dm,
se nariSeta tangenti na krog s polmerom r = 5 dm; kolik
je kot, ki ga oklepata tangenti?

12. Kolika je tangenta, ki jo nari¥e¥ iz 2382 km
visoke gore na zemeljsko povrsje, e meri zemeljski pol-
mer r — 6367 km?

13. Os poSevnega valja meri 13°7 cm in je 67028 35"
naklonjena proti osnovni ploskvi; kolika je prostornina,
¢e meri polmer osnovne ploskve 38 cm?

14, Kolik kot tvori stranica pokontnega stoZca z
osnovno ploskvijo, e meri polmer 25 dm- in prostornina
15 dm3? i :

15. Polmer pokonénega stoZca meri 2:34 dm in kot
na vrhu osjega preseka 37° 287 25”; kolik je a) plaség,
b) prostornina ?

16, Kolik je plag¢ pokonénega stoZca, kimeri 179:04 dm3
in &igar stranica je 670 5’ 18" naklonjena proti osnovni
ploskvi ? :

17. Pravokoten trikotnik, éigar hipotenuza meri 13 dm
in eden ostrih kotov 480 127 86", se zavrti okoli hipotenuze;
kolika je a) povrdina, b) prostornina nastalega telesa?

18. Polmera pokonénega prisekanega stoZca merita
20 in 8 dm in naklonski kot stranice proti osnovni ploskvi
meri 500 13’ 42”; kolik je polmer krogle, ki ima s prise-
kanim stoZcem enako prostornino ? '

19. Krogla ima 120 dm3 prostornine; kolik je krogelni
izsek, pri katerem meri kot na vrhu osjega preseka 640 44" ?

§ 4. RazreSevanje enakokrakih trikotnikov.

Slika 9. Enakokraki trikotnik razresis
po istih izrekih kakor pravokot-
nega; zakaj osnovnici pripada-
jota visina razdeli vsak enako-
kraki trikotnik na dva skladna
pravokotna trikotnika, in eden
teh trikotnikov se porabi za dolo-
¢evanje neznanih trikotnikovih
sestavin. Primerjaj sliko 9.!
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Naloge.

1. V enakokrakem trikotniku sta osnov-
nica in krak vrazmerju 5:8; plos&ina meri
84'4 dm2 Koliki so a) koti, b) stranice?

Razre$itev. a) Po pogoju naloge je a:b = 5:8.
Ker je g — b cos f ali a = 2 b cos 8, najdes iz nave-
denega sorazmerja cos f = %. Potem je a=180°—2 g,

b) Trikotnikovo ploséino dolota obrazec p =7 - v;
ker je v = % tg B, se izpremeni navedeni obrazec v

g 2
p=35- %tgﬂ_:_‘% tg B. Iz te enatbe

_ Slika 10.

najdes a = fg—jg — {4 pcotgp. Krak b 0
izra¢unas iz enacbe % =D cos f; torej
. a

2. Stranica pravilnega Sest-
najsterokotnika je s = 936 cm;
kolika je a) plos§éina, b) pol- i B

S

mer viértanega in oértanega
kroga? .

RazreSitev. a) Pravilni Sestnajsterokotnik je
sestavljen iz 16 skladnih enakokrakih trikotnikov.

Slika 10. predstavlja enega teh trikotnikov. Kot na

vrhu trikotnika ABO je « — %0 — 220 30", Plostina

pravilnega Sestnajsterokotnika je 16 krat tolika kakor
plostina trikotnika ABO, v znakih p = 16 5 - v. Ker

S5 o . . .
5 cotg 5, Se izpremeni navedeni obrazec v

p= 452 cotg %

jew =

b) Polmer viértanega kroga je o = 0C = % cotg —g
Polmer oértanega kroga (r = OA) najdeS iz enacbe

8 . o F
3 = I 8in 5 torej je r — =
2sin~é
3. Kolik je polmer kroga, v katerem
pripada srediSé¢nemu kotu e = 100° izsek

p = 31416 dm?2?
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Razreditev. Krogov izsek in KkroZnina sta si

kakor pripadajoda sredi§éna kota, v znakih p:7r2 =

= a:3600. Iz tega sorazmerja najde§ r = I/P 360

4. Kolik je krogov odsek, Cigarlok meri
vdolgostni meri40cm in vloéni meri 1089 30'?
Razresitev. Plo§¢ino kro-

Slika 11. govega odseka najde§, ako od-

0 "~ Stejes od izsekove ploséine plo-

B  §¢ino pripadajofega trikotnika

3 (slika 11). Mersko &tevilo loka

7 @ B Vlotni meri se ujema z merskim
\ Stevilom pripadajofega  sre-

diS¢nega kota. Lok in polkfog

sta si kakor pripadajoca sredii¢na kota, v znakih
l:mr=a:180°% Iz tega sorazmerja najde§ r = f - 1—29.
Izsekova ploséina je potem p; =1 Ir. Plo&éino pxji'pada-
jolega trikotnika ABO najdes po obrazcu pPr— ‘i‘?- - 0C;

e P A e
ker je == r sin 3 in OB == r cos a’ se 1zpremen1

navedeni obrazec v p; = 12 sin ‘2- cos 9. Konéno je od-
sekova plo&¢ina p = p; — pa.

Razresi Se naslednje naloge:

5. Razresi enakokrak trikotnik, Ce je:

fa) a = 806, § = 44012’ 8”;
2b) b = 835, o = 154059’ 22”;
¢)a = 168 — 124

&) e =147 hr =)

d)ibi— 2o 02— 23T

elia = 36:4; hy — 285

f) p — B2b, o = 91°3"20%;

6. V krogu s polmerom r pripada srediS¢nemu kotu
a lok 1 in tetiva t¢; izratunaj iz dveh teh koli¢in ostale:

a)r = 18, a = 63017’; b) ¢t = 92:85, a = 157.0.32%
c)r = 12, t = 1404; ¢) r = 78, 1 = 91'728;
o e B B
7. Krogu s polmerom r = 6:28 dm se a) vérta pra-
vilni deveterokotnik, b) oérta pravilni dvanajsterokotnik ;

‘kolika je plo§tina vsakega teh mnogokotnikov?
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8. Stranica pravilnega peterokotnlka Jes_ 432 dm;
kolika je plosdina ?

9. Plo&Cinapravilnega deseterokotmka jep==123'45 cm?
kolik je polmer a) vértanega, b) oértanega kroga?

10. Pravilni osemnajsterokotnik ima 197 dm?2 ploSéine;
kolik je njegov obseg? :

11. Krogu s polmerom r — 9:65 se vérta in oérta
pravilni osmerokotnik tako, da so njune stranice vzpo-
redne; kolika je ploskev med obsegoma teh mnogokotnikov?

12. Kolika je prostornina pravilne petnajsterostra-
ni¢ne piramide, e meri osnovni rob 578 dm in naklonski
kot obstranskega roba proti osnovni ploskvi 640 30'?

13. Pri pravilni tristraniéni piramidi je naklonski
kot med obstransko in osnovno ploskvijo a = 7560; kolika
je prostornina, ako meri osnovni rob 84 dm?

14. Izrafunaj prostornino telesa, ki nastane, ako za-
vrti§ enakokrak trikotnik okoli kraka, ¢e meri osnovnica
7 dm in kot na vrhu 80° 25”!

§ 5. Funkcije topih in izboZenih kotov in njih vrednosti.

Pri vsakem kotu lofimo nepremiéni in pre-
mié¢ni krak; prvotna poltrakova lega tvori nepre-
miéni krak, vsaka druga poltrakova lega pa premiéni
krak.

Dolo¢enemu kotu najdemo projekcijski trikotnik,
ako nalrtamo iz totke premiénega kraka pravokot-
nico na nepremiéni krak, oziroma na podaljiek tega

Slika 12,

C. B g

kraka. Slika 12. I predstavlja projekcijski trikotnik
za ostri kot, slika 12. IL projekcijski trikotnik za
topi kot, slika 12, III. projekecijski trikotnik za kot med
180° in 270°, slika 12. IV. pa projekecijski trikotnik za

Projekeijski tri-
kotniki kotoy
od 0° do 3600,




O béna pojasnila
o kotnih funk-
cijah.

Predznaki kot-
nih funkeij,
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kot med 2700 in 3600, Ako primerjamo te projekcijske
trikotnike med seboj, vidimo, da imajo pravokotnice
B0y, B2Cy B3Cj3 in B4C; dve nasprotni legi (smeri)
in istotako tudi projekcije O0C;, 0C,; OCs in OC4
Pri kotih od 00 do 1800 se raztezajo omenjene pravo-
kotnice (BC) od zgoraj navzdol, pri kotih od 180°
do 360° pa.  od spodaj navzgor; v prvi legi so te
pravokotnice BC pozitivne, v drugi legi pa negativne.
Projekcije OC leZijo pri ostrih kotih in pri kotih
med 2700 in 3600 na nepremi¢nem kraku, pri topih
kotih in pri kotih med 180° in 270° pa na podalj-
Sanem nepremiénem kraku; v prvi legi so te daljice
OC pozitivne, v drugi pa negativne. Hipotenuze OB
projekcijskih trikotnikov smatramo le kot absolutne

koliéine.

Cj Bl Cz Bz 03 B3 in C4B4
0B’ 0B,’ 0B, OB,
sinusi kotov a, §, y in 6. Kateri teh razmerji sta
pozitivni, kateri pa negativni?

; i p C. T3
Razmerja (kvocijenti) ggf, 3733’ g—gz in gg" so ko-

gsinusi kotov a, 8, y in 0. Kateri teh razmerji sta

pozitivni, kateri pa negativni?

. o 5 B, C. R
Razmerja (kvocijenti) %g‘, %C:’ 65: in 5?‘ SO
4

tangente kotov a, B, y in 6. Kateri teh razmerji

sta pozitivni, kateri pa negativni?

) 2 ! he e (0
Razmerja (kvocijenti) (2%, (2%2, 003%3 in Cd;‘ so

kotangente kotov a, #, yin 0. Kateri teh razmerji
sta pozitivni, kateri pa negativni?

Iz navedenih po]asml sledi:

Sinusi ostrih in topih kotov S0 pozi-
tivni, sinusi izboenih kotov pa so nega-
tivni.

Kosinusi ostrih kotov in kotov med
2700 in 3600 so pozitivni, kosinusi topih
kotov in kotov med 1800 in 2700 pa so nega-

Razmerja (kvocijenti) SO

‘tivni.

Tangente in kotangente ostrih kotov
in kotov med 1800 in 2700 so pozitivne, tan-
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gente in kotangente topih kotov in kotov
med 2700 in 3600 pa so negativne.

Ako natrtamo dolotenemu kotu a pripadajodi
lok s polmerom r = 1 in v zvezi 8 tem lokom na-
rifemo projekcijski trikotnik OC;B; (slika 13) tako,
da je hipotenuza OB; = r = 1, predolujeta kateti
CiB; in OC; sinus in kosinus kota a.

Ako vrtimo krak OB (slika 13) iz prvotne lege
OA na levo, se vefa kot a in dobi vse vrednosti od
00 do- 3600, Pri- 00 je sinus = 0 in kosinus = 1. Od 00
do 900 se veta sinus (t. j. C1B)
in dobi vse vrednosti od 0
do 1, kosinus (t. j. OC)) pa se
manj$a in debi vse vrednosti
od 1 do 0. Pri 900 je sinus = 1
in kosinus = 0. Od 900 do
1800 se manj¥a sinus (CeBy)
in dobi vse vrednosti od 1
do 0, kosinus (0C;) pa je ne-
gativen in dobi vse vrednosti
od 0 do — 1 (se manjsa). Pri
1800 je sinus = 0 in kosinus = — 1. Od 1800 do
2700 je sinus (C3Bs) negativen in dobi vse vrednosti
od 0 do — 1 (se manjSa), kosinus (0Cs) pa je tudi
negativen in dobi vse vrednosti od — 1 do 0 (se
veda). Pri 2700 je sinus = — 1 in kosinus = 0. Od
2700 do 3600 je sinus (C4B;) negativen in dobi vse
vrednosti od — 1 do 0 (se veda), kosinus (OCs) pa
je pozitiven in dobi vse vrednosti od 0 do 1 (se ve&a).

Vrednosti sinusa se premikajo med
Steviloma -+ 1 in — 1. Od 00 do 900 se vela
sinus od 0 do 1; od 900 do 1800 se manjsa
sinus od 1 do 0; od 1800 do 2700 se manj8§a
sinus od 0 do — 1; od 2700 do 3600 se veda
sinus od — 1 do 0.

" Vrednosti kosinusa se premikajo med
Steviloma + 1 in — 1. 0d 00 do 900 se manj3a
kosinus od 1 do 0; od 900 do 1800 se manjsa
kosinus od 0 do — 1; od 1800 do 2700 se veda

Matek, Geometrija IT, 2g

Slika 13.

Predoéevanje si-
nusa in kosinusa
& daljicami.

Vrednosti sinusa
in kosinusa,

1



Vrednosti tan-
gente.

Vrednosti ko-
tangente,
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kosinus od — 1 do 0; od 2700 do 3600 se veéa
kosinus od. 0 do 1.

Med katerima mejama se premikajo vrednosti
tangente kotov od 00 do 3600, se da dolo&iti s po-

A sin Fpem &
modjo enalbe tanga = -, ki izraZa znano od-

visnost kotnih funkecij enega in istega kota.

Ce je a = 09, je sinus = 0, kosinus pa = 1; v
tem sludaju jetg a = 22;2 = 0. Ce se a vefa od 00
do 900, se ve€a sinus od 0 do 1, kosinus pa se manjsa

sin o - .
od 1 do 0; ker se v ulomku cosn Veta Stevec, imeno-

valec pa manjSa, postaja torej tangenta kota a vedno
vedja. Dokler je sin @ manj$i od cos a, je tga manjsa
od 1; ko pa postane sin a ve&ji od cosa, je tg a vetja
od 1. Ce je a = 909, je tga = co; zakaj v tem slu-
¢aju je v ulomku zgz imenovalec = 0. Tangente
kotov od 00 do 900 leZijo torej med vrednostmi 0
in co. 0Od 900 do 1800 se manj8a sinus od 1 do 0, in
kosinus se manjSa od 0 do — 1; vrednosti za tan-
gento so torej negativne in leZijo med — oo in 0.
0Od 1800 do 3600 dobijo tangente iste vrednosti, ka-

tere imajo od 00 do 1800,

Vrednosti tangente se gibljejo med
+ o0 in — co. Od 00 do 900 se veta tangenta
od 0 do co, od 900 do 1800 se vela tangenta
od — co do 0. Od 1800 do 3600 velja isto, kar
velja o kotih od 00 do 1800,

Kotangenta je obratna vrednost tangente, v
znakih cotga = 5d Vrednosti kotangente se toreJ
premikajo med -} co in — co. Od 00 do 909 se manjsa
kotangenta od co do 0; od 900 do 1800 pa se manjsa
od 0 do — co. Od 1800 do 3600 veI]a isto, kar velja
o kotih od 00 do 1800

Ako primerjamo vrednosti funkeij pri kotih, ki
so istotoliko pod 900 in nad 900, spoznamo takoj, da
so sinusi takih kotov enaki, kosinusi, tangente in
kotangente pa nasprotne.
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Ako napravi vrtedi se poltrak veé nego en
vrteZ, nastajajo koti, ki merijo ve¢ ko 3600, Funkcije
takih kotov se ujemajo zaporedoma s funkcijami

kotov od 00 do 3600.
Ce hofemo vrednosti posameznih kotnih funkeij Nacrtavanie si-
nusove funkeije.

med seboj primerjati in jih obenem pregledati, je sinusova crta.
treba te vrednosti predoéiti s sliko. Vrednostim si-

Y Slika 14.

Gt o

54

nusove funkcije najdemo n. pr. geometrijsko podobo,
ako nadrtamo funkcijo y = sin x. Ker merimo kote
8 pripadajodimi loki in ker meri krogov obod, ki
pripada polnemu kotu, v dolgostnl meri 2 . = 628..

so kotom 300, 450,

600, 900, 1200, 1350, X Vi Todke
1500, 1800.. ta. le 0 0 7
1
merska §tevila %, ;-
© ® 2n 3z bn 6,4, %_052" =05 ..| M,
87 27 3) 42,6 i L1 R
Ce raste kot xod0 |7 =079.. |[L/2=1071..| M3
do g,sevetayodO | = _ 1o5. . |4 /53— 087..| M,
~do1; Ceraste kot x b :
od 5 dom,semanjia |2 = 152. : My
7 0d1 do 0; eraste —200.. [3/3=087..| M
kot x od @ do g, se |s. P /2 — 071 .
manfsyad0do-ts, |4 T 280 | 2 12 Dl | My
¢e raste kot x od 3—1 % — Rl + =205 Mg
do 2 w, se veta y od 7 — B4 0 My
— 1 do 0. Slika 14.

predotuje te odvisnosti. Posamezne totke MM, M,
Ms... sinusove ¢rtelnajdes iz navedenih podatkov.
2%
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Za kote od 2w do 4 m, oziroma od 4 w do 6w i. t. d., se
ponavljajo za y iste vrednosti, katere veljajo za kote
od 0 do 2 m.

Sinusova ¢érta je sestavljena iz neskonéno mnogo
enakih delov. Prva polovica vsakega teh delov leZi
nad abscisno osjo, druga polovica pa pod to osjo.
Siika 14. kaZe prvega teh delov.

Naloge.

1. Pretvori naslednje izraze tako, da
se nahaja vnjih lezahtevana kotna funk-
cija, ter skréi zneske kolikor mogocde.

sin o cotg « 5 sl
) £ vizraz, ki ima le cos a;

1-}tg2a
SeC o — COS o COS o . =
b) - -+ — vizraz, ki ima
81N o« cosec oo — 8ln o

le tga.

RazresSitev. S pomodjo ené,éb, navedenih v
§ 1. ki izraZajo medsebojne odvisnosti kotnih funkcij
enega in istega kota, najdemo:

a) sina cotga  sina.cosa e
1+1tg2a = seczoffSna < )

sec oo — COS o cos « 1 —cos2a

b) sin o ar coseCx — Sin @ _ COS« Sina o
coSs « sin o sin? o cos o sin o

- =y n == a ==
_[_ 1 — gin2« cos8 & 8in « + cos2 tg + tg
=i

Razredi Se naslednje naloge:

2. Pretvori naslednje izraze tako, da se nahaja v njih
le zahtevana kotna funkeija, ter skréi kolikor mogode:
cotg « p Al H
L‘y' cos a -+ sin % v 1zraz, ki ima le sin a;
/b) (sec @ — cos a) cotg a v izraz, ki ima le sin q;
&

M tg o
c) sinag cosa — Lol
COos o

v izraz, ki ima le cos a;

¢) 1 — cos2a cotg2a (tg2a — 1) v izraz, ki ima le tg a;
d) COS o
tg o cotg o — cosz2a

— tg2 a (cotg2a — 1) vizraz, kiima le cotg a.

v izraz, ki ima le cotg a;

e) i
sinze

3. Naé&rtaj naslednje funkcije: a) y = cos x, b) y = tg x,
el yi— cote x. !
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§ 6. Funkecije suplementarnih in nasprotnih kotov.

Suplementarna kota a in 1800— a (slika 15.) imata Sinusi. kosinusi,
tangente in ko-

isti projekcijski trikotnik OCB. Po pojasnilih o kotnih tangente suple-

mentarnih

e : ; B .
funkcijah je razmerje %E sinus kota « in obenem Eotdy.

tudi sinus kota 180° — a. Ker so
sinusi ostrih in topih kotov pozi-
tivni, smemo reci, da imajo suple-
mentarni  koti enake sinuse, Vv
znakih sin (1809 — @) = sin a.
Razmerje (kvocijent) g% je kosinus \
kota @ in obenem tudi kosinus - G
kota 1800 — a. Ker je navedeno

razmerje po pojasnilih prej$njega paragrafa za kot a
pozitivno, za kot 180% — a pa negativno, t.j. v znakih

0c
OB

Slika 15.

a

180"
D 0

cos a = - g—g in cos (1800 — q) =
najdemo iz teh pojasnilnih enatcb

cos a - cos (1800 —a) = 0
ali
cos (1800 — @) = — cos a.

Nadalje je: ' r

\ : sin (1800 — « sin o
ig (1800 — o) = cos(lBUO:"u% Sl B
cos (1800 — a) — cosa

sin (1800 — «) =~ “smo

cotg (180° — a) = = — cotg a.

Sinusi suplementarnih
kotovsoenaki; kosinusi, tan-
gente in kotangente suple-
mentarnih kotov so pa na-
sprotni.

Ako zavrtimo doloen poltrak Iz K fa";;:;ti‘“f;“‘;';_
na dve nasprotni strani za istotoliko, tangente na~
nastaneta dva nasprotna kota. Pri SEEolh
vrtenju v zmislu, nasprotnem urnemu 3
kazalcu, nastane pozitiven kot, ki se
zaznamuje z - a ali krajSe samo z ¢, pri vrtenju v
zmislu urnega kazalca pa negativen kof, ki se za-
znamuje z — a (slika 16.).. Ako naértamo kotu a pro-

Slika 16.
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jekeijski trikotnik OCB ter podaljSamo pravokotnico
BC do D, stvorimo kotu — a projekcijski trikotnik
OCD, ki je skladen s trikotnikom OCB. Po pojasnilih

o kotnih funkcijah jejsin @ =+ O in sin (— a) — o
Ker pa je CD— — CB in OD — OB, je sin (—a) = — oo,
torej: .

' sin (— a) = — sin a.
Nadalje je po pojasnilih o kotnih funkcijah cos a =
= -} gg in cos (—a) = + —g-% Ker sta vrednosti
razmerji Ugin oD enaki, je torej cos (— a) = cos a.

Potem je:
L 8in(—e) —sine =~
1g (—a) = EOHT (=) i EoRgE ok tg a,
; cos (— o cos
Eoigl Codl) o sm (— a; i —sinaag ey AL

Kosinusi nasprotnih kotov so enaki;
sinusi, tangente in kotangente nasprotnih -
kotov pa so nasprotni

Naloge.
1. Dolo&i funkcije kotov a) 1209, b) 1350, ¢) 1500!
2. Doloti funkcije kotov a) —300, b) —450, ¢) —600;
3. DokaZi, da je

a) sin (— 720) = — cos 189,
b) cos (— 720) = sin 180,
¢) tg (— 720) —= — cotg 180.

§ 7. Funkcije kotnih vsot in razlik.

Nalrtajmo vsoti kotov « in f projekcijski tri-

Sinus in kosinus kotnik OCB (slika 17) in v zvezi s tem trikotnikom

veote dveh
kotov.

narifimo tudi kotoma f in a projekcijska trikotnika
ODB in OED! Potem sta kota CBD in EOD enaka
= a. Zakaj? Ako napravimo DF | EO, je po pojasnilih
o kotnih funkcijah
5 CB ED - FB ED FB
sin(@+8)=op=""op = 0B T 0B

ocC OFE—FD OF KD
cos(e+f)=o5="05 = 0B OB
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Ker se kvocijentova vrednost ne izpremeni, €e po-
mno%imo dividend in divizor z isto koli€ino, in ker
ostane produktova vrednost ista, €e
zamenimo faktorja med seboj, naj-
demo iznavedenih obrazcev z ozirom
na pojasnila o kotnih funkcijah
sn (-9 = 20-801- B D8
=gin a cos f} cos a sin B,
4 dn oD ERD iR
i OBs 0D OB B
cos a cos f—sina sin f. © E
Da veljata navedena obrazca tudiZpri topih ko-

tih, se prepri¢amo s pomocjo slike 18. tako-le:
6B B __ED oD

Slika 17.

cos (¢ +-8)

; B S HB ;
sin (a+ﬁ):6§“63§+6}?_,ﬁ§'w+ Slika 18.
B D ’ :
+%-£=smacosﬂ+cosasmﬁ.
oc FD — OE
cos{a+p) = —pgp=—"—"p5 =
_0B_FD__OE OD_FD DB _
7 OB 0B OB 0D AOB BB i
= €O0S ¢ cos  — sin a sin f.

Tangenta vsote
dveh kotov.

E

Nadalje je : “c 0
tgla 8 —2£ (48 _ sinacosp - cos «sin p

sin (= 4+ )~ cos « cos B — sin a sin
ali ¢e delimo Stevec in imenovalec zadnjega ulomka
s cos a cos f, najdemo

tgoi-tgd

AT e g
Ako sta kota a in f enaka, se izpremenijo na- Sinus, kosinus
. s in tangenta
vedeni obrazci v PEmog, 70
sin 2 @ = 2 sin a cos ¢,

"cos 2 ¢ = cos?a — sin2?aq,
__ 2tga
thQMIng“.

Ce postavimo v zgoraj navedenih obrazcih na- tSi““‘ ‘:09"“;;“
= £ ¥ & angenta raz 8

mesto f nasprotni kot — # in se oziramo na 0dvis-  dven kotov.
nosti funkecij nasprotnih kotov, najdemo

sin (@ — f) = sin a cos § — cos a sin §3,
cos (a — f) =: cosacos f - sin a sin f,
tg o —t

tg (2 —p) = EE=ES

1ftgatgf ; i
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Naloge.

1. Izradunaj iz funkcij kota @ sinus in

- o
kosinus kota o

RazreSitev. Ako uporabimo obrazca cos2a -
-+ 8sin2a =1 in cos 2a = cos? a — gin2¢, je

74 . o
2-— 2—=
cos2 5+ 8in2 5 = 1.

34
. —
Iz teh enatcb najdemo

Cosa_'/—l—l-cosa. e ] 1 — cosa
i e U e

2. Izrazi funkcijo sin (a—pf—y) s funkci-
jami kotov a, § in y!

-4
51

B COS a.

cos? sin?

RazreSitev.
gin (¢ — f—y) = sin (e —pB) cosy — cos (¢ — B) siny =
—
—sinacosfcosy — cosasinf cosy— cosacosfsiny —
— 8in a sin g sin 7.
3. Izrazi funkcijo sin 3 ¢ s funkecijami
kota al’
Razrefitev.
sin 3 a =sin (2a -} a) =sin2a cosa - cos 2a sina=
—=2sinacos2a-}cos2asina—sinda=3sinacos?a—sin3a.

Razresi Se naslednje naloge:
4, Izratunaj iz sin 18° — :{%ﬁ naslednje funkcije:
cos 189, tg 189, sin 369, cos 369, tg 869, sin 729 cos 729, 1g 729,

5. Izratunaj funkcije kotov a) 15° = 450 — 309,
b) 22 §* = 2%, ¢) 750 = 45° | 300,

6. Izrazi naslednje funkeije s funkcijami kotoy a, Biny:
a) sin (@ 4+ B ), b) sin (@ 4 f— 1), ¢) cos (a 4 B+ 7),
geos(a+pf—7),d tgla+B+7)e tg(a+F—7)

7. Izrazi naslednje funkcije s funkcijami kota a:
a) cos 3a, b) tg 3 a, c¢) sin4 a.

8. Izrazi cotg (¢ + ) s cotg a in cotg .
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§ 8. SeStevanje in odStevanje kotnih funkeij.

Ce seStejemo (odstejemo) obrazce za sin (a 4 f)
in sin (¢ — f), oziroma obrazce za cos (a¢ -} f) in cos
(@ — B), najdemo:

sin (¢4 f) 4 sin (e — f) =2sin a cos §,

sin (¢ + f) — sin (¢ — B) = 2 cos a sin B,

cos (a + f) -+ cos (a — f) = 2 cos a cos B,

cos (@t f) — cos (¢ — B) = — 2 sin a sin B.
Ce zaznamujemozyza—l—ﬂin zo=a—f, jea="7 5
in f="—%5— 2 a, potem se izpremenijo navedeni obrazci v
Y+ Y—a
1 —!— 1—2

S0,

cos y -+ cos 6 = 2 cos'f—_t— cos 15 it

Ziy
cos’y — cos 0 — — 231ni51n7—2—

-i:

smy—!—smé=2sm

b

Naloge.

1. Pretvori naslednje izraze tako, da
postanejo uporabhni za radunanje z loga-
ritmi: a) 2 —2sina; b)) 1 +2sina; ¢) 2 — 2 cos a;
3 1-+2cosa;dl1—tga;e)2-ftga; H1-]tgatgf;
g) sin a—-cos #; h) 2 sin a{-sin 2 a; i) cos 3 a3 cosa;
j) 1+ sin a-sin §, e je a+3=90°; k) tg a—l—tg 8-+
+tgy, te jeg B8+ =180"

RazresSitev.

a) Ako uporabis dejstvo, da je 1 = sin 900, najdes

2 — 2s8ina =2 (1 —sina) = 2 (sin 90° — sin a) =
Bk 900 Lo . 90“—-05

= 4 co8 —5—5in —5 '

b) Ako uporabis dejstvo, da je + = sin 300, najde§

14 2sine = 2 (3} sina) = 2 (sin 300 - sin a) =
300 + 300 — o
= 4 sin 5 C08 =2,

¢) Ako uporabis dejstvo, da je 1 = cos 00, najdes

2 —2cosa=2 (1 —cosa) = 2 (cos 00 — cos a) =

. o . o . o
— —_— — — — 2——
— 4 sin 5 sm( 2) 4 sin o

Kako sedtevad,
oziroma odite~
vas sinusa in
kosinusa dveh
kotov:
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¢) Ako uporabi¥ dejstvo, da je L = cos 600, najdes
1+ 2cosa =2 (1| cosa) = 2 (cos 600} cos a) =
600 — o

600
= dgos 2+°°cos ,,

d) Ako uporabis§ dejstvo, da je 1 = tg 450, naj-

2 sin 450 sin o
—_ — (s _ —— — — ==
de§ 1 tg a tg 4b tg a T =
Sin 450 cos & — cos450sina  sin (450 — )
TR cos 450 cos o " cos4b0 cosa’

e) Ako uporabis dejstvo, da je 2= tangenti nekega

kotad, ki ga lahko poiSéedv trigonometrijskih tablicah
sin 3 sin «

(2=tgd), najdes2|-tga=tgd-tga= R

_ Sindcosz--cosdsina  sin (3 + )
X cOos & cos o DS 3 Cosa
; sino sinf
f)1i-tgatgp = 1+cosa°cosﬁ T
. cosacospP-sinasinf  cos (z—§)
TN coS « cos B " cos «cosf

g) Ako uporabi$ dejstvo, da je cos 8 = sin (900 — 3),

najde$ sin a 4 cos f = sin a | sin (900 — B) =
o« 900 —p «—900+p

= Zisin 5 cos 5

h) 2sina --sin2a = 2sina | 2sina cosa =
= 2sina (1 4 cosa) = 2 sina (cos 00 -} cos @) =
= 4sina cos2%.

i) cos3a-|3cosa = cos3a -t cosa—t+2cosa =
S rie—

= 2cos2acosa-+|2cosa = 2cosa (cos2a-}1)
= 4 cos3a.

J) Ako uporabi§ dejstvo, da je 1 = sin 900 —
= sin (¢ -} B), najdes 1 sin ¢ | sin f = sin (a -{~ﬁ) e

2 _+_ “-H’ s
~sina--sinf=2sin oS —— -|—2$1n 2 =
= 2sin 2+ P (cos °°+B A cos—m—ﬁ—) =
= 4smijcos§cos% = 4 sin 450 cosfcosg
k) Iz a 4 f = 1800 — y najdes tg (o ,3)
= tg (1800 — 9) in te “t:“iggs — tg 7. Ce v tej enachi

odpravis ulomek in ]o uredis, dobis tga+tg,8—|—tgy =
= tgatgftgy
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2. Pretvori Se naslednje izraze tako, da postanejo
uporabni za ratunanje z logaritmi:

ra) 1 -+ sin a; b) 14 cos a; e) 11 tg a;
Jis Sle s <l ;

T8) tgattg B d) 1 tg a;
1—cosa
e) cotg2+cotg2, 1) AT
1—tg2a sin2a
/ )1+tg2oc lb) 1+ cos2a’
sino 4 sin p . sin3u«—3sina
/Y sine—sinp’ L‘)— cos3a -+ 3cosa’
)zsinm—{—sin_?ir._ ) sinZa — sin2f -
2sine—sin2a’ cos2o — cos2f’

m) sina-}-sin3 —1, & je a -} p = 909

n) sin a - sin § 4 sin y, &e je a - By = 180%;
0) sin a | sin 3 — sin y, &e je a + B+ y = 1809;
r) cos-g—l—cosg+cosg, fe je a B -Fy = 1809;

r) cotgE Lcotg L tcotgl, teje a B Ly — 180",
2 2 2,

§ 9. RazreSevanje pravokotnih in enakokrakih triketnikov
iz sestavljenih sestavin.

Ostra kota pravokotnega trikotnika sta kom-
plementarna. Ako poznamo enega teh kotov, je znan
tudi drugi. Krog, ki je pravokotnemu trikotniku
olrtan, ima hipotenuzo za premer, v znakih 2r — ec.
Polmer kroga, ki je pravokotnemu trikotniku vértan,
je doloen po obrazcu 2p = ¢ (a -} b -} ¢) ali kraj%e
p = o0s, kjer pomeni p trikotnikovo ploidino in s
polovico trikotnikovega obsega. V kak3ni medse-
bojni zvezi sta premera Kkrogov, ki sta pravokot-
nemu trikotniku vértana in oértana, spoznamo iz
naslednjega. Ker sta tangenti nadrtani iz dolocene
tofke na dolofeni krog enaki in ker Je v sliki 19.
Cetverokotnik CDOF kvadrat,

najdemo B Slika 19,
@I —io

{CF e sestet
BF = BE [ 5°°'®'°
AD = AF

_ a\—{—b = 20-fc¢ = 20 2r

Pravokotnemn

trikotniku odr-

tani in vértani
Lkrog.

¢
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Ako je eden notranjih kotov enakokrakega tri- -
kotnika dolofen, sta znana tudi ostala notranja kota.

Naloge.

1. V pravokotnem trikotniku je vsota
ene katete in hipotenuze s = 17dm in drugi
katetl -nasprotnitkot = 42% kolika je
hipotenuza? ;

Razresitev. Napravi primerno sliko! Ker je po
nalognem pogoju a -+ ¢ = s in po trigonometrijskih
izrekih o pravokotnem trikotniku a = c sin ¢, naj-
demo iz navedenih enach

8

s
GF Tasing o 900 900 — o
& & 2 8in ;_acos 5 <

c

2. Vsota .obeh katet pravokotnega tri-
kotnika je 8 = 2bdm in vedji kateti na-
sprotni kot a = 509; kolika je daljSa kateta?

RazreSitev. DaljSa kateta je a. Iz enatb
a+b = sin b = atgf najdes

s s cos450cosf
1+ tgf = sin(d69+Fp) "

3. Obseg pravokotnega trikotnika je
28 = 36dm in eden ostrih kotov 8 = 330; ko-
lika je hipotenuza?

(o =—

RazreS8itev. Ker je po nalognem pogoju
a-+b-+c = 25 in po trigonometrijskih izrekih o
pravokotnem trikotniku a = ¢sina¢ in b = ¢ sin §,
najdemo (§ 8 nal. 1.j.)

28 8,

¢ = Smefsmpii

28in 450 cos Z cos g

4.V pravokotnem trikotniku je vsota
ene katete in hipotenuzi pripadajofe vi-
Sine s . — 817" m in drugi kateti nasprotni
kot a = 480; kolika je daljSa kateta?

Razres8itev. Napravi primerno sliko! Daljsa
kateta je a. Po nalognem pogoju je b+ v. = s, po
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trigonometrijskih izrekih o pravokotnem trikotniku
pa b = atgf in v. = asinf. Iz teh enalb najdemo

e, scosp ___scoigf
~— sinB(l+cosp) 3 aoN
2
5. Kolike so stranice pravokotnega tri-
kotnika, &e je p, = 1m razpolovnica kota
= 380252 \
Razre8itev. Napraviprimerno sliko! b = p, cos Z,
b pmcos%
a=>btga = Py COS 5 >tga, ¢ = i e

6. Vpravokotnem trikotniku je hipo-
tenuzi pripadajoéa viSina v. — 4dm in raz-
polovnica pravega kota p. — b dm; koliki
so koti in kolike so stranice?

Razre§itev. Napraviprimerno sliko! Kot 0, kiga
oklepata razpolovnica in viSina, je dolo¢en po enadbi

cosd =—. Ako je o>, najde§ a = 900 — (450 — Jp—
45o+a B = 900 — (4504-0) = 450 — 4, a — =
Ve s a Ve
b sin « LR sine ~ sino sin §°

7. Kolika je hipotenuza pravokotnega
trikotnika, e je polmer vértanega kroga
= 11dm in eden ostrih kotov 370?

RazreSitev, SrediS€e vértanega kroga le%i v pre-
seciStu kotovih somernic. Ako nadrtas iz krogovega
srediffa pravokotnico na hipotenuzo AB (slika 19.)
ter spojis hipotenuzni krajis¢i s krogovim srediSéem,
stvori§ pravokotna trikotnika AFO in BEO, iz ka-
terih najdes

AE = Qcotg% 1N — QCOth' torej ¢ = AE—}—E’B:l

21
o Bt
p sin x
o ] 2 psindbo
:Q(COtg§+‘3°tg§)= SETER e e
sin 5 sing sin 5sin

- 8. Koliki so koti pravokotnega trikot-
nika, v katerem meri ena kateta a = 12 dm
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in projekcija druge katete na hipotenuzo
by = 10dm?

RazreSitev. Napravi primerno sliko! Ker je
kateta a = 12 srednja geometrijska sorazmernica
med njeno projekcijo &g = ¢ — b = ¢ — 10 in med
hipotenuzo ¢, najdes iz enacbe a2 — (¢ — 10) ¢ hipo-

4 J 2 a ke
tenuzo ¢ — 18. Potem je sin a = cos f = - =3zin

ta enatéba doloéa kota a in B.

9. Koliki so koti in stranice pravokot-
nega trikotnika, ¢e meri njegova plo&€ina
30dm? in polmer vértanega kroga 2dm?

Razre§itev. Iz enatb 2p = o (a+ b+ ¢) in
a-}+b = ¢} 20 najdeS ¢ = 13; potem najde§ s po-
modjo Pitagorovega izreka a — b in b = 12. Kota «
in 8 doloéa enadba tg a = cotg § = 1%

10. Koliki so koti pravokotnega trikot-
nfka, pri katerem merita polmera vérta-
nega in oértanega kroga po 2dm in 5 dm?

RazreS8itev. Iz enatb a b = 2r -4+ 29 in
a2 |+ b2 = 412 najde$ a = 8 in b = 6. Potem je
4

tg o = cotgf = g = 3

11. V enakokrakem trikotniku (a = b)
znafa vsota iz osnovnice in enega kraka
gi—="9m-in kot hatesnovnicinf —r72% kolik
je krak?

Razregitev. Napravi primerno sliko! Iz enacb

¢+b = sin 5 = bcos f najdes

s s
b = i o
2 (cos g1 Aon +260° SO —260“
"12. V enakokrakem trikotniku je vsota
iz kraka in osnovnici pripadajoée viSine
8= 3im in kot na vrhu y = 630; kolik je
krak?
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Razresitev. Po nalognem pogoju je b - v. = s,
po trigonometrijskih izrekih o pravokotnem trikot-

~
i

niku pa v. = b cos 5 Iz teh enacb najdes

S )

1+ cos 2 cos2 |

13. Kolika je osnovnica enakokrakega
trikotnika, Ce je vsota iz osnovnice in njej
pripadajocle viSine s = im in kot na osnov-
g C UG =— hhi

RazreSitev. Po nalognem pogoju je ¢ -+ v. = s,
po trigonometrijskih izrekih o pravokotnem trikotniku
pa ¥, — %tg B. Iz teh enatb najded ¢ = A

b

i i 2Ftgh
8 COS cos &
ST T kjer dolofa kot J enadba 2 = tgd
(§ 8. nal. 1. e).

Slika 20. 14. Kolike so stranice

enakokrakega trikotnika,
¢e je polmer oértanega
kK rioigrawri= 3 dmsitn ko fima
vihu y/—= 7509

RazreSitev. Ako mnadrta$
skoz trikotnikovo ogli§¢e B (sli-
ka 20.) krogov premer ter spojis
totko D s trikotnikovima ogli-
§¢ema A in C, stvori§ pravokotna trikotnika BCD in
DAB, iz. katerih najde§ ¢ = 2rsiny in b = 2rsin §.

RazreSi Se naslednje naloge:

15. Razredi pravokoten trikotnik (y = 909 iznaslednjih

podatkov:

a) a-l-c=96, a =61°55

b) a— b= 3184, 3 =32047

¢) c—b=—25548, o — 29° 86’ B7";

¢) a—b=161, # = 26°18" 33"

d) a-b-c=234, a —42°4' 52"

e) a-+b — c='156, f — 58° 16" 29”;

f) a-}v, = 85347, a = 55219’ 26”;

g) b—v, = 6878, a = 4009’ 17%;




Goniometrijska
. enadba. Kako se
razrefujejo go-
niometrijske
enadbe,
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*

h) ¢ =12 (125), v, = 4 (41-185);
i) p, = 1:85, @ = 359 48° 287;
J) ve = 15 (12), I iaE 17 (13);
k) p = 12546, § — 28° 51 44"
1) p = 840, ¢ —:58;
m) 0= 8, o — 30° 30" 37

n) o = 28 (70), a = 105 (340);
0) p = 546 (54), 0 = 6 (3);

p) oy =4 (1), by =5 (3);

r) ay = 65, a = 53043’ 34"
S)ta — b b — b

F)r— 1258 0 —"5.

16. Razre§i enakokrak trikotnik (a=b) iz naslednjih
podatkov:

a) c—+b=236, § = 5208’ 43”;
b) b—e=—16, y = 419 37';

¢) ¢+ 2b =135, B =649;

&) 2iBN— ¢ == 0 e B

d) ¢+ ve = 338, g =729

e) ¢+ v, = 445, y = 687;

f) b4 v, =526, y=>540;

g) p= 2845, y = 63;

b) o — 2, f§ = 569;

= B =i

17. Polmera krogov, ki sta pravilnemu deseterokot-

niku vértana in oértana, merita skupaj 24'5 dm; kolika je
stranica pravilnega deseterokotnika?

18. Vsota rombovih diagonal meri 383 dm in eden
njegovih. kotov meri 479 22’ 16”; kolika je a) rombova
stranica, b) rombova plos¢ina?

19. Kolika je povriina pokonénega stoZca, &e meri
a) stranica 13 dm in njen naklonski kot proti osnovni
ploskvi 729 b) viina 25 dm in kot na vrhu osjega pre-
seka 569 ¢) polmer 38 dm in kot med stranico in osnovno
ploskvijo 47° 3072

§ 10. RazreSevanje goniometrijskih enath.

Doloéilne enatbe, v katerih se nahajajo kotne
funkcije kakor neznanke, se imenujejo goniome-
trijske enadbe. Take enacbe se razreiujejo po

a
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pravilih, ki veljajo za razresevanje doloéilnih enadh
sploh. Ako se nahajajo v goniometrijski ena¢bi razne
funkcije enega in istega kota, je navadno najpri-
merneje, da izrazi§ najprej s pomoé&jo goniometrijskih
obrazcev dotiéne kotne funkcije z eno in isto funk-
cijol Ker se vrednosti,sinusove funkcije vedno po-
navljajo, kadar vzraste kot za 360° (stopinjska mera)
oziroma za 2 & (loéna mera) [glej § 5], pravimo, da
je sinusova funkcija periodiéna funkcija s pe-
riodo 360° ali 2 &, n. pr. :
8in 300 = 1; sin (300 | 3600) = 1; sin (300 - n. 3600) =1
ali sploino
sin ¢ = sin (a -} n. 3609) = sin (o -+ n. 2 @),

kjer pomeni n katerokoli celo Stevilo.

Tudi kosinusova funkcija je periodi¢na funkcija
s periodo 360° ali 2w v znakih:

cos o = cos (a - n. 3609 = cos (a 4 n. 2 m).

Istotako sta tangentna in kotangentna funkcija
periodiéni funkeciji, toda s periodo 180° ali a,
v znakih:

tg a = tg (a + n. 180% = tg (a - n. w),

cotg a = cotg (a - n. 180°%) = cotg (o - n. ).
e (Glej nal. 3. str. 20,)

Kako razrefujeS posamezne goniometrijske enacbe,
kaZejo nasledhje naloge.

Naloge.

Patons— sin 2 X/
RazreSitev. Navedeno enatbo razresi§, ako
postavis tg x = i:ii in sin 2 x = 2 sin x cos x ter po-

" tem razstavis enacdbo na faktorja.

sin x i
T, 28in x cos x = 0,
sin x 2 cosx) =)
COS X
torej je
sinx =0 ali pa__—-—2cosx=0.

Matek, Geometrija. 3 g
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Iz teh enadb sledi:

sin x =0 cos x =+ %
' =0+4n2x xy =45°4-n.2x

x" =180+ 0n.2x = x"=1354}n 2w,

2. 2tg x + 3 cotg x =0H.

Razresitev. Ako postavi§ cotg x = %‘;in ure-
di§ enatbo, najdes
: tg2x —ftgx = —3

tgx —3, 1

x; = H6° 18’ 36” |- n. 1800; x5 = 450 4 n. 1800.

8. 2sinx-|-3cosx=3.

RazreSitev. Ako postavi§ cos x = J1—sin2x,
potem uredi§ in razstavi§ enacbo na fakforja, najde§

sin x. (13 sin x — 12) = 0;
torej je
gin x = 0 ali pa sin x = {2
Ry 00, Xlr = 00 + n. 3600, X’]” = 1800 +II. 3600,
X3 = 679 22" 50” - n. 360°,

4 cotgx—cosx=1—sinx

RazresSitev. Ako postavi§ cotg x = (::sz ter
razstavi§ enactbo na faktorja, najdes
(1 — sin x) (Z?j‘; — 1) =10
torej je
1—sinx=0 ali pa cotgx— 1= 0;
x1 = 90° - n. 3600 xo = 459 - n. 1800

5. (cos x —sin x)2 =sin 2 x.

Razrefitev. Ako zvrii§ kvadrovanje 'ter po-
rabig goniomelrijska obrazca sin2a -}- cos2a = 1 in
2s8in e cos ¢ =sin 2 ¢, najde§ sin 2x =1} in x =15
-+ n. 180°.

6. sin (¢ — x) = cos (B -+ x).

RazreSitev. Ako porabi§ goniometrijska ob-
razca za sin (¢ — f) in cos (a4 ) ter deli§ potem

oba enafbna dela s cos x, najdes
cos f — sina
sin f — cos o

tg ' =
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"7, 11 sin2 x — 32 sin x cos x | 10 cos2x = —5.
Razresitev. Ako piSes mesto — 5 = — 5-1=
= —b (sin2x -} cos? x) ter deli§ vse enacbne dele s
cos2 x, najdes
tg2x —2tgx=—H
tg x = %’7 $
x=b1°20"26"+nwm,
X9 =36°52"12" 4+ nm.
8 x-Ly=a, cos x|} cosy=m.
Razreditev. Ako porabi§ pri drugi navedeni
enatbhi goniometrijski obrazec za seStevanje dveh

kosinusov, najde§ z ozirom na prvo enacbo

X—y . m
003—7?———

o
2cosg

Iz vrednosti za x -y in x —y najdes neznanki xiny.
9. sin x -+ sin y = a, cos x |- cos y = b.
Razre§itev. Ako porabi§ goniometrijska ob-

razca za seitevanje sinusov in kosinusov ter delis

prvo enatbo z drugo, najdes

Potem je iz prve enacbe
X—y a
co8 5~ = —————
A 2sin* 1
Iz navedénega najde§ vrednosti za %‘Z in X—_zi-

10. x-}- y=45% 2tgx=31tgy.

Razre§itev. Ako porabig goniometrijskiobrazec
za tg (a - f), najded po zamenjalnem nalinu tg x =}
in tgy s -?3-.

11. x -y = 120°, sin xsiny = 4.

Razre8itev. Ako porabi§ goniometrijska ob-
razca za cos (a-p) in za kosinus suplementarnega
kota ter sestejes enacbi, najdes

cos x cosy = 0;

torej' je
cosx =0 ali pa cosy =0,
x=90°% 30°; y= 309 90°

B¥
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12. Kolika sta ostra kota pravokotnega
trikotnika, ki ga razdeli hipotenuzi pri-
padajoda vid§ina v razmerju 1:2?

Razresitev. Trikotnika BDC in ADC (slika 21.)
imata isto viSino in sta si kakor njuni osnovnici BD

i in DA, po nalognem pogoju pa

Slika 21, kakor1:2; torejje BD:DA—=1:2.
Ako izrazi$ BD in DA po izrekih

o pravokotnem trikotniku z vi-
§ino CD in ako postavis te vred-
nosti v zgoraj navedeno soraz-
cl <\, merje, najded tg a = 12 in

3B U Eh 2%

13. V enakokrakem trikotniku je vso-
ta iz osnovnice in viSine dvakrat tolika
kakor krak; koliki so koti?

RazreSitev. Napravi primerno sliko! Po na-
lognem pogoju je ¢ v, = 2b. Akozamenja$c=—2b cos 3
in v. = b sin §, stvori8 goniometrijsko ena&bo 2 cos -
-+ sin § = 2, iz katere najde§ sin # — £ Da dolo&i%
kot 3 -kolikor mogode natanko, izradunad tangento
kota f. Tako najdes tg § = 4 in 8 = H3° 7’ 48"

B

RazreSi Se naslednje goniometrijske enatbe:

14. 2 sin x = tg x.

157 cos x —tg'x

16. sin x = cos2 x,-

17. cos x = sin 2 x.

18. sin 2 x = 3 sin2 x.

Lo Shisined ox — Sitox

20. 2 tg x - 2 cotg x = b.
21. 5 tg x -} 7 cotg x = 12.
22. cosec x — 12 cotg x = b.
23. 4 sec2 x -} 7 tg2 x = 15,
24. sin x | cos x = 1.

25. tg x -} cotg x = 4 sin 2 x.
26. sin x - tg x = 1 -} cos x.
27. sinx - cos 2 x = 1.

28. tg 2 x |- cos2 x = sin2 x.



37

29, 5 sin x + 12 cos x —= 13.

30. sin (¢ — x) = cos (¢ — x).

31. 9 cos (34° -} x) = 14 cos (61° — x).
32, sin® x |- 2 sin x cos x — cos2x = 1.
33. sin2 x — 6 cos2x | sin x cos x = 0.

34, x | y = 120° 35. x — y = 609
sin x | sin y = 14. cos x — cos y = L.
36. x -y = 300 87 x -}y =135°
sin x isiny = 2. tgx . tgy =11,
38. sin x + sin y = 1 39. x |-y = 450
cos x }+cosy =y 2. tgx —tgy =
40. sin x = a sin y 41, x — y = 120
tgix— bitg . cos x cos,y = 0°0458.

42, Razdeli pravi kot na dva dela tako, da je razlika
njunih sinusov = 1.

43. Kolika sta ostra kota pravokotnega trikotnika,
v katerem je ena kateta a) aritmetitna, bh) geometrijska
sorazmernica med drugo kateto in hipotenuzo?

§ 11. Trigonometrijski izreki o poSevnokotnem trikotniku.

1. V vsakem trikotniku so si stranice Izek o sinusih
kakor sinusi nasprotnih kotov, v znakih “miovit
a:b:¢c = sina:sin#:siny. B AT

Dokaz. Akonadrtasvostrokotnem trikotniku ABC
(slika 22. 1) viSino CD, stvori§ pravokotna trikotnika
ADC in BDC, iz ka-
terih najdes CD = Slika 22.
= a 8in 8 = b sina. c
Iz te enatbe sledi g
a:b=sina:sinp
—Naistinagin naj- |
dedtudib:c=sing:
:sinyin c:a=siny:
: 8in a. Iz navede-
nih sorazmerij sle-
di zaporedno sorazmerje a:b:c — sina:sin ,6’ sin y.

Da velja izrek o sinusih tudi pri topokotnem
trikotniku (slika 22. 1L.), se prepriéas tako-le: Iz pravo-




Izrek o kosi-
nusih trikotni-
kovih kotov,

Izreki o polo-
wvicah trikotni-
kovih kotov.
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kotnih trikotnikov D’A’C’ in D’'B’ (', katera stvori
vidina ¢’'D’, najde$ C'D’=hb sin (180°—a)=>b sin ¢ =
= asin f; torej a: b =sinec:sin p, i. t. d.

2.V vsakem trikotniku najde§ kva-
drat ene stranice, ako odsteje§ od vsote
kvadratov ostalih dveh stranic dvojni
produkt teh stranic, pomnoZen s kosi-
nusom kota, katerega oklepata te stra-
nici, v znakih a2=»5»2-4c?—2bc cosa. :

Dokaz Ako nafrta§ v ostrokotnem trikotniku
ABC (slika 22.1) visino CD, je po Pitagorovem izreku
a2 = CD? -} DB? in po trigonometrijskih izrekih o
pravokotnem trikotniku CD=bsinain DB=c¢— AD =
= c¢— b cos a. Ce postavi§ zadnji vrednosti v prvo
enacho, najdes

a2 = (b sin a)2 4 (¢ — b cos a)2,
a® = b2sin2 a | c2-} b2 cos2 a — 2 be cos q,
a2 = b2} c2 — 2 bc cos a.
Da velja izrek o kosinusih tudi pri topokotnem

trikotniku (slika 22.IL), se prepric¢as tako-le. Ako po-
stavis v enatbo a2 == ('D”® -- D’B” vrednosti ¢'D’ =

‘= bsin (180°—a)=bhbsina in"D'B'=A'B' -+ D'A' =

= ¢ b cos (180° — a) = ¢ — b cos ¢, najde§ a2 =b2
- ¢2 — 2 be cos a. -
1z izreka o kosinusih se dado izvesti izreki o

polovicah trikotnikovih kotov, in sicer tako-le. Iz
obrazca a2= b2 | ¢2 — 2 bc cos a je

b2+ ¢c2— a2

COo8 @ — 3 bo

Ako pristejes obema deloma te enafbe 1, najdes

Bhefbt-bel—at il —al

cosa+1= 2 be 2ho SR
a _ (btcHa) (bfec—a)
2 cos25 = 5%e 1
e _ f(b--c+a) (b-c—a)
cos o '/ Ain .
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Ce zaznamuje§ trikotnikov obseg a-|b - c=2s, je
b-+}c-—a—=2 (s — a), in zadnji obrazec se potem

izpremeni v o
iRk I/s (s—a)
o8 5 = e

Ako pa odsteje§ od enalbe 1 = 1 vrednost
b?4 c2 — a2 7
€08 @ = — 53—, Naj des
o 2be —b2—c2+ a2  a?—(b—c)?
L eonn = 2 be S T
b (a-l—b—c)(a-—b-[—c)
2 sin? 5 [ s 2 be
(@+b-0 (a—b+c)
sin 2 |/ 4 be

Ce zaznamuje$§ trikotnikov obseg a | b ¢ = 2s, je
a}+b—c=2(s—c)ina —b - c¢=2(s—b), in zadnji
obrazec se potem izpremeni v
iy s (S——T(s—-_c)
LIRS be
Ako delig vrednost za sin 3 z vrednostjo za cos ;,
najdes '
(s — b) (s—c)
s(s—a) °

tg2

Na isti naéin najde$ tudi obrazce o polovicab
trikotnikovih kotov £ in 7.

B 5 (s —b) T s(s—c)

cos 5 = Vﬁa_c_), cos + — l/s (sab i),
. B JSE=a)E—0) o e~ a) (§=h)
sin 5 = l/——r, Mgl o
B__fe=a)ls=09 Y (e a) (s )
tgz_l/ s(s—h) ° tg2_ s(s—c¢)

3. Vvsakem trikotniku sta si vsota in
razlika dveh stranic kakor tangenti raz-
polovljene vsote in razllke nasprotnih kotov,

v znakih (a - b):(a — b) = m+'% g Lo L

Izrek o tangen-
tah trikotni-
kovih kotov.
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Dokaz. Po izreku o sinusih je
a sinc .
b 8ng
Ako pristejes, oziroma odStejeS obhema deloma te
enache 1, najdes

a+b  sino-sinp ]

B i sin B :
a—b  sin “.:Sjn_i_a [ deljeno &
T sin B

A o — B
a—}—bmsina-{—sinﬂﬂ‘qsm o i
a—h  sine—=sinp ed-p . a—p

2coz 5 5
st oot g L
torej tgu—i—ﬁ T
ath 7%
a—bhb tgu;—ﬁ'
Mollweidejevi 4.V vsakem trvikotniku je vsota (raz-

enadhi. & = s
lika) dveh stranic, pomnoZena s sinusom

(kosinusom) razpolovljenega kota, kate-
rega oklepata te stranici, enaka tretji
stranici, pomnoZeni s kosinusom (sinu-
som) razpolovljene razlike kotov, ki sta

tej stranici prileZna, v znakih (a-}+b) sm; =

£al %= i B
=ec.c08 —— in (a— b)cosz—csmT.

Dokaz Po izreku o sinusih je

__csina N csinp
sin Y s sinys
Ako sestejes te enalbi, najdes ]
B o B
a/J—‘b c(smcc-}-sin [3) Aot G T
sin Y 9 s . ¥ )
; in 5 cos 5
e “on
e : e
e 3_ ali (a+b)51n ﬁccos——z—.
sin 5 i



41

Ce pa od&teje$ od prve zgoraj navedene enacbe drugo,
najdes
a+pf . a—P

- : 2 ¢cos -
¢ (sin « — sin ) v L O e v _
Judlhato i 0 T TR
2sin 5 €08 o
Lo —p
esin —— e

a—b= —— ali (a—b) cos ; = e sin ——.

cos §

Izrek o trikot-
nikovi plogéini.

. Trikotnikovo plos&éino najde§, ako
pomnozi§ polovico produkta dveh stranic
8 sinusom kota, katerega oklepata te stra-

niel v znakintn — PZE sin a.

Dokaz Plos¢ina trikotnika ABC (slika 22.1) je
po planimetrijskem izreku p = g CD. Ker je CD =
= b sin a, se izpremeni navedeni obrazec za plos¢ino
V) %csin a. — Pri topokotnem trikotniku A’B'C’
(slika 22.11) je p = - C'D’ in ¢'D’ =bsin (180° — ) =
= b-gin a; torej p = %Esin .

§ 12. RazreSevanje po§evnbkotnih trikotnikov.

PoSevnokotni trikotnik razre$i§, ako izrafuna$
iz doloc¢enih podatkov njegove neznane Kkote in stra-
nice. Kako to izvrsi§ v posameznih sludajih, kaZejo
naslednje naloge.

l.RazreSitrikotnik,vkateremjestranica
¢ =782 om in -kota a=10295407" in F—18719:20
(L izrek o skladnosti)!

RazreSitev. Tretji kot je y = 180% — (a 4 p).
Stranici a in b najde$ po izreku o sinusih: a — 95%‘
in hi— cﬂ?;“f . Pri izvrSevanju teh ratunov se je ozirati
na goniometrijsko odvisnost sin a = sin (180° — a)

2. Razreli trikotnik, v katerem sta
stranici a =48 cm in b =055 cm in kot y = 73°12’15”
(IL. izrek o skladnosti)!
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RazreSitev. Po izreku o vsoti trikotnikovih

kotov je T * — 1°=Y_g90__T poizrekuotangentan
= (b - aytg L

je tg = o Ako seStejes, oziroma od-

tejesd vrednosti za B—;—m in B—gf, ‘najde kota 8 in a.

; 4 o - asnY :

Potem je po izreku o sinusih ¢ = s Izradunaj

stranico ¢ tudi po kosinusovem izreku!

3. Razres§i trikotnik, v. katerem sta
stranici a=1365 m in b=176'31 m in kot f= 74915’
(IIL. izrek o skladnosti)!

Razreditev. Kot ¢ najdeS po izreku o sinusih:

Al o DB Tretji kot je y = 180° — (¢ 3). Tretjo

asinyY
sina ”

4 RazreSi trikotnik, v katerem so stra-
nice a=61 dm, b= 106 dm 1n c¢==1b1 dm (IV. izrek
o skladnosti)!

Razre8itev. Dva kota doloéi§ po izreku o ko-
sinusih, ¢e so merska Stevila stranic eno- ali dvo-
gteviléna Stevila, ki se dado ro¢éno kvadrovati:

cos @ = lf_tgﬁgé;w, cos f = 324_;;0_ i Tretji kot je
potem y — 180° — (a -} B). Ce so pa merska Stevila
stranic vedésteviléna, izratunasS dva kota s pomodjo
izrekov o polovicah trikotnikovih kotov. Po tretjem

teh izrekov najde§ najnatanénejée zneske.

cos & — i(sb_ a), sm I/—'s U H e C),
C ac

2
(s—a) (s—Db)
tg—— '/ 5 (=)
D. RazresSi trikotnik s stranicama a—
=12dm in b=17dm in kotom a =43°35"]

Razre§itev. Po izreku o sinusih najdes sin § =
=bs;" % tej vrednosti pripadata dva suplementarna

kota (en ostriin en topi kot). Tretji kot je y = 180" —

— (a - f). Stranico ¢ doloci§ potem po izreku o si-

asinY
nusih: ¢ = S Navedena naloga ima vobée dvojno

stranico doloélé po izreku o sinusih: ¢ =
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razreditev, ker najde$ za kota § in y in za stranico c
po dve vrednosti. Kdaj ni razre§ljiva, kdaj ima samo
eno razresitev?

6. Razredi trikotnik, v katerem meri
stranica a=468 cm, razlika ostalih stranic
b—e¢=196cm in prvi stranici nasproten kot
a = 80°43"!

Razresitev. S pomoéjo druge Mollweidejeve
enatbe najdesS .-

B (b — c) cos ;
sin —— = :
2 a

Ako potem sesteje§, oziroma odStejeS vrednosti za

52%!:900 — 4 in B;T, doloti¥ f# in 7. Stranico b
najded po izreku o sinusih: b=a2:2£. Konéno je

stranica ¢= b — 196.

7. Razredi trikotnik, v katerem meri
vsota dveh stranic a-+b=171 dm in dva kota
B=0563917" in y=067{"28 1 :

Razreditev. Tretji kot je a = 180° — (34 7).
AKko razre§i§ enatbi a--b=171in a:b =sin a¢:sin j,
dolodi¥ stranici a in b, in sicer je

171 sin 171 sin ;
=smo¢:-]si?1[3= % B “Q—P N be— 1l =—"a.
2sin —— cos b T
= 2
j i i 3 s . ‘asin-y
Tretjo stranico najdes po izreku o sinusih: ¢ = — -

8. Izradunaj iz trikotnikove plosé&ine
p=>54 dm2in dveh notranjih kotov a=48°
in g = 66° stranice!

b: s
Razreditev. Ako razredi§ enachi p — % sin y

i : s : Z2psine ,
2psing ; g : ; '
ST Tretjo stranico dolo€i§ po izreku o si-

dih: o — asiny ;
nusih: ¢ = -~

9. Razredi trikotnik, ¢igar plo§éina je
p =486 cm?, vidina v, =27 cm in kot = 46°53"28"!
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Razresitev. Napravi primerno sliko! Ker je p =
= 4 av,, najde§ stranico a = 2p:v,. Iz pravokotnega
trikotnika, v katerem se nahaja v, in 3, dolo&i§ stra-
nico ¢ = v, :s8in 3. Potem najde§ kakor pri nalogi
pod 2. ostala trikotnikova kota in tretjo stranico.

10. Razresi trikotnik, v katerem je stra-
nica b=25dm, vi§ina v, =622dm in kot § =
= 16940°5b"! ;

RazreSitev. Napravi primerno sliko! Iz pravo-
kotnega trikotnika, v katerem se nahajata v, in f,
najde$ ¢ = v,:sin 3. Potem pozna$ v trikotniku, ki
ga je treba razresiti, dve stranici in enega izmed
nasprotnih kotov. Primerjaj nalogi pod 3. in 5.!

11. Razredi trikotnik, v katerem je stra-
nica a=—12dmin visini v, =106 dm in v, =7 dm!

RazreSitev. Napravi primerno sliko! Ker so v
vsakem trikotniku produkti iz stranic in pripadajo-
¢ih visin med seboj enaki, najde¥ iz enatbe av,=bv,
stranico b = av.:v, Iz pravokotnega trikotnika, v
katerem se nahajata v, in a, dolodi§ kot y, in sicer je
sin y = v,:a. Potem pozna§ v trikotniku, ki ga je
treba razresiti, dve stranici in kot, ki-ga oklepata te
stranici. Primerjaj nalogo pod 2.!

12. Kolike so stranice trikotnika, ki
ima kota o—4b% in F=75%dn ki je kKrogu s
polmerom r=36m vértan?

Razreditev. Napravi primerno sliko! Ako na-
trtas iz vrha kota ¢, oziroma kota f, krogov premer
ter spoji¥ drugo premerovo krajiS€e z ostalima fri-
kotnikovima ogli§¢ema, stvori§ pravokotne trikot-
nike, iz katerih najde$ a — 2rsina, b = 2rsin j in
G — 2 Sla

13. Krogu s polmerom 9 =2bdm je oértan
trikotnik, ki sta mu kota a=250° in §="70°%
kolike so trikotnikove stranice?

RazreSitev. Napravi primerno sliko! Ako na-
trta¥ kotoma ¢ in 3 somernici ter narises iz njunega
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presediséa pravokotnico na stranico ¢, stvori§ pra--
vokotna trikotnika, iz katerih se dasta dela stranice ¢ °
doloéiti. Potem je

H+Di I
pcos 5

psin

. o
czgcotg-:);f_l—gcotgg: . [,2 Z IF
sin'gsing sin—z—sini

Na isti naéin najde§ tudi stranici a in b. ;
14. Trikotnikov obseg je 2s=06b dmindva
kota sta a=52°in f="T7°; kolike so stranice?

Razreditev. Iz enatb a | b+ ¢ = 25, a:b =
sin «:s8in fin a:¢ = sin a:8in y najdes

P, 2s88in o« Bt 2ssin o s
~ sino-sinp4siny — sina+-sinp-f-sin(at-p)
2s8in o w4
ap  a— o 3
2¢in ;H cos b + 2 1n-+'~—uc +l
Bl s sin « T s sin o e
D =9 Ot Bye o AR e B
24 et SO
sin 2 (cos 3 -+ cos ) ) 2sln —5— €08 5 C0Sy
e 5 sin «
= o B i
2c05§cos g COS
SR : asin g . asinY
Stranici b in ¢ sta potem b = e L

156. Stranice poSevnokotnega trikotnika
so vrazmerju2:4:binrazpolovnica py—1dm;
koliki so koti in kolike stranice?

RazreSitev. Iz enadb sin a:sin B:siny = 2:4:5
in sin (a}+p) = sin (1809 — y) — sin y najdes sina =
= 4 V/ 231, sin f = & /231 in sin y = & / 231. Strani-
ce izrac¢unas po izreku o sinusih s pomoéjo razpo-
lovnice py.

Py Sin (cr. 4 ;) Py sio (a»{—%) Py sin (ot 4 %)si.m’_
T e e e D R R A

Razresi Se naslednje naloge:

Razre$i poSevnokoten trikotnik iz naslednjih
podatkov:
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1 16,
17.
18.
19.
20.
21,
22.
23.
24.
2b.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
3b.
36.
37.
38.
39.
40.
41.

42,

43
44,
45,
46,
47.
48.
49,

- 50,
Bl.
b2.

Izraéunaj najprej tretjo stranico s pomodjo

& = B72,'0 = 56023/, B = 44016"48".
= 600 e =— 2027 A" 9 = 7000 .
b = 26608, ¢ = 314566, ¢ = 57044’40",
b =8,¢c = 12, ¢ = 1400,

4 ==033, b =317, & ~— 10804178,

B — 18 h =12 s e=dict o)

a =12, b = 17, a = 3830

8 =10,b =13, ¢ = 7.

a = 1234, b = 234b, ¢ = 31'66.

a-Lb = 338, c = 312, y = 131024"44".

a—b =22 ¢ — 28 a—f = 13045"18".
&-+b = 6560, a = 60030746, # = 21034’ 7",
8—b = 28 ¢, — 43036710", p = 220377127,
b-+e = 148, a = b7°30, § = 48°25’.

|

b—ec = 64, a = 72015, f = 63044’

D ="bbd; o= DEV19 B3 d-—"G8Y 22 18
=330 al—"b2 v — 360620127

P = 28620, & <=:318 ‘b = 181

p =.144 a:b — 6b:34, y — 137040/397,
i = 10— e —

= 0 e = TR BRI T

o= 090 " — T104° 317 B = BH0L{ 467,
7 — 4335 9 — 8166 — 287

o — 184, 8 = 340y =— 680,

#.— 1066 0 — 2313 — 8501810

Ve = 48, o — 36°20'25", B = 24°46/197".

Vi a0 — 92l —2lh;
v, = 14, a = 222, b = 149,
G — il — 200 49059049

Va — 3708, vy = 96584, y = 600bb" 127,
17:69; v, — 165739, e:=— 29004
Ve — 168, a-l-e — 977, § — 21%3¢" 7",
Ve — L2l h i — SO

Vi =i 1, po = V.2, & = B0¢

pa = 17609, a = 66024", § — 74958/,
B —SEher— ‘17, Bt

a —i3360h —#l90 Je=—u 193

<
®
l

reka o kosinusih.

iz-



47

53. a = 485, s, = 420, y = 21¢31"

Ako podaljZa$ srednjico s. za njeno dolzino ter
spoji§ krajis¢e tega podaljska s krajiS€em stranice a,
stvori§ trikotnik, v katerem je en kot suplementaren
kotu 7.

B4 a-b—c — 468, p — 72930', y — 56045,
BB. aibie = V' 2:18:2,/8, = 9.

§ 13. Uporabne naloge.

1. Kolika je plo§éina paralelograma,vVv
katerem oklepata a) stranici a in b kot a,
b) diagonali d; in dy kot ¢?

Razreditev. Napravi primerno sliko! a) Ce je
a osnovnica, je vi§ina v = b sin ¢ in ploSina p =
= ab sin a.

b) Diagonalirazdelita par:lelogram na 4 ploséin-
sko enake trikotnike (po dva prilezna trikotnika
imata enaki osnovnici in enaki viini). p =
== %dl dz sin .

2.V trapezu sta vzporednici a in ¢ in
kota na daljdi vzporednici ¢ in f; kolika
sta kraka?

Razresitev Napravi primerno sliko! Trapez
je sestavljen iz paralelograma in trikotnika, katerega
osnovnica je enaka razliki trapezovih vzporednic
in katerega ostali stranici sta enaki ftrapezovima
krakoma. Iz trikotnika najde§ trapezova kraka

=_(z_1_~éc)slni1. dz(a-c)sinfs'
sin (o --B) sin (a - B)
3. Stranice tetivnega d¢detverokotnika
so a, b, cin d; koliki so koti?

Razre§itev. Napravi primerno sliko! Po dva
nasprotna kota sta suplementarna. Vsaka diagonala
razdeli éetverokotnik na dva trikotnika. Ako izena-
€i§ izraza, ki ju najde§ za diagonalo po izreku o kosi-
nusih, stvori§ enatbo a2 |- b2 —2ab cos f=c2-|- 2|
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—~+2cdcos f3; stranici a in b oklepata kot . Iz te enatbe je

. at-b2—ct—d2 . .
cos = BTt Ker ta obrazec ni primeren za

racunanje z logaritmi, najde¥ na isti nadin, kakor
smo nasli v § 11. obrazce za polovice trikotnikovih
kotov, naslednje izraze:

(s—c)fs— 1/ (s—a) (s —b)
’/ ab-}—cd Sln 2 ab+ecd '
_ =1
tang | = (—0) (s—d)

kjer pomeni s polovico &etverokotnikovega obsega.

4. Kolike so stranice Cetverokotnika,
ki je krogu s polmerom o oértan ako so
njegovi koti a,3,7,0°?

RazreSitev. Napravi primerno sliko! Krogovo
sredis€e leZi v preseéiSéu kotovih somernic. Ako na-
riSe§ iz krogovega sredi§ca pravokotnico na stranico
a ter spojis krajisci te stranice s krogovim srediéem,
stvori§ pravokotna ftrikotnika, iz katerih se dasta
dela stranice a doloé&iti. Potem je

a-}-p

» B p sin o

a = @ cotg 5 | ¢ cotg ; = et

; sin 5 sing
Slika 23 b. Kolika kota tvori rav-

nina, ki gre skoz kockin rob
in razdeli kocko v razmerju
2:1, 8 kocknima ploskvama,

, ki gresta skoz isti rob?
Razre8itev.Presefnaravnina
ol razdeli kocko mna tristraniéno in
Cetverostraniéno prizmo, ki imata
enaki viSini. Te prizmi sta si kakor njuni osnovni
ploskvi. Slika 23. predofuje osnovni ploskvi obeh
prizem. Kota, ki ju tvori presetna ploskev s sosed-

njima kocknima ploskvama, sta komplementarna. Iz
enath x — atg ain 2X2=% 4.2 _ 9.1 najdes
manj$ega teh kotov. tg a = 2.
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6. Koliko so obstranske ploskve naklo-
njene proti osnovni ploskvi pri pravilni
peterostraniéni piramidi, e je osnovni
rob a in obstranskirob s?

Razreditev. Napravi primerno sliko (peti del
doti®ne piramide)! Naklonski kot med obstransko in
osnovno ploskvijo je tisti kot, ki ga tvori obstranska
vi§ina s svojo projekcijo (razdalja med srediS¢em
osnovne ploskve in osnovnim robom).

a cotg 36°
Visi_a?

7. Polmer poSevnega valja je r,o08 ain
naklonski kot med osjo in osnovno plos-
kvijo a; kolika je ploséina znadilbega
paralelograma?

Razre§itev. Napravi primerno sliko! Valjeva
viS§ina je v = a sin a. Plo&ina znaédilnega paralelo-
grama je p = 2 ra sin a.

8. Pokonéen prisekani stoZec ima pro-
stornino k in polmera R in r; kolika je
stranica? ‘

RazreSitev. Napravi primerno sliko! Iz enatb
lee— % (R2-}r2 4+ Rr) in v = (R—r) tg a najdes na-
klonski kot stranice proti spodnji osnovni ploskvi, in

€OB b —

; 3k : ? =
sicer je tg @ = iy Potem je stranica s = fOS:.
9. Krogli s prostornino k
= ] p Slika 24.

je vértan pokondéen stoZec,
digar osji presek ima ob vrhu
kot a; kolika je stoZleva pro-
stornina?

RazreSitev. S pomoéjo slike
24, ki kare presek skoz krogelno ‘¢—
srediste in stoZéev vrh, najdes p = \_/
=rsinein v=r-+rcose=r(14

|-cosa) = 2rcos?; torej je stozeva prostornina

k = % r3 o (sin a cos %)2, ali z ozirom na nalogni
4 4 ; 1 5 o
pogoj k = 3 r8- @ e dg= 5 k sin2 a cos? -

Matek Geometrija IT. 4 g
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10. Prostornina krogelnega izseka je
enaka €etrtini pripadajoée krogle; kolik
je kot a ob vrhu osjega preseka?

RazresSitev. Napravi primerno sliko! Iz nalog-
nega pogoja 3 r2av = 1.4 réz najdes 2 v = r. Iz pravo-
kotnega trikotnika, v katerem je kateti r — v prilezen

kot g-, doloédi§ r — v = r cos % Iz navedenih enacb
najdes cosy = 4 in o= 1200, |

11. Kolik poldnevnikov lok pregledas
iz vidine vnad zemeljskim povr§jem?

; Razres§itev. Iz tocke B nad
Slika 25.  5° yemeljskim povrsjem (slika 25) pre-
& gledas lok AC. Temu loku pripadajoéi
G srediséni kot a najdeS iz enacébe r =
= (r-}v) cos a. Dolgost loka AC do-
lotiS potem iz sorazmerja AC:mr —
= a:180°, :

12. Kraj A na zemeljskem
povr§ju ima zemljepisno §i-
Slika 26. rino a;kolikajeloéna stopinja
kroga vzporednika, ki gre
skoz kraj A?

RazresSitev. Zemljepisna S§i-
rina se doloéuje na krogu poldnev-
niku. Pri navedeni nalogi je zemlje-
B O pisna #irina kraja A lok BA, oziroma
temu loku pripadajodi sredi§éni kot a (slika 26).
Polmer kroga vzporednika, ki gre skoz A, je o =
=rcos a. Dolgost loéne stopinje na tem vzporedniku

kLl arcos «

1T e T

13. Dolo¢i vi8ino to¢tke A nad todko B
(n. pr. viSino gore)!
- RazreSitev. a) Pois¢iin izmeri daljico CD = a,
ki leZi z viS§ino BA = x v isti navpi¢ni ravnini in s
to€ko B v isti vodoravni ravnini, ter dololi kota a
in f# v krajis¢ih daljice CD (slika 27. L). Iz trikotnika



51

AR Shasin ey ; < e
CDA najdes AC — Y R iz trikotnika ABC pa x =
B e ey ___ asin asinp
=" sin a — m'

b) Poiséi in izmeri daljico CD = a, ki leZi-z vi-
$ino BA = x v isti navpiéni ravnini in ki tvori z
vodoravno ravnino naklonski kot y, ter dolodi kota
a in 8 v krajid€ih daljice CD (slika 27. IL). Iz trikotnika

CDA najde$ AD — gi%%"_%) iz trikotnika 4BD pa
X = AD sin (3-y) = ““;l;‘;s(im“ _‘Bﬁ;”)
Slika 27.

14. Dolo¢&i razdaljo dveh totk A in B na
poljul! 5

Razresitev. Pois¢i dve tofki C in D, ki leZita
s toékama A in B v isti ravnini, ter izmeri daljico
CD = a in kote a, 3, 7, 0 (slika 28.). Iz trikotnika CDA

asin?Y

na.jdeé A= W_T) in

_ esn(atB) ool
e T, R ;o
: y___asm (¥ TS e
nika GDBpaBC. SR R pi .
in BD — asin B 3 %

S BFT o Potem \ ";
doloéis razdaljo AB ali iz tri- 57 e 7
kotnika ACB, ali pa iz trikot- Vo i
nika ADB. g 3

RazreSitev navedene naloge se dosti skrajsa, e
mores n. pr.v trikotniku ACB daljici AC in CB, ali pa
daljico CB in kot CBA neposredno izmeriti,

.Razre8i %e naslednje naloge:

15. V krogu- s polmerom 13 dm meri tetiva 24 dm;
kolik je a) pripadajoéi lok, b) pripadajofi odsek ?

Slika 28.

“'\_\5 .I,'
LD n

4%



h2

16. Kolik kot tvorita a) zunanji, b) notranji tangenti
dveh krogov, katerih polmera merita 17 em in 10 cm, sre-
di§¢nica pa 30 cm?

17. Kolike kote tvorita diagonali pravokotnika, ¢igar
stranice merijo 195 dm in 104 dm?

18. Koliki so koti romha éigar diagonah sta v raz-
merju 2:3°?

19. V romboidu meri ena stranica 371 dm, eden pri-
leZznih kotov 135%6’32” in diagonala, ki leZi temu kotu
nasproti, meri 56 dm; kolika je a) druga stranica, b) druga
diagonala?

20. Koliki so koti in koliki sta diagonali enakokra-
kega trapeza, v katerem merita-vzporednici 25  em in 10 cm,
krak pa 13 cm?

21. V enakokrakem trapezu merita vzporednici 24 dm
in 15 dm, ploéélna pa 65 dm2 koliki so koti in kolika
sta kraka‘D

22. Trapezovi vzporednici merita 368 m in 300 m,
kraka pa 285 m in 293 m; a) koliki so koti, b) koliki sta
diagonali?

23. Trapezovi vzporednici merita 804 dm in 36:8 dm
in kota, ki sta dalj§i vzporednici prilezna, pa 48036" in
45%; kolika sta kraka?

24, V deltoidu meri ena stranica 25 dm in dva na-
sprotna (prileZna) kota 76°14’ in 122°16’; kolika sta
a) ostala kota, b) ostale stranice, ¢) diagonali?

25. RazreSi &etverokotnik, ki je krogu s polmerom
10 dm viértan in v katerem meri ena stranica 16:345 dm
in njej prileZna kota 72914’ 26” in 103° 44" 33",

26. Razresi Cetverokotnik, ki je krogu s polmerom
24 dm oértan in v katerem merita dve sosednji stranici
896 dm in 42 dm in kot, ki ga oklepata te stranici, meri
78" 54 28

27. Kolik je naklonski kot daljice 13 dm proti pro-
jekcijski ravnini, ¢e meri projekcija 9 dm?

28, Tristrani¢na prizma ima 122:07 e¢m?® prostornine;
osnovna ploskev ji je enakostranicen trikotnik s stranico
5 em in obstranski robi merijo po 12 e¢m. Za koliko so
obstranski robi naklonjeni proti osnovni ploskvi?
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29, Za koliko so obstranske ploskve etverostranitne
enakorobne piramide naklonjene proti osnovni ploskvi?

30. Kolika je prostornina pravilne deveterostraniéne
piramide, pri kateri meri osnovni rob 2 dm; pla&¢ pa 50 dm?2?

31. Osnovni rob pravilne peterostrani¢ne piramide

meri 1 dm, obstranski rob pa 2 dm; kolika je a) povrsina,
b) prostornina?

32. Pri pravilni osmerostraniéni prisekani piramidi
sta dva istoleZna osnovna roba a=—>5 dm in b=4 dm,
obstranski rob pa s — 2 dm; kolika je a) prostornina,
b) naklonski kot obstranskega roba proti osnovnima plos-
kvama, ¢) naklonski kot obstranske ploskve proti osnov-
nima ploskvama?

33. Os poSevnega valja je 26 dm dolga 'in 780 447
naklonjena proti osnovni ploskvi; kolika je valjeva pro-
stornina, ¢e meri plo§€ina znaédilnega paralelograma 4:6 dm?2?

34. Prostornina pokonénega stoZca meri 7854 dm3
in kot ob vrhu osjega preseka 131925’18"; kolika je
povrsina?

35. Najvedja in najmanjsa stranica poSevnega stoZca
merita 3 dm in 2 dm ter oklepata kot 120°% kolika je
prostornina ?

36. Polmera pokonénega prisekanega stoZca merita
12 dm in 6 dm; stranice so po 70°13’52” naklonjene
proti osnovni ploskvi. Kolika je prostornina?

37. Pri poSevnem prisekanem stoZcu so stranice
znadilnega trapeza: S = 120,8 =101, 2 B = 129, 2 r = 100;
kolika sta naklonska kota najvedje in najmanjSe stranice
proti osnovnima ploskvama?

38. Ako zavrti§ lok okoli enega njego.vih mejnih
polmerov, stvorig krogelno kapico s ploséino, enako &etrtemu
delu pripadajote krogelne ploskve; kolik je sredi$éni
kot, ki pripada dotitnemu loku?

39. Ako zavrti§ krogov izsek okoli enega njegovih
mejnih polmerov, nastane krogelni izsek, ki je enak trem
detrtinam pripadajote krogle; kolik je srediSéni kot do-
titnega krogovega izseka?

40. Kako visoka mora biti gora ob morju, da se
vidi v daljavi' 100 km njen vrh (r = 6400 km)?

41. Na katerem vzporedniku meriloéna stopinja 50 km?
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II. Sfericna trigonometrija.

§ 14. Sferiéni dvokotnik.

Sf";iigiigw Sferié¢ni geometrijski liki se zovejo oni
* liki, ki se nahajajo na povrsini krogle in so omejeni od
glavnih krogov. V sliki 29.
so narisani trije glavni
krogi, ki se sedejo v skup-
nem premeru AB, Polkroga

ADB in ACB omejujeta del

it krogelne povrdine, ki se

i} zove sferiéni dvokot-

nik. Stranici sta mu dva

; polkroga. Kota pri A in pri

< B sta sferi¢na kota in

sta enaka kotu, ki ga tvo-
ritaravniniobehpolkrogov.

Ta srediséni kot COD = a
ima ravno toliko stopinj kakor lok CD. Isti kot do-
bimo tudi, ako si nariSemo pri A ali pri B tangenti
na oba polkroga.

S R g L Ako potegnemo skoz dve tolki krogelne po-
vr§ine glavni Krog, je lok med tema dvema tofkama
sferiéni razstoj ali razdalja. V sliki 29, je
lok CD sferi€ni razstoj totk C in D, ravnotako BD
med B in D. Sferi¢ni razstoj je najkrajSa razdalja
dveh toék na povrsini krogle.

e aros Plos¢ina dvokotnika., Sferitni dvokotnik
je tem vecji, ¢im vecji je njegov kot. Ako znaédita p
in p; plos€ini dveh dvokotnikov in a in ¢; njiju kota,
potem velfa sorazmerje p:p; = a:a;. Ako torej pri-
merjamo dani dvokotnik p s celo plodéino Kkrogle,
dobimo p:47r2 = a:360 in iz tega

Slika 29.

&%
p:nﬂ-w,
ali z besedami: Plo8€ino sferiénega dvokot-
nika dobimo, ako pomnoZimo plosSg&ino
glavnega kroga s kvocijentom sferiénega
kota in pravega kota.
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§ 15. Sfericni trikotnik sploh.

Trije glavni krogi, ki se ne sefejo v istem pre-
meru, razdelijo povrSino krogle v sferiéne tri-
kotnike. Vsak je omejen ed treh lokov, ki pripa-
dajo glavnim krogom. Te .
loke imenujemo stra-
nice sferi¢nega trikot-
nika, sferi¢ne kote pri
A, B, C pa kote sferié-
negatrik otnika. Stranice
na8ih sferi¢nih trikot-
nikoev merijo vsaka manj
kot dva prava. Tocki, ki
lezita na krajiséih istega
premera, sta proti-
todki. V sliki 30. sta
protito¢ki A in A;, Bin
B;, Cin C;. Dva sferifna trikotnika, ki tvorita skupaj
sferi¢ni dvokotnik, se zoveta sotrikotnika, n.pr.
ABC in A, BC, potem ABC in ABC i.t. d. Dva sferitna
sotrikotnika imata dve ogligéi in eno stranico skupno,
nasprotna kota pa enaka. Vse druge sestavine se do-
polnjujejo na 1800. Primerjaj sliko 35. na strani 62!

Dva sferi€na trikotnika, ki imata samo eno
skupno ogliSce, se zoveta sovrsSna trikotnika,
tako n. pr. ABC in A; BC;. Sferi¢na sovr$na trikot-
nika imata kota na skupnem ogliséu enaka in na-
sprotni stranici enaki. Druge sestavine se dopolnju-
jejo na 1809,

~ Trikotnik, &igar ogliséa so protitotke danega
trikotnika, zovemo protitrikotnik; n. pr. ABC
in A;B;C; ali AB;C in A;BC;. Dva sferitna proti-
trikotnika imata vse stranice in vse kote paroma
enake, toda v nasprotnem redu. Taka dva trikotnika
se sploSno ne dasta pokriti in torej nista skladna,
pa¢ pa se dasta spraviti v somerno lego. Treba je
le n. pr. trikotnik A;B;C; ob polkrogu A;B;A za
1800 zasukati, da pride A; na A in B; na B. Potem

Slika 30.

Steriéni tri-
kotnik.
Protitocka.
Sotrikotnik.

Sovrani tri-
kotnik.

Protitrikotnik.
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lezi C; na C; in trikotnika ABC in ABC, leZita so-
merno. Od sferiénih protitrikotnikov se skladajo
samo enakostraniéni in enakokraki. Ako sta n. pr. v
sliki 30. pri trikotniku ABC stranici AB in BC enaki,
torej tudi A;B; in B;C;, potem je treba samo tri-
kotnik 4;B;C; zasukati v lego ABC, in odtod za-
vrteti okrog B, da pride A na C in Csna A, Trikot-
nika se potem Kkrijeta. ;

Izrek: Sferiéni trikotnik in njegov
protitrikotnik imata isto ploséino.

Slika 31.

Sl Dokaz Pri enakostranié¢nih in enakokrakih
trikotnikih je samo po sebi umevno, ker se dajo
pokriti drug na drugega. Raznostraniéne sferiéne
trikotnike pa je treba prej razdeliti v enakokrake.
V to svrho poiS€emo sferiéno srediscée pri obeh
trikotnikih, in sicer tako-le! Danemu sferiénemu tri-
kotniku in njegovemu protitrikotniku si nacértajmo
pripadajola telesna ogla, ki sta sovrSna ogla. Rav-
nine, ki pravokotno razpolavljajo stranice obeh
oglov, se seejo v skupni premici, ki tvori enake
kote z robovi obeh telesnih oglov. Tocka, v kateri
sefe ta premica sferi¢ni trikotnik (oziroma njegov
protitrikotnik), je njegovo sferiéno sredisce in
ima torej isto sferi¢no razdaljo od vseh oglis¢. V
sliki 31. je torej S (oziroma S;) sferi¢no sredisce in
loki SA, SB, SC ter S;1A;, S;Bj, S5;C; so enaki. Na ta
nadin razpade trikotnik ABC v same enakokrake tri-
kotnike, ravnotako A;B; C;. Vsled tega se dasta po-
kriti trikotnika ABSin A;B;S;, potem ACS in A4;C; 8,
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in ravnotako BCS in B;C;S). Iz tega pa sledi, da sta
trikotnika ABC in A;B;C; plo&insko enaka.
Pravokoten.

Sferi¢ni trikotnik, ki ima vsaj en pravi kKot, , “ot50ws
se zove pravokoten. Trikotnik je pravostra-
ni¢en, ako meri vsaj ena stranica 90°. Ako merita
v sferié¢nem trikotniku dve stranici po 90°% potem je
tretja stranica enaka nasprotnemu kotu, prileZna
kota pa sta prava.
Opomnja: Za trikotnike, ki jih tvorijo n. pr.
dva poldnevnika in pa kak vzporednik (ne pa rav-
nik), ne veljajo ratuni sferi¢nih trikotnikov.

§ 16. Ploséina sferitnega trikotnika.

Plostina sferiénega tri- Slika 32. Plodding sforid.

nega trikotnika.

kotnika je odvisna od pol-
mera kroglein od notranjih
kotov ter se izraduna s
pomodjo sferiénih dvokot-
nikov. V sliki 32. je:

goo
ABC+ ACB; = w2 b l

v 3t
ABC+ ABCy = mr2: 500

ABC -+ BCA; = mir2. l

010]§98

3 ABC - BOA; - ACB; + ABC, — ar®. S 4841

Ker pa je ACB; = A;C; B (protitrikotnika), zato
je 8 ABC— BOA; + A, C; B+ ABC; = mr2. 2EEET g

pa 2 ABC+ 2 mr2 — ar2. “TEET Ker tvorijo trikotniki

ABC + BCA; + A, C; B ABC, = 2xr2 povriino spred-
nje polkrogle. 1z tega pa sledi: .
2_(“+B + T_ISOO)

1800 ’
Izraz e = a -+ 8 - 7 — 1800 pove, koliko presega vsota
trikotnikovih kotov dva prava kota, in se zove sfe-

ABC—ar
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riéni eksces. Plo3€ino p sferi¢nega trikotnika do-
bimo torej po obrazcu:

e
P =t i
ali z besedami: Plo§éino sferiénega trikot-
nika dobimo, ako mnoZimo plo8éino glav-
nega kroga s kvocijentom iz sferid¢nega
ekscesa in kota 1800,

§ 17. Sfericni trikotnik v zvezi s trirobnikom.

Ako si mislimo okrog vrha trirobnika O v
sliki 33, otrtano kroglo s katerimkoli polmerom r,
dobimo piramidastiiz-
sek krogle. Izsekani
del povrsine krogle je
sferiénitrikotnik ABC,
gigar stranice so loki
glavnih krogov iste
krogle.Stranice in koti
tega trikotnika se po-
polunoma ujemajo s
stranicami in koti da-
nega trirobnika. Zato
prenesemo lahko vse izreke o stranicah in kotih
trirobnika na stranice in kote sferifnega trikotnika.
Tako veljajo za sferidne trikotnike slededi izreki:

1. Vsota dveh stranic je vedja od tretje stranice.

2. Razlika dveh stranic je manjsa od tretje
stranice.

3. Vsota vseh stranic je manjSa od §tirih pravih’
kotov ali v znakih: 0 <a-|-b-+4¢ <4 R

4, Vsota vseh kotov je vedja od dveh pravih in
»manjsa od Sestih pravih kotov, ali v znakih: 2R <a--
+Bh BB

b. Ravnine, ki pravokotno razpolavljajo stranice
sferi¢nega trikotnika, se sefejo v skupni premici.
Ta premica sele trikotnik v sferit¢nem sredi$€u, ki

Slika 33.
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ima isto sferiéno razdaljo od ogliS¢. Razdalja tega
sredidta. od oglid¢ trikotnika je sferiéni polmer tri-
kotniku odértanega kroga.

6. Ravnine razpolovnice kotov sferi¢nega trikot-
nika se sefejo v skupni premici. Ta premica sece
trikotnik v tocki, ki ima isto sferitno razdaljo od
vseh stranic. Razdaljo te tolke od trikotnikovih
stranic zovemo sferiéni polmer trikotniku vértanega
kroga.

7. K vsakemu sferi¢nemu trikotniku pripada
polarni trikotnik. Stranice polarnega trikotnika so
suplementarne s koti danega trikotnika in obratno.

Posledica: Polarni trikotnik pravostraniénega
trikotnika je pravokoten in obratno.

8. Enakim stranicam leZijo enaki koti nasproti,
vedji stranici leZi veéji kot nasproti in obratno.

Posledica: Enakostranicen trikotnik je tudi
enakokoten. Ce meri vsaka stranica 909, meri tudi
vsak kot 900, Ako pa meri n. pr. vsaka stranica po
300, 600, 720, ., potem so pa& vsi koti med seboj
enaki, pa vendar ne merijo ravno 300, 600, 720,

Dostavek. Plo§&ina polarnega trikot- n‘;‘g“:ﬁ‘r‘&gﬁ;ﬁ_
nika. Ako znaédijo a, b, ¢ in @, f, y sestavine danega
sferinega trikotnika ter aj, by, ¢; in a, fi, y1 sesta-
vine pripadajofega polarnega trikotnika, potem je

01:2}3—&
Bi=2R — b ; seSteto
r1=2R—c

a1 +pf1+r1=6R—(a+ b+ o).
Iz tega sledi povriina p polarnega trikotnika

p=nr2_“:+31-gglo—-18()°:nr2_4R—(i38(—j;b+c)_ |
Izraz d = 4 R — (a | b - ¢) pove, koliko je vsotg Steritni defeke.

vseh stranic danega trikotnika manjSa od 4 R, ter se

zove sferi¢ni defe kt. Obrazec za ploS€ino polar-

nega frikotnika dobi potem sledeco obliko:

d 24
1500

D —Sger2 .
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§ 18. Naloge o ploScini sferiénega trikotnika.

1. Sferi¢ni trikotnik ima kote ¢ = 400, 8 = 70°,
y = 800; kolika je njegova ploS¢ina, ¢e je polmer pri-
padajoce krogle r — 1 dm?

2. Ista naloga za kote a = 67037/40”, § — 82914'31",
in za polmer r — 3425 m.

3. Kolika je ploS¢ina sferi¢nega trikotnika, pri ka-
terem meri vsak kot a) 7009, b) 860, +¢) 90% ) 1119 in
polmer 1 dm?

4. Kako se glasi obrazec za plo3¢ino sferinega
trikotnika, pri katerem je a = b = 900 in ¢ = 900?

5. Kolika je ploS¢ina sferiénega trikotnika, ki ga
tvorita poldnevnika Ljubljane  in Beograda z ravnikom,
ako ima zemlja obliko krogle? (Glej zemljevid.)

6. Neki sferi¢ni trikotnik ima stranice 460, 750, 83°,
Kolika je plo&fina polarnega trikotnika, ¢e je polmer
ri=— ] e

§ 19. Pravokotni sferiéni trikotnik.

V sferiénem trikotniku se dajo iz treh sestavin
vse druge izrafunati. Dotiéni izreki se izvajajo s
pomoc&jo trirobnika, ki pripada trikotniku. Krogla,
ki jo olrtamo (vsliki 34) okrog vrha trirobnika O s
polmerom r = OA = OB = OC, sede trirobnik v sfe-
ri¢cnem trikotniku ABC. Mislimo si, da je y = 909,
a<90° in £<C 90 in trikotnik torej pravokoten. Ako
spustimo iz to¢ke B pravokotnico BE na OC in iz E
pravokotnico ED na OA, potem je tudi BE | ED, ker
ie y = 90% pa tudi ravnina BED | OA. Vsled tega
nastane pri totki D kot a. (Kot DBE pa ni enak j!)
In sedaj lahko s pomoéjo znanih enaéb ravninske
trigonometrije izvajamo izreke za sferi¢ni trikotnik.

V trikotniku ODE je OD = OHK-cos b in v tri-
kotniku OBE je OF = r- cos a, torej je OD =r-cosa-
-cos b. Isto stranico pa tudi lahko izradunamo iz
trikotnika OBD, in sicer je OD = r-.cosc. Iz obeh
izrazov za OD pa sledi r-cosc¢ = r-cosa-cosb in iz
tega obrazec:

COS € == COS apicOSTh i Tuvsr Snse g il
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Na sligen natin dobimo iz trikotnikov v sliki 34.
sledete enafbe: BE = BDsina = rsinc-sin ¢, pa
tudi BE = r sin a in iz obeh enaéb novi obrazec:

SNt SN CoSIN e s P

Ker je za izvajanje teh enadb vseeno, katero

ogli¥¥e smo zaznamovali z A in katero z B, lahko

zamenjamo stranici a in b in obenem oba kota a in
B. Na ta nadin dobimo iz enabe 2. novo enadbo:

ST bs =—Sin-e - aim pis St e e e R

Iz iste slike dobimo nadalje DE — OE-sin b =

=rcos a-s8in b, pa tudi DE = DB cos a=r sin ¢-cos a.

Iz obeh enaéb sledi sin c-cosa = cosa-sinb. Ako
pomnozimo to enacbo Se z enacébo 3., dobimo obrazec:
SlCOSRt == enSTaESINEGE e b s el

Po zamenjavi stranic a in b in kotov ¢ in f
dobimo:
CORIP = COSDESINO = o o D,
S pomocdjo
tangent in ko-
tangent dobimo =
Se pet obrazcev
za razreSevanje (3
pravoKkotnega
sferi¢nega tri- ; a
kotnika. Iz tri-
kotnikov DEB,
DEO in OBE a \c _JE &
sledi namres O T
DE = BE - cotg q,
pa tudi DE = ’
— OE-sin b — A
— BE- cotg a-sin b. Iz obeh enactb pa sledi cotg a =
= cotg a-sin b, ali pa .
tpa = g HinD SR DL T
Ce zamenjamo zopet stranici a in b in pa kota
a in f, dobimo

Slika 34.

tovhe— e aginiga -0 s
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Na podoben nadin sledi iz DE — BD . cosa =
=r-8inc¢-cosain iz DE= OE sinb — r - cos a-sin b
nova enacba sinc -cosa = cosa - sin b. Ako na-
dalje v tej enatbi zamenjamo cos a — 08 ¢ iz enatbe

cos b
- . cOos ¢
1., dobimo sin ¢ - cos a =

- sin b in potem

cos b
tgh = tgeccosa . . . . . . 8
Po zamenjavi ¢rk a in b in pa ¢ in $ dobimo:
tee gl —tric COR B e e O
Ako SemnoZimo enaébi 4. in 5. in delimo produkt
s enatbo , dobimo Y OISty

po okrajSavi ulquov Se
COR @ —reUtgaveaberin: o S a a1 ()]

Enacébe 1. do 10. omogodijo hitro razresSevanje
pravokotnega sferi¢nega trikotnika. V vsaki teh ena&b
so tri sestavine. Iz treh enacb, ki imajo vseh pet
sestavin a, b, ¢, a, §, se dajo izvajati vse druge enacbe.
Ako so znane n.pr. 4., b. in 10.,, dobimo iz njih enad-
bo 1, ako pomnoZimo vse tri enacbe i.t.d.

Izpeljava navedenih
enacb pa je bila omejena
na kote in stranice, ki so
manjse od 90° (izvzet je
y = 909. Vsekako pa ve-
ljajo enatbe tudi splosno,
¢e merijo stranice in koti
90° ali ve¢ kakor 90° O
splosni veljavi teh enadb
se lahko prepricamo, ako
si narisemo k danemu sfe-
riénemu ftrikotniku njego-
ve sotrikotnike in sovréne trikotnike. Pravokotni tri-
kotnik AB,C v sliki 35. ima kateti b in 1800 — & in
hipotenuzo 180° — ¢, koti pa so f, 1809 — « in 909,
Ako vstavimo te koli¢ine v enafbe 1. do 10., se iste
ne izpremene. Isto se zgodi pri trikotnikih A; B,C
in A]BO L e s

Slika 35.
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Neperjevo pravilo. Enactbe o pravokotnem
sferi¢nem trikotniku se dajo v eno samo pravilo
zdruziti. Ako si mislimo v krogu napisane
zaporedne sestavine trikotnikove, iz-
vzemSi pravi kot y=90% in zamenjamo obe
kateti a in b z njiju
komplementi 90° — a
in 90v — b, potem je 90°-b

Slika 36.

kosinus vsake sesta- >g0°-a

vine enak produktu
Sinusov nasprotnih
Sestavin ali pa pro-
duktu kotangent pri-
leZnih sestavin.

N sliki 36, ije” nipr.
cos a = cotg c-cotg (907 —b)
ali v pa. SeDN. moi=Bin. o>
+sin (90° — a). Iz prve enafbe sledi obrazec 8. in iz
_druge obrazec 4. Drugi primer: cos (900 — a) =
= cotg (900 — b) - cotg B, kar je istovredno z obrazcem
7., in pa cos (900 — a) = sin a - sin ¢, kar kaZe obra-
zee. 2. Autisd :

Dostavek. Pri uporabi enaéb od 1. do 10. je
treba paziti na zvezo goniometrijskih funkecij. V
vsakem trikotniku leZi namre vedji stranici vedji
kot nasproti. Ce raste stranica, raste tudi nasprotni
kot. Vsled tega morata imeti stranica in
nasprotni kot v isti enadéhbiisto funkceijo.
To pravilo se ka%e v enacbah 2. do 7. Nadalje kaZe
enatba cos @ = cos a-sin # Se posebej, da mora imeti
cos ¢ isti znak kakor cos a, ker je sin g vedno po-
zitiven, &e je 0 < < 1800. Sli¢no velja tudi za enalbo
cosf# = cosb-sina. Iz tega pa sledi: V pravokot-
nem sferi¢nem trikotniku morata biti
kateta in nasprotni kot oba<900 ali oba =
= 900 ali pa oba>90% t. j. oba sta ostra, oba
prava ali pa oba topa. Nadalje so v enac¢bi 2. in 3.
trije sinusi in v enadbi 1. trije kosinusi, mkjer pa
ni treh tangent ali kotangent.

C

Neperjevo
pravilo.
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Enakokraki sferi¢ni trikotnik se da
razpoloviti z ravnino, ki gre skoz vrh in stoji pra-
vokotno na osnovnici, na dva somerna pravokotna
trikotnika. Za enakokraki sferi¢ni trikotnik torej ni
treba posebnih obrazcev za razreSevanje.

§ 20. Zavisnost sferine in ravninske trigonometrije.

Sferitni trikotniki, pri katerih raste polmer pri-
padajode krogle vedno bolj in bolj, se bliZajo rav-
ninskim trikotnikom. V tem sluéaju preidejo obrazci
" sferi¢nih trikotnikov v sli¢ne obrazce ravnih trikot-
nikov. -

Prvo zbliZanje. Ako raste polmer Kkrogle
neskonéno — v znakih r = co —, potem se bliZajo
stranice vedno bolj in bolj niéli — v znakih a =
= b = ¢ = 0 —, ker.so to sredif¢ni koti krogle, ki
postaja neskonéno velika. Vsled tega pa je sin a =
= tang a — 0 in cosa =1 in, isto velja tudi za b
in c. Enacba 1. postane brezpomembna, namreé 1 =1, °
ravnotako enacbe 2, 3, 6, 7, 8, 9, ki dajo 0 = 0.
Enat¢bi 4. in b. preideta v cosa — sin f in cos f =
— gin q, enacha 10. pa v 1 = cotg a-cotg f. Vse tri
enatbe so samo po sebi umevne, ker sta v ravninskem
pravokotnem trikotniku kota a in f komplementarna.

Drugo zbliZzanje. Pri rastotem polmeru kro-
gle se zmanjSuje srediSéni kot a (stranica sferié-
nega trikotnika) vedno bolj in bolj, tako da se pri-
bliZzujeta funkeiji sin a in tg a vedno bolj in bolj
loku a samemu, cos a pa vrednosti 1. Isto velja tudi
' za stranici b in ¢, Lahko torej nadomestimo pri ne-
skonéno se zmanjdujoéih lokih funkeciji sin a in tga
z lokom a samim, funkcijo cos a pa z 1; piSemo lahko:
cosa=—cosh=cosc = 1. Na ta natin ostane enac-
ba 1 8e vedno brezpomembna (1 = 1), enacbe 4, 5.
in 10. pa same po sebi umevne. Vse druge enacbe
pa preidejo v znane obrazce ravninske trigonometrije.

Obrazec sin a = sin ¢-s8in e preide v a = c-sin q,

. sinbh = sine-sinf , , b= c-sinp,
= tga =sinb-tga HE i 2= telan
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Obrazec tgh = sina-tgf preide v b = a-tgp,
4 tg a= tgc-cosf . 5 &= C+CO8J,
o tghb =tgec-cosa 5 w b= c-cos a.
Tretje zbliZanje. Tukaj je treba Se cos a,
cos b, cos ¢ natanéneje doloditi. Iz goniometri¢nih

obrazcev sledi cosa = 1 — 231112—— 2. (2)

= ako vzamemo sin a = -I; in pri neskonéno

o
sin a a

sV . a «
se zmanjSujotem kotu sin S TR o Isto wvelja
o2

za b in ¢. Enacba 1. se izpremeni potem v 1 el
b2

:(I—fﬂ)-( 2;) inpotemvc2=a2+b9—

ALS a2b . Zadnji ¢len postaja z rastoim r v primeri z

druglml tako majhen, da ga ]ahko pogresimo, potem
pa ostane Se ¢2 = a2 |- b2

§ 21. Naloge o pravokotnem trikotniku.

V sledelih nalogah pomeni ¢ hipotenuzo, a in b
kateti, kot y = 90°% Za sestavine, ki so izraZene Vv
obrazcih s funkcijo kosinus, tangens, kotangens, do-
bimo po eno resitev, ker so te funkcije med 00 in 1800
enotno dolo¢ene. Pri funkciji sinus sta mogoci dve
reSitvi, ker se sinus pri suplementarnih kotih ne iz-
premeni. Vsekako pa morata biti kateta in nasprotni
kot ali oba topa, ali oba ostra. Ce je mogoéa dvojna
razreSitev, potem sta dobljena trikotnika sotrikotnika.
Glej v sliki 35. trikotnika ABC in AB;C!

Pois¢i neznane sestavine sferlénega trikotnika,
ako ]e dano:

1. a = 37°28’ 2, a— B39 42"
b = 42030/, b — 122044'16".
3. a— 108"15'16" 4 a—48°15
b — 124933 24", c— 11400/ 26".
5. b= 62037 15" 6. a—= 38°16’
¢ = 106038'37". f— b2od’,
7. b= 23018/ 40" 8 a=64°17
0= 106014'7". a= 170018

(dvojna razreditev).

Matek, Geometrija II, bg.
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9. a= 7206"12" 10. b= 132°18'34"
B = 88014" 4", . B = 118" 14'35"

; (dvojna razresitev).
11. ¢ = BBV 37 25" 12. a = 104" 2536"
= 116033'26". B =49°35"12".

13. Ako potegnemo z vrha C pravokotnega sfe-
ri¢nega trikotnika ABC glavni krog pravokotno na
hipotenuzo AB, razdelimo hipotenuzo v to¢ki D na
dva dela AD = n in 'BD = m, pravokotni trikotnik
ABC pa razpade na dva pravokotna trikotnika ADC
in BDC s skupno stranico CD =

DokaZi, da je tg2a =— tgc-tgm! (Primerjaj ob-
razec ravninskih trikotnikov a2 = c-ml)

Navodilo: Izratunaj v trikotniku BCD kot f
iz a in m in v trikotniku ABC isti kot iz a in e!

14. DokaZi na podoben naélin, da je: sin?v =
— tgm-tgn! (Primerjaj obrazec ravninskih trikot-
nikov v? = m-n!)

Navodilo: Izrafunaj v trikotniku ADC in BDC
stranico b iz v in n in stranico aiz v in m, pomno#i
obe .enatbi, nadomesti a in b s stranico ¢ in vstavi

¢ = m - n!

§ 22. Naloge o enakokrakem sfericnem trikotniku.

1. V enakokrakem sferi¢nem trikotniku pomeni ¢
osnovnico, a = b krak, y kot pri vrhu in e = § kot
na osnovnici. Izratunaj iz a = 67°15'54” in y = 90°
osnovnico in druga dva kota!

2. V enakokrakem sferi¢nem trlkotnlku meri
osnovnica ¢ = 42°46'4” in kot pri vrhu y = 900; ko-
liko merijo krak in kota na osnovnici? Koliko meri
visina?

3. V enakokrakem sferiénem trikotniku meri
osnovnica ¢ = 114045 in krak a = 80°14'; koliki
so koti?

4. V enakokrakem sferi¢nem trikotniku meri
kot na osnovnici ¢ = 47°15" in kot pri vrhu y =
= HB?17; kolike so stranice in kolika je visina?
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' b, DokaZi, da je v pravokotnem enakokrakem
sferi¢nem trikotniku veljaven obrazec cos a — cotga!
6. V enakokrakem trikotniku je ¢ = 73025 in
68044’; kolik je krak, kolika viSina in kot na
osnovnici? (Dvojna razresitev.)

7. V enakokrakem sferiénem trikotniku meri
vi§ina v = 48° in kot na osnovnici ¢ = 64° Izrafu-
naj ostale sestavine trikotnikove! (Dvojna razresitev.)

§ 23. Naloge o pravilnem sfericnem mnogokotniku.

V pravilnem sferi¢nem trikotniku pomeni a stra-
nico, a kot, r sferi¢no razdaljo srediSéa od oglléé
in o sferitno razdaljo srediffa od stranic.

1. V pravilnem sferi¢nem  trikotniku je znana
ena izmed sestavin a, @, r, o, poiséi druge! Primer:
a = 600.

2. V pravilnem sferi¢nem &etverokotniku meri
kot a = 1000; poisdi a, r, o!

3. V pravilnem sferi¢nem peterokotniku je znana
razdalja r = 350; koliko merijo a, a, 0?

4. V pravilnem sferiénem n-kotniku je dana
stranica a. Kolik je kot « in kolika je plosfina p?
Primer: a = 40% n=4 in polmer pripadajoce krogle
=1,

§ 24. Naloge iz stereometrije.

1. Pri tristrani®ni piramidi tvorijo stranske
ploskve med seboj zaporedoma kote a == 600, § = 800,
y = 90° Koliki so robovni koti pri vrhu?

Navodilo: Okrog vrha piramide si ocrtaj
kroglo s katerimkoli polmerom; tako dobis pravo-
koten sferiten trikotnik.

2. Kolik je kot, ki ga tvorita pri enakorobni
tristrani¢ni piramidi (tetraedru) stranski rob in
osnovna ploskev? '

5e
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Navodilo: Okrog enega ogli§¢a osnovne plo-
skve si nadrtaj kroglo, ki odre’e enakostranien
sferi¢en trikotnik, v katerem je viSina x enaka za-
htevanemu kotu (slika 37.).

Slika 37. Slika 38.

3. Pri pokonéni tristraniéni piramidi je osnovna
ploskev enakostranien trikotnik. Kolika je prostor-
nina piramide, ¢e je znan stranski rob m in &e
tvorita dve stranski ploskvi kot y = 7299

Navodilo. Na isti nadin kakor pri prejSoji
nalogi dobi§ sferien trikotnik (glej sliko 37.!), pri
katerem je ¢ = 600 a=—b in y= 720 Iskati ]e treba
vi§ino x. .

4. V pravilnem poliedru je znan rob k. Izradunaj
povriino in prostornino poliedrovo (glej sliko 38.))

Navodilo. Ako pomeni s Stevilo plos ev poli-
edra, n Stevilo stranic vsake ploskve, m Stevilo robov,
ki se sefejo v vsakem ogligu, o = OA = OD polmer
virtane krogle, r = OB = OFE polmer oértane krogle
in d — <= ACD naklonski kot dveh ploskev, potem je

i ACO 1n (1] %@n—o 1—2@ Kot med ravnino FBO
m EBO je F torej je kot med ravmno ABO in EBO

enak ﬂ = f. Iz slike razvidi§, -da je -;- = 900 — b in
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OC | BE, pa tudi OA | BEF. V trikotniku A;B;C; so
torej znani vsi koti, ker je y = 90°; iz [teh izra-
¢unag lahko stranice.

Po Neperjevem pravilu je cos 8 = sin (900 —b) -
1809

(afafsn i S

-sin a ali cos b = — ™ in na isti naéin dobi§

sina g 180°
”
COoSs 150
. cos s
tudi cos 8 = v = ——= Ker pa je cos b =
sin sin #%°
m 1800
(900 SRR e e R
cos —2) = sin 5, dobi¥ iz tega sin 5 = —an
. i ol e T y ke ‘ i
V trikotniku OBC je BC =— BQO-sin a ali 5 = rsina in
k e -
P Nadalje je o —= OA = O0C-cos b = OB cos a -

-cosb=rcosa-cosh in iz tegagzg-cotga-cosb.

Povrsdina sestoji iz skladnih pravilnih mnogo-
 kotnikov (v sliki 38. so sami trikotniki). Prostornina
pa sestoji iz skladnih piramid, ki imajo vrhove v sre-
diS¢u poliedra.

5. Poi8éi prostornino tetraedra, e je znan a)rob
i — 1 dm b))l — Shiciml

6. Ista naloga za oktaeder, dodekaeder in iko-
saeder.

7. Kolik je naklonski kot dveh sosednjih ploskev
tetraedrovih ? (Naloga se izvrSi lahko tudi brez sfe-
ri¢ne trigonometrije.)

8. Ista naloga za oktaeder, dodekaeder ali iko-
saeder s pomo&jo sferine trigonometrije.

9. Pois¢i prostornino dodekaedru {in ikosaedru
vértane in ofrtane krogle, ako je znan rob k! Pri-
mer: k =4 em.

§ 25. RaznostraniEni sferitni trikotnik.

Raznostraniéni sferi¢ni trikotnik se da z viSino
razdeliti na dva pravokotna trikotnika. Iz teh dveh
izvajamo lahko obrazec za ves trikotnik. Mislimo i
najprej, da so v trikotniku ABC stranice in koti
manjsi od 900 Iz trikotnika ADC dobimo enacbo

Sinusov izrek.
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sin v = sin b-sin ¢ in iz trikotnika BDC enadbo
sin v = sina-sin §. Iz obeh enadb pa sledi: |
sina:sin b =sina:sinB. Ce potegnemo vidino namesto
z vrha C z ogliffa A, dobimo na isti nadin soraz-
merje sin b:sin ¢ = sin #:sin y. Obe sorazmerji nam
dajeta obrazec za sinusov izrek, ki ga piSemo
ali v obliki zaporednega sorazmerja:

sin a:sin b:sin ¢ = sin a:8in #:siny . . 11,
2 sina sin b sin
Al Pa st = sl ST
sin « sin § sin ¥

z besedami: V sferi¢nem trikotniku so sinusi
stranic v istem razmerju kakor sinusi
nasprotnih kotov.
Sinusov izrek velja
Slika 39. seveda tudi za pravokotne
in enakokrake sferi¢ne tri-
kotnike in tudi za one tri-
kotnike, pri katerih so stra-
nice in koti veéji od 90°
ker se sinus pri suplemen-
tarnih kotih ne izpremeni.
(Primerjaj sliko 35.1)
Neposrednja uporaba
sinusovega izreka je ome-
; jena na dve vrsti nalog:
Iz dveh stranic in enega nasprotnega kota je iskati
drugi nasprotni kot ali pa iz dveh kotov in ene
nasprotne stranice je iskati drugo nasprotno stra-
nico. V obeh sluéajih je mogoca dvojna razresitev.
V sliki 39. je nadalje v trikotniku CBD: cosa —
= COSV-:-COSmH =— COSV:COS(¢c— m) = COSV-COS¢C-
-cos m - cos v-sin c-sin m. Ker pa je cos v-cos m —
= c¢osb in sinm = sinb-.sin x, oziroma, cos o =
— gin x-cos v, zato preide prva enalba v obrazec:

cosa = cosh-cosc-+ sinb-sine-cosa . 12.a
Na podoben natin dobimo Se:

cosh — cosa-cos ¢+ sin a-sine.-cosp . 12.b
cosc = cos a-cos bh - sina-sinb-cosy . 12¢
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Obrazeci 12 a, b, ¢ nam dajejo kosinusov iz-
rek stranic: Kosinus stranice je enak pro-
duktu kosinusov drugih dveh stranic, po-
vefanemu za produkt sinusov istih stranic
in kosinusa nasprotnega kota.

Ako uvedemo trikotniku pripadajo¢i polarni
trikotnik s stranicami a; = 180 — ¢, by = 180 — 8
in ¢ =180 — 7, dobimo kosinusov izrek kotov:
Po obrazcu 12 a je namred cosa; = cos bj-cos ¢
|- sin b; sin ¢; cos ¢ in po zamenjavi cos (180°— a) =
= cos (180° — f) cos (180° — y) + sin (1800 — f)
sin (1800 — y) cos (1800 — a), iz tega pa sledi:

cosa = — cos f cos y | sin Bsiny-cosa . 13.a
Na isti nadin dobimo Se:

cos f = — cosy-cos & | sin y-sina-cosbh . 13.b
cosy = — cosa-cos -} sina-sinB-cosec . 13.c

torej z besedami: kosinus kota je enak nega-
tivnemu produktu kosinusov drugih dveh
kotov, povelanemu za produkt sinusov
drugih dveh kotov in kosinusa nasprotne
stranice.

Izpeljava obeh kosinusovih izrekov je seveda
veljavna tudi pri stranicah in kotih, ki so vedji od
90°. Ce je n. pr. 1800 > b > 90°in 180° > ¢ > 900, vzamemo
za podlago raduna namesto trikotnika ABC njegov
sotrikotnik A;BC, kjer sta stranici 1800 — b in [180"— c
manjsi od 90° Za trikotnik A;BC velja torej

cos & = cos (180° — b) - cos (1800 — ¢) -
- sin (1800 — b) - sin (180° — ¢)- cos «,

iz tega pa sledi obrazec 12.a za trikotnik ABC,
Neposrednja uporaba kosinusovih . izrekov se
nanafa na sledefe naloge: 1. Dane so sestavine: dve
stranici in kot med njima ali pa dva kota in stranici
med njima in i38e se tretja stranica, oziroma tretji
kot. 2. Dane so stranice in i8¢ejo se koti ali pa obratno.

Kosinusov izrek.
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Sinusov in kosinusov izrek zadostu-
ieta popolnoma za razrefitev sferidnega
trikotnika. Seveda je kosinusov izrek neprikladen
za hitro in pregledno logaritmovanje. V to svrho
mu damo drugo obliko, in sicer s pomoéjo novega
pomoZnega kota.

Po kosinusovem izreku je namred :
cosa = cos b-cos ¢ -} sin b-sin c-cos a
cos a — cos b-(cos ¢ | tgb-sin G- COs a).
Ako sedaj nadomestimo tgh- cosa = tg x, dobimo
cosa = cosh (cosc >

ali

*.gin ¢) in potem

Cosx
cosccosx+sinesinx ..
cosa — cosb- a: ali
COoS x
s cos b-cos(c — x)
€ A COS X

Iz b in o je treba torej najprej izrafunati x in
iz tega potem Se a.
Na isti naéin preide kosinusov izrek kotov

cos « = — cos8 f-cos y |+ sin f-siny-cosa v obliko
cosf sin (y— x . % s

cosS 4 = Jﬁn—f—), ako izlo¢imo faktor cos g in

uvedemo novi kot x z enalbo tz f-cosa = cotg x.

Iz kosinusovih izrekov pa izvajamo Se druge
izreke.

; a cosa—cosbcosc
Iz obrazca 12.a dobimo cos ¢ = ———— :

sinbh.sine

Ako nadomestimo kot @ s polovi¢nim kotem Z po

]

obrazcu 1 — cosa 2sm~ , dobimo:

2 cosa—cosh. cosc cos (b —c) —cosa
2 8in?, =1 — - . e : — =
sin b.sine sin b«sin ¢
. b—c+a ., b—c—a . b—c¢c+a , atc—b
— 2.8in 3 sin 5 2.8in 3 sin 3
T sin bssin e B sinb.sinc i

Ako Se uvedemo okrajSave a-b-}c = 2s in
a+hb—c=25s—2¢=2(s —¢) i.t.d. kakor pri Hero-
novem izreku za ploSéino ravnmskega trikotnika,
dobimo

s @ 2sin(s—b).sin(s—c) . i
2 sm2—2- e ST , iz tega pa sledi
i sin (s—b) sin (s — ¢)
AL o '/ siu besin ¢ e noe 148
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N\
Iz obrazca 1-fcos a & 2cos2; dobimo na isti

nacin
N ‘/sms sin (s—a) e
sinbe.sine -
Ako delimo ena(‘.ho 14.a z enacébo 14.b, dobimo
@ g/ sin(s—b)-sin(s—c)
tg‘z o '/ sins.sin(s—a) = ° ° Lo

Enacbe 14. a, b, ¢ se dajo sestaviti tudi za druga
dva kota § in 7, ako se &rke a, b, ¢ zaporedoma za-
menjajo.

Enacbe 14. a,b, ¢ dajo izrek opolovicah tri-
kotnikovih kotov. Praktié¢no se uporablja najbolj
obrazec za tangento, ker se sinus in kosinus v bliZini
900, ozirema 0° ne dasta dovolj natanéno izracunati.

Iz enatb 14. a, b, ¢ dobimo izrek opolovicah
trikotnikovih straniec, ako zamenimo kote in
stranice danega trikotnika s sestavinami polarnega tri-
kotnika ay, by, ¢ in ay, By, 71. Obrazei 14. veljajo namred
za vsak sferiten trikotnik in zato veljata tudi enaéhi

a,l A '/sin(sl—u—b‘)-sn(sl—cl)
= sin b, - sin ¢ i

sin g «sin (s; — a
cos— = I/ ( ),
s1n by « sin ¢

Ako Se zamenimo na levi kote s stranicami in
na desni stranice s koti danega trikotnika in upo-
rabimo za okraj$avo a; b t+c,= 25 in a4 g-+7=
= 20, dobimo nove obrazce:

s 4 — €08g-C0S (6 — %)
S]n2 = I/W Cd e ) 15.a
; a ' /cos (c—f-cos (s—1)
CosS5 = I/ T e lhD
a — c0~g.cos(c—ua)
tg'z = ¥V Cos (c—p)-cos (c—17) - 15.c

Enatbe 15. nam dajo izrek poloviénih stranic.
Opomnja: Ulomek v drugem korenu je pri
15.a in 15.c le navidezno negativen. Vsota a |- p-+y =
= 20 je velja ko 180° in torej ¢ > 900 in cos ¢ ne-
gativen, — cos ¢ pa pozitiven. Enacbe 15. se lahko
izvajajo tudi neposredno iz kosinusovega izreka

za kote.
e



o chats GaulBove (Delambreiove) enadébe. Ako zame-

: alaa ot =BT I s e B
nimo v enatbisin-—5— = sin (2 9) = sins.cos 5 —
B

- cos%-siné— posamezne funkcije z izrazi v obrazecih
14., potem skupne faktorje izlo€imo in dobljene izraze
skréimo, dobimo:
Yohals 8 b
. fot lj Ccos —2--sm —2
sin —é-m ==
P
sSin 2

To enacbo piSemo lahko tudi v obliki:

A= e
sin sin .
2 2 3
e S s RN |
S -
sin é" cos 2
1
Na podoben nad¢in dobimo iz izrazov sino:gj,
cos “—2—3 in cos;LB Se sledefe enadbe:
. a-+b o — B
S T cos
2 2 r
== A o R
sin 5 sin 5
a—b o §
cos —5 sin —5-
R = 16.c
cos 9 Ccos ’2
a—+b o
cos —_2t" coS —:I“—*B
= R A e
c iy
cos 9 sin '2

Obrazci 16. se zovejo Gaullove enache. Glede
sestave teh enal®b je pomniti sledefe: na levi so
stranice, na desni nasprotni koti; na levista funkciji
enaki, na desni stojita kofunkciji. Ce je na levi sinus
oziroma kosinus, je na deéesni razlika oziroma vsota.
Ako izpremenim na eni strani funkcije v kofunkecije,
izpremeni se na ‘drugi strani znak v oklepaju in
obratno. Obrazec 16.a in 16.b se dasta primerjati z
Mollweidejevimi enac¢bami ravninske trigonometrije
na strani 40., ako piSemo stranice na eni, kote pa
na drugi strani jednadaja.

.
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Neperjeve analogije. Ako delimo enacbo
16.a s 16. b, potem 16.¢ s 16. ¢, nadalje 16.a s 16.¢
in 16.b s 16. ¢, dobimo nove obrazce:

. a—>b o—p
sin —5 tg 3 ;
) i s 17.a
sin —5 cotg 9
cosa_b tg Sl
i ey B 17.b
ato Fri O A ’ 2
cos —5— cotg2
Coa—G§ a—b
sin 1
D s 2 17
ER R e b
sin —5 g3
e e 2 TG
€os — g 5

Enacbe 17. se zovejo Neperjeve analogije.
Glede sestave teh analogij je pomniti sledece: Kjer
je na levi sinus oziroma kosinus, je na desni razlika
oziroma vsota. Ako zamenimo na levi strani stranice
s koti, zamenijo se na desni koti s stranicami in v
imenovalcu nastopi kofunkcija. Primerjaj obrazec 17.a
z onim na strani 39. tofka 3, ako zamenja§ tam

tg“_g[‘— s cotg 5!

Uporaba GauBovih enadb in Neperjevih
analogij se vrii lahko pri sledetih nalogah: 1. Dano
je v trikotniku a, b, y in iskati je a, §, ¢; 2. dano je
a, B, ¢ in iskati je a, b, y; 3. dano je a, b, a in iskati
je ¢ in y; 4, dano je ¢, p, a in iskati je y in c.

§ 26. Zavisnost sfericne in ravninske trigonometrije.

Ta se zopet lahko izvrii po nafinu zbliZanja
kakor pri pravokotnem trikotniku. Tako preide
enacba 11. v drugem zbliZanju v obrazec a:bic =
= sin a:sin #:sin y. Enatba 12.a preide v tretjem
zbliZanju v enatbo a2 = b2 - ¢ — 2 be cos a. Enaka
izprememba se vr&i pri 12. b in 12.c. Iz enacbe 13.a
dobimo v prvem zbliZanju — cosa = cos § cos y —
— sin B siny. Ker pa je pri ravninskih trikotnikih

Neperjeve ana-
logije.
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a = 180° — (8 -\~ 7), dobimo iz tega znani obrazec
cos (B-+%) = cos B-cosy — sin f-siny. Isto velja
tudi za enactbe 13.b in 13. c¢. Enacbe 14. preidejo v
drugem zbliZanju v znane obrazce poloviénih kotov.
Obrazci 15. nimajo nobene primere v ravninski tri-
gonometriji, ker se v ravninskem trikotniku iz samih
kotov ne dajo izrafunati stranice. GauBovi enadcbi
16. & in 16. b preideta v drugem zbliianju v Mollwei-
deJew renacébi. Enaébi 16. ¢ in 16, ¢ pa dasta v prvem

—I-B

—rﬁ

= s1n , kar je

= CO

samoposebi umevno, ker sta iﬁ in 2 v ravninskih

trikotnikih komplementarna. Neper]eva analogija 17.a
i a—b tg “; d
preide v drugem zbliZanju v enacbo Pom A sy s

i it
a—b Mg = B : i X cotg.g
AT a+ﬁ K tej zadnji enaébi ravnin-

ske trzgonometm]e pa. dobimo nasprotno analogijo v
sferlénl trigonometriji, ako delimo enaébo 17.a s 17.b.
4-5 Y
22
ker sta +B 5 zopet postala komplementarna Iz
enach 17 ¢ in 17 ¢ pa dobimo v drugem zbliZanju
Mollweidejeve enacbe.

ali pa v

= cotg

§ 27. Naloge o raznostraninem sferiénem trikotniku.

Pois¢i neznane trikotnikove sestavine, ako je
dano:

1iva = 64 2 = (bdYB7
b — 720 ¢ — 124953
¥ = 670, a = 80016
3. a = 36044’ 15", 4. a = 38042 6",
o G TR0 B9 b = 105034’ 187,
B = 84°16'42", : g = 8b044’'20",
b. a = 40°15'26", 6. a = 18°44/15",
b = 8204/38", B =39°b8'4",
a = 28014/ 82" a — 249 34'18"
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Opomnija: Pri b. in 6. nalogi sta dve razresSitvi

mogodi.

7.0 = 6302547, 8. a = 849,
f = 124033°18", b= 1220
b = 12101430". ¢ = b4o.

9. a — 48037 207, 10. @ = 1069,
b = 124%16/14", f = 449,
¢ — 10808364 o0,

11, a = 604047207 12, ¢ = 92046,
B.= 130050/307, g = 16052,
y = 500107407, ¢ = 164014,

13. a.— b5403b' 26", 14. a'= 104020'562",
Bi— 128015387 ¥ — 7 8801576,
y = 840 17 48" b = 65046 30".

15. Glavni krogi, ki razpolavljajo kote, se secejo
v tocki, ki ima isto sferi¢no razdaljo od vseh stra-
nic. Kolika je ta razdalja o? (Sferi¢ni polmer vérta-
nega kroga.) Rezultat je

o o l/sin (s—a) sin (s—b) sin (s — o)

gin s

Primerjaj sliéno nalogo ravninskih trikotnikov!

16. Glavni krogi, ki stoje pravokotno na stra-
nicah in jih razpolavljajo, se sefejo v sferiénem sre-
di§¢u trikotnikovem. Izradunaj sferiéno razdaljo rte
totke od ogliS¢ trikotnikovih! (Sferi¢ni [polmer oér-
tanega kroga.) Rezultat je

B EE AR

totg T e l/cos (o @) C(E C(gs,G B) cos ( Y)_

17. V sferitnem trikotniku je znano: a |- b =
=g ¢, 7. Izradunaj a, b, a, B! .

18. V sferi¢nem trikotniku je znano a — f§ = 9,
¢, 7. Izratunaj a, 8, a, b! i

19. V sferiénem trikotniku je znano a,b, c. Izra-
¢unaj viSino na stranico c! Rezultat je:

; 2
SIn v. = 5-— -y sins-sin (s — a) sin (s — b) -sin (s — o).
Primerjaj podobno enacbo ravninskih trikotnikov!
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20. V sferiénem trikotniku je znano: e, j3, 12 Iz-
ratunaj viSino v.! Rezultat je:

2
sin v. = )/ —cos 0-cos (6—a)-cos (6—p)- cos (6—7).

§ 28. Naloge iz stereometrije.

1. Pri tristraniéni piramidi so znani robovi m,
n, k, ki se sefejo v skupnem ogli§¢u, in pa koti med
njimi a, b, c. Kolika je prostornina?

V sliki 37. dobi§ v ==m-.sin x in sin x iz enacbe
v rezultatu naloge 19. na prejsSnji strani.

2. V poSevhem paralelepipedu so znani trije
robovi enega ogli§¢a m, n, k in pa koti med njimi
a, b, c¢. Poi8¢i prostornino! j

3. Ista naloga kakor 2, ako so znani robovi m,
n, k in pa ploskovni koti enega ogliséa «, 3, 7.

4. Ista naloga za tristraniéno piramido.

§ 29. Naloge iz matematitne geografije in astronomije.

g Slika 40, Ako pomeni v sliki 40. 8
severni tefaj zemlje, MN ek-
vat -rjain SMin SN kvadranta,
dveh meridianov, ki gresta
skoz kraja B in A, potem je
SM = 900, SN = 900, UN =4 =
== razlika zemljepisnih dolZin
krajev A in B, AN = ¢1 in
BM = @yzemljepisni&irinikra-
jev A in B, AB pa je sferi¢na
razdalja ali zraéna ¢érta.

1. Kolika je zra¢na &rta med Ljubljano in Beogra-
dom, ako sta zemljepisni Sirini in dolZini obeh mest
znani? Ljubljana (g =4603',J; = 140 30/ vzh.od Green-
wicha), Beograd (g = 44050/, 4, = 200 27 vzh. od Gr)
Polmer zemlje r = 6370 km.

2. Ista naloga za Ljubljano in Paris. (Gl. zemljevid!)

3. Kraj A leZi na vzporedniku -} 44°16, kraj B
pa na vzporedniku — 52028’ Kolfka je njiju sferi¢na
razdalja, ako ima kraj A za 1" 24™ prej poldne kakor
kraj B?
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4, Kraj A ima - 58°14' zemljepisne Sirine in 46"
prej poldne kakor B. Kolika je zemljepisna Sirina
kraja B, ako meri sferi¢na razdalja obeh krajev 1044'?

5. Kako visoko stoji za opazovalca v Gorici
zvezda ob Sesti uri zveder, ki je %la ravno opoldne
(srednji ¢as) skoz meridian
in ima deklinacijo -~ 6509 Slika 41,

Navodilo: Iz astrono-
mije soznani sledeéi podatki:
Ako si mislimo na nebu skoz
severni svetovni pol P v
sliki 41., potem skoz zenit Z
in skoz zvezdo S, katero opa-
zujemo, potegnjene glavne
kroge svetovne oble, potem
nastane sferiéni ftrikotnik,
ki se da razresiti, ako so
znane tri sestavine njegove.
V sliki pomeni ¢ zemljepisno
Sirino kraja na zemlji, ¢ aci-
mut zvezde S (n.pr. solneca),

v viSino zvezde nad hori- , S
zontom, ¢ deklinacijo zvezde
in k ¢asovni kot. — Za Gorico je zemljepisna Sirina

@ = -+ 4b057 (torej severna), in zemljepisna dolZina
A = 130 37 vzhodno ' od Greenwicha. V mnalogi je
k = 900, torej je trikotnik pravokoten pri vrhu P.
Iskati nam je v.

6, Kdaj in kje zaide solnce v Rimu, ko je naj-
dalj8i dan? (Deklinacija solnca meri ta dan 23°27'8")

Navodilo: Namesto trikotnika PZS v sliki 41.
se v tej nalogi vzame trikotnik PHS v sliki 42. Ko
solnce zahaja, stoji ravno v horizontu HS. Trikotnik
PHS je pri vrhu H pravokoten. Iskati je treba &a-
sovni kot k in pa acimut a.

7. Ista naloga za najkrajsi dan v Berlinu. De-
klinacija solnca meri ta dan d = — 23027'8",
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8. Kak§no smer mora imeti ulica v Pragi, da
bo dne 1. novembra ob 10" (srednji ¢as) dopoldne

brez sence? Deklinacija solnca meri — 14018 307,
¢asovna enacba je — 3~ 20° Iskati je treba acimut.
P Shka 42# ; 9. Kaksno zemljepisno

Sirine ima kraj, kjer je
najkrajsi dan 6* dolg?
10. Koliko kaZe ura v
Olomucu, kadar zahaja
solnce 5" juZno od zaho-
diséa?
S 11. Ob kateri uri stoji

solnce dne 15. aprila v za-
hodni smeri v Celoveu? Deklinacija solnca meri ta
dan - 9937 6".

12. Ista naloga za Zagreb dne 20. julija. Dekli-
nacija solnca meri - 20045'30".

13. Kje leZita to¢ki na ravniku, ki sta od Beograda
(p = -+ 44050") ravno tako dale¢ oddaljeni, kakor
Beograd od severnega teaja?

14. Ista naloga za Pernambuco v juzni Ameriki
(@ = — 803'24").

15. Kje in v kakem kotu se-sekata ravnik in
pa glavni krog, ki gre skoz Petrograd in Dunaj?

(Podalj8aj v sliki 40. lok AB in NM, da se sekatal)

16. Dva kraja A in B imata isto zemljepisno
girino ¢, razlika zemljepisnih dolZin pa je A Za ko-
liko je zradna ¢rta med obema krajema krajsa od
razdalje na vzporedniku? N. pr. ¢ = 44050" (Beograd
in Bordeaux), A = 20058

17. Kje leZi najsevernejfa totka zraéne ¢&rte v
prej$nji nalogi?

18. Izradunaj deklinacijo zvezde, ¢e so znane
sledete kolifine: ¢asovni kot k = 37030, visina v =
= 42010 in zemljepisna Sirina (= viSini severnega
pola) ¢ = 6403,

S0 &

* Popravek: Stranica HS meri 180" — « ia ne 900 — «!
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19. Katero zemljepisno Sirino ima kraj, ako vzhaja
tamkaj zvezda Sirius ob 9% 1b6™ zveler in stoji naivigje
ob 5* zjutraj? Deklinacija Sirija je 6 = — 160 35’ 30",

Navodilo: V sliki 42. je tofka S zahodisCe
Sirija ter leZi simetritno z vzhodi¥€em. Lok HP je
zemljepisna Sirina doti¢nega kraja.

20. Kolika je deklinacija solnca, kadar stoji nad
Hamburgom (¢ = 53°33'6") ob 6* zvefer 10018" visoko ?
Koliko meri takrat acimut?

21. Kje leZi kraj, ki ima isto razdaljo od obeh .
neridianov, ki gresta skoz Milan in Moskvo, in od
ravnika? Primerjaj nalogo 15. v § 27.!

22. Ob katerem ¢&asu popoldne stoji solnce dne
|8. aprila (deklinacija = -} 10036') v Dubrovniku
@ = 42038'30") ravno 45° visoko?

23. Na ravniku imata kraja A in B 10° in 400
;emljepisne dolZine vzhodno od Greenwicha. Kje leZi
jotka, ki ima od obeh krajev in od severnega tetaja
sto razdaljo? Primerjaj nalogo 16. v § 27.!

24. Planet Jupiter je $el dne 1. maja 1910 ob
" bim zveler skoz dunajski meridian. Ob kateri uri
e planet tisto noé¢ zahajal? Deklinacija je merila
akrat — 0059

2b. Dne 24. aprila 1910 je vzhajal mesec (polna
una) ob 7 4" zveler (dunajske ure). Deklinacija je
ila ta dan — 106, Kdaj je tisto no¢ stal mesec naj-
i8je? Kolik je bil takrat vidni kot mesedevega pre-
aera (2r = 3482 km), Ce je merila razdalja od zemlje

371 zemeljskih polmerov? Rezultat: 12* 18”; 29’ 31”.

IIIl. Ravninska analitika.
§ 30. Tobka.

Vsaka toéka v ravnini je popolnoma natanko
oloéena po njenih koordinatah; obratno ima vsaka
olotena toéka tudi dolofene koordinate. Kako po-
ice§ dolotenim tofkam koordinate in kako doloéde-
im koordinatam pripadajole tocke, je znano.

Matek, Geometrija IL 6 g.



Smerni koefici-
ent. Razdalja
dolodene toéke
od koordinat-
nega izhodigéa
in smerni ko-
eficijent te
daljice.

Raezdalja dveh
deolodenih toik
in smerni ko-
eficient te da-
Yice.

Obrazec za
trikotnikovo
plogéino,
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Koordinati dolo¢ene tocke M (xi, y1) tvorita ka-
teti pravokotnega trikotnika, €igar hipotenuza je raz-
dalja d dotiéne totke od koordinatnega izhodiséa, v
znakih d = Vx2 - y12 Primerjaj
sliko 43.! Kot «, ki ga tvori razdalja
d s pozitivno abscisno osjo, doloduje
smer, v katero se razteza daljica
OMM;. Trigonometrij ska tangenta tega
e % kota, tjtga="12 “seimenujesmerni

koeficijent daljlce OM; ii se za-
X znamuje z A, v znakih A = ? Kot «

se Steje od pozitivne abscisne osi
proti pozitivni ordinatni osi. Ce je kot a oster, je
smerni koeficijent pozitiven; ¢e je pa kot a top, je
smerni koeficijent negativen.

Razdaljo d dveh doloéenih tock M; (x;, yi) in

M, (x3, y2) najde8 s pomotjo Pitagorovega izreka, v
znakih d =}/ (x; — x1)2 -+ (y2 — y1)2 Primerjaj sliko 44.!
Ker se izraza x; — Xp in x; — ¥, oziroma y; — y3 in
— y1 razlotujeta le v njunih predznakih, smemo
obrazec za razdaljo d dolodenih tock M; in My pisati
tudi tako-le: d =V (x; — x2)2 -+ (y1 — y2)2 Kot e, ki
ga tvori daljica d= MM, s smerjo pozitivne dbscisne
osi (oziroma podaljek
daljice MM, s pozitivno
abscisno o0sjo), je doloéen
po enadhitga= T

Xp— Ay
L _Yz
or Vrednost tega

i [ izraza imenujemo smer-
by, 3 ni koeficient (A) da-
: ljice Mj M5, v znakih A =
MR e )
n—x
Tri toéke M (x1, yu), Mz (x2, y2) in M3 (x4, y3), Ki
ne leZe v eni in isti premici, dolodujejo trikotnik
M, M,M; (slika 4b.), &igar plo$fino najdes, ako seStejes
trapeza M P PsM3; in M3P3PoM; ter odéte]e§ od te vsote
trapez M;PP;M,, v znakih

Slika 43,

s

M,

of

Slika 44.

¥

0f= i
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PG e G )

Ce odpravi§ v tem obrazcu Slika 45
ulomke, razre$i§ oklepaje ter
skréis kolikor mogode, najdes

2= x1 (y2—yo) +X2 (3 —r1) +
00— o)

Pri ratunanju trikotni-
kove ploséine po tem obrazcu
je treba upostevati koordinate
trikotnikovih ogli§¢ v takinem
redu, kakor bi prehodil frikotnikov obseg v zmislu,
ki je vrtenju urnih kazalcev nasproten.

Naloge.

1. Daljica s krajistema M; (— 3, 10) in
My (2, y2) ima dolZino 13; doloé&i y,!

RazresSitev. Iz enacbe
18 = /(—8—2)2 4 (10 — y)? najdes y, — 22, — 2

2. Katera totka abscisne osi ima od
toéke M (4, 6) razdaljo 10?

Razreditev. Ordinata vsake totke v abscisni
osi je = 0. Iz enatbe 10 = J' (4 — x3)2 -- 36 najdes
X2=12, — 4.

3. Izrazi spomo¢éjo
enatbhe pogoj, da je W
toéka M(x,y) enakood- °
daljena od toék M;(—1,4)

Slika 46.

in M2 (— 3, 2)
RazreSitev. Daljici / "
MM, in MM, morata biti fo [ :
enaki, v znakih i ! ; i X
VER QMR R B

Wiz 1IP°F (7 =4 —
= VY (x+ 8)2 + (y — 2)2 Ako uredi¥ to enatbo, najdes
x~4+y=L1

4 Razdeli doloéeno daljico MijMs na tri
enake dele ter doloéirazdeliSca.

6%
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Razrefitev. Totki M; in My razdelita daljico
MM na tri enake dele (slika 46.). V podobnih tri-
kotnikih M;DMs, MjEM, in M;FM, so istoleZne stranice
v razmerju 1:2:3. Vsaka teh daljic PiP;, P3P in
: . N X,—X P r A% Fﬂ’z y2 P
PPy je = Z5— daljica DM3 je = —— — —3= 1n
EM;—2.-DM3—2- &g—&. Koordinate razdeli$¢ M; in

My so torej:

= x + 20 in gy = g1 + T,

X, =x; 2. _:'F'. in yi =y +2.Y,:;:Jj_
Na isti nadin najdes§ tudi, da sta Ji;f-’ in 'Z‘—'%:"V"
koordinati razpolovi§éa daljice MM,

5. Podaljdaj daljico s krajistema M(1,2)

in M, (5, 5) za Stiri dolgostne enote.
Razrefitev. Daljica
Slika 47. M M;meri pet dolgostnih enof,
podaljfek M,M3; meri Stiri
dolgostne enote (slika 47.). V
podobnih trikotnikih M;DM,
in M EM3 so istoleZne stranice
v razmerju H:9, t.j. v znakih
(xo—x1): (33— x1) =5:9 in
; : 2—y1):(ya—xy) =5:9 Iz
i Pa X teh p(:;gojev najde§ x3 =7 in

Peais=g
* 6 Doloéi pogoj, da leZijo tri toéke M,
M, in Mz v eni in isti premici.

Y

|
{
|
1
i

Razreditev. Iz podobnih trikotnikov My DM,

3 ‘ y: A Xo—X,
in M;EM; (slika 47.) najdes sorazmerje % y i g
ki je sme$ pisati tudi tako-le: 2:=92 — D732 ¢ § ¢rj

J" .}’3 XI—XS
toéke le¥e v eni in isti premici, ¢e sonjih

ordinatne razlike sorazmerne z razli-
kami pripadajoéih abscis.
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Razre$i Se naslednje naloge:

7. Nadrtaj totke M (3, 0), My (b, 2), Mz (0, 4), My
(— 6, — 2), M5 (— 4, 7), Mg (7, — 4) ter dolo&i razdaljo
njih projekeij od koordmatnega 1zh0d1§§a a) v abscisni,
b) v ordinatni osi!

8. Nabrtaj totke M; (3, 4), My (— 5, B), Mz(— 8, 6),
My (— 4, 7}) ter dolofi njih smer in razdaljo od koordi-
natnega izhodis¢a!

9. Doloédi smer in razdaljo tock a) M; (2, — 10) in
My (10, — 4), b) M3 (3, 24) in My (17, 29), ¢) Ms (23, 20)
in Mg (— 5, — 25)!

10. Katera tofka ordinatne osi ima od totke M; (— 4
5) razdaljo 7?9

11. Izratunaj obseg in ploS¢ino trikotnika z oglis¢i
o T S el T W Bl ¢

12, Trikotnikova ploSfina je — 7 in ogli§éa so
A(— 2, — 1), B (0, 2)in C (4, yy); izradunaj ys!

13, Natrtaj Getverokotnik z oglis¥i A (2, 3), B (- 3, 4),
C(—1,.— 4) in D (3, ~— 1) ter dolo¢i njega stranice,
diagonali in plo&¢ino!

14. Razpolovi stranice trikotnika z ogliséi M; (3, 5),
My (— 3, 3) in My (— 7, 25), spoji razpolovisca med seboj
ter doloéi, kako sta si plo¥fini prvotmega in vértanega
trikotnika!

15. Totke 4 (3, 2), B (7, y9) in C (5, 5) so ogliséa
enakokrakega trikotnika z vrhom C; izracunaj ys!

16. Doloéi totko, ki je enako oddaljena od tolk M
@ — 1), M (4, 3) in M3 (— 2, — 1)!

17. Razdeli daljico s kraji¥tema a) M; (2, 2) in
M (10, 8) v razmerju 2: 3, b) M3 (5, 8) in My (— 4, —10)
v razmerju 4:5 ter dololi razdeliite!

18. Razdeli daljico s krajif¢ema M; (8, — 6) in M,
(10, 18) na pet enakih delov ter dolodi razdelista!

19. Razdeli daljico s krajiS¢ema M (3, 7) in M5 (2, 5)
po stalnem sorazmerju!

20. Podalj8aj daljico s Kkrajis¢ema A (3, — 6) in B
(10, 18) za 15 dolgostnih enot ter dolofi novo krajisc¢e!

21. Podalj$aj daljico s krajiStema A (— 2, 1) in B
(1, 3) za njeno dolZino (za njeno trikratno dolZino) ter
dolo¢i novo krajisce!



Enagba in njena
geomaetrijska
podoba.
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§ 31. Enathe in Erte.

Vsaka enafba s premenljivkama (variablama)
x in y ima neizrefeno mnogo razreSitev. Vsaka teh
razreitev predoduje v sliki doloéeno to¢ko; vse raz-
reditve skupaj predodujejo nepretrgano vrsto tock,
ki tvorijo geometrijsko mestemali funkcijsko ¢rto
dotiéne enadbe; kajti vsaka enacba s premenljivkama
x in .y se sme smatrati za razvito ali nerazvito funk-
cijo ene premenljivke.

AKko je treba n. pr. enalbi y2 — 2x = 4 poiskati
geometrijsko mesto (funkcijsko sliko), razredimo to
enatbo z ozirom na odvisno premenljivko y. Iz izraza
y = -+ V/2x | 4 sledi, da sme§ za neodvisno premen-
ljivko x postaviti vsako vrednost od — 2 do - oo;
vrednostim za x, ki bibile
manjsSe od — 2, so ordi-
nate, torej tudi pripada-

jole tolke nemogoce

(umisljene, imaginarne).
Ce se veta vrednost za x,
se vela (absolutno) tudi
vrednost za y. Ko po-
stane vrednost za x ne-
izredeno velika, je tudi
vrednost za y neizreteno velika. RazreSitvam: x = — 2,
0, 21 6, 108 oy ==0) 4@ g, ol A D L pripar
dajo tocke My, M, in M’y M;in M3 i.t. d. (slika 48),
ki leZe somerno z ozirom na abscisno os; zakaj vsaki
posebni vrednosti za x (izvzems$i x == — 2) pripadata
dve nasprotni vrednosti za y. Zgoraj navedena enatba
predstavlja torej krivo ¢rto, ki se razteza od dolocene
to¢ke v abscisni osi na desno, je osjesomerna in
nima nobenega konca.

" Kakor v navedenem primeru postopamo tudi v
drugih sliénih sluéajih.

Obratno se da vsaka ¢&rta, ki je stvorjena po
dolo¢enem zakonu, izraziti z enacbo. Kajti znacilna
lastnost vsake take ¢&rte se mora izraZati v vsaki
toc¢ki te &rte, torej tudi v koordinatah doti¢nih tock.

Slika 48.

|
i
1
4
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Ako izbere$S v érti premenljivo tocéko ter izrazi¥ od-
visnost med x in y z enatbo, stvori§ enacbo doti¢ne
¢rte. Kako postopamo pri tem v posameznih sluéajih,
bomo- videli v naslednjih odstavkih.

Naloge.
Poiséi naslednjim enadbam geometrijska mesta:
1. 4x ;- 6y =10. 2 xy =3 3y ye ="z
4 x2-| y2=25 5 4x2-]-9y2=36. 6. 4x2— 9y2 — 36.
T 22 =4y 8. y2 = — 6=x. 9. y2i=— % — 4,

§ 32. Premica.

Lega preme ¢&rte je geometrijsko popolnoma
doloéena, ako pozna$ kot a, ki ga tvori premica s
pozitivno smerjo abscisne osi in odsek OD = B, ki
ga odreZe premica na ordinatni osi. Primerjaj sliko 49.!
Enac¢bo preme ¢rte najde§, ako poi¥¢e¥ medsebojno
zvezo (zavisnost) med koordinatama premenljive
toéke M v premici in kolidi-
nama, ki doloéujeta prémiéno Slika 49.
lego. Ce narise§ skoz D vzpo-
rednico z abscisno osjo, stvo-
ri§ pravokotni trikotnik DP'M,
iz katerega sledi trigonome-
trijskim potem y — B= x tg a.
Ta odvisnost velja za vsako
lego premenljive totke M v X
premici. Ce zaznamujes tg a —
= A in razreSi$ enacbo z ozi-
rom na odvisno premenljivko y, najdes premiéno
enatbo y = Ax | B, v kateri sta' koli€ini A in
B stalnici, koli¢ini x in y pa prememnljivki.
Koli¢ini A se pravi smerni koeficient preme
érte.

Prva oblika pré-
miéne enacbe in
njeni stalnici.
Smerni koefici-
ent preme &rte
in odsek na or-
dinatni osi.

Pri razliénih premicah imata stalnici A in B Enacba preme

razliéne vrednosti. Kot a se meri od pozitivnhe ab-
scisne o0si proti pozitivni ordinatni osi. Dokler je
kot @ oster, je smerni koeficient 4 pozitiven; e
pa postane kot a top, je smerni koeficient A nega-

érte, ki gre skoz
koordinatno
izhodiste.



Druga oblika
prémidéne enaébe
in mjeni stalnici,

Odseka na ko-
ordinatnih oseh.

Enaébe premih
ért, ki so vzpo-
redne koordi-

natnima. osema,

Enadbi koordi-
natnih osi,
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tiven. Odsek B na ordinatni osi je pozitiven, oziroma

negativen, Ce leZi na pozitivnem, oziroma negativnhem

delu te osi. Ako je B = 0, gre

Slika 50, doti¢na premica skoz koordi-

X natno izhodi¢e. Enacba take
premicejje. y— AXx,

Lega preme d¢rte je na
drugi nacdin tudi dolocena
| popolnoma, ako poznas od-
] ~Aseka OD— B in OF = C, ki
\(: ju odreZe premica na ko-

ordinatnih oseh. Primerjaj
sliko 50.! Ce poi%deS medsebojno zvezo med koordi-
natama premenljive to¢ke M v premici in med odse-
koma na koordinatnih oseh, najdeS prémiéni enacbi
novo obliko. V podobnih trikotnikih MPE in DOE

: i A C—x
so istoleZne stranice sorazmerne, v znakih e

Ta odvisnost velja za vsako lego premenljive totke
M v premici. Navedena enatba se da prav lahko
pretvoriti na obliko ‘;—}— E = 1, v kateri pomeni ob -
ratni koeficijent premenljivke x odsek
na abscisni osi, obratni koeficient pre-
menljivke y pa odsek na ordinatni osi
Vsak izmed odsekov B in C utegne biti pozitiven,
oziroma negativen, e leZi na pozitivnih, oziroma
negativnih delih koordinatnih osi.

Premica, ki je vzporedna ordinatni osi, presece
to os v neskontni daljavi. V tem sluéaju je B = cc

in l?é: 1 ali x= C je enatba take premice. Na isti
natin najde§, da je y = B enatba premice, ki je vzpo-
redna abscisni osi in preseée ordinatno os v raz-
dalji B.

Premica, ki je vzporedna ordinatni osi, se krije s
to osjo, &e je C = 0; enalba ordinatne osi je torej
x =0, t. j. abscisa vsake to¢ke v ordinatni osi je = 0.
Premica, ki je vzporedna abscisni osi, se krije s to
osjo, ¢e je B = 0; enadba abscisne osi je torej y =0;
t.j. ordinata vsake tolke v abscisni osi je = 0.

=

X
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Lega preme &rte je na tretji nacéin tudi dolo-
¢ena popolnoma, ako pozna§ razdaljo OF = p koor-
dinatnega izhodi¥fa od pre-
mice in kot ¢, ki ga tvori </ Slika 51.
daljica OF s smerjo pozitivne ™\
abscisne osi. Primerjaj sliko 2
*b1.! Iz podobnih trikotnikov

MPE in OFE najde$ soraz-

(aF o BB OB Lz o 2 -
merje Y = =" »Kivelja e e <X

za vsako lego premenljive v
toke M v premici. Ker je po ;
trigonometrijskem izreku OF = i:o%'c@i in FE = ptg ¢,
najded iz navedenega sorazmerja enalbo sin ¢-y -+
-+ cos ¢p-x — p = 0, v kateri se smatra razdalja p
kakor absolutna koli¢ina in kot ¢ se Steje od 0° do 3600,
Ta enatba se imenuje normalna oblika enadbe
preme &rte; spozna$ jo na tem, da dobis 1, de
kvadrujed koeficienta premenljivk x in y ter seStejes
ta zneska.

Urejena enatéba prve stopnje z dvema premen-
ljivkama ima vob&e obliko ax-|-by =—ec. Da pred-
otuje ta enacba premico, je jasno; zakaj to enacbo
pretvori§ prav lahko ali na prvo ali na drugo zgo-
raj navedenih oblik. Ce razresi§ enadbo ax -|-by —=c¢
z ozirom na premenljivko y, jo pretvori§ na obliko
V= Ax -} B, iz katere jzve§ odsek na ordinatni
osi in smerni koeficient, t.j. tangento tistega
kota; ki ga tvori premica s pozitivno smerjo abscisne
osi. Ce pa deli§ vse ¢lene enabe ax |- by =c¢ s ko-
litino ¢, da¥ enatbi obliko f,-|- 7, — 1, iz katere izves
odseka na koordinatnih oseh.

Ce hote$ enatbo y — Ax - B pretvoriti na nor-
malno obliko, jo mora¥ pomnoZiti z nekim faktorjem
o (pretvornikom). Enadba oy — Agx — Bo =0 je v
normalni obliki, t. j. v obliki )

=

sin ¢ -y -}- cos ¢-x — p = 0, kadar je o = sin ¢,
— Ag —'e08 @ in Bo — p.

Tretja oblika
prémidne enaébe
ali normalna
enadéba preme
érte in njeni
stalnici,

Obéna oblika
prémicéne
enadbe, Kako
pretvorid obéno
obliko prémidne
enacbe na prvo

ali drugo obliko.

Kako pretvorié'
prvo, oziroma
obéno obliko
prémidne enadbe
na normalno ob-
liko. Faktor
pretvornik,
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Iz prvih dveh pogojev najdes

02 = sin2 ¢ ]
A202 = cos?gp |

02(1 -} A2) = sin2¢ -} cos2g =1

seSteto

in
1
i

Iz pogoja Bp == p sledi, da more biti razdalja p po-
zitivna le tedaj, kadar sta faktorja B in ¢ enako za-
znamovana. Pretvornik ¢ se mora torej vzeti
v radun-z onim predznakom, ki ga ima
stalnica B.

Prémiéno enadbo ,vl=Ax+B pretvoris
v normalno obliko, ako jo pomno#%i§ s fak-

torjem o= + Y Ta faktor je pozitiven, ozi-

roma negativen, ¢e preseka premlca pozitivni, oziroma
negativni del ordinatne osi. Normalna oblika nave-

i y— AY‘-—B__
dene enathe je torej e

Ce ima prémiéna enaéba obliko ax |+ by + e
najde$ na isti nacin, da se predznak faktorja pre-

tvornika o _iV 2:_ ujema s predznakom
kolidine c¢. Normalna oblika navedene enacbe je
. ax+hby—+e
tore) = w0
Ji"VaZ-l-bz .
Pogggdznaic:zpo- Ako se enatbi dveh premic ujemata v
: " mnjunih smernih koeficientih (A = A), ozi-
roma v kotih ¢ in ¢, ki ju tvorita pravo-
kotnici pinp, s pozitivno smerjo abscisne
osi, morata premici biti vzporedni.

. E“‘?}’&ﬁi‘.’;m“‘ Ena&ba preme &rte, ki gre skoz doloteno to&ko
| dolodens tosko. Mj (x1, 71), mora imeti obliko y = Ax - B, v kateri
e rukewia. Sta stalnici Ain B nedoloteni. Ker leZi totka M; (x1, y1)
v premi &rti, ustrezata koordinati x; in y; prémicni
enatbi; torej velja pogojna enatba y; = Ax; |- B. Ce
postavi§ vrednost za B iz pogojne enatbe v prejSnjo
enalbo, najdedy = Ax |y — Axy aliy —y1 = A(x—xi).
Ker ostane stalnica A v tej enacbi nedoloCena, je le




91

ta enatba premih &rt, skoz dolodeno tolko
ali ravninskega trakovja s sredis¢em M.

Ce pa gre premica
skoz' dve .dolodeni totki . 'y « SHks bz
My (x1, y1) in M (x3, o), s€ B~
da njen smerni koeficient }
A doloé¢iti po § 30, in sicer

E

je A = M — y.z;&_ Po- A o
‘YIT'.‘.Q X .—.-Y}_ p‘ d\‘ }\/Iz
tem pa najdes$ z ozirom na By { :
prejénio enatbo y — yi = oML X
=7l (yoz) kakor O R g
X, —X \/1

enadbo preme ¢rte, ki
gre skoz dve dolodeni tocki.

Razdaljo d dolocene to¢ke M (x1,y1) od doloCene
premice EF (slika 52.), kateri je enalba sin ¢-y 4
~ cos ¢-x — p =0, najdeS tako-le. Premica E;F;, ki
gre skoz to¢ko M; in.je vzporedna z EF, ima enacbo
“sin ¢y -+ cos ¢-x — p; = 0. Tej enalbi morata ustre-
zati koordinati totke M ; torej je sin ¢-y; -+ cos ¢-x3 —
— p1 = 0 ali p; = sin ¢ y; 4 cos ¢ x;. Ker leZi tolka
M; s koordinatnim izhodisem na isti strani dolocene
premice EF, ima razdalja totke M; od premice EF s
pravokgtnico p isto smer in je zato pozitivna, v zna-
kih d = p — pi. Ce postavi§ v ta izraz zgoraj nave-
deno vrednost za pi, je
d=—p—sing-y; —cos g-x1=— (sin ¢« y; - cos,g:x1 —p).

Premica FoF,, ki gre skoz totko M; (xy y2) in je
vzporednaz EF, ima enacbo sin ¢-y -+ cosg-x —pa==0.
Tej enachl morata ustrezati koordinatitoéke My; torej je
sin ¢-y2 4 co8 @+ Xo—po = 0 ali pp==8in ¢-y2 - c08 @ - x».
Ker leZita koordinatno izhodiS¢e in tocka M; na
razli¢nih straneh dolodene premice EF, ima razdalja
totke M, od premice EF nasprotno lego (smer) nego
pravokotnica p in je zato negativna, v znakih d =
= p — pa2. Ce postavi§ v ta izraz zgoraj navedeno
vrednost za pa, je
=p—sing-:y3— Cco8 - Xy

"
A d = — (sin @ - v2 -+ cos ¢ - x5 — p).

Enaéha preme
érte, ki gre
skoz dve dolo-
éeni todki,

Kako dolodis
razdaljo dolo-
dene tocke od
dolodene pre-
mice in kdaj je
ta razdalja po-
zitivna, oziroma
negativna,
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Ako primerjamo navedenarezultata za d z enacho
premice EF, dobimo pravilo:

Razdaljo dolodene todke od dolocene
premice najde8, ako izrazi§ prémicéno
enac¢bho v normalni obliki, postavi§ v to
enatbo namesto premenljivk x in y koor-
dinati dotiéne tolke ter vzames doloéeni
znesek negativen. Razdalja doloéene toéke od
premice je pozitivna (negativna), kadar leZita koordi-

b natno izhodiS¢e in doti¢na toCka na isti (nasprotni)
il strani dolofene premice.
{ B ey Preseciffe dveh premic doloéis, ako
dveh sekajoiih pOiSC¢eS enactbama teh premic skupno raz-
Ee premic. r e § i t ev. (
Dvesekajodéi se
premici tvorita stiri
kote, izmed katerih
stapodvanasproina
kota enaka, dva pri-
leZna kota pa suple-
mentarna, Eden iz-
med neenakih ko-
tov se da doloditi
iz- smernih koefi-
cientov prémicénih
enalb. Zakaj ako tvorita premici y = Ax - B in
¥y = A1x -+ By 8 pozitivno smerjo abscisne osi kota «
in @;, izmed katerih je @ >>a;, oklepata premici kot
0 = & — q;. Primerjaj sliko 53.!
Ker je po § 7. tg 6 — tg (a—ay) — 52— 8= 4
| 14 tg «tgoy
it po zgoraj navedenem tga =— A in tg @y — A; najde$
| obrazec tg6m11+AA, kateri doloda enega iz-
med kotov, ki jih tvorita dve sekajodéi
I se premici.
Fogoj ea pravo- Ce stojita premici druga na drugi pravokotno je
kotnice,
0 =900 in tg 0 = co; torej mora imenovalec ulomka,
ki izraZa vrednost za tg d, postatl =0, t. j.1-4 AA, =)

1z te enalbe sledi, da je A =— — 3y in 4 = —

Slika 53.

A'
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Kadar stojita premici pravokotno druga
na drugi, je smerni koeficient ene premice
negativna obratna vrednost smernegako-

e ’ £ 1
eficienta druge premice, v znakih A =—4.
1

Naloge.

1. Doloé&i razdaljo vzporednih pre'-
micy=3x-+14iny=3x—2|
Razreditev. Ako izbere§ v prvi premici neko
to¢ko, n. pr. M; (0, 4), ter nalrta$ iz te totke pravo-
kotnico na drugo premico, dolodis§ razdaljo navedenih
vzporednic. 5y : ;
i b T LA
. d= — i T 10.
2 Dolo¢ivtrikotniku z ogli§&i M (3,—4),
M (6,5) in M3 (—2, 3) notranji kot y pri Mz in
podnoZi§ée visine, kipripada stranici MM,
(slika 54.)!
Razre§itev.
a) Smerna koefici-
enta trikotnikovih
stranic My Mzin MyMs, ____,,....M—_‘ Ty
ki oklepata kot 7, N e Kﬁ L
sta 4, =tg o = ?
L I e in

Slika 54.

X3 — X3

Yarsie,
Ag=tgdirs
Ker je kot y = ag -4 (1800 — gq;) = 1800 — (a1 — a3),
najde&po goniometrijskih pravilihtgy = —tg (u — ap)=

=i tgal Ser Gtg_‘ s Bnr A A 0 s "
T AT g g e in y = 680 29" 65",

b) Podnozisde viSine M3zD najdes, ako poiscées
enatbama daljic MMy, in M3D skupno razreSitev. Pre-
mica M;M, gre skoz dololeni tofki M; in M>; njena
enatba je y — 3x — 13. Premica M3D gre skoz dolo-
Zeno totko Mj in stoji pravokotno na M;M;; enatba
vigine MzD je y — 8= — } (x-2). Iz navedenih enath
najdes x — 46 in y = 08. - ‘
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3. Dolo€i enadbo premice, ki gre
skoz to€tko M; 3,4 intvoriskoordinat-
nima osema trikotnik 24dm?2 plo§&ine?

Razre§itev. Ce ima prémicéna enatba obliko
5+%=1, e B—é-q ploséina trikotnika, ki ga tvori pre-
mica s koordinatnima osema. Po mnalognih pogojih
je potem g+;= 1 in §2£: 24. 1z teh enacb najdes
B =8, C = 6. Prémiéna enatba je torej z -+ "; =1

4. Doloc¢i kotom, ki jih tvorita premici
4y —3x =12 in 5x 4 12y = 60, enaé¢bi njihovih
somernic!

Razre8itev. Ako izbere§ v kotovih razpolov-
nicah DM in DN (slika 55) premenljivi toc¢ki M in

Slika 55. - Slika 56.

W R ¥

D

~X L RO

Y N
N ter nadrta§ iz teh tofk pravokotnice na doloceni
premici, sta pravokotnici iz to¢ke M nasprotni po
svojih vrednostih, pravokotnici iz totke N pa enaki.
V prvem sluéaju je vsota, v drugem sluéaju pa raz-
lika obeh pravokotnic = 0, v znakih
4y —3x—12 bx 4 12y — 60y
(-l g (Eelrem) g,
4y —8x — 12 bx + 12y — 60\
(_ 5 ) % (_ ) =0,

13
Ako uredi§ te enatbi, najdeS 56y — 7x = 228 in
¥ + 8x =18, Primerjaj smerna koeficienta teh enaéb!

b. Katera tofka leZi somerno s to&ko M
(7,5) z ozirom na premico 3y + 2x = 16?
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RazreSitev. Ako nadrtas iz to¢ke 3}M; pravo-
kotnico M;D na dolofeno premico DFE (slika 56.) ter
podaljsas$ to pravokotnico za njeno dolZino, najdes
somerno leZeto toéko M; z ozirom na premico DE.
Pravokotnica M;D gre skoz totko M in stoji pravo-
kotno na premici DE; njena enaéba jey —5 =4 (x—7).
Iz enatéb pravokotnice M;D in premice DFE najdes
koordinati to€ke D, in sicer je x =5 in y = 2. Ker
je toka D razpolovisée daljice M;M; najde§ iz ob-

razcev x — X‘—jg iy — yi:gt‘}—a koordinati x, = 3
y2 = — 1 totke M,. |

Razresi Se naslednje naloge:

6. Nalrtaj premice: a) y = 8x, b) y' = — 2x -} 5,

¢) 4x + by = 10, ¢) Ty — 9x — 63 = 0.

7. Doloéi- kote, ki jih tvorijo naslednje premice z
abscisno osjo: a) y —x =5,b)x 4y =1,¢) y = 2x — 1,
¢) 5x | 4y = 12. 3

8. Doloé¢i odseke naslednjih premic na koordinatnih
oseh: a) 4x + 8y =60, b) bx — 2y =6, ¢) y = 3x — b,
(f) ,)f—--‘g—x—‘—4=0.

9. Pretvori naslednje prémiéne enacbe na normalno
‘obliko: a) 3x — 4y — 8 =0, b) 12x |- by = 7, ¢) 15x |
48y +380=0,¢ 2x—y -+ 3=0.

10. Dolo¢irazdaljo koordinatnega izhodi$¢a od premic:
a) 7x — 24y 50 =0, b) 3x -} y -+ 6 =0.

11. Dolodi preselis¢e premic: a) 2y — x = 1 in
Yy —38x+4+79=0,0b)3x—by=6in 15y —9x}+ 1 =0,
¢ x—2=0inx+4 3y =0,

12. Kolik je naklonski kot premic: a) y = bx 4 2in
3y —2x =0, b) 4y = 9x -} 8 in 13y 5 + 6 = 0,

¢)2x+4y—+4+1=0in 8y +x—1=0°?
; 13. Kak¥no medsebojno lego imajo premice: 6y -|-
4+ 4x=38, 9y | 6x =4, 2y — 3x — 6°?

14. Izraunaj razdaljo: a) totke M; (2, 15) od premice
3y -+ 4x |- 13 = 0, b) totke M, (— 4, —2) od premice
1z& —1tx=1, ¢) totke M3 (3, — 6) od premice y — $x— 4!

15. Odlodi, ali leZita totki M; (1, — 1), in M, (2, 3)
na isti strani premice x — 2y -}- 2 = 0, ali na nasprotnih
straneh! ;

_ 16. Odlo¥, katera sledefih totk M; (1, 1), My (2, 1),
Mz (— 1, — 4) in My (0, — 5) leZi na isti strani premice
2x — 3y =— 3 kakor koordinatno izhodis&e!
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17. Dolodirazdaljo vzporednih premic 4y — 5x—20=0
in 4y — bx -}- 20 = 0!

18. Kje le%ijo totke, ki imajo od premice 8x — 15y -
-}~ 34 == 0 razdaljo d = —5?

19. Dolo¢i enadbo premice, ki gre skoz toéki a) M; (2, 0)
in My (8, 5), b) My (3, 5) in My (— 4, 2), ¢) M5 (— 1, —3)
in My (— b, 2)!

20. Dolo&i enatbo premice, ki gre skoz totko M (2, 0)
in je vzporedna premici 3y — 6x | 5!

21. Doloéi enacbo premice, ki gre skoz to¢ko M; (— 1, 3)
in stoji pravokotno na premici 4y — 3x — 4!

22. Natrtaj skoz tofko M; (— 2, 5) vzporednico in
pravokotnico z ozirom na premico bx -|- 2y = 7 ter dolo&i
njuni enatbi!

23. Trikotnikova ogli¥¢a so M; (1, 2), My (5, 2) in
M; (3, 6). Doloti enatbe a) trikotnikovih stranic, b) srednjic,
¢) visin!

24, Doloéinotranje kote trikotnika z 0g11§(‘,1 M; (3,—4),
My (— 2, — 1) in M3 (2, — 3)!

25. Enatbe trikotnikovih stranic so: 2x - 7. 'y —3 =0,
y —bBx-+1=0, 3x — 4y |- 2 = 0. Izratunaj ploﬁémo
na dva razlitna naéina!

§ 32. Krog.

Krog (kroZnica) je po legi in velikosti doloéen,
ako poznad koordinati njegovega sredi¥¢a S (p, q) in
polmer r (krogove stal-
nice). Razdalja med pre-
menljivo totko M (x, y) na
krogovem obodu in srediiem
S (slika 57.) je po pojasnilu
o krogu enaka polmeru, v
znakih (x—p)2-(y — g2=r
: ali(x - p)2-+(y—q)2=1r2 Ta
-X1o - e x enactba se imenuje obéna

x
i krogova enadba. N
Ce le%i krogovo sredi$ce v izhodiséu soredja, je
p=0, g=0 in krogova enacba dobi obliko x*+-y2=1r2
(sredi§éna krogova enacba). '

Ce lezi krogovo sredite v pozitivnem delu
abscisne osi in se krog dotika ordinatne osi,

Slika 57.

7
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je p=rin ¢=0, in krogova enacba dobi obliko
(x—r)2}y2=1r2 ali y2=2rx—x2 (temenska kro-
gova enatba).

‘Temenska Kkrogova enatba izraZa geometrijsko
dejstvo, da je ordinata y srednja geometrijska soraz-
mernica med premerovima odsekoma x in 2r — x, v
‘znakih y2 = x. (2r — x).

Ako das obéni krogovi enaébi obliko
x—p2+@—qr—r2=0 . . . . . (1
in izvréis v tej enadbi nakazane operacije ter jo uredis,
stvori§ normalno obliko krogove enaébe, ki
se glasi:
x2-4y2—2px—2qy —ce=0. . . . . (2
kjer pomeni ¢ = r* —p? — @2

Zapazimo torej, da imata pri urej eni krogow
enathi drugi potenci premenljivk x iny koeficient |- 1.

Kakor smo pretvorili krogovo enatbo iz oblike 1
na obliko 2, tako tudi obratno lahko pretvorimo kro-
govo enatbo iz oblike 2 na obliko 1, ki nam nepo-
sredno podaja krogove stalnice p, g, 1

Naloga.
Doloéi krogove stalnice p, q, riz n]egove enacbe

x2ty2lax+by+c=0.

Razreditev. V to svrho treba to enatbo, Ki
ima obliko 2, pretvoriti na ena¥bo oblike 1 in sicer
potom sledefe transformacije (pretvorbe):

a2 2 b2
x2+ax+|l|+y2+by+l+c=|§|+|;|
a\2 by2
E+P+G+3)=5+i—¢
Ce primerjamo to obliko z ob&no krogovo enatbo
5 E—pr+ —qr =1

mora biti:

e
reelni polmer dobimo le, &e je a2--b2>4c; Ce pa
je a2 - b2 < 4 ¢, dobimo za polmer umisljeno (imagi-
narno) Stevilo.

Matek, Geometrija IL 7 g-

Normalna kro-
gova caatha.



Potenca ali
vEmnoz totke z
ozizom na krog.

Kako dolo¢is
lego todke z
ozirom na krog.

Tolmadenje (dis-
kusija) srediddéne
krogove enache.

98

FPrimer: Dolodi p, q, r, ¢e se glasi krogova

enatba.:
x2+y2—6x —4y —3=0

x2—8x + [o] +y2—4y +[4] — 3 =[o] +[4]
(x —3)2+ (y — 2)2 = 42
torej p=3, q=2,r=4,

S pomodjo krogove enatbe (x —p)2 | (y —q)2 —
—r=0 se da dolo&iti lega dolo€ene tofke M; (x1, y1)
z ozirom na krog. Zakaj izraz |V (x—p)® -+ (y —q)2
pomeni razdaljo tofke M (x, y) od krogovega sre-
dis¢a S (p, q). Ce leZi totka M znotraj KroZnice, je
Vx—pR+—9¢°<rali (x—pP+(F—gp2 <1 te
pa leZi todka M zunaj kroZnice, je | (x — p)? - (¥ — q)2
> r ali (x—p)2+ (y—qR > r2 V prvem sluZaju je
torej izraz (x —p)2-+ (y — q)2 — r2 negativen, v drugem
pa pozitiven, Ta izraz (t. j. razlika med kvadratoma
srediSéne razdalje in polmera) se imenuje vzmnoz
ali potenca tofke M z ozirom na krog.

Potenco doloéene totke My (x1,y1) z ozirom
na dolodeni krog torej doloéis, ako postavis
v levi del normalne krogove enaébe namesto
premenljivk x in y koordinati tolke M, v
znakih (X] —p)2+ (‘}’] = q)2—1'2 ali X2 +y12— 2_pX1 S
—2qy;—ec.

Doloéena toéka M; leZi znotraj (zunaj) do-
lodenega kroga, kadar je njena potenca z ozi-
rom na krog negativna (pozitivna).

Potence tistih toék, ki leZijo na krogovem
obodu, so=0. e

Ako raztolmaéimo krogovo enacbo, izvemo glavne
kroZni¢ne lastnosti. Da laZje izvri8imo tolmacenje, si
izberemo v to svrho najpreprostejSo obliko krogove
enatbe, t. i. srediséno enacbo. Iz x2-|y2=r? sledi
y =4V r2—x2 Ker pripadata vsaki krogovi abscisi
dve nasprotni ordinati, se kroZnica razteza somerno
z ozirom na abscisno os. Za x — (0 sta ordinati naj-
daljsi, namre¢ = +r. 0d x=0 do x = - r se krajSajo
ordinate. Za x — -} r sta ordinati najkra)&i, namret
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= (. Dalj%a od polmera ne more biti nobena abscisa,
ker bi potem bila ordinata nemogola (umisljena).
Ker pripadajo nasprotnim abscisam iste ordinate, se
kroZnica razteza tudi somerno z ozirom na ordinatno
08. Koordinatni osi razdelita torej kroZnico na §tiri
enake dele.

Medsebojno lego premice in kreZnice dolodimo
tako-le: Ce imata enadbi premice in kroZnice
eno, oziroma dve skupni realni razreSitvi
ima premica 8 kroZnico eno, oziroma dve
skupni toéki; premica je torej krogu tan-
genta, oziroma sekanta. Ce pa nimata enadbi
premice in kroZnice nobene skupne realne
rarresitve, nima premica s krogom nobene

skupne tocke, leZi torej popolnoma zunaj

kroga.

Lego premice z ozirom na krog dolofimo tudi,
ako poistemo razdaljo med krogovim sredisCem in
premico ter jo primerjamo polmeru.

Dotikalnica ali tangenta ima s krogom le eno
skupno totko. Tisti del te premice, ki leZi med do-
tikalis¢em in preseiSéem z abscisno osjo (t.j. M3 D
v sliki 58.), se ime-
nujedolZina do-
tikalnice ali i
tangente, ali
krajse tudi doti-
kalnica ali tan-
genta, s Pravo- 0
kotna projekcija /
tangente M;D na X/E/ i
abscisno os (t. j. 0
P D v.sliki 58.) se
zove subtangenta. Premica, ki gre skoz dotikaliste
in stoji pravokotno na tangenti, je krogova.pravo,-
kotnica ali normala. Tisti del te ‘pravokotnice,
ki leZzi med dotikalis¢em in preseliséem z abscisno
osjo (t. j. MiE v sliki 58.), se imenuje dolZina kro-
gove pravokotnice ali normale, ali krajSe tudi

7‘

Slika 58.

B

=<

Kako doloéis
lego premice 2
ogirom na krog.

Dotikalne koli-
¢ine. Dotikal-
nica (tangenta).
Pravokotniea
(normala). Sub-
normala.



Kako najdes
obéno tangentno
enadébo pri
krogu.

Enac¢ba krogove
normale.

Najenostavnejsa
oblika tangentne
enacbe pri
krogu. Kako
dolodis medse-
bojno lego dveh
krogov.
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krogova pravokotnica ali normala. Pravo-
kotni projekciji normale M; E na abscisno os (to je
P, E v sliki H8.) se pravi subnormala. Tangenta,
subtangenta, normala in subnormala se zovejo do-
tikalne kolidine tolke M. 5

Sekanta M; M, (slika 58.) gre skoz toéki M, (x,y,)
in M, (xo y2) krogovega oboda; njena enacha je
y—F = y e (x—xl) Ako zavrtis sekanto M, M, okoli
totke M, tako daleé, da se totka M, snide s totko M,
preide sekanta M;M; v tangento M,D in diferenéni

kvocijent * Sl yz preide v diferencijalni kvocijent ﬁ)‘,
Cigar vrednost najdemo, ako diferencujemo krogovo

enatbo v obliki, ki velja za tocko M. Iz (xy p)z e

—Hm—m%“ﬂﬂwlﬂn )+2Wrw%m 0
RGN b e P
g == .}’1 Enacba tangente MJ) je tore]

e e X
F—Ji= EJ?. (X“— Bl alpe s S (X R

Zadnjo enadbo pretvori§ na obliko, ki je nekoliko
podobna obliki obéne krogove enalbe, ako ji pri-
gtejes izraz (y;— q)2 -+ (x;,—p)? = r2 in potem skréis
kolikor mogodce. Tako najdes ob¢no tangentno
enacbo

01— —q + (@ —p)(x—p) =12

Ker gre normala M, E skoz to¢ko M; (xi, y;) kro-
govega oboda in stoji pravokotno na tangenti M, D,
je njena enacbha

gy =B=1 z—1x)

Ce lezi koordinatno izhodiSfe v krogovem sre-
dis¢u, je p=q =0 in x1x | y;y = r2 enatha
tangente.

 Medsebojno lego dveh krogov dolo&ig tako-le.
Ceimata enadbi obeh kroZnic eno, oziroma
dve skupnji realni razre8itvi, imata kroga
eno, oziroma dve skupni to&ki; kroga se
torej dotikata, oziroma sekata drug drugega. Ce pa
nimata kroZnié¢ni enac¢bi nobene skupne
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realne razrefitve, nimata kroga nobene
skupne tofke; eden leZi torej popolnoma zunaj,
oziroma znotraj drugega. i

Medsebojno lego dveh krogov doloéis tudi, ako
poi§fe§ njuno sredis¢nico ter jo primerja§ z vsoto
in razliko krogovih polmerov.

Geometrijsko mesto tistih to¢k, ki imajo z ozirom
na dva dolodena kroga enaki potenci, je premica
(potenéna premica). Zakaj ako dololi§ potenci
totke M (x,y) z ozirom na kroga (x —p)2 4 (y — q)2=12
in (x —p)2+ (y — ;)2 = 142 ter ju izenaédis, najde$

(X=Sp)t - (Fedg) == i e )2 o i )i,
ali ¢e uredis : '
pfg——0) - 2X (pi—p) — 2=—pFt= @2 TR prai- g,
in to je enatba premice.

‘Potenéna premica dveh krogov stoji
pravokotno na njuni srediSénici; zakaj smerni

koeficient sredi§énice jeH in smerni koeficient
e

potenéne premice je — — A;LJ;
Z

Ce imata kroga skupno totko, mora leZati ta
totka na potenéni premici, ker ima z ozirom na oba
kroga enaki potenci (= 0).

Naloge.

1. Naértaj krog, ki mu je enacba 4x2 -
+4y2 —4x 16y —19 = 0!

Razrefitev. Krog more§ naélrtati, ako pozna$
sredi$¢ni koordinati p in ¢ in polmer r. Urejeno kro-
govo enatbo, t.j. ¥2 -} y2 — x -4y = LY pretvoris
na ob¢éno obliko ter najde8 p =4, ¢=—2,.r =
= J/11 {1+ 4 = 3. Napravi sliko!

2. Nadrtaj krog, ki gre skoz tocéke M,
(4, —2), My (—1,8) in M3 (— 5, — 1), ter mu doloé&i
enactho! -

Razresitev. Napravi primerno sliko! Koordi-
nate doloéenih tok morajo ustrezati ob¢ni krogovi

Potenéna pre-
mica.

Modsebojna lega
potenéne pre-
mice in sre-

disémice.
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enatbi, toeje v znakih (4 —p)2 | (—2—¢q)2 = r?,
(—1—pR+B—9r=r2 56 -—pRt(—1T-9t=r
Iz teh pogojnih enacb najded p = — 4§, ¢ = — 4,
r= 1 J/82. Krogova enatba je x2-|-y2 -} x-}3y = 18,

3. Naértaj krog, ki gre skoz toiko M (6, 8)
in se dotika premice 4x 3y 1= 0 v tolki
My (x5, 1), ter mu doloc€i enacbo!

Razresitev. Napravi primerno sliko! Iz prémiéne
enactbe najde$ absciso tolke M, namret xp — — 1.
Koordinate toék M; in M, morajo ustrezati obéni kro-
govi enatbi, v znakih (6 — p)? -+ 8 — ¢)2 = r2 in
(—1—p)2-+ (1 —q)2 =12 in pravokotnica, ki jo na-
¢rtad iz krogovega sredi&fa na dolofeno premico, mora
biti enaka polmeru, v znakih r — — i“%‘é"'l. Iz
navedenih pogojnih enaéb najdes p =3, g =4, r = b.
Potem je krogova enacbha x2 | y2 — 6x — 8y = 0.

4. Natrtaj skoz preselidéi kroga x2-} y?> =
— 100 in premice 7y - x =50 tangenti ter do-
lodi presecidée in naklonski kot teh tangent!

RazreSitev. Napravi primerno sliko! Krog in
premica imata skupni toc¢ki M, (— 6, 8) in M; (8, 6).
Enadbi tangent, ki gresta skoz te tocki, sta — 3x |
-+ 4y = B0 in 4x 4 3y = b0. Presefiie tangent je
Ms; (2,14). Tangenti stojita pravokotno druga na drugi;
to spozna$ iz njunih smernih koeficientov.

5. Naértajiztodke M (23, — 7) tangenti na krog
x2 4 y2=289 ter dolo¢i njuni enacbi!

Razre¥itev. Napravi primerno sliko! Tan-
gentna enatba mora imeti obliko x;x - y;y == r2 = 289.
Koordinati dolofene totke M ustrezata tangenini
enatbi, v znakih 23x; — Ty; = 289, in koordinati do-
tikalig®a ustrezata krogovi enadébi, v znakih x2
- 32 = 289. Iz navedenih pogojnih enatb najdes do-
tikalis¢i M; (15, 8) in M, (8, — 15.) Enadbi tangent, ki
gresta skoz te totki, sta 16x |- 8y — 289 in 8x —
— 15y = 289.

6: Dolofi enac¢he tistih tangent kroga
x2 | y2—=2p, a) ki so vzporedne premici 4y =
— 3x -} 48, b)kistoje pravokotno na tej premici!
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Razresitev. a) Smerni koeficient tangente mora
biti enak smernemu koeficientu dolofene premice, v
znakih — ;‘ — i, in koordinati dotikali§¥a morata
ustrezati krogovi enacbi, v znakih x2 | y;2=25. Iz
teh pogojnih enatb najded dotikaliséi M; (— 3, 4) in
M, (3, — 4). Enactbi tangent, ki gresta skoz te to€ki,
sta — 3x + 4y = 25 in 3x — 4y = 25 ali krajSe 4y —
e

b) Smerni koeficient tangente mora biti enak
negativni obratni vrednosti smernega koeficienta do-
lotene premice, v znakih — —{‘ = = i, in dotikali-
8¢ni koordinati morata ustrezatl krogovi enachi, v
znakih x2 | 3,2 = 25. Iz navedenih pogojnih enacb
najde§ dotikali§éi M; (4, 3) in M, (— 4, — 3). Enat‘Shi
tangent, ki gresta skoz te toéki, sta 4x -- 3y = - 2

7. Kolike kote tvori premlca Dy =Nl
s krogom x2}y2=169 vnjunih presefi§&ih?

Razresitev. Smer kroZnice v dolofeni toCki se
doloéuje po smeri tangente v tej toc¢ki. Koti, ki jih
tvori premica s krogom v presetis¢ih, so oni, ki jih
tvori premica s krogovima tangentama v preselis€ih.
Navedeno nalogo razredis, ako dolo¢is naklonska kota
0 in ¢; med premico in omenjenima tangentama. —
Premica preseka krog v to¢kah M, (5, 12) in M (12, b).
Enad¢bikrogovih tangent v teh to¢kah sta bx - 12y = 169
in 12x -} by = 169. Po obrazcu tgd = 11+Aj najdes

naklonski kot dveh premic, oziroma njegov sokot. V
nafem sludaju je tg 6 = tg d; = 7 in 0 = 220 22’ 48",

8. Kolik lok odreZe premica 2y =14x — 25
od kroga 4x2 -} 4y2 = 259

Razres8itev. Napravi primerno sliko ! Krogov
polmer je r = ;. Premica ima s krogom skupni tocki
M (3, — 2) in M2 (2, $). Polmera to¢k M in M, oKle-
pata kot a = 900; zakaj njuna smerna Kkoeficienta
merita — 4 in . Lok, ki pripada sredi$¢nemu kotu e,
je torej Cetrti del krogovega oboda, v'znakih Mz e

2nr br i
=T=Z=3927“ i . 4
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9. Kolike so dotikalne koliéine kroga
x2 4+ y2—10x -8y =9 v toéki M; (10, 1)?

Razre$itev. Napravi primerno sliko!.Krogove
stalnice so p=25, ¢ — — 4 in r = 5)/2. Enathi tan-
gente in normale v to¢ki M; sta x +y = 11 in y —
— x -+ 9=0, Iz teh enacb najde§ koordinate totk D
. in E (primerjaj sliko 58.), v katerih sekata tangenta
in normala abscisno os, in sicer je D (11, 0) in F (9, 0)
S pomoé&jo koordinat totk M;, D in E izradunad do-
tikalne koliéine, in sicer je tangenta — 1/2 subtan-
genta — 1, normala — }/2 in subnormala — 1.

Razredi Se naslednje naloge:
10. Nadrtaj krog, ki mu je enatba:

a) x? 4 (y 4 5)2 = 25, b) (x — 2)2 | y2 = 64,

o (x— 1R+ (v 22 =9,

& x2 | y2-4 8x — 10y — 15 =0,

d) x2 4 y2— x=0, e) 2x2 4 2y2 — 11y = 0.

11. Naédrtaj krog, ki ima sredilfe v tolki S (— 2, 4)
in se dotika abscisne (ordinatne) osi, ter mu dolo¢i enatbo !

'12. Nadrtaj krog, ki gre skoz koordinatno izhodiSce
in ima sredi¥Ce v toki S (3, —6), ter mu dolo&i enaébo!

13. Nacdrtaj krog, ki ima sredléée v to€ki S5 (— 1, 2)
in se dotika premice 3x |- 4} -+ 80 = 0, ter mu do}ou
enatho!

14, Nadrtaj krog, ki ima sredi$de v preseéi$éu premic
6rx — v —16 =0 in 7x — 5y — 11 = 0 in gre skoz toéko
My (7, 5), ter mu dolodi enatbo!

15. Naédrtaj krog, ki gre skoz totke:

a) My (6, — 4), M; (2, 2), M3 (7, 1),
b) M (4’ 4t 2); M, (_" 1, .3)5 M; ("" 57 e 1)’
ter mu dolo¢i enatbo!

16. Nadrtaj krog, a) ki gre skoz totko M; (5, 9) in se
dotika premice 4x | 3y -|- 3 = 0 v totki My (— 3, y9), b) ki
gre skoz toCki M; (3, 4) in M, (— 3, 4) in se dotika premice
5y — 12x = 65, ter mu dolo&i enacbo! ‘

17. Dolodi lego todk M; (0, 0), M (2, — 2), My (8, — 1)
" in My (1, — 3) z ozirom na krog x2-}-yv2 —4x |- 3y -|-1 = 0'

18. Dolo¢i lego premic a) 7y — x==25, b) 8x | 4y —
¢) By — 3x = 34 z ozirom na krog x2 +y2 = 251

19. Enacbi dveh krogov sta x2 -} y2 — 6x — 10y -
—+ 30 =0inx? |- y2 | 2x — 4y = 4; doloti enatho a) sr e-
diS¢nice, b) potentne premice!
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20. Kolik lok odreZe premica x -[— v — 17 od kroga
x2 4 y2 = 169°?

21, Kolik sredi$¢ni kot pripada tetivi y = x - 14
kroga x2 |- y2 = 100°? ;

22. Kolik kot oklepatd tangenti, ki gresta skoz pre-
seti¥¢i kroga x2 - y2 = 25 in premice y |- 7x = 259

23. Nadrtaj iz totke M; (— 14, 2) tangenti na krog
x2 -~ y2 = 100 ter dolo&i enactbe tangent in dotikalne tetive!

24, Doloé¢i pri krogu x2 —I— y2 — 169 enacbe tistih tan-

-"’gent a) ki so vzporedne premici 5y | 12x = 7 b) ki stoje
pravokotno na tej premici!

25. Kolike kote tvori premica y -}- x = 23 s krogom
x2 -|- y2 — 289 v njunih presetiséih?

26. Doloéi za totko M (17, 10) kroga x2 + y2 — 10 x —
— 10y = 119 dotikalne koli¢ine! .

27. Koliko sta sredis¢i krogov x2 | y? — 6x |
~+ 8y = 24 in 32 -} y2 — x | 20y = 10 oddaljeni od po-
tenéne premice?

§ 34. Elipsa.

Elipsa je kriva érta, v kateri je vsota
razdalj vsake totke M od dveh nepremiénih
toék G in G enaka dolodfeni daljici (2a), v
znakih MG, + MGy == 2a. Nepremiéni tocki Gy in G se
imenujeta elipsni
Zariséi, razdalji
elipsne tocke M od
7ari§¢ G, in G> pa
prevodnici(radius
vektorja) totke M
(slika 59). Ce zazna-
mujes razdaljo med
7zariStema z 2e, je
2a > 2o (torej a > o);
zakaj v vsakem tri-
kotniku je vsota
; dveh stranic MG,
in MG, vedja od tretje stranice G,G..

Ce polozis daljico 2a na daljico 2e tako, da se
stikata sredi&éi teh daljic, najde$ elipsni toéki A in

Slika 59.

22

Poijasnilo o
elipsi.

Kako doloé&is
clipsne toéke.
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B; zakaj vsota prevodnic totke A, oziroma totke B

 je — 2a. Ce izbere§ na daljici 2a = AB totko E ter

Srediséna
elipsna enacha,

Dolzina elipsnih
prevednic.

nariSed iz ¥ariséa (; lok s polmerom EB in iz Za-
rid¢a G lok s polmerom FA, najde§ v presecis¢ih teh
lokov elipsni to¢ki M in M;; e pa nariSe§ iz ZariSta
G, lok s polmerom EA in iz Zariséa G;lok s polme-
rom EB, najde§ v presefis¢ih teh lokov elipsni to¢ki
N in N,. Ako izbere$ na AB kako drugo med Zari-
g¢ema lezedo tolko, najde$ na isti nadin $tiri druge
elipsne tocke.

Ce poloZi§ skoz razpolovisce O daljice 4B pravo-
kotno soredje tako, da stoji ordinatna os pravokotno
na daljici AB, so totke M, Gy, G doloCene po: M (x, y),
Gy (— e, 0), (3 (e, 0), in prevodnici MG in MG, (razdalji
po dveh tock) dolofeni po: MG, = V (x ezt 52
MGy = |/ (x — e)2 |- y% Z ozirom na pojasnilo o elipsi
je potem

S GF P+ VG =P T =2a
Ce odpravis iz te enalbe korene, najde$
(&2 — 02) x2 + a2y2 = a2 (a®— e2),

in ¢e postavis A b2, je
b2x2 |- a2y2 — a2h? ali (%)2 -+ ({)2 =51

Ta enadba se zove sredis¢na elipsna enatba;
koli¢ini a in b sta elipsni stalnici.

Zgoraj navedena izraza za prevodnici elipsne
totke M pretvori§ na enostavnejSo obliko tako-le: Iz

P 2 )
%%2 = g i :;2 i?z } odsteto
sledi MG2 — MGy2 = 4ex,

in &e razstavis razliko kvadratov na faktorja in po-
rabi§ pojasnilno enalbo MG, -- MG, = 2a, najded
MG, — MG; = 23{. Potem je

a

MGy =a-+= in MG, =a — =,
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Iz elipsne enatbe b2x2 - a2y? = a?b? sledi y =
— —1; V a? — x2. Ker pripadata vsaki elipsni abscisi
dve nasprotni ordinati, se razteza elipsa somerno z
ozirom na abscisno 0s. Za x =— 0 sta ordinati naj-
daljsi, namreé¢ = -+ b. Od x =0 do x = + a se kraj-
Sajo ordinate. Za x = - a sta pripadajoéi ordinati
najkrajsi, namre¢ = (. Dalj$a od a ne more biti
nobena abscisa, ker bi potem bila ordinata nemo-
gota (umisljena). Ker pripadajo nasprotnim abscisam
iste ordinate, se razteza elipsa tudi somerno z ozirom
na ordinatno os. Koordinatni osi razdelita torej
elipso na §tiri enake dele.

Elipsni stalnici a inb pomenita odseke,
ki jih napravi elipsa na koordinatnih oséh.
Krajista teh odsekov (to so tolke 4, B, C, D v sliki59.)
se imenujejo elipsni vrhovi

Daljice, ki spajajo po dve elipsni tocki, se ime-
nujejo tetive. VaZne so v prvi vrsti tetive, ki gredo

skoz koordinatno izhodi%fe. Enache takih tetiv imajo

obliko y = Ax.
Premica MN;, ki gre skoz koordinatno izhodis€e,
. ima z elipso skupni to¢ki M in N;. Ti toéki doloé&is,
ako pois¢e§ enacbama elipse in premice skupni raz-
resitvi. Iz b2x2 | a?y? = a2? in y = Ax najde§
ab ab A .
X =+ V2 + ats 7 vk as Vb |- azA? 50
totki M in N; imata nasprotni koordinati. Ako izra-
¢una§ daljici OM in ON,, dobi§ enaka rezultata;
totka O razpolavlja torej tetivo MN;. Zaradi te last-
nosti se imenuje todka O elipsno sredis&e, in
tetive, ki gredo skoz tofko O, se zovejo elipsni
premeri.
DolZina premera MN; je

MN; —2.0M =2y x> | )2
Ako postavi§ za y vrednost iz elipsne enatbe,
najdes

23 2'/1 _T_ g bw i V(@®—b?) x* F a%®. *

Tolmadenje
elipsne enache,

Pomen elipsnih
stalnie.

Elipsne tetive,

Elipsno sredi§ée
in elipsni pre-
meri.

Dolzina elipsnih
premeroy. Ve-
lika in mala os.



Dolgostna iz-
srednost.

Parameter,

Elipsi odrtani
krog.

Elipsna plo-
Elina.
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Iz tega izraza sledi, da so elipsni premeri tem vedji,
¢im veljo absolutno vrednost imajo abscise njihovih
krajisé."Za x = 0 je premer najmanjsi, namrec¢ = 2 b;
za X — a je premer najvecji, namre¢ — 2 a.

Najvedji elipsni premer se imenuje ve-
lika os, najmanj8i pa mala os.

Razdalja elipsnega sredisc¢a od enega izmed Zarisc¢
se imenuje dolgostnaizsrednost ali ekscentric-
nost. Iz zgoraj navedene enacbe b2 — a2 — e2 je 82 —
= a2— b2 t.j.dolgostna izsrednost pri elipsi
je ena kateta pravokotnega trikotnika, ka-
teremu je polovica velike ¢si hipotenuza,
polovica male osi pa druga kateta.

Elipsna tetiva, ki gre skoz ZariS¢e in stoji pravo-
kotno na wveliki osi, se zove parameter. Pdrameter
je sestavljen iz dveh nasprotnih ordinat, ki imata
skupno absciso -}~ e, oziroma — e. Ako zaznamuje$
polovico parametra = p ter postavis v elipsno enacho e
namesto x in p namesto y, najdes

— 1/ b2(az—e2) b2

p 7"};2 —_— = a7 t. J.
polovica parametra je tretja geometrijska
sorazmernica polovicama velike in male osi.

Ako ofrtaS elipsi krog, imata obe krivi &rti iste
abscise. Vsaki abscisi x pripadata krogova ordinata
in elipsna ordinata y (slika 60.). Iz krogove in elipsne

enadtbe najdes
b2 (a2 — x2)

n=a2—x2 in y? = o

- torej

fesp g bt i

Ako oértad elipsi krog, sta si krogova
in elipsna ordinata, ki pripadata isti ab-
scisi, kakor polovici velike in male osi.

Ako natrtad v krogu, ki je ofrtan elipsi, ordinate
drugo tik druge, razpade krogova in elipsna plos¢ina
na zelo ozke proge, ki jih smeS smatrati za trapeze.
Dva trapeza z isto vidino sta si kakor njuni srednjici.
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Progi (trapeza) mnpo in mnsr imata isto vi§ino mn
(slika 60.); njuni srednjici sta krogova in elipsna
ordinata, ki pripadata

isti abscisi. Z ozirom na Slika 60.
zgoraj navedeni izrek o W
teh ordinatah sta si torej :

progi mnpo in mnsr kakor
polovici-velike in male

©08i. Isto velja tudi o dveh
drugih progah, ki pri- X
padata druga drugi. Ako =
so Py, Py, P3 ... proge kroZne ploskve in pi, ps, p3...
pripadajoce proge elipsne ploskve, je po navedenem

.P]:pl =P2:p2=P3:p3 e
1z tega zaporednega sorazmerja najdes

B+Pt+Pt. ):i@itptpt..)—azh

a2mw P

g 5 X

p = abm. -
Plo%¢ino elipsne ploskve izrafunas,
ako pomno%i§ produkt iz polovice velike
in male 08i z Ludolfovim §tevilom.

Lego premice z ozirom na elipso doloéi¥ istotako, wLega premice »
ozirom naelipso.

kakor se dololi lega premice z ozirom na krog. Dotikatne kot
Dotikalne koliéi- : Sine pri slipef,
Slika 61. Kako najdes

enatbo tangente

e pri elipsi imajo isti
g pri elipsi.

pomen kakor pri kro-
£u. : :
Sekanta M; M (sli-
ka 61.) gre skoz elipsni
tolki My (x1, y1) in
Mj(x2,y2);njenaenatba

jey—y1= i P (x—xy).

Ce zavrti§ sekanto M, Mz- okoli tocke M; tako dalet,
-da se totka M, stika s totko M;, preide sekanta My M>

v tangento M;D in diferenéni kvocijent y L prelde

v diferencijalni kvocijent -g%, tigar vrednostna}demo,



Enacba elipsne
normale,
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ako diferencujemo elipsno enatbo v obliki, ki velja
za tocko M. Iz b2xi2 + a2y;2 = a2b? sled1 2b2x; +

-+ 282y, 5 dXE ==10Fin 3{1 = — ff—’—f‘- Enaéba tangente MID
je torej

d’ b2x; ‘
e b ) .X_X!) ali y — :*a"iyl(x_ x).

Ce uredi$ zadnjo enactbo in uporabis§ b2x2 | a2y2 —
— a%b2, najded za enac¢bo tangente obliko
b*xix 4 o’y y = a?b?,
ki nekoliko spominja na elipsno enadbo.
Ker gre normala M I skoz totko M; (xq, yi) in
stoji pravokotno na tangenti je njena enacba

s lias bzx (= — x).
Naloge.

1. Dolo&i sredi¥éno enaébo one elipse,
ki gre skoz to¢ki M; (3, 12) in My (— 4, 9), ter jo
nacértajl:

Razresitev. Koordinate doloéemh toék ustre-
144 : 16

zajo elipsni enadbi, v znaklh — + 5 = 11 o S

Eh’psna enaéba je 9x% |- 25y% = 225, — Za nalrto-
vanje elipse potrebujes veliko os 2a = 10 in dolgostno
izsrednost e = J/a® — b2 — 4. Napravi sliko!

2. Katere totke elipse 16x* | 2by% = 400
imajo od #ari§é razdaljo r = 749

RazreSitev. Iz obrazca -za prevodnico, t. j. iz
r = a -+ " najde§ abscisi, iz elipsne enatbe pa ordi-
nate doti¢nih totk. x — + },y = + V7.

3. Kolik je premer elipse 4x? | 9y2 = 36,
ki stoji pravokotno na premici 2y | 3x = 10?

Razre8itev. Smerni koeficient premera je =2
Preselis¢i premera in elipse sta M, (} y2, y/2) in
Mz (= Ly — 1B).

DolZina premera — ;/(3|/§)2 + (2/2)2 = ¥ 26.
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4. Dolo&i one todke elipse b%x® | a?y? = a%h?
v katerih stojita prevodnici a) pravokotno
druga na drugi, b) v katerih tvorita kot 45°

Razreditev. a) Ako nadrtas iz elipsnega sre-
di¢a krog s polmerom dolgostne izsrednosti, najdes
v preseliidih kroga in elipse tiste tofke, v katerih
tvorijo prevodnice prave kote. Kako izrafuna$ ko-
ordinate teh to¢k? Ali so take tofke v vsakem slu-
¢aju mogode?

b) Recimo, da sta x; in y; koordinati tiste elipsne

todke, v kateri tvorita prevodnici kot 45°% Smerna

koeficienta teh prevodnic sta A — 21 in A; = L
X —e x-+e

Kot, ki ga oklepata prevodnici, je dolzéen po obrazcu

tg 06— li%. Ako postavi§ v ta obrazec vrednosti
za A, A; in tlg d, najdes enacho x,2 |- y;2 — 2ey, = €2,
ki predstavlja krog s srediiem S(o, e¢) in polmerom
r=oe)2. V presetigéih tega kroga in elipse najdes

to€ke, ki jih iS&eS.

b Kolik je pravokotnik, ki ga stvoris iz
pravokotnic, ki ju narifes iz ZariS€ elipse
b2x® | a?y? — a%2 na tangento te &rte?

Razre§itev. Ako pretvori$ enatbo elipsne tan-
gente na normalno obliko, najdes za pravokotnici iz
Zari§¢ na tangento izraza

— b2ex; — a2b? b2ex; — a2b2

D= Y bix + atye N O T i r/w-——_——b4xl2+adyl2“
Produkt teh izrazov je
y £ asht— bte2x, 2
PiP2 = pixa 1 a2
Ker pa je a?y,® = a?h? —b%x,%, najdes aty,® = atb? —a®hx,®
in

nY bt (a4 — e2x;2) ity bd»(all._e?X]?) 1t b2
PuP2.== bixi2f-ab?—azb2x2  brat—en?)

RazreSi Se naslednje naloge:

6. Naértaj elipso, v kateri je velika os 2a = 10 in
mala os 2b — 6!



Hiperbola. Po-
jasnilo o hiper-
boli. Zarisée.
Prevodnica.
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7. Nadrtaj elipso, ki gre skoz totko M; (5, %) in v
kateri je razdalja ZariS¢ 2e — 6!

8. Natrtaj elipso 16x2-- 2552 — 400 ter izratunaj para-
meter in ploséino?

9. Dolodi enatbo elipse, ki gre skoz totko 3 (2, 1)
in v kateri je velika os 2a = 8!

7 AR S y2 : ' .
10, Doloéi pri ehpsl 65 - T — 1 tiste toéke, ki
imajo od Zaris¢ razdaljo 10!
11, Doloéi lego premice a) 2x + 3y = 5,b)y — 2x =1,
¢) x — y = 3 z ozirom na elipso x2 | 4y? = 4!

12, Kolika je tetiva, katero odreZe elipsa 9x2 |- 25y2 =
== 225 na premici 5y |- 9x = 45?

18. Dolo& pri elipsi 16x2 -+ 25y2 = 400 tlstl premer,
ki je vzporeden premici 5y = 3x |- 10!

14. Nadrtaj skoz presetiSci elipse 25x2 -|- 36y2 — 900
in premice 6y — 5x — 6 tangenti ter dolo¢i njuni enatbi!

_.15. Dolo¢i pri elipsi 9x2 |- 16y2 — 144 enalbi tistih
tangent, ki so vzporedne premici 5y = 9x |- 14!
16. Kolike so dotikalne koli¢ine elipse 9x% -|- 25y2=— 225
v tocki My (4, y1 > 0)°?
17. Kohke kote tvorita premica x = y -} 5 in elipsa
16x2 |- 25y2 == 400 v njunih presei¥éih ?

18. Doloti enadtbi tistih tangent, ki jih naértas iz tocke
M; (15, 10) na elipso 4x2 |- 9y2 — 36!

 § 35. Hiperbola.

Hiperbola je kriva érta, v kateri je
razlika razdalj vsake totke M od dveh ne-
premiénih toék G;in Gy enaka doloéeni da-
ljici (2 a), v znakih MG; — MGy = 2a. Nepremiéni
tocki G in G, se imenujeta hiperbolni Zari§éi,
razdalji- hiperbolne todke M od Zari3¢ G; in G, pa
prevodnici totke M (slika 62). Ce zaznamujes raz-
daljo med Zarii€ema z 2e, je 2e > 2a (torej e > a);
zakaj v vsakem trikotniku je razlika dveh stranic
MGy in MG, manjSa od tretje stranice GyGs.
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Ce polo%i§ daljico 2a na 2e tako, da se stikata
srediéi teh daljic, najde§ hiperbolni to¥ki A in B,
zakaj razlika i
prevodnic toé-
ke A, oziroma
totke Bje =2a.
Ako izberes na
podalj8ku da-
ljice 2a — AB
tocko E, ki le¥i
zunaj Zarisé Gy
in G, ter na-
rise§ iz zarista
G4 lok s -pol-
merom KA in iz
7Zariscéa Gy lok s
polmerom EB,
najdes v presedis¢ih teh lokov hiperbolni to¢ki M in M;;
de panarifediz Zarista G lok s polmerom EBin iz Zarisca
(i, 1ok s polmerom FA, najde§ v presec¢iscih teh lokov
hiperbolni tocki N in N;. Ako izbere§ na podaljSani
daljici ABkako drugo zunaj %aris¢ leZeco to¢ko, najdes
na isti nad¢in $tiri druge hiperbolne tocke.

Ce poloZis skoz razpolovi§¥e daljice AB pravo-
kotno soredje tako, da stoji ordinatna os pravokotno
na AB, so totke M, Gy, G, dolofene po: M (x, y), G
(— e, 0), G2 (e, 0), in prevodnici MGy in MG, (razdalji
po dveh totk) dolofeni po: MG =V (x| €)?*+y*in
MGy = V/(x — e)? -y Z ozirom na pojasnilo o hiper-
boli je potem

VE+ o F5 — VE—F =¥ =20
Ce odpravi§ iz te enadbe korene, dobis
; (e — a2) x2 — a%y? = a’ (e? — a?),
in &e postavi§ e® — a? = b?% najdes
T R A e
bix? — aty? — a%? ali (£)'— ()" = 1.

Slika 62,

23

e
% \ e

Ta enalba se zove s/rediééna. hiperbolna
enadba; koli¢ini a in b sta hiperbolni stalnici.

Matek, Geometrija IL 8 g.

Kako dolodis hi-
perbolne tocke.

Srediséna hiper-
bolna enadba.
Hiperbolni stal-
niei.
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Dggin;; hiper- Zgoraj navedena izraza za prevodnici pretvoris
nih pre- 4 =
vodnie, na enostavnejSo obliko tako-le. Iz

MGy = (x -+ )® + }
: MG? = (x — )2 -} »? odsteto
sledi jITG_lz Hif s .ﬁTGgg e 492(,

in Ce razstavi$ razliko kvadratov na faktorja in po-
rabis pmasmlno enatbo MG, — MG, = 2a, najdes§

MGy 4 MG, = =%, Potem je
MG’]————I-BIIIMG;; E_&
B Iz hiperbolne enadbe h2x? — a2y — a%? sledi y —
fe s sienationit j:—g Vx2—a’ 0dx— 0do x — -+ a ni nobene

(reelne) hiperbolne tocke, ker so v teh sludajih ordi-
nate nemogode (imaginarne). Za x — - a sta ordinati
najmanjsi, namre¢ = 0. 0d x = 4+ a do x = + o
pripadata vsaki hiperbolni abscisi dve nasprotni or-
dinati, ki se vedno dalj%ata, ¢e se veda absolutna
vrednost za x. Hiperbola je torej sestavljena iz dveh
delov (vej), ki se raztezata somerno ob abscisni osi
od tofk - a in — a v neskonéno daljavo. Ker pri-
padajo dvema nasprotnima abscisama iste ordinate,

- lezita hiperbolni veji tudi somerno z ozirom na or-
dinatno os.

fuintiiotns Hiperbola preseka abscisno os vraz-

vemena.
daljah +a in —a; ordinatna os nima s hi-
perbolo nobene skupne todke, Krajis¢i od-
sekov -}-a in — a (to sta totki A in B v sliki 62.) se
zoveta hiperbolna temena.

[l Daljice, ki spajajo dve hiperbolni toékl se ime-
nujejo tetive. VaZne so v prvi vrsti tiste tetive, ki
gredo skoz koordinatno izhodisCe. Enaébe takih tetiv
imajo obliko y = Ax.

}gﬁz’;";’;";;ﬁ_‘ Premica MN;, ki gre skoz koordinatno izhodisce,

bolni premeri. ima 8 hiperbolo skupni todki M in N;. Te tocki do-
lo¢i§, ako pois¢e§ hiperbolni in prémiéni enadbi
skupni razre§itvi. Iz b%x® — a?y? = a?? in y = Ax
najdes
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ab abA
i R g e
totki M in N; imata nasprotni koordinati. Ako izra-
¢una§ daljici OM in ON;, dobi§ enaka rezultata;
totka O torej razpolavlja tetivo MN;. Zaradi te last-
nosti se imenuje totka O hiperbolno srediSce,
in tetive, ki gredo skoz totko O, se zovejo hiper-
bolni premeri
DolZina premera MN, je

MN, — 2-OM = 2y 2% F )2
Ako postavi§ za yp vrednost iz hiperbolne enatbe,
najdes

MN, — 2+ BT 2 e xe a,

Iz tega izraza sledi, da so hiperbolni premeri tem
vedji, &im ved&jo absolutno vrednost imajo abscise
njihovih krajis®. Za x = a je premer najmanjsi,
namre¢ = 2a. Najvedji premer se ne da dolotiti, ker
je neskonéno velik.

Najmanjsi hiperholni premer se ime-
nuje glavna os.

Na ordinatni osi leze(‘ia daljica CD = 2 b, katero
po prejinjem dolola izraz 2b =2 qu — a?, se zove
hiperbolna stranska os.

Premica, ki gre skoz hiperbolno srediSCe, pre-
seka hiperbolo v dveh totkah, &ijih koordinate dolo-
éata izraza

ab ahA
X=+Vm in y =:|—_|7;;_*_—;2—X;-
1z teh izrazov sledi, da more presekati premica y = Ax
hiperbolo le tedaj, kadar je b? > a%A? ali A® < -
e je pa b% < a%A? ali A® > — i , nima premica s hiper-
bolo nobene skupne toéke.w—Premlca y=Ax preseka
hiperbolo v neskon&ni daljavi, e postaneta koordinati
preseti¥t neskonéno veliki. To se zgodi, fe je b2 = a%A?
ali A=+ %. Take premice se imenujejo hiperbolne

8*

Dolzina hiper-
bolnih pre-
merov. Glavna
08,

Stranska os,

Hiperbolna
asimptota.



Lastnost hiper-
bolnih asimptot.

Dolgostna
izsrednost.

Parameter.

Lega premice z
ozirom na hiper-
bolo. Dotikalne
koliéine. Enaé¢ba
hiperbolne tan-
. gente. Enadba
hiperbolne nor-
male.

Enakostraniéna
hiperbola.
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asimptote. Vsaka hiperbola ima dve asimp-
toti; njunienaébistay—= - Z— x. Primerjaj sliko 62!

DaseasimptotivednobliZatahiperbolnima vejama,
uvidis§, ako doloéi§ razliko med asimptotno in hiper-
bolno ordinato, ki imata isto absciso. Iz

?}:in ali T?“!:gxg
g . b2x2 — g2h2 ’ odsteto
l.n y" — agi,,.,‘
sledi M +y) (n—y) =b%
torej jen — y = W;,sz. — Kaj pravi ta izraz?

Razdalja hiperbolnega sredis¢a od enega izmed
7zariSc se imenuje dolgostna izsrednost alieks-
centrié¢nost. Iz zgoraj navedene enacbe b? =e?— a>
je 2= a% | b2 t.j. dolgostna izsrednost pri
hiperboli je hipotenuza pravokotnega tri-
kotnika, ¢igar kateti sta polovici glavne
in stranske osi.

Hiperbolna tetiva, ki gre skoz ZariSée in stoji
pravokotno na glavni osi, se zove parameter. Na
isti nac¢in kakor pri elipsi najdeS tudi pri hiperboli
za polovico parametra izraz p = : b epio Lo ¢la)
parametra je tretja geSmet'rijska. sorazmer-
nica polovicama glavne in stranske osi.

Lego premice z ozirom na hiperbolo dologis
istotako, kakor se dololi lega premice z ozirom na
elipso. {

Dotikalne koli¢ine pri hiperboli imajo isti po-
men kakor pri elipsi. Bk

Enaéba hiperbolne tangente je b%x;x—a’yy—
= a?bh?; dolodi$ jo na isti nafin kakor pri elipsi.

- Enacdbo normale dolo¢i8 pri hiperboli istotako
kakor pri elipsi: .
y—yp = — g2 (x —x).

Hiperbola, v kateri sta osi enaki, se imenuje

enakostraniéna. Njena enadéba je x2 — y2= a’.
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Naloge.

1. V katerih toékah hiperbole 9x% — 16y? =
=576 je produkt prevodnic = 213%?

Razrefitev. Ako da§ hiperbolni ena&hi obliko
(‘Y) —- (?J) = 1, najdes a =8 in b = 6. Potem je e =10.
I, pogoja rr, — (— L ) (— = a) najdes x = -+ 4_?,
iz hiperbolne enacbhe pa y = - 8.

2. V katerih to¢kah hiperbole 4x-—~9y2=36
je subtangenta — 8°?

Razre§itev. Iz enacbe hiperbolne tangente
najde$ absciso tiste toCke, v kateri preseka tangenta
abscisno os, t.j.x = % Potem je subtangenta = x; —x=
=g ij Ta izraz je pri eni hiperbolni veji pozi-
tiven, pri drugi negativen; zato je pri navedeni na-
logi 8i=-1- (x1 — —) Iz te enadbe najdes x; — -+ 9, iz
hiperbolne enatbe pa y, = -+ /40.

3. Doka%i, da razpolavlja dotikali§ce
vsake hiperbolne tangente oni del tan-
gente, ki leZi med asimptotamal 2

RazreSitev. Hiperbolna tangenta preseka
asimptoti v tockah M, (b 9% g o )1 i a )

L ) Ako p01sé:1s_1?;;p?)}i‘0;1:%1u dal}lcg 1$E3

b.n -} ayy

koordinati, najdes x, in y,, t. j. koordinati tangent-
nega dotikalisca.

Razre3i Se naslednje naloge:

4. Natrtaj hiperbolo, v kateri meri glavna os 2a= 8,
stranska os pa 2b = 6!
- 5. Natrtaj hiperbolo, ki gre a) skoz totki M, (3, 2)
in M, (4, 8), b) skoz totki M, (5, 3) in M, (8, — 10) ter
doloéi njeno enad&bo!

6. Nadrtaj hiperbolo a) 9x2 — 16y — 144, b) x —
— y*> =25, ¢) 5x® — 4y®> — 20 ter doloéi parameter in
dolgostno izsrednost!

7. Doloti prevodnice hiperbole x* — 4y? — 4 v toé-
kah M, (x, >0, V'3)in My (% <0, — 1V B)!



Parabola., Po-
jasnilo o para-
boli. Zariice.
Vodnica. Pre-
vodnica.

Kako dolodis

parabolne toc¢ke.
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8. Dolo¢i lego premic a) 6y = bx— 8, b) y = 2x—-3,
¢) 6y + 7x = 22 z ozirom na hiperbolo x® — 4y? — 4!
9. Kolik kot oklepata asimptoti hiperbole a) 4x2—
— 9y2 — 86, b) x> — y2 =36, c¢) 4x®> — 5y® = 100?
10. Kolik je premer hiperbole 16x% — 9y2 =— 144, ki
je vzporeden premici by | 4x = 10°?
11. Doloé&i pri hiperboli 9x2 —4y? — 36 (4x2 — y? = 1)
enatbi tangent, ki so vzporedne premici 4y — 9x-}-20=10
(y = 3x 4 H)!

12. V katerih tolkah hiperbole 9x%— 7y — 63 stojita
prevodnici pravokotno druga na drugi?

13. Doloéi dotikalne koli¢ine hiperbole 64x% — 2552 —
— 1600 v todki M, (13, y; > 0)!

§ 36. Parabola.

Parabola je kriva ¢&rta, v kateri je
vesaka totka M enako oddaljena od nepre-
miéne totke G in od nepremiéne premice

AB, v znakih MG = MC

Slika 63. ; (slika 63.). Toéka G se ime-
= Y puj'e Ear.iéée, premi_ca AB
il < je vodnica, razdalja pa-

rabolne toéke M od Zarisca
G pa prevodnica.
3 Ako nadrtas iz ZariSca
3 (i pravokotnico GD na vod-
XP 5 ) X mico A8 in razpolovi§ to

razdaljo, najde§ totko O,

ki leZi v paraboli. Ta tocka

- je teme parabole. Ce izbere§

- na podaljSani daljici GD

- M,\ " totko E, postavi§ v tej

b toéki pravokotnico MM, na

4 DG ter narige$ iz Zarista

G lok s polmerom ED, najde§ v preseli8fih tega

loka in pravokotnice MM, dve parabolni toc¢ki. Na
isti nadin dolo&i¥ tudi druge parabolne totke.
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Ce polozis skoz parabolno teme pravokotno so-
redje tako, da stoji ordinatna os pravokotno na DG,
in &e zaznamuje§ GD = p in M (x, y), je

MG =V (x—P) '+ in MO = ED = x+ 5.

Z ozirom na pojasnilo o paraboli je

V (e~ B  +p2 = x+5.
Ako uredi¥ to enadbo, najde temensko para-
bolno enacho y* = 2px. :

Iz parabolne enadbe y? = 2px sledi y = -+ |/ 2px.
Ob negativnem delu abscisne osi ni nobene parabolne
totke, ker so za negativne abscise ordinate nemogoce.
Za x =0 je y=10;"pa-
rabola se zaéne v koor- Y Slika 64.
dinatnem izhodid¢u. Od ;
x=0 do x=-co pripadata M/
vsaki parabolni abscisi
dve nasprotni ordinati,
ki se daljSata, ¢e se veéa
vrednost za x. Parabola
se torej razteza ob pozi-
tivnem delu abscisne osi
somerno v neskonéno
daljavo. Abscisna os je X
obenem parabolna os. —

Za x =L je y = p. Tetiva, ki.gre skoz ZariSte in
stoji pravokotno na parabolni osi, se imenuje para-
meter; njegova dolZina je = 2p.

Ploskev parabolnega izseka, ki ga oklepajo pa-
rabolni lok in koordinati x, in y; katerekoli tocke M,
na paraboli (slika 64.), dolo&i§ tako-le. Ako razreZes
izsek ON,M, z daljicami, ki so vzporedne ordinati
v, = M,N, na ozkih progah, ¢ijih Sirina je = dx, razpade
omenjeni izsek na mnogo pravokotnikov. Plo&¢ina
enega teh pravekotnikov je = y-dx in vsota vseh
pravokotnikov je doloteni integral navedenega izraza
od:- x = 0-do:x = xj, t.j-v znakih

Temenska para-
“bolna enacba.

Tolimadenje para-
bolne enadhe.
Parameter,

Ploséina para-
bolnega izseka.



|| Lega premice z
ozirom na para-
bolo. Enadba pa=-
rabolne tangente

Lastnost para
bolne subtan-
gente.

Enacba para-
bolne normale.

Lastnost para-
bolne subnor-
male.
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e fy-dx.
(1}

Ako postaviS za y vrednost iz parabolne enadbe,
najdes

P:f}dx:fﬁjix'-dx = Vz_pﬁc-%-dx =
(i} 0 0

e SR B R ]
=V2p. 3 X10 = gx1V 2px; = 3 X1y,

ker je namred po parabolni enaébi /éﬁ}l = T

Parabolniizsek, ki ga oklepajo para-
bolni lok in koordinati skrajne toéke na
tem loku, je torej = %2 produkta iz koor-
dinat skrajne toéke.

Lego premice z ozirom na parabolo doleéis
istotako, kakor se dolofa lega premice z ozirom na
elipso.

Enatba parabolne tangente je y;y=p (x;-+x),
najdeS jo na isti nacin kakor pri elipsi.

Iz enacbe parabolne tangente dobi§ za absciso
tiste totke, v kateri preseka tangenta abscisno os,
izraz x = — x;. Potem je subtangenta = x, — x = 2x;,
t. j. subtangenta je enaka dvojni abscisi
dotikalis ¢a.

Enacbo normale najdeS pri paraboli istotako
kakor pri elipsi

peme e G

Iz enacbe parabolne normale dobi§ za absciso
totke, v kateri preseka normala abscisno 0s, izraz
x = p -+ x;. Potem je subnormala = x — x;, =p, t.j.
subnormala je enaka polovici parametra.

Naloge. ‘

1. Doloé¢i temensko enatbo parabole,
Ki gre skoz to¢ko M; (3, 3), ter jo nadrtaj!

Razre8itev. Koordinati totke M, ustrezata pa-
rabolni enatbi. Iz te pogojne enatbe izves parameter.
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Razdalja parabolnega Zari$€a, oziroma parabolne
vodnice od koordinatnega izhodi§¢a je — 1 parametra.
¥® = 8x. Napravi sliko!

2. Kolik je
parabolniod- Y
sek, ki ga od-
rezZze premica
-y=x—8o0d pa-
rabole y?=4x? 5

I.{az1.'e§1tev. X@ 78 -
Premica in para- i
bola imata skupni |
totkl M, (4, —4) in ]
M, (16, 8) (slika 65.).
Absciso tocke M3 Y.
doloéi§ iz prémic-
ne enacbe; Mjs (8, 0). Ploskev, ki jo oklepata parabola
in premica, je sestavljena iz parabolnih izsekov O M,P,
in OM{P; in iz pravokotnih trikotnikov M3;P>M, in
M4Py My, v znakih

= OMP; — M3PsMy -+ OM P, + M3P My —
= §%y2 — {y2 (02 — X3) + $x1 1 Fya (X3 — xg) = T2
Ordinate se jemljejo vradun kakor absolutne koliCine.

3. Doloédi pri paraboli 2= 2x enacbo
normale, ki gre skoz totke M (1, 4)!

Razre§itev. Koordinati x; in y, parabolnega
dotikalig¢a je treba dolo&iti. Koordinati totke M
ustrezata enatbi -parabolne normale, koordinati do-
tikali§€a pa parabolni enacbi. Iz teh pogojnih enacb
najde$ x; = 2 in y, = 2. Enatba parabolne normale
je potem y + 2x = 6.

4V kateri toéki parabole y2 = 12x sta
si tangenta in normala kakor 2:3°? i

Razreditev. Koordinati dotikali8¢a M (x;, y,)
ustrezata parabolni ena&bi, v znakih y,2 = 12 x,. Pre-
selis¢i tangente, oziroma normale z abscisno osjo
se dasta iz enadb tangente in normale dolo&iti in
sta My (— x;, 0) in Ms; (x; -} 6, 0). DolZina tangente

Slika 65. AL

s e




Pogevynokotno
soredje.
Tegajno (polar-
no) soredje.
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je = V' (@x,)2 2 in dolZina normale = |/ p2 | y.2.
Po nalognem pogoju je potem

V@x? -+ 92: V36 +p2 = 2:3.

Iz navedenih pogojev najde§

X1 — $in y; = + 4.

RazreSi Se naslednje naloge:

5. Dolo¢i lego premic a) 4y — x = 12, b) 4 |- 8y =x,
¢) bx — 2y 10 = 0 z ozirom na parabolo y2 = 3x!

6. Nadrtaj skoz totki M; (2, y; >> 0) in M (18, y,<0)

parabole y2 — 8 x premico ter dolo¢i ploskev, ki jo okle-
pata premica in parabola!

7. Dolo¢i dotikalne koli¢ine pri paraboli y2 = 5x
za. tocko, Cije abscisa in ordinata sta enaki!

8. Doloéi pri paraboli y2 — 3 x enacbe onih tangent
ki stoje pravokotno na premici x — 2y = 1!

9. Kolike kote tvorita premica 3x |- y = 12 in para-
bola y2 = 6x v presetis&ih?

10. Natrtaj skoz totko M; (2, y; > 0) parabole y2—
— 8 x tangento in normalo ter dolo¢i ploskev, ki jo okle-
pajo a) tangenta, parabola in ordinatna os, b) tangenta,
normala in ordinatna os!

11. Nadrtaj iz totke M, (— 6, O) tangenti na para-
bolo y2 = 6 x ter dolo&i ploskev, ki jo oklepajo tangenti
in parabola!

12. Dolo&i pri paraboli y2 = 12x enalbo normale,
ki gre skoz totko M (9, 0)!

§ 37. PoZevnokotno in polarno soredje. Pretvorba koordinat.

Razen pravokotnega soredja se rabi tudi
pofevnokotno in polarno soredje.

Soredje se imenuje poSevnokotno, &e stojita
koordinatni osi poSevno druga na drugi. Naklonski
kot koordinatnih osi mora biti v takih sluéajih do-
loden. Ako naélrta§ iz to¢ke M vzporednici koordinat-
nima osema, najde$ na teh oseh odseka (poSevno-
kotni koordinati tocke M), ki dolotata lego
toéke M z ozirom na dotiéno poSevnokotno soredje.
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Dolodena toéka O in nepremakljivi poltrak OX
iz te totke (slika 66.) tvorita teajno ali polarno so-

redje. Totka O se zove telaj ali pol, poltrak 00X

pa telajna ali polarna os. Lego tocke M z
ozirom na polarno soredje do-

lo&is, ako pove§, kolika je raz- Slika. 66.

dalja totke M od tefaja O in M
kolik kot tvori ta razdalja s
polarno osjo. Razdalja OM =r
se zove prevodnica, Kkot 2 \
MOX = ¢ -pa polarni kot. O X
Prevodnica r utegne imeti vse

mogote smeri in ne dobiva nobenega predznaka;
polarni kot ¢ se Steje od 00 — 3609,

Véasih je treba enatbe dolofenih geometrijskih

ért iz enega soredja pretvoriti v kako drugo soredje.
Tako pretvoritev izvrsi§, ako poiSce§ najprej, v kak-
gni zvezi so koordinate ene in iste tofke, leZele v
doti¢ni ¢rti, z ozirom na obojni soredji (pogojni
enatbi za pretvarjanje) in potem zamenis s pomodjo
teh pogojnih enadb koordinati prvega soredja s ko-
ordinatama drugega soredja. N. pr.
: Ako pomakne¥ pri elipsi (slika 59.) koordinatno
izhodi%le iz srediSa v levo teme velike osi tako, da
ostane ordinatna os vzporedna svoji prvotni legi,
postane abscisa vsake elipsne tofke za polovico ve-
like osi daljSa, ordinata pa obdrZi svojo prvotno
velikost, v znakih § = x -+ a in 5 = y, kjer pomenita
£ in 7 koordinati elipsne totke z ozirom na novo
soredje. Ako postavi§ vrednosti za x in y iz nave-
denih pogojnih enadb v b2x2 | a?y® = a?b? najdes
temensko elipsno enacho

it

P 2hte BB gpp B

i

ali ¢e zaznamujes§ koordinate elipsnih tock zopet z
navadnimi znamenji x in y, je

yzzgpx_lﬂf

a

Tecajna (polar- |

na) os. — Tecaj. |

— Prevodnica. — |

Teéajni (polarni) |
kot.

Pretvarjanje
enachb iz enega
soredja v dmgo ¢
soredje.

Temenska
elipsna enadéha.



|
1
l

Temenska hiper-

. bolna enadba.

Polarna enaéba
premice.
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Ce pomakne$ pri hiperboli (slika 62.) koordinatno
izhodisce iz srediS€a v desni vrh glavne osi tako,
da ostane ordinatna os vzporedna svoji prvotni legi,
se zmanjSa abscisa vsake hiperbolne to&ke za polo-
vico glavne osi, ordinata pa obdrZi svojo prvotno
velikost, v znakih §=x-—a in 7 =y Na isti nadin
kakor zgoraj najdeS temensko hiperbolno
enacho :

y? = 2px | 25

Temenske enacbe, in sicer
krogova y* = 2rx — x?2
elipsna 3> = 2px — P?“'z.,
hiperbolna y* = 2px - P_;:?,
parabolna y? = 2 px

kaZejo, da so ordinate, ki pripadajo enakim abscisam,
pri krogu in elipsi manjse, pri hiperboli pa vedje od
parabolnih ordinat, in da so abscise pri krogu in
elipsi omejene (x = 2r, oziroma x = 2a), pri hiperboli
in paraboli pa neomejene. Pri krogu je parameter
enak premeru. Elipsa preide v krog, e se Zarisci
stikata s sredi$tem.

N

Polarne enacbe za pre-
mico, krog, elipso, hiperbolo
in parabolo najde§ takole:

Ce se pri polarnem in
pravokotnem soredju stika
tec¢aj (pol) s koordinatnim iz-
g hodig¢em in polarna os s
XqO \X_ pozitivno abscisno osjo, je

24 X =_ricof g in p—r 8in. @
(slika 67.). Ako postavi§ te vrednosti za x in y v nor-
malno enatbo preme &rte, t. j. v sin ¢,y - cosgx —p=0,
najdes polarno enatbo preme &rte

Y Slika 67.

M

P
cos (—))
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Isto enacbo najded tudi iz pravbkotnega trikotnika
v sliki 67. po trigonometrijskih pravilih.

Ce imata pri krogu po-
larno in pravokotno soredje
isto medsebojno lego kakor
pri premici, je p = o cos @y,
di— o SIME X — T COSIpP AN
y = rsin ¢ (slika 68.). Ce po-
stavi§ te vrednosti v obéno
krogovo enatbo,t. j. v (x—p)* -
~+ (y—q)? = a?, najdeSnjegovo
polarno enacbo ’

Slika 68.

1% — 210 cos (p — ¢;) = &° — ¢%

Isto enatho dobis tudi iz trikotnika OSM v sliki 68,
po izreku o kosinusih. Iz navedene polarne enadcbe
sledi

r =g cos (p— ;) + Va>—¢®sin® (¢ — ¢y).

Ce se pri elipsi tecaj stika z levim ZariS¢em
(slika 59.) in ima polarna os smer pozitivne abscisne
osi, je r=GM=a+ = in x = OP= 0G, | GP =
= — e-}-r cos ¢. Ce iztrebi§ x iz navedenih enaclb,
najde$ polarno elipsno enacho

n? — g? i B2 e b2:a e P

= — et e A

T T e T 9
a—ecoso a-—ecos l—z—coscp l—ecose

kjer pomeni & = g §teviléno (astronomijsko)
izsrednost.

Ce se pri hiperboli ted¢aj stika z desnim Zaris€em
(slika 62.) in ima polarna os smer pozitivne abscisne
osi, je r=GM =% —3a in x=O0P= 0G, + GP =
= e -+ r cos ¢. Ce iztrebi§ x iz teh enalb, najdeS po-
larno hip erbolno enatbo

ez — g2 b2 b2:a Var P

¥ i — e = - =

a—ecosgy a—ecosy 1__%cos;p 1—ccos ¢

kjer pomeni & = ° ¥tevil&no (astronomijsko)
izsrednost.

Polarna exadha
kroga.

Polarna enacha
elipse.

Polarna enadba
hiperbola.



Polarna enacba
parabole.
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Ako se pri paraboli tedaj stika z ZariS¢em in
ima polarna os smer pozitivne abscisne osi, je r —
— GM = MC = DE = p - GE in GE = rcos @
(slika 63.). Ako iztrebi§ GE iz navedenih enafb, naj-
deS polarno parabolno enacho

P

I 1—cosg

Polarne enatbe za elipso, hiperbolo in parapolo
se razlikujejo med seboj samo po njih Stevil¢éni iz-
srednosti & ki je pri elipsi manjSa od enote, pri
hiperboli ve&ja od enote in pri paraboli enaka enoti.

Naloge.

1. Zameni x=§+m iny=%s-+n venacbah
a) b2 -+ a?® = a%? b) b%x® — a?y® = a®b? c) y® = 2px,
primerjaj v vsakem slufaju urejeni re-
zultat s prvotno enadtbho ter povej, kaj se
izpremeni pri tej enacbi, kaj pa ne!

9. Izrazi hiperbolno enatbo 7x2—9)°=63
v soredju, ki ima izhodis&e v tocki M, (3,—2)
in ¢igar osi sta vzporedni osema prvot-
nega soredja!

Razrefitev. Napravi primerno sliko! Abscisa
vsake hiperbolne totke je v prvotnem soredju ftri
dolgostne enote daljSa nego v novem soredju, v zna-
kih x = § 4+ 3; ordinata vsake hiperbolne \to¢ke pa
je v prvotnem soredju dve dolgostni enoti krajsa
nego v novem soredju, v znakih y = 5 — 2. Ce
postavi§ te vrednosti v navedeno hiperbolno enacbo,
najdes

2 78 428 — 992 - 36 = 36,
ali ¢e zaznamuje$ koordinate hiperbolnih to€k zopet
z navadnimi znamenji x in y, je hiperbolna enadbha
v novem Ssoredju

Tx2 - 42x —9y% | 36y = 36.
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~

3. Pretvori enacbo elipse 4x2 — 16x |
-+ 9y2 — 18y =11 na obliko srediSéne enacbe!

Razreditev. Po pogoju naloge morata &lena
s premenljivkama v prvi potenci izginiti. Ce postavig
v navedeno enatbo x = &-+m in y =5 - n, kjer po-
menita m in n $e nedolodeni vrednosti, najdes

4(5+ m) — 16 (5 m)+9(y +n)2 —18(nn) = 11
ali urejeno
48 1 (8m— 16)§ - 97* + (18n — 18) n —
=11 — 4m? - 16m — 9n® - 18n.
Clena s premenljivkama v prvi potenci izgineta, Ce

sta dotidna koeficienta = 0, v znakih 8m — 16 =0
in 18n — 18 = 0; torej jem = 2 in n = 1. Potem dobi

elipsna ena&ba obliko
48 |- 97® =36 ali 4x? - 9y* = 36.

4 Pretvori enaébo y> — 10y — 6x =16 na
obliko y? = 2px!

Razreditev. Po nalognem pogoju mora &len 8
premenljivko y v prvi potenci in znani €len izginiti.
Ce postavi$ v navedeno enafbo x=§-}-m in y n—n
ter uredi$ rezultat, najdes

7?4+ (2n —10)y — 6E =15 — n*> - 10n |- 6 m.
Z ozirom na nalogni pogoj mora biti 2n — 10 =0

in 15— n?--10n-+6m=0; torej je n=>5 in m=—2%,
Pretvorjena enatba je 52 = 6§ ali y* =6x.

b. Poi§li geometrij-
skomesto onih toék M, pri e 00
katerihimarazmerjemed ¢— —— —M

razdaljamatoc¢ke M oddo-
loédene toéke G in dolole- :
ne premice AB vedno isto / 5
. MG Ve :
vrednosts v zpakih o= — & D —X
(slika 69.) =
Razreditev. Ce poloZis :
polarno soredje skoz dolofeno totko G tako, da
stoji podaljSana polarna os pravokotno na doloéeni
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premici AB, je MG = r in MC = DP= DG + GP =
= DG -}-rcos ¢. Iz nalognega pogoja najdes

e+ DG
1—=scos¢

Ce zaznamuje§ ¢- DG = p (t. j. prevodnica za ¢ = 90°),
se izpremeni enaclba geometrijskega mesta, ki ga
isCes, v

il R P

1—=cose

Ta enadba predstavlja: 1. elipso za & < 1, 2. hiper-

bolo za & > 1, 3. parabolo za ¢ = 1.

RazreSi Se naslednje naloge:

6. Pretvori naslednje enatbe z ozirom na novo pravo-
kotno soredje, ki ima izhodiS¢e v dolofeni totki M in
Cigar osi. sta vzporedni osema prvotnega soredja, in sicer:

a) bx—6y = 80 z izhodiStem v to¥ki M; (—2, 3),

b) -’52-{"3’2 =25 » » » » M, (3, 5)1
C) 4x2 + 9y2 — 80 ” ” ” » MS (_ 47 0)1
C) 9x%— 163’2:1.44 ” ” ” ” "Mé (_ 1’ 4)’
d) yz — i 2 » » ” M; (0, 5).

7. Pretvori elipsno enacbo:

~a) 9x® |+ 4y? — 36x — 24y |- 36 = 0,
B) 16y2 — 32y - 9x% | 36x — 12

" na obliko sredii¢ne enadbe!

8. Pretvori hiperbolno enat¢bo

a) 16x2 — 96x — 9y2 -|- 36y = 36,
b) 4x® — 9y? — 16x — 18y — 29

na obliko sredii¢ne enacbe!

9. Pretvori parabolno enacbo

a) y2 — 6y — 8x = 63, b) y> — 12x |- 12y — 108 na
obliko temenske enadbe!

10. Kaj predstavljajo naslednje enacbe:

a) 4y? — 9x* — 36, b) y? = — 6x,
¢) y2=4x — 5, =
d) 4x? — 8y = 13, o) 2+ 8x—12y =0,

f) 321 22 — 8y | 8=0.
g):25x% — 4y |- B0x — 16y |- 9 = 0.
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& 38. Elipsa, hiperbola in parabola so stoZkoseénice.

Ako presekamo plas¢ pokonénega stoZca z rav-
nino, ki stoji pravokotno na osjem preseku ABC in
tvori s sto¥&evo stranico BC kot § (slika 70. 1), dobimo
krivo &rto EMD za preset- 1L
nico, ki jo hofemo v na-
slednjem nekoliko natandé-
neje spoznati in doloéiti.
Ce izberemo v krivi pre-

Slika 70.

setnici EMD totko M ter poloZimo skoz to tofko
ravnino GMF, ki je vzporedna stoZevi osnovni ploskvi,
stvorimo preseénico MP, ki mora stati pravokotno
na DE in FG; zakaj MP je preseinica ravnin EMD
in GMF, ki stojita pravokotno na osjem preseku ABC.
Da najdemo enaflbo krive &rte EMD, poloZimo skoz
totko F, ki ima od stoZlevega vrha Crazdaljo EC = a,
pravokotno soredje tako, da se pozitivna abscisna
os stika z ED in_ da le%i ordinatna os v ravnini
preseénice EMD. Potem sta daljici EFP = xin PM =y
koordinati totke M. Ker je ravninski presek GMF
krog, je

F e R S e e S

Iz trikotnika GPE najdemo po izrekih o sinusih

Matek, Geometrija II. ; 9g.
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GI’:gi_Mx;

: siny
iz trikotnika DPF najdemo po istem izreku

__ sin(f— zz)
Pri= sin (180 — (DE Y x)’

in iz trikotnika DEC je po istem izreku

sin a
DE = g0 @

Ako postavimo vrednosti za GP, PF in DE v enatbo L,
dobimo za krivo &rto EMD enalbo

Q i
B L Lr.i!g;;nﬁ _smﬁzliﬁ;_i e
v kateri so kolitine a, a in y stalnice, kot g pa utegne
imeti razli¢ne velikosti.

Dokler je 3> a, zadene presetna ravnina, ki
gre skoz tolko E, vse stoZCeve stranice. Enacba II
ima v tem sludéaju obliko temenske elipsne enacbe,

kipreide vtemensko krogovo enacbo y>=2axsin ; —x2,
¢e postane § = 180° — 7.

Ce je 8 = a, je presefna ravnina, ki gre skoz
totko E, vzporedna stoZevi stranici AC. Enatba IL

dobi v tem slutaju obliko y* =2y ¢ j oblika

temenske parabolne enacbe. Primerjaj sliko 70. IL!

Ako je 8 < a, je sin (f —a) negativen in enatba
II. dobi potem obliko temenske hiperbolne enatbe.
Preseéna ravnina, ki gre skoz toCko E, je v tem
sluéaju vzporedna dvema stoZéevima stranicama in
preseka tudi plasé nasprotnega stoZca (druga hiper-
bolna veja). Primerjaj sliko 70. IL!

§ 39. Ponavljalne naloge.
A. Iz trigonometrije vzvezigsplanimetrijo.

1. Doloéi ostre kote, ki ustrezajo enacbam:
a) sin x - cos x = &;
b) sin2xcosx — 231nx—|—T = 0;
¢) 6sin’x - 8cos?’x = 7sin2x;
é) §secx +6tgx =3 cosx.
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9. Razredi naslednje goniometrijske enacbe:
a) 3secix '8 = 10sec’s;
b) sindx — 2sin2x = cos x;

1—cos2x
¢) cosx = Lsinx} i

: smx—{—2cosx _ 142V8,
9 dsinx—cosx 43’

& wx _ o

tgx tg2x 2

8 |/1+th | 3/ tgx 2o
tng 1-]—th ’

£) sin®x - cos? = # in cos’ — sin?y = §;

g) 9tgx | tgy =4 in 2 cotgx - 4cotgy ='1;
h) Hsin @ _l_ gsiny — 4 in 3. 5sin i 2.35in_1; e 5;

i) yt8* =64 in y S—-l--n——x_i" ik B

3. Tangenti dveh kotov sta v razmerju 5:4; ko-
lika sta kota, ako zna$a njuna vsota 87° 34" 17"?

4. Enacbi 4'¢>+tv — 8 in 16 &'~ —*'v — 8§ dololu-
jeta dva trikotnikova kota; kolik je tretji kot?

5. Koliki so trikotnikovi koti, ¢ijih tangente so
izrazene s tremi zaporednimi celimi Stevili ?

6. Nadrtaj in razresi pravokoten trikotnik:

a) ako meri obseg 12m in eden izmed ostrih
kotov 221’ (= 4%);

b) ako merlta kateti skupaj za b m ve€ nego hipo-
tenuza in eden izmed ostrih kotov 52}’ (=_30°—|—%")

¢) ako merita kateti skupaj 7m, hipotenuza pa 5m;

¢) ako meri bhipotenuza 8 m, kateti pa se razli-
kujeta za 2 m;

d) ako merita hipotenuza in ena kateta skupaJ
25 m, druga kateta pa 15 m;

e) ako meri ena kateta 3 m, druga kateta pa je
2 m manjSa od hipotenuze;
; f) ako je ena kateta za 2m manj$a od hipo-
. tenuze in tej kateti nasprotni kot = 756" (= 450 -}-30°) ;

g) ako razdeli razpolovnica enega ostrega kota
nasprotno kateto na 3 m in 4 m dolga dela;

9%
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h) ako meri hipotenuzi pripadajoca visina 24 m in
se razlikujeta projekciji katet na hipotenuzo za 14 m;

i) ako meri vsota ene katete in hipotenuzi pri-
padajode visine 9 m in eden ostrih kotov 67}°
(= 40 44895

J) ako meri ena kateta 6 m in polmer vértanega
kroga 2 m.

7. Razresi pravokoten trikotnik:

a) ako meri obseg 24 m in plo8fina 24 m2;

b) ako meri obseg 132 m, vsota kvadratov nad
stranicami pa 6050 m2;

c¢) ako merita projekciji katet na hipotenuzo 2:8m
in 3D m;

¢) ako meri ena kateta 25 m, projekcija druge
katete na hipotenuzo pa 15 m;

d) ako je hipotenuza = 128 m in njej pripada-
jodéa viSina = 456 m;

e¢) ako meri vsota katet 14 in veéji kateti pri-
padajota srednjica 2 /' 13.

8. Nadrtaj in razreSi enakokrak trikotnik:.

a) ako meri obseg 980 m in osnovnici pripada-
jota visina 350 m;

b) ako meri krak 9 dm in njemu pripadajoca
viSina 54 dm;

¢) ako je kot na osnovnici = 67}’ in vsota iz
osnovniéne in krakove viSine = 10 dm.

9. Nadrtaj in razresi poSevnokoten trikotnik:

a) ako meri obseg 12 m in kota na osnovnici 75°
in 521°; 2

b) ako meri obseg 15 m, viSina 3 m in en kot na
osnovnici 45°; : s

c¢) ako je razlika dveh stranic = 2 m, tretja stra-
nica = 72 m in tej stranici nasprotni kot = 609

&) ako je stranica b = 81 m, nasprotni kot f =
= 7H% in vsota ostalih stranic = 12 m;

d) ako merita osnovnici prilezZna kota 60° in 45"
in viSina 25 dm;
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e) ako je viSina v, = 4D m, stranica b = 6 m
in srednjica s, = 72 m;

f) ako merita dve stranici bim in 7{m in sred-
njica tretje stranice 6 m; ;

g) ako merijo stranica a = 8 m, viSina v, = 5 m
in visina v, — 6 m;:

h) ako je vi§ina v, = 3 m in somernica kota a =
— 7H° enaka 4 m;

i) ako merijo viSine po 10dm, 12 dm in 14 dm;

J) ako meri stranica a = 7 m, njej prileZni kot
y-=521"in polmer vértanega kroga 2} m.

10. Razresi poSevnokoten trikotnik:

a) ako je vsota dveh stranic 67395 m in Ce me-
rita nasprotna kota 39° 14’ 37” in 549 18" 43"

b) ako sta dve stranici v razmerju 9:8, razlika
nasprotnih kotov'= 42°28 in tretja stranica = 87 m;

(i

c¢) ako merita stranici, ki oklepata kot 67° 34" 17",
skupaj 19 m in vsota kvadratov teh stranic — 185 m2;

¢) ako so stranice v razmerju 5:8:9 in vsota
kvadratov nad stranicami = 680 m2;

d) ako je plosfina = 721 cm?2, ena stranica =
= 121 em in eden prileZnih kotov = 690 28’;

e) ako je ploéina 15 m2, vsota dveh stranic 13 m
in vsota kvadratov teh stranic 89 m?;

f) ako je plostina = 935 m2 in fe merita dva:
kota 100° 43’ 14” in 55° 8 10”;

g) ako merita dve stranici skupaj 384 m, eden
" nasprotnih kotov = 52° 38’ 10” in polmer odrtanega
kroga = 126 m;

h) ako je viSina b m dolga in njeno podnoZiste
po 2 m in 3 m oddaljeno od prileznih stranic;

i) ako je kot a — 105° 9’ 80", kot B = 360 41’
in razpolovnica prvega kota po = 7'2D m;

Jj) ako merita dva notranja kota 50° 12'°25" in
74° 4’ 40” in polmer vértanega kroga ¢ = 250 mm.
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11. Plo&¢ina pravokotnega trikotnika meri 28 m?
in eden ostrih kotov 42° 38’ 20”; kolika je krajSa
kateta in kolika hipotenuza?

12. Koliki so koti pravokotnega trikotnika, €igar
stranice tvorijo a) aritmetiéno, b) geometrijsko po-
stopico?

13. Razdeli osnovnico enakostraniénega trikot-
nika na tri enake dele ter spoji razdelis¢i z nasprotnim
ogliS¢em; na katera dela se razdeli na ta nacin kot
ob vrhu?

14. Razdeli osnovnico a — 30 dm enakokrakega
trikotnika na tri enake dele ter spoji razdeliS¢i z
vrhom ; kako se razdeli kot a = 40° 16’ ob vrhu?

15. Razdeli kot ¢ = 63° ob vrhu enakokrakega
trikotnika s poltrakoma na tri enake dele; na katere
dele razdelita poltraka osnovnico a = 50 dm?

16. Nacértaj v enakokrakem trikotniku, ¢igar krak
meri 4 m in kot ob vrhu 521°, osnovnici vzporednico
tako, da je njena dolZina enaka vsoti spodnjih kra-
kovih odsekov; kolika je ta vzporednica in kolika
njena razdalja od vrha?

17. Stranice nekega trikotnika so a = 15 m, b =
= 17 m in ¢ = 24 m; kolika je razpolovnica najvec-
jega kota in kolika srednjica najmanjSe stranice?

18. Trikotniku s stranicami 195 em, 169 em in
182 em je vértan -krog; kolika je ploSfina onega
trikotnika, ki ima oglid€a v dotikaliS¢ih vertanega
kroga?

19. Koliki so koti trikotnika, v katerem sta stra-
nici a in b v razmerju 5:12 in nasprotna kota v
razmerju 1:39

20. Trikotnikovi stranici a in b merita 8 m in
5 m, nasprotna kota pa sta v razmerju 2:1; kolika
je tretja stranica?

21_. Od kraja ¢ na neki ravni cesti vodita na
desno in levo obstranska ravna pota, ki tvorita s
cesto kota 450 in 640° Na prvem potu se nahaja v
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razdalji 34 km od C kraj A in na drugem potu v
razdalji 53 km od C kraj B. Kako dalef sta kraja
A in B narazen?

22, Na premicah, ki se sekata v kotu 60° sta
~ tocki A in B 31 m oddaljeni druga od druge. Ako
premaknes totko A 20 m proti presecis¢u, meri raz-
dalja totk A in B 21 m. Kako dalef sta tofki A in
B oddaljeni od presetiSca?

23, Mo#, ki ima oko 1'6 m nad tlemi, gleda na
65 m visok stolp, ki je 85 m oddaljen od njega; v
kolikem kotu vidi stolp?

24. Kolik je krogov odsek, ki pripada srediSc-
nemu kotu 420 13’, e meri polmer 12°6 m?

25. Kolika je ploskev med vzporednima tetivama
~a= 4dm in b = 6dm, ki sta 2 dm oddaljeni druga
od druge? J

26. Tetiva razdeli premer, ki stoji na njej pravo-
kotno v razmerju 3:1; v katerem razmerju razdeli
ta tetiva a) krogov obod, b) krogovo plos¢ino?

27, Dva obodna kota istega kroga sta v razmerju
2:1, pripadajoci tetivi pa v razmerju 3:2; kolika
sta kota?

28. Vértaj krogu s polmerom r = 3 dm trikotnik
s stranicama a = 4dm in b = b dm ter dolo&i plo-
8¢ino liku, ki leZi med trikotnikovim obsegom in
krogovim obodom!

29. Krogu s polmerom r je virtan trikotnik, ki
sta mu kota a = 400 in 3 = 60°; razpolovisfa lokov,
ki pripadajo stranicam tega trikotnika, dolocujejo
oglisa drugega véirtanega trikotnika. Kako sta si
plo&éini teh trikotnikov?

30. Dva premera nekega kroga sta 360 21’ 40”
naklonjena drug proti drugemu; izmed tetiv, ki
spajajo Kkrajis¢a teh premerov, se neenaki tetivi
razlikujeta za 409 ecm. Kolik je premer?

31. Ako podalj8a$ krogov polmer r — 4 m za
1 m ter nadrtad iz tega Kkraji¥ta sekanto na krog
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tako, da sta njena odseka v razmerju 1:3, katero
smer ima sekanta (kolik kot tvori s podaljSanim
polmerom) ?

32. Razlika rombovih diagonal je 10 m in eden
notranjih kotov 500; kolika je stranica in kolika
plo&éina ?

33. Izratunaj stranice in diagonali paralelograma,
d¢igar obseg je = 40 dm, plosfina = 4 dm? in en kot
—30°1

34. Kolika je plos¢ina paralelograma, ako je
razlika neenakih stranic 4 dm, ena diagonala 14 dm
in tej diagonali nasprotni kot 64° 30’9

35. Kolike so stranice paralelograma, ¢igar diago-
nali sta 2 in 2 /3 in eden izmed kotov — 600%

36. Paralelogramova vi§ina, ki jo nadrtad iz
enega oglis¢a, preseka eno diagonalo v kotu ¢ = 68°
in jo razdeli v razmerju 7:3; koliki so koti in stranice?

37. Kolike so stranice enakokrakega trapeza,
¢igar diagonala meri 35 dm in tvori v enem krajiscu
s prileZznima stranicama kota 32° 40" in 440 10°?

38. Razresi trapez, v katerem meri krajSa vzpo-
rednica 21 em, kraka po 15 em in 12 cm in njun
naklonski kot 630!

39. Deltoidovi diagonali sta v’ razmerju 2:5,
ploSéina meri 10 dm?2 in kot, ki lezi diagonali ne-
somernici nasproti, meri 1150; kolike so stranice?

40. Razresi Cetverokotnik, ki je krogu s polmerom
r = 8°126 m vértan in v katerem merita dve nasprotni
stranici po 14 m in 13 m in prvi stranici prilezni kot
1060 15’ 37"

41, V Eetverokotniku, ki je krogu oértan, merita
dve zaporedni stranici 20173 cm in 74 em in prvi
stranici prileZna kota 460 46’ 31” in 870 12 207;.
kolika sta ostala kota in ostali stranici?
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B. Iz stereometrije vzvezi 8 planimetrijo
in trigonometrijo.

1. Povrgina enakorobne tristrani¢ne (¢etverostra-
ni¢ne) prizme je P = 2'66 dm?; kolika je viSina?

2. Pravokotni paralelepiped (kvader) s kvadratno
osnovno ploskvijo se preseka z ravnino, ki gre skoz
dva nasprotna osnovna roba; ¢e je ploS¢ina tega
preseka — p in e sta stranski in osnovni rob v
razmerju 4:3, kolika je paralelepipedova povrSina?

3. Stikajo¢i se robi pravokotnega paralelepipeda
(kvadra) so a = 1, b = 2 in ¢ = 3; kolike kote tvo-
rijo ti robi z dlagonalo kvadra ?

4 V kolikih kotih se sekajo kockine dlagona1e°

b. Stranski robi tristraniéne prizme so po 7 dm
dolgi in po 60° naklonjeni proti osnovni ploskvi, ki
je vértana krogu s polmerom r — 5 dm in ima kota
a = B0 7' in B = 70° 13". Kolika je prizmina pro-
stornina ?

6. Kolika je povrdina in prostornina pravilne
tristranine piramide, ¢ije osnovni rob je a=3 m in
stranski rob s = bm?

7. Kolika je prostornina pravilne Sesterostra-
ni¢ne piramide, ¢e meri osnovni rob 45 m in stranska
vi§ina 9 m?

8. Piramidi je osnovna ploskev kvadrat, ki se
mu da olrtati krog s polmerom r — 2 m; stranske
ploskve so enakostrani¢ni trikotniki. Kolika je po-
vriina in kolika prostornina ?

9. Visina pokonéne piramide s kvadratno osnovno
ploskvijo meri 231 ¢m; vzporedni presek, ki je 77 cm
oddaljen od osnovne ploskve, meri b625 ecm2 Kolika
je povrs§ina prisekane piramide?

10. Stranski robi pokoné&ne piramide, kateri je
osnovna ploskev pravokotnik s stranicama a = 26 m
in b = 18 m, merijo po, 38 m; v kateri razdalji od
vrha se mora napraviti vzporedni presek, da razdeli
piramido na dva prostorno enaka dela?
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11. Pravilni fetverostraniéni piramidi, kateri je
a osnovni rob in $a stranski rob, se vérta kocka
tako, da se zgornja kockina ploskev stika z vzpored-
nim piramidnim presekom: kako sta si prostornini
piramide in kocke? :

12. Ako poloZi§ skoz srediscéa treh stikajoéih se
robov dolofene kocke ravnino, kolika je povrsina
in kolika prostornina odsekane piramide?

13. Koliko so stranski robi in stranske ploskve
pravilnega tetraedra naklonjeni proti osnovni ploskvi?

14. Koliki so osnovni robi pravilne éetverostra-
ni¢ne (peterostranifne) piramide, ki ima bb778 dm?
prostornine, &e so stranske ploskve 68° 9" 24" na-
klonjene proti osnovni ploskvi?

15. Kolika je prostornina pravilne Sesterostra-
ni¢ne piramide, ¢e so stranski robi po 66° naklonjeni
proti osnovni ploskvi in &e meri polmer osnovni
. ploskvi vértanega kroga 3 dm?

16. Kako sta si plas¢ in povrSina pokonénega
valja, ¢igar osji presek meri 32 dm v obsegu in 60 dm?
v plo&éini?

17. Koliko plodevine se potrebuje za odprto va-
ljasto posodo, ki drZi 10 kI, ¢e sta viSina in premer
osnovne ploskve v razmerju 4:3°? '

18. Koliko mora8 polmer enakostraniénega valja
povedati, da postane pri isti viSini povrSina osem-
krat vedja?

19. Valj iz lesa plava na vodi tako, da je nje-
gova os vzporedna gladini vode in da gleda | njego-
vega premera izpod vode; kolika je specifiéna teZa
lesu ?

20. Dva pokon¢na po 2b cm visoka valja s pol-
meroma 44 em in 37 em stojita na isti ravnini drug
poleg drugega tako, da meri sredi§nica njunih
osnovnih ploskev 15 ¢m; koliko meri njuna preseéna
ploskev?
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21. Pravokotnemu paralelepipedu, €igar robi so
v razmerju 2:4:9, se odrtajo trije valji; kako so si
prostornine teh valjev?

22. V poSevnem valju meri znacilni paralelogram
75 dm? in pravokotni osji presek 98 dm?; koliko je
os naklonjena proti osnovni ploskvi?

23. Stranica pokonénega stoZca meri 89 cm in
razlika med vi§ino in polmerom znaSa 41 cm; kolik
je plasé?

24. Kolika je prostornina  pokonénega stoZca,
a) tigar povrdina je — 3 @& in stranica =— 2; b) Cigar
vi§ina meri 20 dm in ¢igar osnovna ploskev in plaS¢
sta v razmerju 8:17; ¢) Cigar plaS¢ je napravljen iz
krogovega izseka, s sredi§énim kotom 120° in s pol-
merom 14 m?

25. Povrsina pokonénega stoZca meri 92 dm? in
polmer osnovne ploskve 31 dm; kolik je sredid¢ni
kot krogovega izseka, ki ga stvori§ iz odvitega in
zravnanega stozlevega plaséa?

26, Kolika je prostornina pokonénega priseka-
nega stoZzca, a) ¢igar povrsina je = 150 m, plaS¢ = 6b =
in stranica = b; b) &igar polmera sta v razmerju 5H:4,
vedja osnovna ploskev = 100 dm? in viSina = 48 dm?

27. Kolika je povriina prisekanega stoZca, ki
ima 1000 cm® prostornine, &e je R:v:r = 10:7:3°?

28. Dolo&i pri pokonénem sto¥cu (prisekanem
- stoZcu) oni vzporedni presek, ki razdeli viSino po.
stalnem sorazmerju?

29. Ako preseka$ stoZec 2 m nad osnovno plo-
skvijo, stvori§ prisekani stoZec, ki ima 57 m3 prostor-
nine in &igar osnovni ploskvi sta v razmerju 9:4;
kolika je prostornina prvotnega stoZca?

30. Pokonénemu sto¥cu je vértan valj, &igar vi-
gina je enaka polovici sto%feve viSine; kako sta si
prostornini teh teles?

31. Pravilnemu tetraedru se verta stoZec in ofrta
valj; kako so si prostornine teh teles?
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32. Enakostrani¢nemu stoZcu je vértana kocka;
kako sta si prostornini teh teles?

33. Pokonden stoZec in enakostraniéen valj imata
skupno osnovno ploskev in enako povriino. Kolika je
stoZteva prostornina, ¢e meri valjev polmer 376 dm?

34. Kako sta si plasfa in kako povrsini enako-
strani¢nega valja in enakostrani¢nega stoZca, Ce sta
njuna osja preseka v razmerju m:n?

3b. Oértaj doloéenemu enakostrani¢nemu valju
enakostranien stoZec ter izrafunaj stoZevo stranico!

36. 1z pokonénega prisekanega stoZca (R, r, s)
se izreZe stoZec, igar vrh leZi v srediS¢u manjSe
osnovne ploskve in ¢igar stranice so vzporedne stra-
nicam prisekanega stoZca. Kolika je povrsina ostalega
telesa ?

37. Pokonénemu prisekanemu stoZcu (R, r, v) sta
vértana dva stoZca tako, da imata isto os in isti
osnovni ploskvi kakor prisekani stoZec; kolik je pol-
mer kroga, v katerem se sekata plaSca teh stoZcev?

38. Prisekanemu stoZcu (R, r, v) se vérta in ofrta
pravilna Sesterostrani¢na prisekana piramida; koliko
se razlikujeta prostornini prisekanih piramid ?

39. Ako zavrtiS pravokoten trikotnik zaporedoma
okoli katet a in b, sta si prostornini nastalih teles
kakor 3:4; &e pa zavrti§ isti trikotnik okoli hipo-
tenuze ¢, meri prostornina nastalega telesa 1200 .
Kolika je povrSina vsakega teh teles?

40. Trikotnik s stranicama a =5,b=29 in ¢=30
se zavrti okoli stranice a; kolika je povrSina in ko-
lika prostornina nastale vrtenine ?

41. Polmer pokon¢nega sto%ca meri 127 cm in
kot ob vrhu osjega preseka 72° 43’ 18”; kolika je
povrsina in kolika prostornina?

42. Xolika je prostornina pokonénega stoZca, Ce
je osjemu preseku 10 m2 plo&éine in ¢e meri kot ob
vrhu osjega preseka H00?
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43. Stozec ima 45 em3 prostornine in njegove
stranice so po 230 8 naklonjene proti osnovni ploskvi;
izra¢unaj polmer!

44, Povrsina pokonénega stoZca meri 20 dm?® in
vi§ina oklepa s stranico kot H5H?; izrafunaj viSino!

45, Plag¢ pokonénega stoZca je trikrat tolik
kakor osnovna ploskev; kolik je kot ob vrhu osjega
preseka ?

46. Kocki je oértan pokonden stoZec, ¢igar viSina
je dvakrat tolika kakor kockin rob. Kolik je kot ob
vrhu osjega preseka?

. 47. Na isti osnovni ploskvi, ki ima 512 em v pre-
meru, stojita dva pokonéna stoZca, katerih stranice
so oziroma po 78° in 200 naklonjene proti osnovni
ploskvi; kolika je povrdina in kolika prostornina
telesa, ki ga mejita stoZieva plasta?

48. Kolika sta polmera pokonénega prisekanega
stoZzca, Ce je plas¢ enak vedji osnovni ploskvi, stra-
nica = 1 m in 60° naklonjena proti osnovni ploskvi?

49. Izradunaj povrdino in ‘prostornino priseka-
nega stoZca, &Ge je razlika osnovnih ploskev 8 dm?
Ge sta oboda osnovnih ploskev v razmerju 5:3 in &e
so stranice po 459 naklonjene proti osnovni ploskvi?

50. V po¥evnem sto%cu meri znadilni trikotnik
25 dm? in osji presek, ki stoji pravokotno na znatil-
nem trikotniku, meri 42 dm?®; koliko je os naklo-
njena proti osnovni ploskvi?

51. Kolika je prestornina poSevnega stoZca, pri
katerem so stranice znaflilnega trlkotnlka S ——hit
S — A e =] )

52, Kolik je premer osnovne ploskve pri poSev-
nem stoZcu, ¢igar os je = 7m, najvecja stranica =
= 12 m in najmanj$a stranica — 8 m?

53. Kolika je os poSevnega stoZca, e meri viSina
12m, najdalj8a stranica 20m in najkrajSa stranica 15m?
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54. En kot enakokrakega trapeza meri 540, sred-
njica 28°'8 dm in razmerje vzporednic je 5:3. Ako
zavrti§ ta trapez okoli veéje vzporednice, kolika je
povriina in prostornina nastalega telesa ?

5h. Romb se zavrti okoli osi, ki gre skoz rombovo
oglisée in je vzporedna manjSi diagonali. Kolika je
povrSina in prostornina nastale vrtenine, e je rom-
bova stranica a =12} ecm in manjSa diagonala enaka
stranici ? : -

56. Kolika je povrsina krog'le, na kateri je kro-
geln krog, ki ima 24 ¢m v premeru, 8 em oddaljen
od enega tecaja?

57. Koliko se zmanj8a prostornina dolodene krog-
le, ¢e se povriina zmanjSa za | njene velikosti?

58. V kateri razdalji od osnovne ploskve moras
- presekati polkroglo z vzporedno ravnino, da imata
oba dela enaki povrSini?

59. Kapica in plas¢ krogelnega izseka sta v raz-
merju 2:)/5; kolika je visina krogelne kapice ?

60. Kolika je kapica krogelnega odseka, ki mu
pripada enakostranien stoZec?

61. Izratunaj prostornino krogelnega izseka, Ci-
gar povrina je dvakrat tolika kakor plosfina glav-
nega kroga!

62. V kateri razdalji mora§ kroglo, ki ima 10 dm
v premeru, presekati z ravnino, da sta krogelna ka-
pica in presedna ploskev v razmerju 3:2°?

63. Kraja A in B imata isto zemljepisno §irino
p = 48° 12’ 30" in sta 3094 km narazen; kolika je
razlika njunih zemljepisnih dolZin ?

64. Votla krog]a,l ki je 40 cm debela, se potopi
v vodi za $ njene debelosti; kako debela je krogelna
lupina, ¢e je specifitna teZa snovi 63 g¥
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65. Lesena krogla je 2 dm debela in se potopi v
vodi tako, da tvori gladina vode s krogelnim povrijem
krog, ki ima 16 em v premeru; kolika je specifitna
teza lesu?

66. Kako dale¢ mora stati lut od krogle (r==58 m),
da razsvetljuje ! njene povrSine?

67. Prostornina krogelnega izseka meri § # in
kot ob vrhu osjega preseka meri 120%; kolik je kro-
gelni polmer?

68. Povr&ina krogelnega odseka je enaka ploséini
najvetjega krogelnega kroga; kolik je sredi¥¢ni kot
krogelnega odseka?

#9. Kolik je sredif¢ni kot krogelnega izseka, pri
katerem sta odsek in pripadajoéi stoZec prostorno
enaka (Cigar kapica in plasé sta v razmerju 2:3)?
. 70. Kolika je povrSina in kolika prostornina

telesa, ki nastane, ako zavrti§ krogov izsek (odsek),
ki mu je sredi¥¢ni kot ¢ in polmer r, okoli premera,
ki je vzporeden tetivi pripadajotega loka?

71. Votla krogla s polmeroma R in r se pretvori
v pokonden prisekani stoZec, ¢igar osnovni ploskvi
imata ista polmera; koliko je stranica prisekanega
stoZzca naklonjena proti osnovnima ploskvama?

72. Krogla s polmerom r — 156 dm se preivori
v pokonéen sto%ec tako, da je njegov plasS¢ trikrat
vetji od osnovne ploskve. Kolik je premer osnovne
ploskve ?

73. Povrsini krogle in enakostrani¢nega stoZca
sta v razmerju 1:3; kako sta si njuni prostornini?

74. Kolik je polmer krogle, a) ki ima istotoliko
povr¥ino kakor pokonéen stoZec, &igar polmer meri
6 m in pri katerem je razmerje med viino in stra-
nico 4:5; b) ki se da vértati (oértati) pokonénemu
sto%cu, &igar polmer meri 12 dm in viSina 16 dm?

75. Doloteni krogli se virta pravilna tristrani¢na
" piramida, katere vigina in osnovni rob sta v razmerju
2:1; kolika je piramidina viSina?
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76. Doloceni krogli se olrta pokondcen stozee, €i-
gar viSina je Sestkrat tolika kakor krogelni polmer;
kolika je stoZéeva osnovna ploskev?

77. Pravilni ¢etverostraniéni piramidi z osnovnim
robom a in stranskim robom 9 al2 se olrta krogla;
kako sta si prostornini teh teles?

¥
78. Doloéeni krogli se vérta pokonéen stoZec
tako, da se njegova viSina razdeli v krogelnem sre-
diS¢u po stalnem sorazmerju; kolika je stoZteva pro-
stornina ?

79. Doloceni kocki se odérta krogla; v katerem
razmerju deli ena razsirjena kockina ploskev krogelno
povrsino (krogelno prostornino)?

80. Krogli (r = 8 dm) se vérta pokoncen stoZec
tako, da je njegova visina enaka premeru osnovne
ploskve; dolo&i povrSino in prostornino stoZca!

81. Iz krogle (r = 20 cm) se izreZe 16 cm debel
valj, Cigar os gre skoz krogelno srediScée; kolika je
povrdina in prostornina ostalega telesa?

82. Dolodeni krogli sta virtana (ofrtana) enako-
straniéen valj in enakostranien stoZec; kako so si
povrsine in kako prostornine teh teles?

83. Posoda ima obliko pokonénega stoZca s pol-
merom 3 dm in viSino 8 dm; ako vlije§ 6 dm visoko
vode v to posodo in v tej vodi potopi¥ kroglo s pol-
merom 11 dm, koliko se zviSa gladina vode?

84. Kolik je polmer krogle, ki je vértana pokoné&-
nemu prisekanemu stoZcu, ¢igar polmera sta R = 26
in p=107?

86. Pravilnemu tetraedru se vérta in oérta krogla;
kako so si prostornine teh teles?

86. Kolika je povriina in prostornina tetraedra
(oktaedra), &e meri polmer oé&rtane (vértane) krogle
6 dm? '

Y
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G Tz an alisiice

1. Povedaj (zmanjsaj) ,daljico s krajis¢ema M,
(3, 8) in M, (— 5, 2) v razmerju 2:3 (3:2) ter doloéi
novo krajisce!

2. Kako se glasi enacbha premice:

a) ki gre skoz totko M; (3,-5) in odreZe na
koordinatnih oseh odseka, ki sta v razmerju 3:4;

b) ki gre skoz totko M, (8, 3) in tvori s koordi-
natnima osema trikotnik 50 dm® plosCine;

¢) ki gre skoz totko M, (— 4, 3) tako, da razdeli
tocka M tisti del premice, ki lezi med koordinatnima
ovsema Vv razmerju 5:3; ,

¢) ki gre skoz tofko M, (1, 2) in je enako od-
daljena od toék M, (3, 3) in Mj (B, 2).

d) ki gre skoz todko M, (2, 2) in tvori s premico
2y =—x—6 kot 30°9

3. Koliko je preseliée premic y — 2x = 3 in
y — 3x -4 =0 oddaljeno od premice 5y -4x =7?

4. Dolodi podnoZisée pravokotnice, ki jo spustis
iz totke M, (2, 3) na premico 12y — 9x = 8!

b. Katera totka le%i somerno s tolko M; (8, 2)
Z ozirom na premico 4y — 3x = 24°?

6. Dolo&i kotom, Ki jih tvorita premici 12y —bx =
= 48 in 8y -} 15 x = 4, enachi somernic!

7. Katera tofka premice 4y — b x -+ 28 = 0 je
enako oddaljena od toék M; (1, b) in M, (7,— 3)?

8. Poigéi v premici x -y = 2 to€ko, ki je enako
oddaljena od premic 4y }+3x=0 in by} 12 x= 0!

9. Dolo&i v trikotniku z oglis¢i M; (—6, 3), M,
(—4,—11) in M3 (8, b) kot pri My, plos€ino in teziste!

10. Zavrti trikotnik, Cigar stranice imajo enacbe
y+x=38y4+38x=19in 3y —bx =1, okoli ordi-
natne osi do njegove prvotne lege ter izradunaj po-
vrsino in prostornino nastalega telesa!

Matek, Geometrija 1I. 10g.
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11. Pois¢i enacbam:
a) 4x2—3x1|4y2 7y —12% = 0,
b) 1632 — 96y < 9x% — 36x 36 = 0,
c) 9x2— 18x —4y2 — 16y {29 = 0,
& 3y2— 30y —12x —9 = 0

" geometrijska mesta ter dololi totke, v katerih pre-

sekata ta geometrijska mesta koordinatni osi!

12. Dolo&i lego totk M; (4, — 2) in M, (— 3, — 1)
z ozirom na krog x% -} y? —6x-4- 10y = 2!

13. Dolo¢i lego premice x |+ y=1 z ozirom na
krog x2—2x-+y?—2y+1 = 01

14. Kako leZita kroga x2 + y2 — 2y = 0 in
x2 L y2 — 2x = 0 drug z ozirom na drugega, in
kako se glasita enachi njune srediéé_r.lice in njune
potentne premice?

15. Poiséi enatbo kroga:

a) ki ima srediS¢e v abscisni osi, polmer r = 13
in se dotika premice 12x --by = 97;

b) ki gre skoz to¢ko M, (9, 2) in se dotika koor-
dinatnih osi;

¢) ki gre skoz totko M; (6, 3) in se dotika premic
4y =3x-+2 in 12y | bHx = 48!

16. Stranice nekega trikotnika so doloCene po
enatbah 2y = x+4, y-+x=2 in y=2x —1; kje
le%i srediSée odrtanega kroga?

17. Trikotniku z ogli§¢i A (— 2, — 2), B (1, 3) in
C (3, — 1) je ofrtan krog; kolika je ploskev med
kroZnico in trikotnikovim obsegom ?

18. Kolika je sredi§tna razdalja premice x —2y —
= 6 z ozirom na krog x2 4 y2 — 12x - 10y = 39°?

19. Dolo&i dolzino tetive x |+ y = 17 pri krogu
x2 --y2 = 169!

20. Kolik je srediS¢ni kot, ki pripada tetivi, le-
Ye¢i na premici 2x -+ y = 20 kroga x2 |- y* = 100?

21. Kolik je krogov odsek, ki ga stvori premica
2x + y = 10 na krogu x2 -+ y2 = 25°?



147

22. V kolikih kotih preseka premica y — 4x -
<7 = 0. krog x* | y2 = 10x?

23. Kolik kot oklepata tangenti, ki ju nadrtas
iz to&ke M; (0, 6) na krog x2 - y2 = 9?2

24. Koliki sta tangenti, ki ju nacrtas iz tocke
M (14, 2) na krog x2 -+ y? = 100, in kolika je raz-
dalja totke M; od dotikalne tetive?

95. Nadrtaj iz totke M; (7, — 1) tangenti na krog
x2 -+ y2 = 25 ter dolo&i dolZino in enalbo dotikalne
tetive !

26. Nadrtaj skoz presediséi premice y | 2x = 15
in kroga x2-} y2 = 50 tangenti ter razresi trikotnik,
ki ga tvorijo tangenti in dotikalna tetiva!

27. Kolike so dotikalne koli¢ine kroga x2 - y2 —
—4x —6y = 12 v todki My 5, 1 >0)?

28. Kako se glasijo pri krogu x2 - y2 = 289
(x2 4+ y2 |+ 12x } 16y = 69) enaclbi tangent, ki so
vzporedne premici 16x — 8y = 40 (12x -5y = 60)?

29. Dolodi v premici 3 x |4y =>50 tolko, ki leZi
najbliZje krogu x2 - y2 =25 (to je podnoZiste pravo-
kotnice, ki jo natrtag iz dotikali§€a vzporedne krogove
tangente na doloteno premico)! Kako enostavneje?

30. Pois¢i pri krogu, ki gre skoz totko M; (8, 1)
in se dotika koordinatnih osi, enacbo tangente, ki
stoji pravokotno na premici 4y — 3x = 6!

31. Poi&&i pri krogu, ki gre skoz tocke M (1, 2),
M, (4,1) in M; (9, 6), enatbe onih tangent, ki so enako
naklonjene proti koordinatnima osema (odreZejo
enake odseke na koordinatnih oseh)!

32. Nalrtaj skoz to¢ko M; (3, 3) premico tako,
da je enako oddaljena od sredisé¢ krogov x?-- y2 —
—2x+2y—2=0 in x2+ 32— 8x = 0. Kje in v
kolikem kotu preseka ta premica potentno premico
obeh krogov?

33. Zavrti premico 3y 4 4x 4 12= 0 okoli one
totke v tej premici, ki je srediSu kroga x2 --y2 —
— 2x — 6y — 6 = 0 najbliZja, in sicer toliko, da po-

10*
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stane premica krogu tangenta, ter dolo¢i velikost
tega vrieza!

34. Natrtaj iz totke M, (— 3, 0) tangento na krog
(x—1)2+ 92 =1 ter dolo&i odsek, ki ga odreie ta
tangenta na krogu (x — 4)2 4 y2 = 4! )

35, Naélrtaj iz tocke M; (10, 0) tangenti na krog
x2 - y2 = b0, zavrti potem lik ckoli abscisne osi ter
doloti povrSino in prostornino nastalega telesa!

36. Nafrtaj nad daljico 2a = 6 trikotnik, d&igar
kot ob vrhu je y = 309 ter dolo¢i geometrijsko mesto
za vrhe takih trikotnikov!

37. Doloé¢i geometrijsko mesto onih todk M, €ijih
razdalje od krajis¢ doloéene daljice 2a — 6 so v raz-
merju 5:4!

38. Kako se glasi enacba elipse:

a) 8 parametrom 7 2 in dolgostno izsrednostjo 3;

b) ki se dotika premice 8y |+ 3x — 50 v toéki
M (3, 4)°?

39. Katere toCke elipse Hx2 4 9y2 = 45 so od
Zaris¢ po 1% oddaljene?

40. Kak¥no lego ima premica y — 3x — 2 z ozi-
rom na elipso x2 -} 4y2 = 16°?

41. V Kkolikih kotih preseka: a) premica 2y =
= 7x — B0 elipso x2 - 4y2 =100; b) krog x2 32 = 16
elipso 9x2--25y2 = 2259

42. Kolik je premer elipse 9x2 |- 2bp2 = 225, ki
je vzporeden premici by — 4x = 15?

43. Kje in v kolikem kotu se sekata tangenti,
ki ju nadrta$ skoz presefis¢i elipse Hx2 | 9y2 =45
in-premice 3y |-bx= 3?7

44. Dolo€i dolZino in enadbo dotikalne tetive
onih tangent, ki ju nariSeS iz tofke M; (14, 1) na
elipso x2 |- 4y2 = 100!

45, Kolike so stranice, koti in plo§¢ina trikot-
nika, ki ga oklepajo tangenti iz to¢ke M; (7, — %) na
elipso 4x2 |- 252 = 100 in dotikalna tetiva?
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46. Kako se glasita pri elipsi 9x2 | 162 — 144
enatbi tangent, ki sta vzporedni premici by =2x {209

47. Doloti pri elipsi 4x2 - 9y2 = 36 enatbe onih
tangent, ki odreZejo na koordinatnih oseh enake
adseke! :

48. Nadrtaj iz tocke M; (0, 4) tangento na prvi
kvadrant elipse 4x2 - 9y2 = 36 ter dololi dotikalistu
dotikalne kolidine!

49, Subnormala neke to¢ke na elipsi x2 -4 y2 = 64
je 1 cm dolga; kolika je subtangenta iste totke?

50. Elipsa 16x2 |- 25 y2 — 400 se dotika premice
5y + 3x = 2b; kolik kot oklepata prevodnici v do-
tikaliséu ?

51. V katerih totkah elipse 9x2 -} 26y2 = 225
stojita prevodnici pravokotno druga na drugi?

52. V kateri to&ki prvega kvadranta elipse x2
~+ 4y2 =4 oklepata prevodnici kot 450°?

53. Iz katere todke prvega kvadranta elipse 9 x2 |-
—+ 25 p2 — 225 vidi§ dolgostno izsrednost v kotu 45°?

54. V kolikem kotu se vidi elipsa 9x2 162 =
= 144 iz toéke M; (1, 6)°?

Hh. Tretji del vedjega korena enacbe

VG—92=4B+Vx—9

je enak polovici velike osi pri elipsi z dolgostno iz-
srednostjo 48. Kolik je premer osnovne ploskve pri
enakostraniénem stoZcu, &igar pla3€ je enak elipsni
plo&é&ini ? :

56. V katerih toékah elipse h2x2 - a2y2 = a2h2
sta tangenta in normala enaki?

57. DokaZi, da tvori v vsaki elipsni totki normala
8 prevodnicama enaka kota!

58. Naélrtaj iz elipsnih ZariS¢ pravokotnici na
tangento ter doloéi, koliko sta podnoZis¢i teh pravo-
kotnic oddaljeni od sredisca!
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59. Kako se glasi srediSéna enacba hiperbole:

a) ki se dotika premice 6y = bx — 32 v tocki
My (x1: 3); :

b) pri kateri je x — 2y = 0 enatba asimptote in
y = x — 3 enalba tangente?

60. V katerih tockah hiperbole s parametrom

21 1 in z dolgostno izsrednostjo b ima pravokotnik,
stvorjen iz prevodnic, plo&fino 91 ¢m?2?

61. Enacba hiperbolne asimptote je 12y —bx =10
in sredis¢na izsrednost meri 13; kako se glasita enacbi
tangent, ki gresta skoz parametrovi krajis¢i, in ko-
lika je ploskev, ki jo oklepajo parameter in omenjeni
tangenti?

62. Kolik je trikotnik, ki ga tvorijo tetiva y —
= 4x — 12 hiperbole 16x2 — 9y2 = 144 in tangenti
v tetivnih krajiséih?

63. Kolik kot oklepatg tangenti, ki ju nadrtas
iz totke M; (2, 1) na hiperbolo 3x2 — 4y2 — 12?9

64. Kolika je tetiva, ki jo dolotujeta tangenti
iz totke M; (2, 2) na hiperbolo 4x2 — 9y2 = 36, in
kako se glasi njena enacha?

65. Kako se glasijo pri hiperboli 16 x2 — 9y2 =144
enatbe tistih tangent, katerih dotikaliS¢a so po 2%
oddaljena od Zarisc¢?

66. Kako se glasita pri hiperboli 16 x2 — 9 y2 = 144
enacbi tistih normal, ki stojita pravokotno na pre-
mici y -+ 3 = 4x, in koliko sta te normali oddaljeni
druga od druge?

67. Kateri tangenti hiperbole x2 — 2y2 =2 sta
vzporedni premici x — y =>5, in kolika je razdalja
teh tangent?

68. V kolikem kotu preseka krog x2 | y2 — 64
hiperbolo x2 — y2 = 36°?

69. Nadrtaj iz -to¢ke M; (3, 0) tangento na prvi
kvadrant hiperbole x2 — y2.= 25 ter pois¢i dotikaliic¢u

dotikalne koli¢ine!
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70. V katerih todkah hiperbole 4x2 — 9y2 = 36
je a) subtangenta = 8, b) subnormala = 8?

71. Kolik trikotnik tvori hiperbolna tangenta z
asimptotama ? :

72. Doka¥i, da tvori v vsaki hiperbolni tocki
tangenta s prevodnicama enaka kota!

73. Nadrtaj iz hiperbolnih ZariS¢ pravokotnici
na tangento ter doloéi, koliko sta podnoZiséi teh
pravokotnic oddaljeni od sredis¢a!

74. Kako se glasi temenska enaéba parabole, ki
se dotika premice 2y =Hx | 2°?

75. Kje in v kolikem kotu se sekata tangenti,
ki ju nariSes skoz preselisdi premice x {y =3 in
parabole y2=4x?

76. Natrtaj iz totke M; (—3, 1) tangenti na pa-
rabolo y2 — 6x ter dolo&i kota, ki jilr tvorita tangenti
z dotikalno tetivo!

77. Kako se glasita pri paraboli y*> = bx enatbi
tangent, ki gresta skoz totko M; (—3, 7)?

78. Kako se glasita pri paraboli y2 = 4x enatbi
tangent, ki sta vzporedni premici y — 2x = 3°?

79. V kolikih kotih seka premica 3y — 4x 4 20=0
parabolo y? = B8x,"in kolika je ploskev, ki jo odreZe
premica od parabole?

80. Kako se glasi enatba normale v totki M (4, 4)
parabole 32 = 4x, in v kolikem kotu preseka ta
normala drugokrat parabolo?

81. Nadrtaj skoz totko Mp (18, y1 > 0) parabole
y2 = 8x tangento ter dolo¢i ploskev, Ki jo oklepajo
ordinatna os, tangenta in parabolni lok!

82. Dolo¢i v premici y = bx - 40 tocko, ki leZi
najb]i/ije paraboli y2=150x. Glej nalogo 29., stran 147.!
; 83. Skoz totko M, (3, 4) kroga x2 | y2 — 25 gre
parabola, ki ji leZi vrh v krogovem sredi$éu. V ko-
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likem kotu preseka krog parabolo, in kolika je ploskeyv,
ki jo oklepata krog in parabola?

84. Naédrtaj v to¢ki M; (x;, 6) parabole y2 — 6x
tangento in normalo ter oértaj krog trikotniku, ki
ga tvorijo abscisna os, tangenta in normala. Kje leZi
srediSée kroga in kolik mu je polmer?

85. Nadrtaj iz neke toéke v parabolni vodnici
tangenti na parabolo ter dololi kot, ki ga oklepata
tangenti!

86. Katera tangenta parabole y* = 6x preseka

=

premico y = 3x | b v kotu 450°?



Zgodovinski dostavki.

Prvi poletki geometrije so se pojavili v Egiptu ob
Nilu. Sledovi praktiéne geometrije Egipfanov se Se
sedaj kaZejo v ponosnih piramidah in v mnogih staro-
davnih nasipih in vodotokih. V dobi tujih Hiksos-
kraljev je zbral neki pisar Ahmes (Amasis, med
2000 in 1700 pr. Kr.) v nekaki ro&ni knjigi zbirko ra-
¢unskih vaj. V tej zbirki se uporablja pri krogu za

stevilo v ulomek ()= 316... V stereometriji so ob-

delane zlasti Stiristrani¢ne piramide (beseda je staro-
egiptovskega izvora) in celo poizkusi nekake trigono-
metrije se dajo zaslediti. Egiptani so Ze -poznali
pravokotni trikotnik s stranicami 3, 4, 5, s katerimi
s6 praktiéno naértavali pravi kot. V isto svrho so
. rabili stari Indijei in Kitajci pravokotni trikotnik
s stranicami 5, 12, 13.

Pri Egipéanih so se uéili geometrije stari Grki.
Ze modri Tales iz Mileta (rojen okrog 624 pr. Kr.)
je Sel v Egipet, da bi si izpopolnil matematiéno znanje.
Pri njem se nahajajo zafetki grike matemati¢ne ter-
minologije. Njegova zasluga je v prvi vrsti ta, da je
seznanil Grke z egiptovsko vedo. Do znanstvene geo-
metrije se je povzpel Sele Pitagora (okrog 570 do
508 pr. Kr.), ustanovitelj italske Sole. Njegov izrek o
pravokotnem trikotniku je postal nekaka podlaga in
sredisce ratunajode geometrije. Pitagora je prvi upo-
rabljal proporcije pri geometrijskih nalogah in po-
stavil tako izreke o podobnostilikov na trdno podlago.
Njemu se pripisuje nadalje ,zlati sek“ in pa naérta-
vanje pravilnega peterokotnika. S peterokotnikom so
nas§li potem Pitagorovei tudi pravilni dodekaeder,
t. j. peti in zadnji pravilni polieder (Platonova telesa).
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Tri geometrijske naloge, ki se naj izvrSe z rav-
nilom in Sestilom, so v tej dobi zadele razgrevati ves
uceni svet: 1. razdelitev kota na tri enake dele, 2. po-
dvojitev kocke in 3. kvadratura kroga.

Razdelitev kota na tri enake dele je resil
Hipija iz Elide (rojen okrog 460 pr. Kr,), in sicer s
pomod&jo krive ¢rte ,Quadratrix“, ki jo je pozneje
Dinostrat (na koncu 4. stoletja pr. Kr.) uporabljal
za kvadraturo kroga. Nalogo o podvojitvi kocke
so stavili baje sveceniki v sveti§¢u v Delfih Delij-
cem, ko so prisli le-ti v stiski iskat pomo¢i (delijski
problem). S tem vpraSanjem so se posebno trudili
Platonovi udenci. Hipokrat (rojen na otoku Kiju
na koncu b. stoletja) je izkuSal z dvakratno srednjo
geometrijsko sorazmernico dobiti stranico podvojene
kocke. Iz a : x = x : y = y : 2a sledi named x3 — 2a3
ali x :af/?i Geometrijska konstrukcija se je posre-
Cila Sele Platonovemu ufencu Menehmu, in sicer
na dva nad¢ina: s pomodéjo parabole in hiperbole in
pa s pomocjo dveh parabol, torej zopet ne z ravnilom
in Sestilom. Po sedanjem nadinu v analiti¢ni geo-
metriji sledi iz Hipokratovih proporcij takoj x2 = ay
in y2 = 2ax, to sta pa dve paraboli, ali pa x2 = ay in
xy = 2a? kar pomeni parabolo in hiperbolo. Meneh-
mos je tudi prvi obdelal krive ¢rte, ki jih dajo stoi-
Cevi preseki (stoZkose&nice). Pitagorovec Arhita je
izkusSal nalogo o podvojitvi kocke re§iti s pomodéjo
valjevih presekov in s premikanjem likov.

£

S kvadraturo kroga, t. j. z nalogo, kake se
pretvori kroZna ploskev v kvadrat, se je trudil zlasti
Hipokrat. Pri tem je znaSel znani izrek o mese-
C¢evih krajcih na stranicah pravokotnega trikotnika.

Filozof Platon (427—347 pr. Kr.) ni toliko znan
glede. novih geometrijskih problemov, kakor da je
svoje ucence navajal na kriti¢no presojo tedanjega .
geometrijskega znanja. Znamenit je bil Platonov napis
na akademiji v Atenah: ,Kdor ni veS¢ geometrije,
naj ne vstopi.”
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Z vsemi tremi vpraSanji so se Se v srednjem in
novem veku bavili razni znanstveniki in lajiki in
Zele v novejSi dobi smo prisli do bridkega spoznanja,
da je razrefitev vseh trehsnalog- samo s pomodcjo
ravnila in Sestila nemogoda. Pri kvadraturi kroga
se je stvar razjasnila Zele potem, ko so dokazali, da
Stevilo « ni racionalno in tudi ne iracionalno, marvec
transcendentno $tevilo, ki se ne da izraziti z nobeno
algebrajsko enatbo. Hermite je 1. 1873. prvi dokazal,
da je Stevilo e — 271281828 . . . transcendentno, in
1. 1882. je isto dokazal Lindemann za Stevilo @ S
tema razpravama je bilo tisofletno vprasanje o kva-
draturi kroga reSeno. Cetudi je rezultat teh zgodo-
vinsko vaZnih nalog nazadnje nezadovoljiv, so vendar
te tri naloge mnogo pripomogle, da se je geometrija
tako hitro razvila in da se je geometrijsko znanje
poglobilo.

Za razvoj stereometrije je posebno vaZen
Evdoks iz Knida (okrog 390—337 pr. Kr.), Arhitov
uéenec. Izratunal je prvi telesnino piramide in stoZca.
Izkugal je tudi dokazati anomalije v gibanju planetov
(premikanje naprej in nazaj).

Pomen najveéjega ufenjaka starega veka Ari-
stotela (v Stagiru r. 1. 384. pr. K)) za geometrijo in
za znanost sploh ti¢i v tem, da je zadrtal dokazo-
vanju doloéni  red in mu ustanovil logi¢ne zakone.”
(Primerjaj: Geschichte der mathematischen Wissen-
schaften, Dr. H. Suter, 1873—1875.) Aristotelov vpliv
se je kazal Se v srednjem veku, ko so prisegali na
njegove besede in si Steli v najvedjo East in zaslugo,
ako so ga umeli.

Klasiéna doba grike geometrije pa ni vznikla
veé v Atenah, marvel v novem sredid¢u znanosti, v
Aleksandriji v Egiptu. V prvi aleksandrijski
dobi Stejemo najvelje grske (helenske) veleume in
najodliénejSe zastopnike geometrije. MoZje kakor Ev-
klid, Eratosten, Arhimed in Apolonij so ustvarili pravo
znanstveno geometrijo, ki je vzor e za danasnje ¢ase,



156

Aleksandrijec Evklid (okrog 300 pr. Kr) se je
izprva udéil v Atenah ter je postal pozneje ustanovitelj
aleksandrijske Sole, ki je bila tja do osvojitve Egipta
po Arabcih nekako sredi¥fe znanosti, kamor so se
zatekali tedanji ucenjaki vsega sveta. NajvazZnejSe
delo Evklidovo so ,Elementa® (ovoiysia), ki obsegajo
15 knjig. Evklid se kaZe v svojem delu izvrstnega
didaktika. Zbral je v logi¢ni sporedbi in znanstveni
razlagi elementarno geometrijo, kakor se je splosno
Se danes uéimo. Znamenita je niegova teorija o vzpo-
rednicah, ki je izzvala mnogo protivnikov, pa tudi

.zagovornikov, in Sele v 19. stoletju se je doznalo, da

se strogi dokaz o vzporednicah ne da izvesti. Znan
je tudi Evklidov izrek: ,Do geometrije ni nikakega
kraljevega pota.“

Eratosten (rojen okrog 276 pr. Kr.), ucenec
Aristarha, je bil zadetnik matematitne astronomije
in predhodnik Kopernika glede gibanja planetov.
Eratosten je prvi poizkusil izratunati dolZino meri-
dijana na podlagi merjenja gotove razdalje. Tudi je
prvi izrafunal naklonski kot ekliptike na 230 51" 13",

Izven sredisc¢a v Aleksandriji je Zivel na Siciliji
veliki geometer in mehanik Arhimed (rojen-v Si-
rakuzi 287 pr. Kr. in umorjen 1. 212, ob osvojitvi mesta).
Za geometrijo si je stekel najvel zaslug s tem, da
je izradunal plo&ine in prostornine teles in da je
nadel svojstva novih krivih ért (spiralo in druge).
Arhimed je prvi izratunal vsebino elipse in odseka
parabole, potem prostornino krogle iz ofrtanega valja,
nadalje prostornino rotacijskih teles, elipsoida, para-
boloida i. t. d. Uvedel je v geometrijo nov naéin do-
kazovanja: metodo izérpavanja (ekshauscijsko me-
todo), ki je prvi pofetek infinitezimalnega rafuna. Se
ob svoji smrti je baje zaklical morilcu: ,Ne dotikaj se
mojih krogov !¢ ;

Apolonij (rojen v Pergi okrog 240 pr. Kr.) je
znan po 8voji Kknjigi o stoZkosefnicah, ki tvori
nekak vrhunec grike geometrije. V tej knjigi se na-
hajajo Se sedaj navadna imena: elipsa, parabola,
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hiperbola, parameter, os, premer. Znan je tudi Apo-
lonijev problem o naértavanju kroga, e so dani trije
pogoji (totke, premice, krogi).

Okrog 160—120 pr. Kr. je deloval veliki astronom
Hiparh iz Nikeje. Ta je Ze rafunal kote iz tetiv in
zato velja za zabetnika trigonometrije. Zanimiva je
njegova teorija o gibanju planetov v epiciklih, ki je
bila v veljavi tja do Keplerja. S pomocjo paralakse,
ki jo je pri solncu dolo&il na 3" in pri mescu na 57,
je izkuSal prvi izradunati razdaljo obeh teles od
zemlje. NaSel je tudi precesijsko gibanje enakonotja
in je napravil zvezdni katalog.

Iz poznejSe dobe je znan Aleksandrijec Heron
(okrog 100 pr. Kr.) posebno kot mehanik. Po njem se
imenuje obrazec za plo§fino trikotnika iz stranic.

V drugi aleksandrijski dobi so zlasti znani
sledei: 1. Menelaj (okrog 100 po Kr), 2. Klavdij
Ptolomej (okrog 125—160 po Kr.), 3. Pap (okrog
300 po Kr) in Prokel (v b. stoletju po Kr. v Atenah).

Menelaj je uporabljal tetive za racune pri
ravnih in sferiénih trikotnikih ter je naSel izrek, da
je vsota stranic sferiénega trikotnika manjsa od 360°
in vsota kotov veéja od 1800. *

Ptolomej (rojen v Peluziju v Egiptu) je bil
vodja zvezdarne v Aleksandriji in se je povzpel do
tasti prvega astronoma starega veka. Njegov ,alma-
gest® (ueydidn odvraig) nadomesfa vsa prejSnja astro-
nomska dela, ki so se Ze poizgubila, in jih izpopol-
njujez novimi odkritji. Njegov svetovni sistem gibanja
je veljal za resnico tja do Kopernika. V istem delu
se nahaja tudi znamenita tablica tetiv za trigonome-
trijske racune. :

P ap je izdal zbirko najlepsih iznajdeb takratnih
geometrov.. Po njem se imenuje izrek o stranicah
poljubnega trikotnika, iz katerega se izvaja Pitagorov
izrek. Tudi izrek o prostornini rotacijskih teles s
pomod&jo premikanja tezi€a, ki se sedaj zove ,,Guldinov
izrek®, ima Ze Pap.
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Prav na koncu druge aleksandrijské dobe je Se
vaZen pisatelj Prokel, ki ni bil toliko samostojen
matematik, kakor pa razlagalec (komentator Evkli-
dov). Za zgodovino matematike v starem veku je
zanimiv zato, ker nam je ohranil mnogo izrekov drugih
pisateljev, ki bi se bili sicer poizgubili.

Odslej so nastopali ve¢inoma sami komentatorji
(tako n. pr. Teon in njegova h&i Hipatia) in po-
snemovalci — oéividen znak, da je matematiéna veda
zafela propadati. Svoj preporod in svoje vstajenje je
slavila Sele Cez tiso¢ let.

Izmed indijskih matematikov, ki so &rpali iz
grikih virov, je v srednjem veku vaZen za geometrijo
Bhéaskara Akarya (rojen 1114 po Kr). Indijci
so v trigonometriji napravili vazen korak, ko so uvedli
namesto tablic za tetive tablice sinusov (poloviéne
tetive dvojnih kotov). Take tablice se nahajajo v knjigi
sourya-Siddhanta® (Sindhind) neznanega pisatelja.

Tudi Arabci so pridno prebirali in prestavljali
dela grikih matematikov. Bili so v prvi vrsti aritme-
tiki in algebraiki, v geometriji pa se niso odlikovali,
le v trigonometrijo so posegli s sreéno roko. Ker so
se mnogo pecali z astronomijo, so sestavili poleg si-
nusovih tablic tudi tablice za tangente. Poznali so
Ze kotangento, sekanto in kosekanto, kosinuse pa so
nadomestili s sinusi komplementarnih kotov. Naj-
imenitnej8i arabski matematik je Sirec Mohamed
al Battani (Albategnius imenovan). V arabskem
almagestu, ki ga je sestavil AbGl Wafi, so tudi Ze
enaébe, kako se geometrijske funkcije izvajajo druga
iz druge. Najbolj pa se je odlikoval v trigonometriji
Arabec Nasr-Eddin (1201—1274 po Kr.). Ta ima Ze
sinusov izrek ravninske trigonometrije, v sferiéni tri-
gonometriji pa navaja Ze vse slucaje, kako se iz treh
sestavin dolodijo druge.

Iz arabskih virov je 200 let pozneje prevzel Regio-
montanus (Joh. Miller iz Koénigsberga, 1436—1476)
trigonometrijske izreke, jih predelal in prikrojil v
obliko, kakor jih Se danes poznamo. V svojih tri-
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gonometrijskih tablicah je prvi uvedel decimalni
sestav namesto seksagezimalnega pri Arabcih.

Sestnajsto stoletje pomeni za geometrijo in
astronomijo dobo preporoda. Tako je Mauroliko iz
Mesine (1494 —1575) izpopolnil Evklidovo geometrijo s
tangentami in asimptotami. Francois Viéte (Vieta,
1540—1603) je nasel kosinusov in tangentniizrek rav-
ninske trigonometrije ter je postalssvojimi analiti¢no-
geometrijskimi poizkusi predhodnik Descartov. Se
hitreje nego geometrija se je razvijala istodobno
astronomija. Nikolaj Kopernik (1473—1543) je v
svoji knjigi ,N. C. de revolutionibus orbium coelestium
libri sex“ zadal smrini udarec Ptolomejevemu svetov-
nemu sistemu. Poleg tega je izdal trigonometrijske
tablice za sinuse, kotangente in sekante na 10 deci-
malk. Tudi beseda trigonometrija je njegova. Rhe-
ticus (Georg Joachim v. Lauchen, 1514—1576) je iz-
delal tablice za sekante in naSel obrazec za tg ;f 17
stranic a, b, c.

V 17. stoletju je Lah Bonaventura Cavalieri
(1578—1647) v svoji knjigi ,Indivisibilia® povzel Ar-
himedov naédin izérpavanja in pripravil tako pot do
infinitezimalnega ratuna. John Napier (1550—1617),
iznajditelj logaritmov, je v sferi¢ni trigonometriji znan
po svojih dveh analogijah (drugi dve je dodal Briggs)
in po svojem pravilu za razreSevanje pravokotnega
sferi¢nega trikotnika. Takozvane Gaullove enatbe sta
imela %e Delambre in Mollweide. Obrazec za
plos&ino sferiénega trikotnika je naSel Albert Gi-
rard (1590—1632), sedanjo pisavo za goniometrijske
funkcijepajeuvedelSele Leonhard Euler (1707—1783).

Kakor nova zvezda pa se je prikazala v mate-
matitni vedi 1. 1637. knjiga ,Géométrie“, ki jo je
spisal Francoz Réné Descartes (Cartesius Renatus,
1596—1650), Sicer je imel Ze prej Francoz Pierre de
Fermat (1608—1665) pripravljeno razpravo: ,Ad locos
planos et solidos isagoge“, toda Descartes ga je v
tisku prehitel. Descartes in Fermat sta zadetnika in
ustanovitelja analititne geometrije v sedanjem po-
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menu besede. Z novimi pojmi abscise in ordinate in
soredja in s sistematitno uporabo algebre v geome-
triji sta poloZila temelj novi dobi, v kateri se je geo-
metrija z nenavadno hitrico razvila. Ko sta Se v istem
stoletju Isaak Newton in Se bolj Gottfried v.
Leibniz vpeljala infinitezimalni raéun, je nastopila
za geometrijo doba pravega zmagoslavja.

Opomnja. O domadih pisateljih matematikih
- glej dodatek v , Aritmetiki in algebri®.
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