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Mat ematika I

NOŽIŠČNE KRIVULJE KROŽNICE

Slika 1. Nas tane k nožiščne krivulje .

T

K

Iz dane ravninske kri vu lje K lahko na različne načine naredimo nove krivu
lje, np r. z razt egi in zrcaljenji. Obst aj aj o pa tudi bolj zaplete ni post opki
prid obivanj a krivulj. Ogledali si bomo nožiščne krivulje dan e kro žnice.

V splošnem pridemo do no ži š čne

krivulje Kp dan e ravninske krivulje
K tako, da najprej v ravnini te krivu
lje izberemo točko P , nato pa jo pr a
vokot no projiciramo na vse tangent e
krivulje K . Mno žica vseh nožišč N ,
t .j. presečišč pr avokotnic skozi P na
vse tange nte krivulj e K, je nožiščna

krivulja K p krivulje K glede na pol
P .

Premica ni zanimiva, saj je sama
sebi tangenta. Nožiščna "krivulja"
pr emi ce glede na katerokoli točko je
točka . Kaj pa no ži š čna krivulj a kro ž-

nice? V te m primeru so reči nekoliko
bolj zapletene, toda zanimivejše .

P roblem a se lot imo z analit ičnimi oro dji . Vzemimo v pr avokotnem
koordinatnem sist emu Oxy kro žnico K s poimerom R in s središčem v
točki S (R , O). Ni težko naj ti njene enačbe x2 + y 2 = 2Rx . Točko T na
K podajmo s središčnim kotom ep (slika 2) . Točka T ima očitno koordi 
nati (R( l + cos o ), R sin ep). Spomnimo se, da ima tangenta na krožnico
x 2 + y 2 = 2Rx v točki T (xo,Yo ) enačbo xox + YoY = R (x + xo) . Če

vanj o vstavimo Xo = R (l + cos ep) in Yo = R sin ep , dobimo naslednji re
zultat : t angenta t na K v točki T je pr emi ca z enačbo x cos ep + y sin ep =
= R (l + cos o).

Na j bo točka P (- a,O) pol , glede na katerega bomo iskali nožiščno

krivulj o ICp . Zar adi simet rije krožnice lahko brez škode za splošnost vza
memo P čisto polju bn o, za lažji račun jo postavim o kar na abscisno os.
Skozi P narišemo pr avokotnico n na t angento t . Enačba pr emi ce nje y =
= (x + a) t an ep oz. (x + a) sin ep - y cos ep = O. Druga oblika je splošnejša,
ker dopušča tudi, da je ep = ± 7f/ 2, česar prva oblika ne pr enese. Vse
tangente na K dobimo, ko kot ep preteče interva l [O, 27f) .



I Mat ematika
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Slika 2. Nožiščna kri vulja kr ožni ce.

Nožišče N ima koordinati (x, y) , kjer sta x in y rešit vi sistema enačb:

x cos ep + y sin ep = R(1 + cos ep )

xsinep - y cos ep = - asin ep

Sistem rešimo brez posebnih težav in dobimo:

x = ((R + a) cos ep + R) cos tP - a

y = ((R + a) cosep+ R) sin ep

Gorn ji enačbi podaj at a iskano kri vulj o v parametrični ob liki. Kot ep igra
vlogo paramet ra. Ko ta teče po intervalu [0,27T), točka N( x , y) ravno
enkrat obhodi vso krivulj o. Točki 0(0, O) in A (2R ,O) , v katerih je tangenta
na krožnico IC navpična, sta na novi krivulji IC p . Ce je P zunaj krožnice
IC , pot em neka tangenta na IC poteka skozi P . Torej je v tem primeru
t udi P na IC p .

Oblika nožiščne krivulje kro žnice je odvisna od a. Na sliki 2 smo
izbrali a > O. Lepo lahko opazujemo kri vulj e IC p za različne pole P z
računalniškim pr ogramom Cabri-geometre . Tako j bi opazili, da niso vse
dobljene krivulj e zavozlane tako kot naša na sliki 2.

Premica n , ki je vzpo redna z daljico ST, oklepa z osjo x kot ep .
Označimo z Q razdaljo od P do N . Iz koordinat točke N takoj raz beremo

Q = (R + a) cos ep + R . (1)



Matematika I
Da bi rezul t atu dali drugačen geomet r ijski pomen , načrtamo krožni co J( ,

skozi P in S , s središčem v točki S' , razpolovišču dalji ce P S . P remer
t e krožn ice je R + a. Premica n seka to krožnico v točki Al . Ni težko
ugotovit i, da je dalj ica M S vzp oredna z dalji co N T in da je štirikotnik
STN M pravokot nik.

Iz pravokotnega trikotnika PS}.,;1 razb eremo, da je razdalj a 7' od P
do M en aka (R + a) cos <po Pri danem kot u <p je t orej razd alj a g za R večja

od razd alje 7' .

Če vzamemo točko P za po l, za po larn o os pa poltrak s kr aj iščem v
P , usmerj en v pozitivni sme ri osi x , dobimo polarni koordinatni siste m ,
v kater em ima krožnica J( ' enačbo 7' = (R + a) cos <p, J(p pa enačbo (1).

Krivulja J( p je poseb en primer krivulje, ki ima v polarnih koordinatah
(g, <p ) enačbo

g = 2d cos <p + b , (2)

kjer sta d in b poziti vn i št evili. Taki kr ivulj i pravim o Pascalov polž. Pa
scalov polž po točkah konstruiramo tako, da načrtamo najprej kr ožnico s
premerom 2d, imen ovan o osno vnica pol že , nato v enem kraj išču premera
pot egn emo polt rak. Iz presečišča poltraka s krožni co nanesemo razda
ljo b po polt raku na ob e stran i in dob imo eno ali dv e točki P ascalovega
polža . Nat o opisano kon st rukcijo ponav ljamo za več polt rakov in dobljen e
točke povežemo. Tudi t a konstrukcija je primerna za računalniški progr am
Cabri-geornet re .

Torej je nožiščna krivulja kro žnice glede na katerokoli točko P ascalo v
polž, pri kater em je 2d = R + a in b = R .
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Slika 3. Primer a Pasca lovih po lžev .



Ivlatematika

V posebnem primeru a = O je enačba kri vulj e K p v polarnih koor
din atah (! = R (1 + cos ep ), kar predst avlja srčnico ali kardioid o (slika 3
levo). Če je P znotra j K , Pascalov polž nim a značilne male zanke (slika 3
desno), kot jo ima t ist i na sliki 2.

Pascalov polž je zanimiv t udi kot t risektrisa , to je krivulja , ki pomaga
razdeliti kot na t ri enake dele. V ta namen je treba vzet i t ist i primer polža ,
ko je d = b. Tedaj ima polž pentljo, ki sega ravno do središča krožnice,
njegove osnovnice (slika 4).
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Slika 4. Tretjinje nje kota .

Na sliki 4 je kot a = « PSQl. Dalj ico skozi Q l in S pod aljšamo t ako,
da seka polža v točki Q2. Premica skozi Q2 in P seka osnovnico pol ža v
točki P' . Zar adi posebne izbire le-t ega sta trikotnika P SP' in S P 'Q 2
enakokraka. Naj bo E = <r. P ' SQ2 = « P ' Q2S , Pot em je « P P' S =
= <r. S P P' = 2E, saj je v t rikotniku vselej zunanji kot enak vsoti notranjih ,
nepriležnih kot ov. Kot a je kot zunanji kot trikot nika P SQ2 enak vsoti
notranjih , nepriležnih kotov, torej a = 3E. Ugotovili smo to rej , da je
<r. S P ' Q2 = %.

Obliko Pascalovega pol ža imajo menda pri železnici ekscent ri za dv i
ganje in spuščanje signalov, ki povedo st anje kr et nic. Oblika poskrbi ,
da se naprava najhitreje vrti na sredi vrtljaj a , na začetku in koncu pa
najpočasnej e , da ne pr ihaja do nepotrebnih sunkovitih gibanj .

Marko Razpet




